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SIMGELER VE KISALTMALAR

Tez galismasinda Kullanilmis oldugumuz simgeler, yanda agiklamalar1 verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler

n = & N

u n

o

M=N
Hom(A, B)
End(M)
Gor(f)
Cek(f)
[lici Ni
Yier Ni

D i1 Vi
(X)

Rm

RadM

Aciklama

dogal sayilar kiimesi

tam sayilar kiimesi

rasyonel sayilar kiimesi

asal sayilar kiimesi

alt kiime

oz alt kiime

kapsama

kiimelerde kesisim islemi

(R, +,") halkasinda (R, +) abel grubunun birimi
(R, +,") halkasinda (R,") cebirsel yapisinin birimi
R Halkasinin Jacobson Radikali

alt modiil
M modiiliiniin N alt modiiliine gore b6lim modiilii

kiigiik alt modiil

izomorf modiiller

A modiilinden B modiiliine tiim homomorfizmalarin Kiimesi
M modiiliiniin endomorfizmalarinin kiimesi
f homomorfizmasinin goériintiisii

f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

N; alt modiillerinin direkt carpimi

N; alt modiillerinin toplami1

N; alt modiillerinin direkt toplam1

X kiimesi tarafindan tretilen modiil

m eleman tarafindan tretilen devirli modiil

M modiiliiniin radikali



Kisaltmalar
cgs®

DTT

(D3)

KSK
Loc®M

wLoc®M

Aciklama

direkt dual sonlu radikal tiimlenmis modiil

direkt toplam terimleri toplami 6zelligi

modiiliin keyfi iki direkt toplam teriminin toplamin modiile esit iken
bu iki modiiliin kesisiminin yine bir direkt toplam terimi olmasi
kismen siral1 kiime

direkt toplam terimi olan tiim lokal alt modiillerin toplami1

direkt toplam terimi olan tiim zayif lokal alt modiillerin toplami1



1.GIRIS

Bu tezde R halkasi denildiginde birimli halka alinacak ve tiim modiiller tiniter sol
R-modiil olarak calisilacaktir. M modiiliiniin K alt modiilii K < M seklinde gosterilir.
Boliim modiilii sonlu iiretilmis olan modiiliin alt modiiliine dual sonlu alt modiil denir.
Sonlu tiretilmis bir modiiliin her alt modiiliiniin dual sonlu alt modiil oldugu asikar bir
sonuctur. Bir M modiiliiniin U < M alt modiilii verilsin. M modiiliniin her V < M 6z alt
modiilii icin U+ V # M oluyorsa U ya M nin kiiciik alt modiilii denir. U <K M ile
gosterilir. M modiiliiniin her U 6z alt modiilii igin U < M ise M modiiliine oyuk modiil
denir. M modiiliiniin tiim 6z alt modiillerini kapsayan bir en genis 6z alt modiilii varsa M
ye lokal modiil denir. Direkt toplam terimlerinin bir genellestirmesi olarak tiimleyen alt
modiil ve tiimlenmis modiil kavramlar1 Kasch ve Mares tarafindan tanimlanmistir. Buna
gére M nin U alt modiilii icin M = U +V ve U NV nin V de kiigiik alt modiilii varsa V ye
U nun M modiiliinde tiimleyeni denir. Her alt modiilii timleyene sahip olan modiillere
tiitmlenmis modiil adi verilir [11]. Mohamed ve Miiller, tiimlenmis modiil kavramini
kuvvetlendirerek @-tiimlenmis modiilleri tanimlamuslardir. Her alt modiilii modiilde direkt
toplam terimi olacak sekilde tiimleyene sahip modiillere @-tiimlenmis modiil denir. Oyuk
modiiller @-timlenmistir [14]. Calisici ve Pancar, @-dual sonlu tiimlenmis modiil
kavramint @-tiimlenmis modiilleri genellestirerek tanimlamislardir ve bu kavramin
saglamis oldugu tiim temel 6zellikleri ¢alismiglardir. Bir M modiiliiniin her dual sonlu U alt
modiilii igin M = U +V ve UNV, V de kiigiik olacak sekilde M nin bir V direkt toplam
terimi varsa M ye @-dual sonlu tiimlenmis modiil adi verilir [6]. Nisanc1 ve Pancar ise,
bu kavrami genellestirerek direkt dual sonlu radikal timlenmis (cgs®-) modiil kavramim
calismiglardir. M modiiliiniin her U dual sonlu alt modiili i¢gin M =U+V ve UNV C
RadV olacak sekilde M nin V direkt toplam terimi varsa M ye direkt dual sonlu radikal

tiimlenmis denir [17].

Bu calismada, cgs®-modiiller kuvvetlendirilerek dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis
modiil kavrami tanimlandi. Orneklerle, tanimlanan modiil kavrammin cgs®-modiillerden
daha kuvvetli bir cebirsel yap1 oldugu ispatlanarak bu kavramla ilgili temel 6zellikler ifade
edildi. Ayrica dual sonlu I-Rad-@-tiimlenmis modiiller Dedekind Bolgeleri iizerinde

incelendi.



2. GENEL BIiLGILER
2.1. Halkalar

2.1.1 Tanim (R, +) abel grup olsun. °.” R lizerinde ikili islem olmak {izere asagidaki iki
kosulu saglayan (R, +,.) cebirsel yapisina halka denir. V a, b, c € R igin;

1) (ab)c = a(bc) saglanur,

ii)a(b+c) = ab+acve(a+b)c = ac+ bcdir[9].

2.1.2 Tanim (R, +,.) halkasinda YaeR i¢in ae = ea = a olacak sekilde e € R mevcutsa,
e € R elemanina R halkasinin birim elemam denir ve e = 13 yazilisi ile gosterilir. Birim
elemanli bir halkaya birimli halka adi verilir. Halkada birim eleman tek tiirli belirlidir.
Ayrica birimli bir halkanin her alt halkasi birimli olmak zorunda degildir.

Ornegin (Z,+,.) halkas: birimli bir halka iken, alt halkasi olan (2Z,+,.) birimli
olmayan bir halkadir.
* .’ islemine gore degismeli olan (R,+,.) halkasina degismeli halka denir. Z,Q, R
halkalar1 degismeli halkalara ve M(n,Z) matris halkasi da degismeli olmayan halkalara

ornektir [9].

Bu tez calismasinda (R, +,.) halkas1 birimli halka olarak alinacak ve kisaca R

yaziligi ile gosterilecektir.

2.1.3 Tanim R halka ve @ # I € R olsun. I, (R, +) abel grubunun alt grubu ve her a,b € I
icin ab €I ise, I alt grubuna R nin alt halkasi denir. Ayrica Vr €R, Va € [ igin ra €
I (ar €1) ise, I alt grubuna R nin sol (sag) ideali denir. Eger I, R nin hem sol ideali hem
de sag ideali ise, I ya R halkasinin iki yanh ideali veya kisaca ideali ad1 verilir.

Her sol (sag) ideal bir alt halka olmasina karsin her alt halkasinin sol (sag) ideal

olmasi gerekmez. Ornegin;
n r ,
I = {(0 r’) |nE Z;, r,r’ € @}
kiimesi M (2, R) halkasinin alt halkasidir, fakat sol ya da sag ideali degildir.



R ve 0, R halkasiin asikar idealleridir. R halkasinin kendisi hari¢ diger tiim
ideallerine 6z ideal denir. I, R halkasinin ideali olsun. R nin AB < I olan A ve B idealleri

icin A € [ veya B C I oluyorsa I idealine R halkasinin asal ideali adi verilir [9].

2.1.4 Tanmim R halka 0z # a € R olsun. ab = 0y olacak sekilde bir 0 # b € R elemani
bulunuyorsa, a elemanina sifir bélen eleman adi verilir.

Sifir bolen elemani olmayan birimli ve degismeli R halkasina degismeli bolge denir.
Omegin (Z, +,.) tamsayilar halkas1 degismeli bolgedir.

Kendisinden farkli her ideali sonlu sayida asal idealinin ¢carpimi seklinde yazilabilen
degismeli bolgeye Dedekind bolgesi denir.
Ornegin (Z, +,.) degismeli bolgesi bir Dedekind bélgesidir [9].

2.1.5 Tanim R halka olsun.
i) a € R eleman i¢in ab = ba = 1y olacak sekilde b € R eleman1 mevcutsab ye a € R
elemaninin tersi denir. Bu durumda a ya R halkasinin terslenebilir elemani denir.

ii) ¢ € R eleman1 igin c? = c oluyorsa ¢ ye R halkasiin idempotent elemam denir [9].

2.1.6 Tanim Birimli ve degismeli olan R halkasinin her elemaninin tersi varsa, R ye Cisim
denir. Her terslenebilir eleman sifir bolen olmayan eleman oldugundan her cisim degismeli

bolgedir [9].

2.1.7 Tanim R degismeli bolge ve S, R iizerinde sifirdan farkli elemanlarin kiimesi olmak

iizere STIR = {g
b

a€ERDbE S} bir cisimdir. Bu takdirde SR cismine R degismeli

bolgesi tizerinde kesir cismi denir [9].

Ornegin; Q,Z in kesir cismidir.
2.2 Modiiller

2.2.1 Tanim R halkas1 ve (M ,+) abel grubu i¢in (r,m) — f(r,m) = rm ile tanimh
f + R X M — M fonksiyonu verilmis olsun. Her r,s € R ve her m,n € M igin;
yr(m+n)=rm+rn

i)(r+s)m =rm+sm

i) (rs)m =r(sm)



kosullar1 saglaniyorsa M ye sol R-modiil denir ve M ile gosterilir. Eger R birimli halka
ve Vm € M igin 1;m = m oluyorsa M ye iiniter sol R-modiil denir. Benzer tanim sag

R-modiil i¢in de yapilabilir [9].

Her abel grup bir iiniter sol (sag) Z-modiildiir. Her R halkasi1 kendi iizerinde sol
R-modiildiir ve R ile gosterilir. Eger R birimli halka ise ;R tniter sol modiildiir. Her
vektor uzayi, tiniter sol modiil yapisina sahiptir.

Bu ¢alismada tiim modiilleri tiniter sol R-modiil olarak alacagiz. Fakat kisaca R-

modiil yazilisin1 kullanacagiz.

2.2.2 Tanim R halka olmak iizere M R-modiil ve N, M abel grubunun alt grubu olsun. Bu
takdirde Vr € R ve Vn € N i¢in rn € N oluyorsa N ye M modiiliiniin alt modiilii denir ve
N < M ile gosterilir.

0 ve M, M modiliiniin asikar alt modiilleridir. M modiiliiniin asikar alt modiilleri
disindaki alt modiillerine 6z alt modiil denir. R halkasinin I 6z sol ideali ayn1 zamanda bir
6z alt modiiliidiir. Ustelik M modiiliiniin keyfi sayidaki alt modiillerinin kesisimi de M nin

alt modulidiir [9].

2.2.3 Tamim M R-modiil ve X, M nin alt kiimesi olsun. M nin X i kapsayan tiim alt
modiillerinin kesisimine X kiimesi tarafindan iiretilmis alt modiil denir ve (X ) ile
gosterilir. Eger X sonlu elemanl ise, ( X ) alt modiiliine sonlu iiretilmistir denir. Ozel
olarak X = { a } seklinde tek elemanli ise, ( X ) = ( a ) alt modiiliine devirli alt modiil
denir. Burada (a) =Ra ={ra| r € R} seklindedir. Ayrica {K;|i € I}, M nin alt
modiillerinin ailesi ise, X = U;¢; K; klimesinin {rettigi alt modiile K; modiillerinin

toplamu denir. ( X ) = (U;¢; K;) = X1 K; ile gosterilir [9].

2.2.4 Tanim M R-modiil ve U, (M, +) abel grubunun alt grubu olsun. Abel grubun her alt
grubu normal alt grup oldugundan U < M dir. Boylece M / y bolim grubu anlamhdir. Her
r €ER ve m+UE€ M/U icin (rrm+U)=rm+U ile tanimh
i Rx M/, — M/, fonksiyonuna gore M/, bir R-modiildir. Burada M/, R-

modiiliine M nin U ya gore boliim modiilii denir [9].



2.2.5 Teorem Sonlu iiretilmis modiiliin her boliim modiilii de sonlu tiretilmistir [9].

Ispat M sonlu iiretilmis R-modiil ve U <M olsun. M sonlu iiretilmis oldugundan
M=<{m;,m,,.....m,} > ve herr m eM iginV1<i<n i¢cin mj EM ve r, ER
olmak iizere m = rym; + r,m, +---+nr,m, dir. Her m+U € M/U eleman: igin
m+U = (m +-+nm,) +U =nr(m +U) +-+ r,(m, +U) oldugundan
M/U =<{m+Um,+U,...... ,m, + U} > bulunur. Dolayisiyla M/U sonlu

iiretilmistir.

2.2.6 Tanim M R-modiiliiniin ve U alt modiilii verilsin. Eger M / U sonlu tiretilmis ise, U ya

M nin dual sonlu alt modiilii denir [9].

2.2.7 Tanim Bostan farkli I indis kiimesi igin {M;};¢; S0l R-modiillerin bir ailesi olsun. Her
i€l i¢in ¢@(i)eM; seklinde tamimli tim ¢ fonksiyonlarinin  kiimesine
{M;};c; modiiller ailesinin direkt carpimi ad1 verilir ve
[lietM; ={@ | ¢:1 — U;; M; ,heri €I igin @(i) € M; } yazilis1 ile gosterilir. [[;e; M;
nin sadece sonlu sayida bileseni sifirdan farkli olan elemanlarin kiimesi @®;c; M; ile
gosterilirse  @;¢; M; = {(m;);e; | encoksonlusayidai € I i¢in m; # 0 } kiimesine
{ M; }ic; modiiller ailesinin dis direkt toplanm denir. Buradan @;¢; M; < [[;; M; elde
edilir [1].

2.2.8 Tamim M R-modiil ve {M;};c; , M nin alt modiillerinin ailesi olsun.
)M = Y M; ve
) VieliginM;NnY,;.;M; =0
kosullarint saglayan M modiiliine {M;};c; alt modiiller ailesinin i¢ direkt toplanm ya da
kisaca direkt toplamm denir. M =@, M; ile gosterilir. Her bir M; alt modiiliine
M modiiliiniin direkt toplam terimi denir.

M modiliinin M; ve M, alt modilleri verilsin. M = M; @ M, ancak ve ancak
M=M, +M, ve M, n M, =0 dir [9].

2.2.9 Tanim M nin her N, K, L alt modiilleri igin (N+ K)NL=(NnL)+ (KNL) (veya
(NNK)+L=(N+L)n(K+L))ise M ye dagilimh modiil denir [3].



2.2.10 Teorem (Modiiler Kural) M R-modiil, K, N ve L de M nin alt modiilleri ve L < N
olsun. Bu takdirde (L + K) NN =L+ (K n N) dir [1].

Ispat Her a € (L+K)N N icina € (L+K) ve a € N oldugundan a = | + k olacak
sekilde ! € Lve k € K vardir. L < N oldugundan [ € N olur. Bu durumda k = a — [ dir.
N <M oldugundan a € N, Il € N iken k € N olup k € K NN bulunur. Boylece
a€ L+ (KnN) olur. Tersine L+ (K NN ), hem L 4+ K nin hem de N nin alt modiilii
ikenL+(KNN) < (L+K)n N dir. Dolayisiyla istenen esitlik elde edilir.

2.3 Homomorfizmalar

2.3.1 Tanim M ve N R-modiilleri verilsin. Asagidaki kosullari saglayan ¢: M — N
fonksiyonuna sol R-modiil homomorfizmasi denir.
i) Hera,b € M igin ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) dir.
i) Her a € M ve her r € R igin ¢ (ra) = ro(a) dir.

Bu ¢alismada sol R-modiiller iizerinde durulacagi ig¢in herhangi bir sol R-modiil
homomorfizmasini kisaca homomorfizma olarak adlandirilacaktir. Birebir olan ¢
homomorfizmasina monomorfizma, orten olan ¢ homomorfizmasina epimorfizma, hem
birebir hem orten olan ¢ homomorfizmasina izomorfizma denir. ¢: M — N izomorfizma
ise, M ve N modiillerine izomorf modiiller denir ve M = N ile gosterilir.

M modiilinden N modiiliine tanimli tim homomorfizmalarin kiimesi Hom ( M, N )
ile gosterilir. Hom(M,N ) = {¢ | ¢ : M — N modiil homomorfizmasi} seklindedir.
Burada M = N ise ¢ ye endomorfizma adi verilir. Tiim endomorfizmalarin kiimesi
End(M ) ile gosterilir.

M R-modil ve N <M olsun. Her aeN i¢in ¢(a) = a ile tanimhi ¢:N — M
doniisimii  R-modiil  monomorfizmast olup ¢  monomorfizmasina icerme
homomorfizmasi denir ve i yazilis1 ile gosterilir. m:M — M /N, t(m) =m+ N le
tanimli  donlisimii  epimorfizmadir. Bu m epimorfizmasina dogal (kanonik)
homomorfizma denir.

M R-modill ve {M;}ic;, M nin alt modiillerinin ailesi olsun. M = @;;M; iken
VY(my)iet EM icin P ((m;)ie;) = my ile tanimlt Y,: M — M, epimorfizmasina k.

izdiisiim homomorfizmasi ad: verilir [25].



M R-modiil olmak iizere g(m) = m ile tammmli g: M — M fonksiyonu R-modiil
izomorfizmasidir. Bu izomorfizmaya birim (idantik) homomorfizma adi verilir. M den

M ye birim homomorfizmasi I, yazilisi ile gosterilir [9].

232 Teorem f:M — N ve g:N — K birer R-modiil homomorfizmasi iken

g °f + M — K bileske fonksiyonu R-modiil homomorfizmasidir [12].

2.3.3 Tanim f:M — N R-modil homomorfizmasi olsun. {a € M | f(a) = 0}
kiimesine f nin cekirdegi denir ve Cek(f)=f"1(0) yazili;1 ile gosterilir.
{f(a) | a € M} kiimesine M modiiliiniin f altindaki homomorfik goriintiisii denir ve
Gor( f) yazilisi ile gosterilir. Ayrica Cek(f) < Mve Gor(f) < N dir[9].

2.34 Teorem m:M — M /N dogal (kanonik) homomorfizma olsun. Bu takdirde
Cek(m) = N dir [9].

2.3.5 Tanim M R-modiilinde V f € End(M ) i¢in f (U) < U oluyorsa U ya M nin
karakteristik alt modiilii denir [25].

2.3.6 Tamim Her alt modiilii karakteristik alt modiil olan modiile es modiil denir [15].

2.3.7 Yardimc1 Teorem M = @; ., M; modiilii M, alt modiillerinin direkt toplam1 ve N, M
modiiliiniin karakteristik alt modiilii olsun. Bu takdirde N = @, ., (N n M) dir [25].

2.3.8 Tanmim Asikar alt modiillerinden farkli direkt toplam terimi olmayan sifirdan farkli bir
modiile parcalanamaz modiil denir. Ayrica par¢alanamaz modiile izomorf olan tim

modiiller pargalanamaz modiildiir [20].

2.3.9 Teorem (Homomorfizma Teoremi) f:M — N R-modiil homomorfizmasi olsun. Bu

takdirde M [cele(p) = Gor(f) dir. Ozellikle f epimorfizma ise, M [cekpy = N dir [7].
Ispat  m+ Gek(f) — @(m + Cek(f)) = f(m)ile tammh (p:M/Cek(f) — Gor(f)

dontisiimiini  alalim. m, + Cek(f) = m, + Cek(f) olan vm, + Cek(f),m, + Cek(f) €

Mfcer(ry isin my—m; € Cek(f) dir. Buradan f(m,—mz) =0 elde edilir. f



homomorfizma oldugundan f(my) = f(m,) olup ¢(my + Cek(f)) = @(m, + Cek(f))

esitligi saglanir. Dolayisiyla ¢ dontistimi fonksiyondur.

Her m; + Cek(f), m, + Cek(f) € M/Cek(f) icin

(p((m1 + Cek(f)) + (m, + Cek(f)) = <p(m1 +m, + Cek(f))
= f(my +my)
= f(my) + f(my)
= ¢(m1 + Cek(f) + ¢ (m, + Cek(f))

elde edilir.

Her m + Cek(f) € M/(;ek(f) ve Vr € R igin (r(m + Cek(f)) = (rm + Gek(f))

= frm)
=rf(m)
=ro(m + Cek(f))

oldugundan ¢ homomorfizmadir.

Cek(p) = {m + Gek(H) € M /ey 5y | @(m+ Ceke(P)) = Fm) = 0}

= fm+ Gek(1) € M/ 1y | m € Cek (P} = (Gek ()

oldugundan ¢ birebirdir. ¢ nin Ortenligi aciktir. Dolayisiyla ¢ izomorfizma olup

M/g;ek(f) = Gor(f) bulunur.

2.3.10 Teorem (l. Izomorfizma Teoremi) M R-modiiliiniin H ve K alt modiilleri icin

(H + K)/K 'M/K modiiliiniin alt modiilii olup (H + K)/K = H/(H N K) dir [8].

Ispat Her h€H icin o(A)=h+k+K=h+K ile tamml @:H — (H+K)/K

dontigimiinii alalim. Vhy, h, € H i¢in hy = h, iken @(h;) =h, + K = h, + K = ¢(h;)
oldugundan ¢  fonksiyondur.  Her  hy,h, € H i¢in(hy + hy,) =h; + h, + K =
(hy + K) + (h, + K) = @(hy) + @(h,) elde edilir. Ayrica Vh € H,Vr €R igin
@(rh) =rh+ K = r(h + K) = r@(h) oldugundan ¢ R-modiil homomorfizmasidir.



Herh+k+K=h+KE€ (H + K)/K elemani i¢in @(h) = h + K olacak sekilde h € H

eleman:i oldugundan ¢ ortendir. h € Cek(¢p) keyfi eleman: igin ¢(h) = h+ K = K olup
he HNK bulunur. Tersine h€ HNK i¢in ¢@(h) = K oldugu agiktir. Dolayisiyla
Cek(¢p) = H N K olup Teorem 2.3.9 dan istenen elde edilir.

2.3.11 Teorem (Il. Izomorfizma Teoremi) M R-modiil ve K < N < M olsun. Bu durumda

ML ey = M/ dir (91,

Ispat M/ K)/ (N/K) boliim modiiliiniin anlamli oldugunu goéstermek icin N / K nmn M / K

nin bir alt modiilii oldugunu gosterelim. N < M oldugundan Oy + K € N / k olup N / Kk*9
dir. Her ny + K,np + K € N/ igin (ny + K) — (n, + K) = (n, —n,) + K € N/, elde
edilir. Ayrica vr € vn+ K € N/ icinr(n+ K) =rn+ K € N/, dir.

Her m+K € M/ icin f(m+K)=m+N €M/, ile tanmh f:M/,, — M/,
déniisiimiing alalm. Her m + K,m' + K € M/, igin m + K =m’ + K olsun. Buradan
m—m€e€K<N olup m—m'eN iken m—m'+N=N dir. Boylece
m+N=m'+N ecsitliginden f(m+K)=f(m'+K) bulunur. Dolayisiyla
f:M/, — M/ doniisiimii bir fonksiyondur.

Herm, + K,m, + K € M/K iginf((ml +K)+ (m, + K)) = f(my +m, + K)

=m;+m,+N

=(my + N)+ (m, + N)

=f(my + K) + f(m, + K)
elde edilir. AyricaVr € R,Yym+ K € M/K icin frm+K))=f(rm+K)=rm+N
=rf(m+ K)olup f bir R-modiil homomorfizmasidir. Her m + K € Cek(f) igin
fm+K)=m+ N = Nolupm € N bulunur. Béylece m + K € M/K dir. Her n+ K €
N/ iginn €N olup f(n+K) =n+N =N esitliginden n + K € Cek(f) elde edilir.
Dolayisiyla Cek(f) = N/K dir. Her m + N = f(m + K) olacak sekilde m + K € M/K

bulunur. Buradan f o6rtendir. Teorem 2.3.9 dan istenen izomorfizma goriiliir.
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23.12 Tanm {M,},ez modiller ailesinden ve bunlarin f;: M, — M,_,

fn fn fn- L. ..
homomorfizmalarindan olusan ... — M,, 4 = M, — M, _, =5 ... dizisinde vn € Z igin

Gor(f,) = Cek(f,_1) oluyorsa bu diziye tam dizi adi verilir, 0 =4 —B —C — 0

seklindeki tam diziye ise kisa tam dizi ad1 verilir [1].

f g
2.3.13Teorem 0 — A < B < (€ — 0 kisa tam dizisi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
h k

1) h o f = I, olacak sekilde bir h: B — A homomorfizmasi vardir.

i) Gorf, B modiiliiniin direkt toplam terimidir.

ii) gok =1 olacak sekilde k:C — B R-modiil homomorfizmasi vardir ve
B = A®C dir [1].

Teorem 2.3.13 deki denk kosullarindan birini saglayan kisa tam diziye parc¢alanabilir kisa

tam dizi denir [1].

2.3.14 Tamim M R-modiil ve N, M nin 6z alt modiilii olsun. M nin N yi kapsayan N den
farkli 6z alt modiili mevcut degilse N 6z alt modiiline M modiiliiniin maksimal alt

modiilii denir. Oregin p € P olmak iizere < p >= pZ, ,Z modiiliiniin maksimal alt

modiiltdiir [9].

2.3.15 Yardimci Teorem (Zorn Yardimer Teoremi) X bos olmayan KSK olsun. X in her

tam siral1 alt kiimesinin (zincirinin) iist sinir1 varsa X maksimal bir eleman igerir [18].

2.3.16 Onerme Sonlu iiretilmis bir modiiliin her 6z alt modiilii bir maksimal alt modiilde
kapsanir [9].

Ispat M sonlu iiretilmis bir modiil ve M’, M modiiliiniin keyfi alt modiilii olsun. M nin M’
alt modiiliinii kapsayan tim 6z alt modiillerinin kiimesini I' ile gosterelim. M’ € " olup
['# @ dir. T, € bagintisina gore bir KSK dir. A,T’" nin bostan farkli bir tam sirali alt
kiimesi olsun. A nin tiim elemanlarmin birlesimini M, alalim. A tam sirali oldugundan
My, M nin alt modiiliidiir. Ustelik My, M nin 0z alt modiiliidiir. Eger My, M nin 6z alt
modiilii olmasa, M sonlu tiretilmis oldugundan sonlu bir {m,, m,, ..., m,} iirete¢ kiimesine
sahip olup m;, A ya ait olur. A tam sirali oldugundan A nin tiim m; leri kapsayan bir K
eleman1 vardir. Buradan M € K bulunur. Dolayisiyla M € A dir. Ancak bu A tam sirali

kiimesinin se¢imiyle ¢elisir. O halde M, , M nin 6z alt modiiliidiir. Ayrica M, S M oldugu
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aciktir. Buradan My € T' ve M, , A nin bir iist siniridir. Yardime1 Teorem 2.3.15 geregince
' bir L maksimal elemanina sahiptir. L, M nin maksimal elemani olup M nin M’ 6z alt

modiilii L maksimal alt modiiliinde kapsanir.

2.3.17 Teorem R halka, M R-modiil ve U, M nin alt modiilii olsun. Bu takdirde M nin U yu

iceren tiim alt modiillerinin kiimesi ile M / y Nun tiim alt modiillerinin kiimesi arasinda
birebir egleme vardir. Burada V, M nin U alt modiiliinii igeren alt modiilii ise M / y hun alt
modiilleri V/ y formundadir [1].

Ispat U < M oldugundan m: M — M / y dogal homomorfizmasi kullanilarak U €V < M
icin w(V) = V/U < M/U elde edilir. Tersine K < M/U ise, V=n"1(K) igin
U=Cek(m)=n"1(0)<V <M ve n(V)= V/U = K oldugundan M/U nun her alt

modiilii U < V < M olmak iizere V/ y seklindedir.

2.3.18 Teorem {M;};,.; R-modiillerinin ailesi ve heriel ig¢in N; < M; olsun. Bu takdirde
Dier Mi/@_ N, = Dic; (Mi/N,> izomorfizmas1 vardir [9].
lLe l l

Ispat Her (m;); € ®;c; M; icin f((my)ic;) = (m; + N;)ic; seklinde tanimh

f:@iE,Mi—>Mi/N. dontigimi  verilsin.  Her  (my)ic;, (M))ic; € ®;c; M;  igin
L

(my)ie; = (m});; olsun. Bu takdirde her iel i¢in m; = m; dir. Buradan Viel igin
m; +N;=m; +N; olup (m;+ N, = (m;+ N;);c; elde edilir. Dolaysiyla
f(Mm)icn) = f((M)icp) bulunur. Her (my) e, (Mj)ic; € iy M; igin
fUMm)ier + (Micp) = F(Omy + ki)ier)

= (m; + ki + N ies

= ((m; + Np) + (ki + N))ies

= (m; + Npicr + (ki + Niies

= f((myier) + f((ki)iep) dir.
Ayrica  Vr € Rigin  f(r(m)ic) = f((rm)ie) = (rmy + N iy = v(m; + Ny iy

= rf((m;);c;) oldugundan f bir R-modiil homomorfizmasidir.
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Her (x; + Nics € @iy ( l/Nl.> icin x; € M; dir. Bdylece f((xicr) = (x;i + Ni)ics

olacak sekilde (x;);c; € ®;<; M; mevcut oldugundan f R-modiil epimorfizmasidir.

Her (vi)ier € Cek(f) icin f((Viier) = (Vi + Niier = (N)ier Olup Vi €1 igin y; € N;
bulunur. Dolayistyla (y;)ie; € ®;<; N; dir. Tersine her (z;)ie; € @iy N; icin f((z;)ier) =
(z; + Np)ier = (N)igr oldugundan (Z)ier € Cek(f) dir. Baoylece Cek(f) =

®;<; N; bulunur. Teorem 2.3.9 dan ilgili izomorfizma elde edilir.
2.4 Basit ve Yari1-Basit Modiiller

2.4.1 Tanim Sifir ve kendisinden farkli alt modiilii mevcut olmayan sifirdan farkli modiile
basit modiil denir [12].

2.4.2 Teorem M basit modiil olsun. 0, M nin maksimal alt modiiliidiir ve her m € M i¢in
M = Rmdir [1].

Ispat M basit modiil oldugundan 0 modiiliinii kapsayan bir 6z alt modiilii mevcut degildir.
Dolayisiyla 0, M nin maksimal alt modiilidiir. Her 0 # m € M eleman igin Rm < M

dir. M basit modiil ve 0 # Rm oldugundan Rm = M dir. Sonug olarak M devirlidir.

2.4.3 Teorem M modiiliiniin U alt modiiliiniin maksimal alt modiil olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul M / y bolim modiiliiniin basit olmasidir [12].

Ispat (=) K/U ) M/U nun bir alt modiilii olsun. Burada U < K dir. Hipotez geregi U, M
nin maksimal alt modiilii oldugundan U = K veya K = M dir. O halde M/U nun alt
modiilleri U/ y veya M / U dur. Dolayisiyla M / y bolim modiilii basittir.

(&) M / y bolim modili basit olsun. U <V <M olan M nin V alt modiiliinii alalim.
Buradan U/, < V/, < M/, olur. M/, basit modil oldugundan V/,; = M/, olup
V = M dir. Dolayisiyla U < M maksimal alt modiildiir.

2.4.4 Teorem M modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.
1) M nin her alt modiilii basit alt modiillerin bir toplamidir.
i) M basit alt modiillerin toplamidr.

1ii) M basit alt modiillerin direkt toplamidir [18].
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2.4.5 Tanim Teorem 2.4.4 te verilen denk kosullardan birini saglayan M modiiliine yari-

basit modiil denir.

0 # n kare ¢arpansiz bir tamsay1 oldugunda Z/nZ yari-basit Z-modiildiir [12].

2.4.6 Sonug Yari-basit bir M modiilii i¢in asagidaki ifadeler saglanir.
i) M nin her alt modiilii yar1-basittir.

i) M nin homomorfik goriintiisii yari-basittir [12].
2.4.7 Sonug Yari-basit modiillerin toplami yari-basittir [12].
2.5 Kiiciik Alt Modiiller

2.5.1 Tanim R halka ve M R-modiil olmak tizere K, M modiliiniin 6z alt modiilii olsun.
Eger K + L = M kosulunu saglayan M modiiliiniin L 6z alt modiilii yoksa K alt modiiliine
M modiiliinde kiiciiktiir denir ve K < M seklinde gosterilir.

Sifirdan farkli her modiiliin sifir alt modiiliiniin modiiliin kendisinde kii¢iik oldugu
asikardir. Kiigiik alt modiile bir 6rnek teskil etmesi agisindan Zg Z —modiiliiniin
K = (4) alt modiilii alinarak K nin Zg in bir kiiciik alt modiilii oldugu kontrol edilebilir
[25].

2.5.2 Onerme (Kiigiik Alt Modiiliin Ozellikleri)

i) M modiil ve U <V < M olsun. Eger V « M ise U <« M dir.

i) M modiill ve U<V <M olsun. Eger U KV ise, U ve U nun alt modiilleri V alt
modiiliinii kapsayan M modiiliiniin alt modiillerinde kiigtiktiir.

i) M modil, Ki,K,,.., K, M{,M,,...,M,, M modiilliiniin alt modilleri ve her
i=12,...,nicin K; K M; olsun. Bu takdirde K; + K, + -+ K, K M; + M, + -+ M,
dir.

iv) M, K birer R-modil ve f:M — K bir homomorfizma olsun. N K M ise,
f(N) < f(M) dir.

V) M modiil, L < M, N <L ve L, M nin direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde N < L
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N << M olmasidir.

Vi) K < M alt modiilii M de hem kiigiik hem de direkt toplam terimi ise K = 0 dur.

vii) M /N sonlu iiretilmis ve N < M ise, M modiilii sonlu tiretilmistir [24].
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Ispat i) U + L = M olacak sekilde L < M verilsin. U < V oldugundan V + L = M yazlr.
Hipotez geregince V << M iken L = M olup U « M elde edilir.

i) L,M nin V alt modilinii kapsayan bir alt modiili olsun.U + K = L kosulunu
gergekleyen K < L alt modiilii verilsin. Bu esitliginin V ile kesisimi alinirsa (U + K) N
V=VolupU <V ve Teorem 2.2.10 dan U + (V N K) =V bulunur. U < V oldugundan
VNK =V esitligi saglanir. Buradan V< K dir. UKV <K ve U+ K =1L iken K =1
elde edilir. Dolayisiyla U <« L bulunur.

iii) Ispat1 n = 2 i¢in yapalim. K; + K, + L = M; + M, olacak sekilde herhangi bir L alt
modiiliinii alalim. K; < M; oldugundan (i) sikkindan K; << M; + M, olur. Buradan
K, +L=M;+M, olur. Benzer sekildle K, <K M, oldugundan (i) sikkindan
K, K My + M, olup L = M; + M, elde edilir. Boylece K; + K, < M; + M, bulunur.
Sonlu sayidaki K; alt modiilleri i¢in de ispat benzer sekilde yapilir.

iv) f(N)+ U= f(M) olacak sekilde U < f(M) alt modilii verilsin. Bu takdirde
fTYf(N)+U)=M dir. Buradan N+ f~3(U)=M elde edilir N <« M iken
f~1(U) = M buradan da U = f(M) oldugu goriiliir. Dolayisiyla f(N) < f(M) olup (i)
sikkindan f(N) « K bulunur.

V) N < L ise (i) sikkindan N < M dir. Tersine; N < M olsun. N + V = M olacak sekilde
herhangi V < M alt modiliinii alalim. L, M nin direkt toplam terimi oldugundan
M = LU olacak sekilde U <M vardir. Bu durumda N+V+U=M ve NKM
oldugundan V + U = M dir. Son esitligin L ile kesisimi alinirsa, Teorem 2.2.10 dan
L=V+WnNL)=V olur. Ohalde N « L dir.

vi) K, M nin direkt toplam terimi oldugundan M = K@®L olacak sekilde L < M vardir.
Buradan M =K + L ve K « M oldugundan L =M dir. Ayrica KNL=0 ve L=M
oldugundan K = K N M = 0 esitligi elde edilir.

vii) M/N sonlu {iiretilmis olsun. Bu takdirde M = N + K olacak sekilde sonlu iiretilmis
K <M alt modiili vardir. N <« M oldugundan K = M bulunur. Dolayisiyla M sonlu

iretilmistir.
2.6 Bir Modiiliin Radikali
2.6.1 Tanim R halka ve M R-modil olsun. M modiilinin tim maksimal alt modiillerinin

kesisimine M modiliiniin radikali denir ve RadM ile gosterilir. Eger M modiiliiniin

maksimal alt modiilii yoksa RadM = M dir. RadM = M ise, M modiiliine radikal modiil
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denir. R R-modiil oldugundan RadR, R nin radikali olup kisaca ] ile gosterilir. /] ye R

halkasinin Jacobson radikali adi verilir. Ayrica M nin tiim radikal alt modiillerinin

toplami P(M) ile gosterilir. P(M) =), r<m L dir. ;Q modiilii maksimal alt modiile
L=RadL

sahip olmadigindan Rad ;Q = ;Q dur. Dolayisiyla radikal modiil 6rnegi olarak ,;Q
modiilii verilebilir. Ustelik P( ,Q ) = zQ dir [25].

2.6.2 Yardimci Teorem M modiil olsun. m € M olmak {izere Rm devirli modiiliiniin M nin
kiigiik alt modiilii olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul m & U olacak sekilde U < M
maksimal alt modiiliiniin olmasidir [20].

Ispat (&) m & U olacak sekilde M nin U alt modiilii verilsin. Kabul edelim ki Rm <« M
olsun. Hipotez geregince U + Rm = M olmalidir. Rm < M iken U = M geliskisi elde
edilir. O halde Rm devirli alt modiili M de kiigiik alt modiil olamaz.

(=) Rm devirli alt modilinin M modilinin kiiciik alt modili ve
X ={N <M|N+ Rm = M} oldugunu kabul edelim. Hipotezden X # @ dir. X kapsama
bagintisina gére KSK dir. Y, X kiimesinin bir zinciri olsun. Yy = Ugey K, Y kiimesinin bir
tist sinir1 olup m & Y, dir. Sayet m € Y, olsabirK e Yiginm € KolupK =K+ Rm =M
celigskisi elde edilir. Dolayisiyla Yy <M dir. Ayrica her K€Y icin K+ Rm=M
oldugundan Y, + Rm = M olup Y, € X bulunur. Buradan da Y, X kiimesinde iist sinira
sahip olup Yardimci Teorem 2.3.15 geregince X kiimesi bir U maksimal elemanini igerir.
U <V <M Kkeyfiolsun. Buradan U + Rm = M oldugundan V + Rm = M bulunur. Diger
taraftan U, X kiimesinin maksimal elemani oldugundan V & X dir. Dolayisiyla X kiimesinin

tanimindan dolay1 V = M olup U alt modiilii M modiiliiniin maksimal alt modiilii bulunur.

2.6.3 Sonu¢ M modiill ve m € M olsun. Rm < M olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul
m € RadM olmasidir [25].

2.6.4 Teorem Bir M modiilii i¢in RadM = Yk« K dir [25].

Ispat  m € RadM keyfi eleman1 verilsin. Sonu¢ 2.6.3 den Rm <M olup
m € Rm < Y g«y K dir. Tersine m € Y gy K keyfi elemani verilsin. Kabul edelim ki;
N, M nin maksimal alt modiilii olmak tizere m € N olsun. Bu durumda M = Rm + N dir.
m € Y x«u K oldugundan m = ky + k, + -+ + k,, olacak sekilde K; <K M (i =1,2,..n)
olan K; < M alt modiilleri vardir. Buradan Rm = R(ky + k, + - + k) = Rky + Rk, +
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++ Rk, < K, + K, + -+ K,, bulunur. Ayrica Onerme 2.5.2 (i) ve (iii) den K; + K, +
-+ K, ve Rm, M nin kiigiik alt modiilleridir. M = Rm + N ve Rm < M oldugundan
M = N celiskisi elde edilir. Dolayisiyla Y g« K © RadM olup RadM = Y x«y K esitligi

vardir.

2.6.5 Yardimci Teorem M R-modiil olsun. I indis kiimesi olmak {izere her i € I i¢in K;
R-modiilleri M nin K alt modiiliini kapsayan alt modiilleri olsun. Bu takdirde
Nier (Ki/K) = (Nier Ki)/K dir [12].

Ispat m+K € Ny (K;/K) keyfi elemam verilsin. Bu takdirde Vi€l igin
m+ K €K;/K olup meK; dir. Boylece m € N;¢;K; olur ki buradan m+ K €
(N;e; K;)/K bulunur. Dolayisiyla N;e; (K;/K) < (N;e; K;)/K dir. Ters kapsama benzer

islemlerle goriiliir.

2.6.6 Teorem (Radikalin Ozellikleri) M modiil olsun. Bu takdirde;

i) Rad(M/RadM) = 0 dir.

ii) N < M ise, RadN < RadM dir.

iii) K R-modiil olmak iizere her f € Hom (M,K) i¢in f(RadM) < RadK dir. Eger
Cek(f) < RadM ise, f(RadM) = Radf(M)dir. Ozel olarak her f € End(M) igin
f(RadM) < RadM dir.

iv) K<M iken (K + RadM)/K < Rad(M/K) ve K <RadM ise Rad(M/K) =
(RadM) /K dir.

V)M = @ M; ise, RadM = @;c;RadM; ve M/RadM = @®;c;(M;/RadM;) dir.

vi) M modiiliiniin radikal modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin her sonlu iiretilmis
N 6z alt modiilii i¢in N < M olmasidir,

vii) M sonlu iiretilmis ise, RadM <« M dir.

viii) N< K <M i¢in N € RadM ve K,M nin direkt toplam terimi ise, N € RadK dir
[25].

Ispat i) Teorem 2.3.17 geregince M modiiliiniin maksimal alt modiilleri ile M/RadM
boliim modiiliiniin maksimal alt modiilleri arasinda birebir esleme vardir. X, M nin tiim
maksimal alt modiillerinin kiimesi olmak {izere M/RadM = Nyex(U/RadM) =
(Nyex U)/RadM = RadM /RadM = 0 elde edilir.
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ii) N < M ve m € RadN olsun. Bu takdirde Sonug 2.6.3 den Rm < N olup Onerme 2.5.2
(i) den Rm « M elde edilir. Tekrar Sonu¢ 2.6.3 den m € RadM olup RadN <
RadM bulunur.

iii)m € RadM ise Sonu¢ 2.6.3 den Rm < M olup Onerme 25.2 (iii) den
f(Rm) = Rf(m) < f(M) bulunur. Dolayisiyla f(m) € Radf(M) olup f(RadM) <
Radf (M) elde edilir. Cek(f) < RadM olsun. f(m) € Radf (M) keyfi eleman: verilsin.
Tekrar Sonug¢ 2.6.3 uygulanirsa Rf(m) < f(M) oldugu gorilir. Kabul edelim ki
m & RadM olsun. Bu takdirde Yardimci Teorem 2.6.2 den dolayt Rm + K = M olacak
sekilde M modiiliiniin bir K maksimal alt modiilii vardir. Buradan f(M) = Rf(m) + f(K)
iken Rf(m) < f(M) oldugundan f(M) = f(K) dir. Boylece M =K + Cek(f)
esitliginden Cek(f) < RadM < K oldugundan M = K c¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla
m € RadM den f(m) € f(RadM) dir. Sonug olarak f(RadM) = Radf (M) bulunur.

iv) m:M — M /K dogal homomorfizmas: verilsin. Buradan Cek(m) = K dir. (iii)

den Cek(mw) < RadM olup  tekrar  (iii) uygulanirsa  mw(RadM) = (RadM)/ K=

Rad(m(M)) = Rad(M /) bulunur.

v) Her i€l igin M; <M olmak t{zere (ii) den RadM; < RadM olup
@ic; RadM; < RadM dir. Tersine, m € RadM keyfi elemani i¢in Sonug¢ 2.6.3 den
Rm &M olup m =m; +my, + -+ m; olacak sekilde j € {1,2,...,k} olmak {izere
m;; € M;, elemanlar1 vardir. Buradan Rm;; < Rm olup Onerme 2.5.2 (i) sikkindan
le-j KM dir. Ml-j modiilleri M modiiliiniin direkt toplam terimi oldugundan Onerme
2.5.2 (v) geregince Rm;; K M;, elde edilir. Teorem 2.6.4 den m;; € Rad(Ml-j) olup

m € @;¢; RadM; dir. Sonug olarak @ic; RadM; = RadM dir.
Ayrica her  (x)ier €M icin  f((x)ier) = Xier (x; ¥+ RadM; ) ile tanimh
f:M — ®;¢; (M;/RadM;) doniisimii epimorfizmadir ve Cek(f) = RadM dir. Teorem
2.3.9dan M/RadM = @;¢;(M;/RadM;) bulunur.

Vi) M = RadM ise Yardimci Teorem 2.6.2 geregince her m € M i¢in Rm < M olur.
Buradan Onerme 2.5.2 (iii) den M modiiliiniin sonlu iiretilmis her N 6z alt modiilii i¢in
N « M dir. ispatin tersi Teorem 2.6.4 den agiktir.

vii) RadM, M de kii¢iik olmasin. Bu durumda M = RadM + K olacak sekilde M nin K 6z

alt modiilii vardir. M sonlu iiretilmis oldugundan M nin her 6z alt modiili maksimal alt
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modiilde kapsanir ve bu maksimal alt modiil U olsun. Boylece RadM < U ve K < U olup
M = RadM + K = U geliskisi elde edilir. Béylece RadM < M dir.

viii) n € N keyfi olsun. N € RadM oldugundan Rn < M dir. K,M nin direkt toplam
terimi oldugundan M = K @ T olacak sekilde T < M vardir. Rn < N < K oldugundan
Onerme 2.5.2 (v) den Rn « K dir. Teorem 2.6.4 den N € RadK bulunur.

2.6.7 Tamim Her M R-modiilii i¢in RadM = JM ise R halkasina sol iyi halka denir [3].

2.6.8 Onerme M modiil olsun. Eger M modiiliiniin her 6z alt modiilii bir maksimal alt
modiilde kapsaniyorsa, RadM <« M dir [25].

Ispat M = RadM + L olacak sekildeki keyfi L < M 6z alt modiilii igin, hipotez geregi
L < U olacak sekilde M modiiliiniin bir U maksimal alt modiili vardir. L < U ve
RadM < U oldugundan M = RadM + L < U geliskisi elde edilir. Dolayisiyla L = M olup
RadM « M dir.

2.7 Serbest, Projektif ve Injektif Modiiller

2.7.1 Teorem F modiil X = {x;| k € K} de F nin alt kiimesi olsun. Bu durumda asagidaki
iki kosul denktir:

i) Her a € F elemani, sadece sonlu sayida 1;, katsayilari sifirdan farkli (veya hepsi sifir)
olmak tizere, tek tiirlii olarak Y,;cx 17Xk seklinde yazilabilir.

i) Her k€ K igin f,(r) = rx, seklinde tanimlanan f,: R — Rx; fonksiyonu bir

izomorfizma olup F = @®ycx Rx; dir [1].

2.7.2 Tanim Bir onceki teoremdeki denk kosullardan birini saglayan F modiiliine serbest
modiil, X = {x; | k € K } kiimesine de F modiiliiniin serbest iiretenler kiimesi veya

kisaca tabam denir [9].

2.7.3 Tanim M, N ve P R-modiilleri verilsin. Satir tam dizi olmak iizere eger asagidaki

diyagram degismeli ise P modiiliine M-projektiftir denir.
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M——>N—70
Bir bagka deyisle yukaridaki diyagramda f epimorfizma olmak {izere f,g

homomorfizmalar1 i¢in g =foh olacak sekilde bir h: P—— M homomorfizmasi

bulunursa, P ye M-projektiftir denir. Eger bu diyagramdaki M —f>N — 0 satir tam
dizisi keyfi alinirsa P ye projektiftir denir [1].

2.7.4 Teorem {P, | k € K} bir modiiller toplulugu olsun. P = @ycx P direkt toplam
teriminin projektif olmasi igin gerek ve yeter kosul her k € K i¢in P, nin projektif
olmasidir [9].

Ispat (=) P = @yex P, projektif olsun. Keyfi f: A—— B epimorfizmasim ve t: P, — B
homomorfizmasint alalim. Y,:P— P, k. izdisim ve ip:P,——P icerme
homomorfizmast olsun. P projektif oldugundan ¢ o ;: P —— B homomorfizmasi i¢in
toy, = f oh olacak sekilde bir h:P —— A homomorfizmasi bulunur. s: P, — A

homomorfizmasi s = h o i;, olarak tanimlanirsa,

f

A——>B—0

R
SN
\\S\\
\\ P,
h \Tll)k
p

fos=fohoiy=toyoip=tolp =t dir. Bdylece Py projektiftir.
(<) Keyfi f: A—— B epimorfizmasini ve keyfi g: P —— B homomorfizmasi verilsin. Her
ke K i¢in P, projektif oldugundan goi,:P,——B homomorfizmasi igin

g ° i = f o h, olacak sekilde bir hy: P, — A homomorfizmas1 bulunur.
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Her k € K i¢in hy = h o i}, olacak sekilde bir h: P—— A homorfizmasi vardir. Bu
durumda her k € K igin g o i, = f o hy, = f o h o i} esitligi elde edilir. Buradan g = f o h
bulunur. Boylece P = @®y¢k P projektif modiildiir.

2.7.5 Teorem Bir P modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:
i) P projektiftir.
il) P bir serbest modiiliin direkt toplam terimine izomorftur.

iii)0 » A — B — M — 0 seklinde olan her tam dizi parcalanabilir [1].

2.7.6 Tanim i) f: P —— M epimorfizmasi i¢in Cek(f) <« P ise f epimorfizmasina kii¢iik
epimorfizma denir [1].

i) P projektif R-modiil olmak iizere f: P —— M kiiciikk epimorfizmasina M modiiliiniin
projektif ortiisii denir [1].

iii) P projektif R-modiill olmak iizere Cek(f) € RadPolan f:P—— M R-modiil

epimorfizmasina M modiiliiniin genellestirilmis projektif ortiisii denir [24].

2.7.7 Teorem Bir M R-modiiliiniin projektif Ortiisii varsa bu ortii izomorfizma hari¢ tektir
[1].
Ispat f:P — M ve g:Q — M iki projektif 6rtii olsun. P projektif oldugundan g o h = f

olacak sekilde h: P — @ homomorfizmas1 vardir. f kiicilk epimorfizma ve h kiiciik

i h
epimorfizma yapisina sahiptir. Q projektif oldugundan 0 — Cekh SPS Q — 0 kisa tam
dizisi parcalanabilirdir ve P = Cekh@®Q dur. Diger taraftan Cekh < P oldugundan
Cekh = 0olup P = Q dur.

2.7.8 Tamim M, N ve K R-modiil olsun. Bu takdirde her g: K — N monomorfizmasi ve her
f:K — M homomorfizmasi i¢in f = h o g olacak sekilde bir h: N — M homomorfizmasi
bulunabilirse M modiiliine N-injektiftir denir.
0—K—N
! l g
M

Yukaridaki diyagramda 0 — K —75 N satir tam dizisi keyfi alinirsa M ye injektif modiil

denir.
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2.8 Lokal ve Oyuk Modiiller

2.8.1 Tanim 1) M sifirdan farkli R-modiil olsun. M modiiliiniin her N 6z alt modiili igin
N & M ise, M R-modiiliine oyuk modiil denir.
i) M modiiliiniin tim 6z alt modiillerini igeren bir 6z alt modiilii varsa M R-modiiliine
lokal modiil denir.

Lokal modiiller oyuktur. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Ornegin p € Z asal

olmak iizere Z,= Z-modiilii oyuk modiil olup lokal degildir [25].

2.8.2 Tanim Tek maksimal alt modiile sahip modiile zayif lokal modiil denir [17].

2.8.3 Teorem Sifirdan farkli M modiiliiniin lokal olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin
sonlu iretilmis ve bir tek maksimal alt modiile sahip olmasidir. Bu durumda M nin
maksimal alt modiilii Rad (M) olup Rad (M) < M dir [25].

Ispat (=) M lokal modiill ve M nin 6z alt modiillerinin toplam1 K olsun. K = M
oldugundan en az bir m € M vardir 6yle ki m & K ve Rm £ K dir. K, M nin 0z alt
modiillerin toplami oldugundan Rm = M olup M devirlidir. K nin maksimal alt modiil
oldugu ise, tanimdan agiktir.

(&) M sonlu iiretilmis ve M tek K maksimal alt modiiliine sahip olsun. M sonlu iiretilmis
oldugundan M nin kendisinden farkli her alt modiilii K tarafindan kapsanir. Dolayisiyla M
nin kendisinden farkli tiim alt modiillerinin toplam1 K olup M lokal modiildiir. Radikalin
tanim1 geregi RadM = K olup M sonlu iiretilmis oldugundan Teorem 2.6.6 (vii) sikkindan
dolay1 RadM <« M elde edilir.

2.8.4 Onerme M lokal modiil olsun. Bu takdirde; M zayif lokaldir [17].
Ispat M lokal modiil oldugundan M nin tiim &z alt modiillerini iceren M de bir en genis 6z
alt modiil vardir. Ustelik bu &zellige sahip 6z alt modiilii RadM dir. Buradan RadM, M

nin tek maksimal alt modiilii olup M zayif lokaldir.

2.8.5 Onerme M sifirdan farkli R-modiil olsun.
i) M nin oyuk olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin bostan farkli her boliim modiili

par¢alanamaz olmasidir.
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i) Asagidaki ifadeler denktir:

a) M oyuktur ve Rad M # M dir.

b) M oyuktur ve devirlidir (veya sonlu tiretilmistir).
c) M lokaldir [25].

2.8.6 Tanim R birimli halka olsun. R tek sol maksimal ideale sahipse R ye lokal halka
denir [25].

p € Zasal ve n € N olmak lizere Z,n halkas: lokaldir. Ayrica her cisim ayn1 zamanda
lokal halkadir.

2.8.7 Onerme R halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
i) R lokaldir.

ii) R tek maksimal sol ideale sahiptir.

iii) R nin kii¢iik olan tek maksimal sol ideali vardir.

iv) R nin terslenebilir olmayan iki elemaninin toplam terslenebilir degildir [25].

2.8.8 Tanim R degismeli bolge olmak iizere M R-modiil olsun. Sifirdan farkli her r € R
eleman: i¢cin M = M ise, M ye béliinebilir modiil denir. Ornek olarak Q Z-modiilii
boliinebilirdir [18].

Injektif modiiller boliinebilir modiildiir.

2.8.9 Tanim R halka ve M R-modiil olsun. M/Rad(M) yari-basit ise, M modiiliine yari-

lokal modiil ve R (Rp) yari-lokal ise, R halkasina yari-lokal halka denir [25].

2.8.10 Onerme R lokal olmayan Dedekind bdlgesi, P R nin maksimal ideali ve 0 # i € N
olsun. Bu takdirde;

1) I + P = P olmasi igin gerek ve yeter kosul I € P olmasidir.

i) I + Pt = P olmasi igin gerek ve yeter kosul I & P olmasidur.

iii) i > 2, I + P! = P olmasi igin gerek ve yeter kosul I S P ve I € P? olmasidir [24].
Ispat: i) agiktir.

i) (®)I+P'=Piken I =P olsa RS P+ P'= P olup bu ise P nin R nin maksimal
ideali olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla I & P dir.
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(S)IZEP olsun. a¢P olan a€l igin P, R nin maksimal ideali oldugundan
Ra+ P =R esitligi saglanir. R =Ra+ P €1+ P oldugundan R =1+ P elde edilir.

Dolayistyla i = 1 olmak iizere R = I + P! esitligi dogrulanir. Kabul edelim ki i < n olan

her i i¢in iddia dogru olsun. n igin iddianin dogru oldugunu gosterelim. Boylece R/ pn

béliim halkasmm 0 c P n_l/ pn € C p / pn C R / pn 1deallerinin zincirinin tek tirliligu

kullanilarak R = I + P™"1 olmak iizere I/Pn + Pn_l/Pn = R/Pn esitliginden I = R dir.

Boylece I + P™ = R oldugu agiktir.
iii) (®)i=2igin I +P'=Polsun. I €I+ P' = P oldugundan I € P dir. Kabul edelim
kil € P?olsun. P =1+ P' € P2 + P' = P2 c P olup P = P? geliskisi elde edilir. Oysa

ki R/p basit olup R/p nin ideallerinin zinciri 0 = P/, < R/}, dir. Ancak R/P2 halkasinin

ideallerinin zinciri 0 = PZ/PZ c P/pZ c R/]DZ dir. Sonug olarak [ + Pt = P ikenI € P ve

I & P2 dir.

(€)1 € Pvel & P?olsun. [[23] , Teorem 6.14] geregince I’ , R nin P de kapsanmayan bir
ideali olmak iizere I = PI' formundadir. (ii) den I’ & P olmasi kullanilarak I’ + P*" = R
yazilir. Esitligin her iki tarafi P ideali ile carpilirsa PI' + PP =PR =P olup [ + P! =P

bulunur.

2.8.11 Tanim R degismeli halka ve M R-modiil olsun. m € M i¢in T,,, = {r € R|rm = 0}
R nin bir idealidir. Eger T,,, # 0 ise m ye M nin burulma elemam denir. R, degismeli bir
bolge ise M nin tiim burulma elemanlarinin kiimesi T(M), M nin alt modiiliidiir. Bu alt

modiile burulma alt modiil denir [9].

R Dedekind bolgesi ve M, R-modiil olsun. P, R nin sifirdan farkli asal ideali olsun.
{x € M|n = Oi¢in P"x = 0} kiimesi M, ile gosterilir. M,, ye M R-modiiliiniin P-asil
bileseni denir. Eger M burulma R-modiil ise M P-asil bilesenlerinin bir direkt toplamidir.
K, R nin Kesir cismi olsun. R(P%) ile K/R burulma R-modiiliiniin P-asil bilesenini
gosterecegiz. Ayrica, R(P™) oyuk modiildiir.

B,(1,...,n)ile R / P R / pn boliim modiillerinin kopyalarinin toplamini gosterelim.
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2.8.12 Teorem R Dedekind bolgesi olsun. Bu takdirde;
i) Sifirdan farkli her asal ideal R nin maksimal idealdir.

il) R deki her ideal bir takim asal ideallerin ¢arpimudir.

iii) R den farklt her I ideali, P; asal idealler ve k; € N igin R/, = [];¢, R /p s di.
i
iv) P c R kosulunu saglayan P asal ideali ve k € N igin R / pk boliim halkasinda tek tiirli

0c Pk—l/Pk o P/Pk c R/Pk zinciri vardir [24].

Ispat i) Q, R nin Kesir cismi, I sifirdan farkl1 asal ideal ve M, I € M < R olan maksimal
ideal olsun. R Dedekind bolgesi oldugundan her ideali projektiftir. )’ a;q; = 1z , Mq; € R
olacak  sekilde a4,..,a, €M, qq,...,q, € Q  elemanlar1  mevcuttur.  Bdylece
YRa; =M dir. M' =) Rq; den M'M = (3 Rq;)(3X Ra;) = Y, Ra;q; = R dir. Buradan
M'M = R elde edilir. I(M'M) =IR =1 olup (IM")M =1 dir. I € M c R oldugundan
IM' € M'M c R kapsamasi saglanir. I, R nin asal ideali oldugundan IM' c [ veya M c |
dir.

IM'" c 1 olsun. Bu takdirde (IM')M cIM olup I(M'M) c IM dir. Dolayisiyla
I < IM ... (1) kapsamasi elde edilir. Diger taraftan IM c IR = I ... (2) kapsamasi agiktir.
(1) ve (2)den I = IM dir. [[24],18.9 (1)] den (1 — r)I = 0 olacak sekilde reM elemani
vardir. Bu ise I € M olusu ile celiseceginden kabuliimiiz yanlistir. O halde M c |
olmalidir. Bu ise I € M olmasi ile c¢eligir. R de [ idealini kapsayan bir M 6z ideali
bulunmadigindan I maksimaldir.

i) R nin maksimal ideallerinin ¢arpimi olarak yazilamayan ideallerin bostan farkli kiimesi
I olsun. I' KSK dir. K nin her tam siral alt kiimesi (zinciri) bir {ist sinira sahip olacagindan
Yardimcr Teorem 2.3.15 geregince I' nin bir /| maksimal ideali vardir. Burada J nin R nin
maksimal ideali olmasi gerekmez. J,R nin bir 6z ideali oldugundan bu ideal bir
M maksimal idealinde kapsanir. (i) nin ispatinda uyguladigimiz yontem ile /] € M iken
R c M’ oldugundan ] < M'J bulunur ve J += M'J dir. Sayet ] = M'J olsa M'M =R
oldugundan JM = J bulunur. JM = ] olmasi ise (i) ile gelisir. ] € M'] olmasi J elemaninin
I" i¢cin maksimal elemani olmasi ile gelisir. Bu geliski I' kiimesinin bostan farkli bir kiime
oldugunu kabul etmemizden kaynaklandigindan R nin her idealinin bir takim maksimal
ideallerinin ¢arpimi formunda oldugu goriiliir. Degismeli bir halkada her maksimal ideal

bir takim asal ideallerin ¢arpimidir.
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iii) (ii) den P; ler R nin farkl asal idealleri ve k; € N olmak iizere I = P,** ... B,*» dir.
Py, ..., By R nin maksimal idealleridir. 1 < i < n olan her i # j i¢gin R = P; + P; saglanr.
Benzer islemler tekrar edilerek j > 1 olmak {izere Plkl + ijf = R elde edileceginden R
birimli ve degismeli halka oldugundan ve R = P1k1 + szz ...Pnk" yazildigindan
Pvn (P2 ..B ) = p*1p2 B olup Pt n P20 .n B = ppe L p

=] esitligi saglanir.

M:R — H(R/Pi"i)

isn
re—Il(r) = (r + P M r 4P+ Pnk") ile tanmimli 1 dontsimi  bir
epimorfizmadir.
Cek(ID) = {r € R|I(r) = (P, P2, ..., B, ")}
= {r € R|V1 <i<niginr+ Pl-ki = Pik"}
={reR|V1<i<nicinr € P}
={reRr|Vli<i<niginre P, n..np*}
=pf .. pkn
=1

elde edilir. Teorem 2.3.9 geregince R/I = HiSn(R/P k;) bulunur.
i

iv) ¥:R — R/ pk » Tt P¥ dogal homomorfizmas1 kullanilarak R/ pk Din her bir
ideali P¥ c I olan R nin I idealleri icin I/Pk formundadir. I, (ii) geregince R nin P* yi

kapsayan bir takim asal ideallerin ¢arpimi seklindedir. Sayet P¥ c Q, P # Q kosulunu
saglayan R nin bir Q 6z ideali olsa (ii) den R = P¥ + Q < Q celiskisi elde edilir.
Dolayisiyla R de P* y1 kapsayan ideallerin P, P?, ..., P¥™! olduklari gériiliir. Buradan

R/Pk boliim halkasinin ideallerinin zinciri 0 C Pk_l/Pk (R P/P" c R/P" olarak tek

tiirlii sekilde belirlidir.
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2.9 Tiimleyen ve Rad-Tiimleyen Alt Modiillerin Ozellikleri

2.9.1 Tanim i) U, M modiiliiniin alt modiilii olsun. U + L = M esitligini saglayan L < M
alt modiillerinin kiimesinin minimal eleman1 M nin V alt modiiliine U nun M de tiimleyeni
denir.

i) M =U + V kosulunu saglayan her V < M alt modiili U nun M modiiliinde bir

tiimleyenini kapsiyor ise U ya M bol tiimleyene sahiptir denir[24].
Bir M modiiliiniin her direkt toplam terimi tiimleyendir.

2.9.2 Yardimci1 Teorem M R-modiil ve K ile N, M nin alt modiilleri olsun. Bu takdirde; N
nin K nin timleyeni olmast i¢in gerek ve yeter kosul M =K+ N ve KNN KN
olmasidir [24].

Ispat (=) N, K mn M de tiimleyeni olsun. Bu takdirde N, M = K + L esitligini saglayan
L <M 06z alt modiillerinin kiimesinin minimal elemanidir. Béylece M = K + N olur.
Simdi (K N N) + X = N kosulunu saglayan X < N i¢in X = N oldugunu gosterelim.
M=K+ (KNN)+X=K+X esitliginden X <N dir. Bu ise N nin minimalligi ile
celiseceginden X = N olmalidir.

(=)M=K+N ve KNNKNolsun. Y<N iken M =K +Y esitliginin her iki
tarafinin N ile kesisimi alimrsa M NN = (K +Y) NN olup N = (K n N) +Y elde edilir.
K NN < N oldugundan N =Y dir. Boylece N, K nin M de tiimleyenidir.

2.9.3 Teorem U, V M R-modiliiniin alt modiilleri ve V,U nun tiimleyeni olsun. Bu
takdirde;

i) W, Unun 6z alt modili iken W +V = M ise V, W nin tiimleyenidir.

i) M sonlu iiretilmis ise V de sonlu tiretilmistir.

iii) U, M nin maksimal alt modiilii ise V devirli ve U NV = RadV,V nin tek maksimal alt
modiiliidiir.

iv) K K Mise V,U + K nin bir timleyenidir.

V) K & M iken K NV « V ve buradan RadV =V N RadM dir.

Vi) RadM <« M ise U, M nin maksimal alt modiiliinde igerilir.

vii) L, U 6z alt modiilii iken v+ L)/ L U/ 7, boliim modiiliiniin M / 1, de tiimleyenidir.
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viii) RadM « M ya da RadM c U ve m:M _)M/RadM dogal homomorfizma ise

M/ poam = W) +m(V) dir [25].

Ispat i) V,U nun M de tiimleyeni oldugundan M = U +V ve UNV KV dir. W <U
oldugundan W +V =M ise WNV <U NV KV dir. Onerme 2.5.2 (i) den W NV KV
elde edilir. Dolayisiyla V, W nin tiimleyenidir.

i) M sonlu firetilmis olsun. U +V =M ve UNV KV dir. Teorem 2.2.5 ten M/U sonlu

iiretilmistir,. O halde M/, =W+V)/ v sonlu {iretilmistir. U NV <« V
U vE"/wan

oldugundan Onerme 2.5.2 (vii) den V sonlu iiretilmistir.

ii) U,M nin  maksimal alt modili ise M/U basittir. O  halde

My =WHD = V) oy basit yeni devirlidi. UnV <V oldugundan

Onerme 2.5.2 (vii) den V devirlidir. V/(UnV) basit oldugundan Teorem 2.4.3 ten

U NV,V nin maksimal alt modiiliidiir. RadV < U NV oldugu agiktir. Ayrica UNV KV
oldugundan Teorem 2.6.4 den U NV < RadV dir. Dolayisiyla RadV =U NV olup
U NV, V nin tek maksimal alt moduludir.

iv) (U + K) + X = M esitligini saglayan X < V olsa K < M oldugundan U + X = M olur.
Bu esitlik V nin minimalligi ile gelisir. Dolayisiyla X = V olmalidir. V, U + K nin M de
tiimleyenidir.
VIKKMveX<Vigm(KNV)+X=VolsunM=U+VdenM=U+(KnV)+X
olup KNV <K<KM iken KNV « M dir. Buradan M = U + X elde edilir. V' nin
minimalliginden X =V olur. Yani KNV KV dir. K KM ve KNV KV oldugundan
Teorem 2.6.4 den RadM NV < RadV dir.

Ters kapsamay1 gostermek icin a € RadV keyfi elemanii alalim. Buradan Sonug 2.6.3
geregince RadV « V dir. Ra & M ve boylece a € RadM olur. a € V.n RadM dir.
Dolayisiyla RadV € V N RadM elde edilir. Sonug olarak RadV =V N RadM dir.

Vi) RadM « M olsun. Bu takdirde RadM # M dir. Eger U € RadM ise U, M nin bir
maksimal alt modiiliinde kapsanir. U & RadM ise (v) den RadV =V N RadM =+ V dir. O

halde V nin V' maksimal alt modiilii vardir. Teorem 2.3.17 den V/,,, = M/(U 47y Olup

U+ V', M nin maksimal alt modiiliidiir. Sonu¢ olarak U, M nin U + V' maksimal alt

modiiliinde kapsanir.
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vi) m: M — M / ; dogal homomorfizmasini alalim. Hipotez geregince M =U +V,

Unvgv dir L<U iken M/L = U/L + v+ L)/L oldugu  agiktir.

U/Ln(V+L)/L=[Uﬂ(V+L)]/L [(UnV)+L

= ]/ 1, bdlim modiiliiniin v+ L)/ 1 de

kiigiik alt modiil oldugunu gosterelim.

[UnV +L)] [, 4T/, = V+1)y ' olacak sekilde T/, < V+1L)y | alt modiili verilsin.

Un(V+L)+T]/

Buradan | L= V+ L)/L olup UN(V +L)+T =V +L dir. Boylece

L+UnV)+T=V+Lolur.rUnVLVikenUNVKV+Ldir T=L+T=V+1L

elde edilir. Sonug¢ olarak T/L = (V+L)/L dir. Yani (V+L)/L ; U/L nin M/L de

tiimleyenidir.

vii) Eger RadM cU ise n(U)= U+ RadM)/ RadM = U/RadM ve

n(vy=V tRadM)/,  bigimindedi. M =U+V, UnV <V  oldugundan

M _U (V + RadM) .
/RadM - /RadM + /RadM bulunur. Ustelik

(V + RadM) ot = [U N (V + RadM)
a

U ]
/Radm " = /Raam

[(UNV) + RadM

]/RadM olur.

Eger RadM « M ise (iv) den V, U+ RadM in timleyenidir. M = (U + RadM) +V,
(U + RadM) NV K V dir.

_ [(U+RadM) +V

M ] _ (U + RadM) (V + RadM)
/Radm = /Radm = /Raam + /Radm

dir U+ RadM)/ A v+ RadM)/ _[(U+ RadM) n (V + RadM)]/
' RadM RadM — RadM

c [(Wnv)+ RadM]/RadM olur. UNV KV oldugundan U NV &K M dir. Dolayisiyla

UNV < RadM elde edilir. Boylece U NV + RadM = RadM esitligi elde edilir. Buradan
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[(UnV)+ RadM]/RadM _ RadM/RadM bulunur. M/RadM _ U/RadM D

(V + RadM) J—

294 Tanim U, M modiliniin alt modili olsun. Eger M =U+V ve
U NV < RadV olacak sekilde M modiiliiniin bir V' alt modiilii varsa bu V' alt modiiliine U

nun Rad-tiimleyeni denir [20].

Her tiimleyen ayn1 zamanda Rad-tiimleyendir. Buna gore alt modiillerde asagidaki
diyagram gecerlidir:

Direkt toplam terimi = Tiimleyen = Rad-tiimleyen

2.9.5 Onerme U ve V, M R-modiiliiniin alt modiilleri olsun. V nin U alt modiilinin Rad-
timleyeni olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M = U +V ve her me UNV igin Rm KV
olmasidir [20].

Ispat (=) V, U nun Rad-tiimleyeni olsun. Bu takdirde U + V = M ve U NV € RadV dir.
Keyfi bir m € U NV elemanini alalim. RadV, V nin kii¢iik alt modiillerinin toplami olarak
yazilabileceginden i=1,2,..,n 1i¢cin m=my;+m,+--+m, olacak sekilde
m; € V; KV alt modiilleri mevceuttur. i = 1,2, ...,ni¢gin V; « Voldugundan Rm; < V dir.
Buradan Rm < Rmy + Rm, + -+ Rm,, ve toplam sonlu oldugundan Rm < V oldugu
goriliir.

(S)U+V=MvehermeUnV igin Rm KV olsun. RadV = Y,; «v L oldugundan her
meUNViginm€Rm S RadV olupU NV < RadV dir.

2.9.6 Yardimci Teorem U ve V, M R-modiliinin alt modiilleri ve V , U nun radikal
olmayan Rad-tiimleyeni olsun. Bu takdirde U, M nin bir maksimal alt modiiliinde kapsanir
[21].

2.9.7 Onerme U ve V, M R-modiiliiniin alt modiilleri olmak tizere V, U alt modiiliiniin
Rad-tiimleyeni olsun. Bu takdirde M / y radikal ise V de radikal modiildiir [21].

Ispat Kabul edelim ki RadV = V olsun. Bu takdirde; V Rad-tiimleyeninin bir K maksimal

alt modili vardir. Yardimct Teorem 2.9.6 dan U + K,M modiliiniin maksimal alt
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(U+K)/U' M/U

modiilidiir. Dolayistyla nun maksimal alt modiliidiir. Bu durum

hipotezle ¢elisir. O halde V radikal modiildiir.

2.9.8 Teorem U ve V, M R-modilinin alt modiilleri olmak tizere V, U alt moduliiniin
Rad-tiimleyeni olsun. Bu takdirde U N V, U da tiimleyen ise V tiimleyendir [21].

Ispat Hipotezden M = U +V ve U NV < RadV dir. Varsayalim ki U NV, U modiiliinde
X <U alt modilinin timleyeni olsun. Bu durumda U=X+(UNV) ve
XNWUNV)=XnVKUNV olur. Boylece M =U+V =X+(UNV)+V=X+V
dir. Diger taraftan X NV « U NV oldugundan Onerme 2.5.2 (ii) den X NV < V elde
edilir. Dolayisiyla V, X in tiimleyenidir.

2.9.9 Teorem M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir.

1) M nin her alt modiilii Rad-timleyendir.

i1) M nin her alt modiilii tiimleyendir.

iii) M yari-basittir [21].

Ispat (ii)=(ii)=(i) A¢iktir.

(1)=(ii1) Kabul edelim ki M nin her alt modiilii Rad-tiimleyen olsun. M nin keyfi bir V alt
modiiliiicin M = U +V ve U NV < RadV kosullarii saglayan U < M alt modiilii vardir.
m € U NV alalim. Onerme 2.9.5 ten Rm < V olup Onerme 2.5.2 (ii) geregince Rm < M
elde edilir. Ayrica hipotezden Rm, M modiiliinde Rad-tiimleyendir. Boylece m = 0 olup

U NV = 0 bulunur. Dolayisiyla V, M nin direkt toplam terimidir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 @-Tiimlenmis ve Yari-Miikemmel Modiillerin Baz1 Ozellikleri

3.1.1 Tanim i) M R-modiil olsun. M modiiliiniin her N alt modiilii i¢in M / y bolim modiili

projektif ortiiye sahip ise, M ye yari-miikemmel modiil denir.

ii) Her sonlu tiretilmis R-modiilii projektif ortiiye sahip olan R halkasina yari- miitkemmel
halka, her R-modiilii projektif ortiiye sahip olan R halkasina da sol miikemmel halka
denir.

iii) M R-modiil olsun. M nin her alt modiilii M de (bol) tiimleyen(lere) sahip ise M ye (bol)
tiimlenmis modiil denir [25].

ivV) M R-modiil olsun. M nin her alt modiili M de direkt toplam terimi olacak sekilde bir

tiimleyene sahip ise M ye @-tiimlenmis modiil denir [14].

3.1.2 Teorem Projektif M R-modiiliiniin yari-miikemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

M nin timlenmis olmasidir [25].

3.1.3 Teorem M R-modiilii yari-miikemmel olsun. Bu takdirde; M nin her boliim modiilii

yari-mitkkemmeldir [25].

Ispat K <M olmak iizere M / K bolim modilini alalim. L/ K= M / i olmak tzere

M
/ K / L/K ~M / L izomorfizmas1 vardir. M yari-miilkemmel oldugundan M /L boliim

, M
modiilii projektif ortiiye sahiptir. M / 1 ye izomorf olan / K/ L /[( bolim modiilii de
projektif Ortiiye sahip oldugundan M / k yarr-mikemmel modildiir.

3.1.4 Teorem M R-modiilii yari-milkemmel olsun. Bu takdirde; M nin her kiiglik Ortiisii

yari-mitkemmeldir [25].
Ispat f:P — M bir kiiciik epimorfizma olsun. U < P olmak iizere g: p / y— M / FU)

doniisiimiinii p + U € P / y i¢in g(p+U) = f(p)+ f(U) olarak tammlayalim. g bir

epimorfizma yapisina sahiptir.
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Cek(f) < P oldugundan m(Cek(f)) < P/U elde edilir. x +U € Cek(f) keyfi
elemani verilsin. x + U € Cek(f) i¢in g(x+U) = f(x)+ f(U) = f(U) oldugundan
f(x) € f(U) dur. Buradan f(x) = f(x") olacak sekilde x" € U eleman vardir. x — x’ €
Cek(f)olup m(x —x") = (x —x') + U = x + U esitligi elde edilir. x + U € n(Cek(f))
oldugundan Cek(g) < m(Cek(f)) < P/U yani Cek(g) < P/U bulunur. Dolayisiyla g bir
kiiciikk epimorfizmadir. Diger taraftan M yari-miikemmel oldugundan en az bir

n:p—M / FD projektif ortiisti vardir. P’ projektif oldugundan

Pl
h,,’, '
wr
P M
lv =g "rwy 0

gh =n' olacak sekilde h: P' — p / y homomorfizmast vardir. ' kiiglik epimorfizma

oldugundan h da kii¢lik epimorfizma yapisina sahiptir. Dolayisiyla P yari-miikemmeldir.

3.1.5 Teorem M R-modiil olsun. Bu takdirde;

1) M bol timlenmistir.

i) M nin her K alt modiilii X tiimlenmis ve Y << M olmak tizere K = X + Y dir.

iii) M nin her K alt modiili igin X /5, « M/ olacak sekilde X < K tiimlenmis alt modiilii
vardir.

iIV) M nin her maksimal alt modiilii bol tiimleyene sahiptir [25].

Ispat (i) © (ii) © (iii) = (iv) denkligi vardir. Eger M sonlu iiretilmis ise (i) = (iv) dir.

(i) = (ii) M bol tiimlenmis ise M deki her tiimleyen alt modiil bol tiimlenmis olacagindan
timlenmis alt modiil yapisina sahiptir. N, K nin M de timleyeni ve X de V nin K da
kapsanan alt modiili olsun. M =K+ N, KNN KN ve M=X+N,XNN <X dir.
X < K oldugundan K = X + K N N olup istenen elde edilir.

(ii) = (iii) K/ + L/, = M/, esitliginden X + Y + L =M, X + L = M olup L = M dir.
(iii) = (i) K, N < M olmak iizere M = K + N olsun. X < N tiimlenmis ise N/, « M/,
seklinde yazilabilir. Yani K + X = M dir.

KNX+L=XveKnNL<K L olacak sekilde L < X alt modiilii vardir. M = K+ X =K +
KNnX+L=K+LolupL, KninN de timleyenidir.

M, sonlu iiretilmis iken (i) = (iv) oldugu agiktir.
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3.1.6 Teorem M R-modiil ve U < M olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

i) X < U, LNU K L olacak sekilde M = X®L esitligi vardir.

ii) e idempotent eleman olmak {izere e(M) < U, (1 —e)(U) < (1 —e)(M) kosullarin
saglayan bir e € End (M) vardir.

i) U=X+Y ve Y KM olmak iizere X < U < M kosullarin1 saglayan X direkt toplam

terimi vardir.

iv) U/ x < M / x olacak sekilde X < M direkt toplam terimi vardr.

v) U N L, U da direkt toplam terimi olacak sekilde U nun M de L tiimleyeni vardir [25].
Ispat (i) = (ii) M = X®L esitliginde e(M) = X, (1 —e)(M) = L &zelliklerini saglayan
e = 1, € End(M) homomorfizmalarini alalim. X < U oldugundan e(M) < U dir.
A-e)U)=Un1—-e)(M)yani (1—e)(U) =U N L oldugunu gosterelim.

a € U N L olsun. Bu takdirde (1 —e)(b) = a yani b — e(b) = a kosullarin1 saglayan en
az bir b € M elemani i¢in b € U olur.

a € (1—e)(U) olsun. Bu takdirde (1 —e)(b) =a yani b—e(b) =a kosullarii
saglayan en az bir b € U elemani i¢in a € U olup a € U N L elde edilir.

(i) = () X =e(M), L =(1—e)(M)olarak alahm. M = X + L oldugu agiktir. Ayrica
e(M)n (1 —e)(M) = 0 oldugunu biliyoruz. O halde M = X@®L dir.

(i)= (ili)M = X®L oldugundan U = X + (UNL)veUNL K M dir.

(iiiy = (iv) Y/y + K/, =M/, oldugundan X +Y + K = M olup X = M dir.

(iv) = (iii) M = X@L olsun. U = X®(U N L) oldugundan Un L = U/, « M/, = L dir.
Boylece istenen elde edilir.

iii) = 1) L, Xin M de tiimleyeni olsun. Y <« M oldugundan L, U =X +Y nin M de
tiimleyenidir.

i) =>Vv) U=X®WUNL) oldugu aciktir. U+L=X®WUNL) +L=XBL=M ve
UNL < Lolup L, Unun M de tiimleyenidir.

V) =1i) L, Unun M de timleyeni ve (UNL)®X =U olsun. Bu takdirde;
X<UicinLNU KL veM = X®L dir.

3.1.7 Teorem M R-modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:
1) M bol timlenmistir ve her tiimleyen alt modiil bir direkt toplam terimidir.
ii) M nin her U alt modiilii igcin M = X@X' ve U N X' K X' kosullarini saglayan X < U alt

modiilu vardir.
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iii) M nin kiigiik olmayan her alt modiilii sifirdan farkli bir direkt toplam terimi igerir ve M
nin her alt modiilii M nin bir maksimal direkt toplam terimini igerir [25].

Ispat (i) = (ii) V, U nun tiimleyeni ve X < U alt modiilii de V nin M de tiimleyeni olsun.
V ve X direkt toplam terimi oldugundan M = X@®X' olacak sekilde X' < M vardir. Burada
M =U+X'dir. Ayrica U=X+ (UNnV)dir. X', X in M de tiimleyeni ve UNV K M
oldugundan X', U alt modiiliiniin de tiimleyenidir. Dolayisiyla U N X' << X' olur.

(i) = (i) Hipotez geregince M tiimlenmistir. Ayrical < M alt modiilii i¢in X < U direkt
toplam terimi olmak iizere U = X + Y kosulunu saglayan Y <« M vardir. X tiimlenmis bir
modiildiir. M nin bol tiimlenmis oldugu agiktir.

(i)=(iii) U, Mde kigik olmayan bir alt modil ise hipotez geregince
M =X®X', UNn X' « X' kosullarin1 saglayan X < U olup X' # M ve X # 0 dir. X; ,M
nin X <X; <U kosulunu saglayan bir direkt toplam terimi olmak {izere
X=X X;nX) dirr \nX' <UNX"KM ve X<X;<U oldugundan
X1 N X' = 0 esitliginden X = X, elde edilir.

(iii) = (ii) U < M olmak tizere X < U, M nin bir maksimal direkt toplam terimi olsun. Bu
takdirde X' < M i¢in M = X@X' dir. Eger U N X' < X' degil ise kabuliimiiz geregi M nin
sifirdan farkli N < U N X' kosulunu saglayan N direkt toplam terimi vardir. N®X, M nin
bir direkt toplam terimidir. Bu ise X in se¢imi ile gelisir. Dolayisiyla U N X' < X' olur.

3.1.8 Teorem M yari-miikkemmel R-modiil ise RadM <« M dir [25].

Ispat P, M nin projektif ortiisii olsun. Teorem 3.1.4 den P yari-miikemmeldir. P nin her
timleyen alt modiilii direkt toplam terimidir. Dolayisiyla P nin kiiciik olmayan her alt
modiili sifirdan farkli bir direkt toplam terimi igerir. RadP < P degil ise P = P,@®P, ve
P, < RadP kosullarimi saglayan P;, P, < M alt modiilleri vardir. Bu ise ancak P, =0
olmasi ile miimkiindiir. Yani RadP « P dir. RadM = Radf(P) = f(RadP) < f(P) =

M olup istenen elde edilir.

3.1.9 Teorem M R-modiiliiniin yari-miikemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin

yari-miitkemmel bir projektif ortiiye sahip olmasidir [25].

3.1.10 Teorem M projektif R-modiiliiniin yari-miikemmel olmasi igin gerek ve yeter kosul
Vi € I i¢in M; basit modiillerin projektif Ortiileri olmak lizere M = @;¢;M; ve RadM <K M
olmasidir [25].
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Ispat M yari-miikemmel ise RadM <« M agiktir. M tiimlenmis ve RadM <« M oldugundan
M = @®;¢;M; dir. Dolayistyla M; basit modiillerin projektif ortiistidiir.
Tersine RadM < M ve M; ler lokal alt modiiller olmak iizere M = @;¢;M; olsun. Ayrica

U < M olmak iizere U’ = U + RadM alalim. M/RadM = @, Mi/RadM- olup M/RadM
l

yari-basit ve bdylece M/U’ bolim modiilli de yari-basittir. Bu takdirde

@ M; — M/U’ kosulunu saglayan I’ € [ vardir. Vi €1 igin Mi/RadMl- bolim

modiilii basit oldugundan Cekm = Rad(®;c;/M;) K @;¢,rM; dir. Bu durumda P/U’ bir
projektif Ortiiye sahiptir. Dolayisiyla U’ alt modiiliiniin M de bir tiimleyeni vardir.

RadM « M oldugundan U alt modiiliiniin de M de bir tiimleyeni vardir. Sonug olarak M

yari-miikemmeldir.

3.1.11 Teorem Vi € I i¢cin M; projektif olmak lizere @;¢;M; nin yari-miikkemmel olmasi
icin gerek ve yeter kosul Rad(®;e;M;) K @ie;M; ve M; nin yari-milkemmel olmasidir
[25].

Ispat M = ®;;M; yari-miikkemmel olsun. RadM < M ve Vi €I i¢in M; lerin yari-
miikemmel oldugu aciktir.

Diger taraftan RadM <« M ve Vi € [ i¢in M; ler yari-milkemmel olsun. Teorem 3.1.10 dan

M yari-mitkemmeldir.

3.1.12 Teorem M = @®;¢;M; nin yari-miilkemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vi € [
icin M; lerin yari-milkemmel ve M projektif Ortiiye sahip olacak sekilde RadM <K M
olmasidir [25].

Ispat Vi €1 i¢in M; lerin yari-miikemmel ve M projektif ortiiye sahip olmak iizere
RadM <« M olsun. Bu taktirde P projektif olmak tizere ¢: P — M projektif ortiisii vardir.

Diger taraftan Vi € [ i¢in M; ler yari-miikemmel oldugundan m;: P; — M; projektif Ortiileri

. Y T M
vardir. Dolayisiyla P = @;¢;P; dir. Bu durumda P N /RadM

diyagraminda m o ¢ kiiclik epimorfizma yapisina sahiptir. RadM <K M ve mo ¢ kiigiik
epimorfizma yapisina sahip oldugundan RadP < Cek¢ olup RadP « P dir.
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3.1.13 Teorem M yari-basit ve P, M nin projektif ortiisii olsun. Bu takdirde P nin yari-
miikkemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin her direkt toplam teriminin bir projektif
ortliye sahip olmasidir [25].

Ispat P yari-miikemmel olsun. M yari-basit oldugundan M = @;¢;M; kosulunu saglayan
M; basit alt modiilleri vardir. K, M nin direkt toplam terimi ise I' €I olmak {izere
M = K®(Dje; M;) dir. Dolayisiyla M yari-mitkemmel oldugundan K da yari-miikemmel
olup bir projektif ortiiye sahiptir. Tersi agiktir.

3.1.14 Teorem M projektif R-modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:
i) M yari-mitkemmeldir.

i) M (bol) tiimlenmistir.

ii1) Her sonlu tiretilmis modiil yari-miikemmeldir.

iv) Her sonlu iiretilmis modiil projektif ortliye sahiptir.

v) Sonlu iiretilmis modiiller (bol) timlenmistir [25].
3.1.15 Teorem Dedekind bolgesi tizerindeki her tiimlenmis modiil @-tiimlenmistir [14].

3.1.16 Teorem M projektif modiil olsun. M modiiliiniin Rad-@®-tlimlenmis modiil olmasi

icin gerek ve yeter kosul M modiiliiniin @-tiimlenmis olmasidir [20].

3.1.17 Sonug R halkasinin sol miikemmel olmasi igin gerek ve yeter kosul her projektif sol

R-modiiliin Rad-@-tiimlenmis olmasidir [20].

3.1.18 Tanim R bir halka ve X, Rnin alt kimesi olsun. k € N olmak tizere her

X1, X3, ... € X elemant i¢in x;x, ... x;, = 0 ise X e sag t-nilpotent denir [25].

3.1.19 Teorem R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
1) rR mitkkemmeldir.

i) R / I yari-basit ve J sag t-nilpotenttir [25].

3.1.20 Onerme N projektif modiil olsun. Bu takdirde N / k mn projektif Ortiye sahip
olmast i¢in gerek ve yeter kosul N nin K +T =N ve KN T < T olacak sekilde T direkt

toplam teriminin olmasidir [25].
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3.2 @-Dual Sonlu Tiimlenmis Modiiller

3.2.1 Tanim M nin her N dual sonlu alt modiilii M de direkt toplam terimi olacak sekilde

bir tiimleyene sahip ise, M ye @-dual sonlu tiimlenmis modiil denir [6].
Ornek Q , Z-modiil olarak @-dual sonlu tiimlenmistir.

3.2.2 Yardimci1 Teorem R halka olsun. R sol R-modiiliin @-dual sonlu tiimlenmis olmasi

icin gerek ve yeter kosul her serbest R-modiiliin @-dual sonlu tiimlenmis olmasidir [6].

3.2.3 Teorem R birimli bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1) R yari-miikemmeldir.

i1) Her sonlu {iretilmis serbest R-modiil @-tliimlenmis modiildiir.
iil) xR modiilii @-tiimlenmistir.

iV) xR modiilii @-dual sonlu tiimlenmistir.

V) Her serbest R-modiil @-dual sonlu tiimlenmistir [6].

3.2.4 Tamim {L,},ea her biri M de direkt toplam terimi olan M nin lokal alt modiillerinin
ailesi olsun. Her A €A igin L, larin toplammm1 Loc®M ile gosterelim. Yani

Loc®M = Y ;cp Ly dir. 0, M nin lokal alt modiiliidiir [6].

3.2.5 Yardimci Teorem R halka ve M R-modiil olsun. Bu takdirde M nin her maksimal alt
modiiliiniin M de direkt toplam terimine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M / Loc®M
boliim modiiliiniin maksimal alt modiil igermemesidir [6].

Ispat (=) Kabul edelim Ki M/LOC@M , Q/LOC@M maksimal alt modiiliinii igersin. Bu

takdirde @, M nin maksimal alt modiliidir. Hipotezden M= Q+L, QNL KL ve
M = LO®K kosullarini saglayan L, K < M alt modiilleri vardir. Buradan L lokal modiildiir.
Boylece L < Loc®M < Q celiskisi elde edilir.

(&) P, M nin maksimal alt modiilii olsun. Hipotezden P, Loc®M yi icermez. Boylece M
nin direkt toplam terimi olan P nin alt modiilii olmayan bir lokal alt modiilii vardir. P

maksimal oldugundan P + L = Mve PN L # L den P N L < L dir.
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3.2.6 Tanim i) M; ve M, , M nin M = M; + M, kosulunu saglayan direkt toplam terimleri
olsun. Eger M; N M, , M nin direkt toplam terimi oluyorsa M ye (D3) o6zelligine sahip
modiil denir.

i) M modiiliiniin herhangi iki direkt toplam teriminin toplami da M de direkt toplam terimi

oluyorsa M modiiliine DTT ozelligine sahiptir denir[6].

3.2.7 Teorem R keyfi halka ve M DTT ozelligine sahip R-modiil olsun. Bu takdirde
asagidaki 6zellikler denktir:

i) M, @-dual sonlu tiimlenmistir.

ii) M nin her maksimal alt modiiliit M nin direkt toplam terimi olan bir tiimleyene sahiptir.
iii) M / Loc®M maksimal alt modiil icermez [6].

Ispat (i) © (iii) Yardime1 Teorem 3.2.5 ten agiktir.

(i) & (ii) P, M nin maksimal alt modiilii ise M/P basit olup devirlidir.

(iii) © (i) N, M nin dual sonlu alt modiilii olsun. Bu takdirde N + Loc®M, M nin dual
sonlu alt modiiliidiir ve (iii) den M = N + Loc®M dir. M = N + Ly, + -+ L, kosulunu
saglayan L), € {L3}sex lokal alt modiilleri vardir. Agik olarak N + Ly +--+ L, , M de
0 tiimleyene sahiptir. },;¢; Lj, N nin M de tiimleyeni olacak sekilde {1;,4,,...,4,} J alt
kiimesi vardir. Hipotezden } ;¢ L;j , M nin direkt toplam terimidir. Boylece M, -dual

sonlu tiimlenmistir.

3.2.8 Onerme M (D3) ézelligine sahip é-dual sonlu tiimlenmis olsun. Bu takdirde M nin
her dual sonlu direkt toplam terimi @-dual sonlu tiimlenmistir [6].
Ispat A, M nin direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde M nin M = A®A’ ve A’ sonlu

uretilmis olan A’ alt modili vardir. B, A nin dual sonlu alt modilii olsun.

M / B= (ADA )/ B = A/ g DA’ sonlu iiretilmis olup B, M nin dual sonlu alt modilidir. M

@®-dual sonlu timlenmis oldugundan M nin M = B + C ve B N C < C kosulunu saglayan
C direkt toplam terimi vardir. Ayrica A, M nin direkt toplam terimi oldugundan C N 4, A
nin direkt toplam terimidir. Bu takdirde BN (AUC) =B NC, CNA K A dir. Béylece A

-dual sonlu tiimlenmistir.



39

3.2.9 Yardimci Teorem M R-modiil ve V dual sonlu tiimlenmis, U dual sonlu, V + U da M
de X timleyenine sahip olacak sekilde M nin U,V alt modiilleri olsun. Bu takdirde
V'n (U +X),V de Y timleyenine ve X + Y, M de U tiimleyenine sahiptir [6].

Ispat X, V+U nun M de tiimleyeni olsun. Bu durumda M = (V+U)+X ve
(V+U)nX K X tir. O halde

M
~ V+U+X My
V/[Vn(U+X)] = )/(U+X) - M/(U+X) = U/(U+X)/U olur.

U, M de dual sonlu oldugundan V N (U + X),V nin dual sonlu alt modiiliidiir. V' dual
sonlu tiimlenmis oldugundan V N (U + X),V de Y timleyene sahiptir. (U+X)NY KY
oldugunu biliyoruz. Bu takdirde M=WV4+U)+X=U+X+Y ve
UNX+Y)<XnNnWU+Y)+YNnU+X)<XnV+U)+YNnU+X)KX+Y dir.
Buradan X + Y, U nun M de bir tiimleyenidir.

3.2.10 Teorem Herhangi bir R halkasi i¢in @-dual sonlu tiimlenmis R-modiillerin keyfi
toplam1 da @-dual sonlu timlenmistir [6].

Ispat R halka ve M; (i € I) @-dual sonlu tiimlenmis R-modiillerin keyfi ailesi olsun.
M = @;;M; ve N, M nin dual sonlu alt modiilii olmak tizere M/N' {x;+N,..,x; + N}
sonlu kiimesi tarafindan tiretilmistir ve buradan M = Rx; + -+ + Rx; + N dir. Her bir x; ,
I nin F; sonlu alt kiimesi i¢in M = @ e, M; direkt toplaminda kapsandigindan I nin
F ={iy,..,iy} sonlu alt kiimesi igin Rx; + -+ Rx; < @;epM; dir. Agik olarak
M=M; + (EBLzMit + N),M de O tiimleyenine sahiptir. M; -dual sonlu tiimlenmis
oldugundan S; , M; in direkt toplam terimi olmak iizere M; N (@{zzMit +N), M; , de
S;, timleyenine sahiptir. Yardimci Teorem 3.2.9 dan S; @:-,M; +N nin M de
tiimleyenidir. M;, M nin direkt toplam terimi oldugundan S; de M nin direkt toplam
terimidir. Bu sekilde devam ederek ] sonlu kiimesi igin her §;, (1 <t <), M;,_ nin direkt
toplam terimi olmak iizere N,M de S; +S;, +---+ S, tiimleyenine sahiptir. M; M nin

direkt toplam terimi oldugu i¢in Y.7_; S;, = @®{=,S;, , M nin direkt toplam terimidir.

3.2.11 Sonu¢ @-dual sonlu tiimlenmis modiillerin keyfi toplami da €-dual sonlu
timlenmistir [6].

Lokal (oyuk) modiillerin keyfi toplam1 @-dual sonlu tiimlenmistir.
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3.2.12 Yardimci Teorem R birimli halka olsun. Bu takdirde R R-modiiliiniin @-dual
sonlu tiimlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosul her serbest R-modiiliin @-dual sonlu
tiimlenmis olmasidir [6].

Ispat (&) Agiktir.

(=) M serbest R-modiil ve A ={a;}ic;,M nin bir tabami olsun. Bu durumda
M = @;¢;Ra; ve her i €] igin R = Ra; dir. Hipotezden her devirli Ra; (i € I) R-modiilii

@-dual sonlu tiimlenmis ve Teorem 3.2.10 dan M @-dual sonlu timlenmistir.

3.3 Rad-®- Tiimlenmis Modiiller

3.3.1 Tanim M nin her alt modillii M de direkt toplam terimi olacak sekilde Rad-

timleyene sahip ise M ye Rad-@-tiimlenmis modiil denir [7].

Ornek R lokal olmayan Dedekind bolgesi ve K, R nin kesir cismi olsun. Bu takdirde K
R-modiil olarak Rad-@®-timlenmistir [20].

3.3.2 Yardimc1 Teorem M nin N ve K alt modiilleri; N + K, M de X Rad-tiimleyenine ve
N N (K + X), N deY Rad-tiimleyenine sahip olsun. Bu takdirde X + Y, K nin M de Rad-
tiimleyenidir [20].

Ispat X, N+ K nn M de Rad-timleyenidir. Buradan M =(N+K)+X ve
(N+K)NX S RadX tir.r. Nn(K+X), N de Y Rad-timleyene sahip oldugu igin
N=Nn(K+X)+Y ve (K+X)NY S RadY dir. Bu durumda
M=N+K+X=[Nn(K+X)+Y]+K+X=K+ (X+Y) ve
KnX+YV)<XnNn(K+Y)+YnNn(K+X) <Xn(K+N)+ Yn(K+X)CE RadX +
RadY € Rad(X +Y) elde edilir. Boylece X + Y, M de K Rad-tiimleyene sahiptir.

3.3.3 Teorem R herhangi bir halka olmak iizere; Rad-@®-tiimlenmis R-modiillerin sonlu
direkt toplami1 Rad-@®-tiimlenmistir [7].

Ispat n pozitif tamsayl, M; (1 <i <n) Rad-@®-tiimlenmis R-modiillerin sonlu ailesi ve
M = M;® ...®&M,, olsun. Genelligi bozmadan n = 2 yani M = M;®M, oldugunu kabul
edelim. K, M nin alt modiilii olmak tizere M = M; + M, + K ve buradan M; + M, + K, M
de 0 Rad-timleyene sahiptir. M; Rad-@®-timlenmis oldugundan X, M, in direkt toplam
terimi  olmak  {lizere M;N(M,+K), Mjde X  Rad-timleyene  sahiptir.
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Yardimc1 Teorem 3.3.2 den X, M, + K nin M de Rad-tiimleyenidir. M, Rad-®-
timlenmis oldugundan Y, M, nin direkt toplam terimi olmak tizere M, N (K + X), M, de
Y Rad-tiimleyene sahiptir. Tekrar Yardimci Teorem 3.3.2 kullanilarak X + Y, K nin M de
Rad-tiimleyenidir. X, M; in ve Y, M, nin direkt toplam terimi oldugundan X@Y de M nin

direkt toplam terimidir.

3.3.4 Yardimci Teorem M bir R-modil ve N de M nin alt modiili olsun. U, N nin
M modiilinde Rad-tiimleyeni ise N nin L alt modiilii i¢in U+ L)/L , M/L de N/L bolim
modiiliiniin Rad-timleyenidir [20].

Ispat Hipotezden M = N + U ve U NN € RadU dir. Boylece N nin keyfi L alt modiilii

icin M/L = N/L + (U + L)/L dir. ¢@:N — N/L dogal homomorfizmasi i¢in
@(RadU) < Rad(U + L/L) dir. Ayrica UNN S RadU oldugundan

Ny nWrDhy L+l — o) p(Radv) < Rad ((U * L)/L> dir.

Boylece U+ L)/L , M/L de N/L boliim modiiliiniin Rad-tiimleyenidir.

3.3.5 Onerme Sifirdan farkli M R-modiili Rad-@®-tiimlenmis olsun. U, M nin f €
Endr (M) i¢in f(U) < U kosulunu saglayan bir alt modiilii olsun. Bu takdirde;

i) M/U Rad-®-tiimlenmistir.

i) U, M nin direkt toplam terimi ise, U Rad-®-tiimlenmistir [7].

Ispat i) L/ U M / y bolim modilinin keyfi alt modilii olsun. M Rad-@-timlenmis
oldugundan M ninM =L+ N,LNN S RadN ve M = N®N' kosullarin saglayan N, N’

alt modilleri vardir. Yardimci Teorem 3.3.4 ten (N+U)/ U M /U da L/U bolim

modiliiniin Rad-timleyenidir. Her bir f € Endg(M) i¢in f(U) < U oldugundan
U=UNN)®UnNN" dir. Boylece (N+U)N(N'+U)<U olup

N+ U)/U n N+ U)/U =0,yani V' ¥ U)/U ,M/\; nun direkt toplam terimidir. M/,

Rad-®-timlenmistir [14].
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3.3.6 Onerme M, (D3) &zelligine sahip Rad-@®-tiimlenmis modiil olsun. Bu takdirde M nin
her direkt toplam terimi Rad-@-tiimlenmistir [7].

Ispat N, M nin direkt toplam terimi ve U, N nin alt modiilii olsun. Bu takdirde M nin
M =U+V veUNV < RadV kosullarin1 saglayan V direkt toplam terimi vardir. Buradan
N=U+ (NnV)dir. M, (D3) 6zelligine sahip oldugundan N NV, M nin direkt toplam
terimi ve boylece N nin de direkt toplam terimidir. Un (N NV) = UNV < RadV dir.
N NV,M nin direkt toplam terimi oldugundan U NV S Rad(N N V) dir. Boylece N Rad-

@-tiimlenmistir

3.3.7 Onerme M projektif modiil olsun. M Rad-@®-tiimlenmis oldugundan RadM « M dir

[71.
Ispat M nin N alt modiilii igin M = RadM + N olsun. M Rad-@®-tiimlenmis oldugundan
M nin M=N+Vve VNN < RadV kosulunu saglayan V direkt toplam terimi vardir.

Buradan V projektiftir. Her v €V i¢in ¢@:V — M/N , (v) = v+ N olarak taniml
@ epimorfizmas1  i¢in  Cek(p) =NnV dir. Cek(p)=NnV < RadV dir.
M = RadM + N esitliginden Rad(M/N) = M/N dir. M/N genellestirilmis projektif
ortiiye sahip oldugundan M / ny = 0dir. Yani, M = N dir. Béylece RadM <« M oldugu elde

edilir.

3.3.8 Teorem M projektif modiil olsun. M nin Rad-@®-timlenmis olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul @-tiimlenmis olmasidir [7].

Ispat M Rad-@®-timlenmis olsun. M projektif modiil oldugundan Onerme 3.3.7 den
RadM <« M dir. Budurumda M @-tiimlenmistir. Tersi agiktir.

3.3.9 Teorem R halkasinin sol miikkemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her projektif sol

R-modiiliin Rad-@-tiimlenmis olmasidir [20].

3.3.10 Onerme M Rad-@-timlenmis modiill olsun. Bu takdirde M /P(M)

@-tiimlenmistir [20].
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3.4 Direkt Dual sonlu Radikal Tiimlenmis Modiiller

3.4.1 Tamim M modiiliiniin her dual sonlu alt modiilii M de direkt toplam terimi olan Rad-
timleyene sahipse, M modiiline direkt dual sonlu radikal tiimlenmis modiil denir.
Direkt dual sonlu radikal tiimlenmis modiiller kisaca cgs® ile gosterilir [17].

RadM = Y{U < M|U K M} ve M nin bir U direkt toplam terimi i¢in
UnNRadM € RadU  oldugundan her @-tiimlenmis modiil @-dual sonlu timlenmistir ve

her @-dual sonlu tiimlenmis modiil cgs®-modiildiir.

3.4.2 Yardimc1 Teorem M R-modiil ve V dual sonlu tiimlenmis, U dual sonlu, V + U da M
de X Rad-tiimleyene sahip olacak sekilde M nin U,V alt modiilleri olsun. Bu takdirde
V'n (U +X),V de Y tiimleyene ve X + Y, M de U Rad-tiimleyene sahiptir [17].

Ispat X, V+U nun M de Rad-tiimleyeni olsun. Bu durumda M = (V + U) + X ve
(V+U)nX K X tir. O halde

M
~ V+U+X r My
V/[Vn(U+X)] = )/(U+X) B M/(U+X) = U/(U—i—X)/U olur.

U, M de dual sonlu oldugundan V N (U + X),V nin dual sonlu alt modiiliidiir. V' dual
sonlu tiimlenmis oldugundan V N (U + X),V de Y Rad-timleyene sahiptir. (U + X) N
Y KY oldugunu biliyoruz. Bu takdirde M=WV+U)+X=U+X+Y ve
UNX+Y)<XnWU+Y)+YNnU+X)<XnV+U)+YNnU+X)KX+Y dir.
Buradan X + Y, U nun M de bir Rad-timleyenidir.

3.4.3 Onerme M zayif lokal bir R-modiil olsun. Bu takdirde; M cgs®-modiildiir [17].

3.4.4 Tanim M nin direkt toplam terimi olan tiim zayif lokal alt modiillerinin toplami

wLoc®M ile gosterilir [17].

3.4.5 Teorem R halka ve M DTT 0zelligini saglayan bir R-modiil olsun. Bu takdirde
asagidaki ifadeler denktir.

i) M cgs®-modiildiir.

i) M nin her maksimal alt modiili bir direkt toplam terimi olacak sekilde bir Rad-

tiimleyene sahiptir.
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iii) M/WLOC@M bir maksimal alt modiil icermez [17].

3.4.6 Teorem M cgs@-modiil , U, M nin karakteristik alt modiilii olsun. Bu takdirde M / U

cgs®-modiildiir [17].

3.4.7 Sonu¢ M cgs®-modiil ise M/RadM cgs®-modiildiir [17].



45
4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1 Dual Sonlu I-Rad-@-Tiimlenmis Modiiller

4.1.1 Tamim M R-modil ve I,R nin ideali olsun. M modiliinin her N dual sonlu alt
modili igin M =N+ K,NNK < IKve NnNK c RadK olacak sckilde M nin bir K

direkt toplam terimi varsa M modiiliine dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis modiil denir.

4.1.2 Yardime1 Teorem Dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis modiiller cgs®-modiildiir.
Ispat M dual sonlu I-Rad-@®-tiimlenmis modiil olsun. M modiiliiniin her N dual sonlu alt
modiliiicin M =N+ K, NN K < IK ve N N K c RadK olacak sekilde M nin K direkt
toplam terimi vardir. Dolayisiyla M cgs®-modiildiir.

R nin I ideali igin dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis modiil olmayip cgs®-modiil olan

bir 6rnek verelim.

Ornek p ve qiki farkli asal sayr olmak iizere M = Z/ 37 lokal Z -modiiliinii alalim.
RadM = pZ/p3Z dir. Teorem 2.6.6 (vii) den RadM <« M dir. Z nin 1=pZ, I, = qZ

ve I; = p?Z idealleri igin

i
LM = pZ (Z/pgz) =P /3 = RadM,
_ (L _(qZ+p3Z)/ _7;  _
LM = qz(2/ ) = 31 = Ypsg =M,
M= p?2(2) o) =P 2/ o i ¢ i
M =p Z( /p3Z) = P37 dir. [[16], Ornek 3.8]] kullanilarak M nin her N dual

sonlu alt modili i¢gin M=N+KNNK < LK, NNnK < LKve NNK KK
kosullari1 saglayan K < M direkt toplam terimi vardir. NNK « K oldugundan
N N K c RadK kapsamasi saglanir. Ayrica M sonlu iiretilmis oldugundan M nin her alt
modiilii dual sonludur. Dolayisiyla M hem dual sonlu I;-Rad-®-tiimlenmis hem de

I,-Rad-®-tiimlenmis modiildiir. Simdi M modiiliiniin dual sonlu I3-Rad-®-tiimlenmis

modiil olmadigin1 gosterelim. M = Z/p3Z modiiliiniin pZ/p3Z alt modiili i¢in
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Z Z Z . Z
Z/p?»z =P fp3z * Z/193Z ve P /pz." Z/p3Z =7 /paz, dir- Rad (Z/p3Z) =" /piz
- pZ 7 7 R/ 7 .
oldugundan /ng N /p3Zg Rad ( /ng) kapsamasi vardir. Ustelik /p3Z’ /p3Z in

2
direkt toplam terimidir. Ancak I (Z/p3z) =I3M=p Z/p3Z oldugundan pZ/p3Zn

2
Z/p3Z = pZ/pSZ(ZP Z/pg 7 olur. Dolayisiyla M dual sonlu I3-Rad-®-tiimlenmis modiil

degildir. M lokal oldugundan Onerme 2.8.4 geregince M zayif lokaldir. Onerme 3.4.3 den
M nin c¢gs®-modiil oldugu aciktir.

4.1.3 Yardimct Teorem M R-modiil ve I, R nin bir ideali olsun. K, M nin direkt toplam
terimiise IK =K nIM dir.

Ispat K,M nin direkt toplam terimi oldugundan M = K@K olacak sekilde bir
K' < M vardir. Buradan IM = IK@®IK ‘esitligi elde edilir. Bu esitligin K alt modiilii ile
kesisimi almip modiiler kural uygulanarak K N IM = K N (IK®IK) =IK + (KN IK) =
IK bulunur.

4.1.4 Onerme M R-modiil ve I,R nin RadM < IM kosulunu saglayan ideali olsun. Bu
takdirde M modiiliiniin dual sonlu /-Rad-®-tiimlenmis modiil olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul M nin cgs®-modiil olmasidr.

Ispat (=) Aciktir.

(&) Kabul edelim ki M cgs®-modiil ve N, M nin dual sonlu alt modiilii olsun. M nin
M =N+ Kve NNKcRadK kosulunu saglayan bir K direkt toplam terimi vardir.
Buradan NN K cRadK c RadM < IMdir. NNK<IM ve KNn(NNnK)<KnIM
oldugundan Yardimci Teorem 4.1.3 geregince N N K < IK dir. Béylece M dual sonlu

I-Rad-®-tiimlenmis modiildiir.

4.1.5 Yardimci Teorem M R-modiil ve I, R nin IM = 0 kosulunu saglayan ideali olsun. Bu
takdirde; M nin dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M

nin her dual sonlu alt modiiliiniin M de bir direkt toplam terimi olmasidir.
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Ispat (=) N, M nin dual sonlu alt modiilii olsun. Hipotezden M modiiliinin M = N + K,
NNnK < IK, NNK cRadK ve kosulunu saglayan bir K direkt toplam terimi vardir.
IK < IM = 0 oldugundan M = N@K dir. Buradan N, M nin bir direkt toplam terimidir.
(&=)N, M nin dual sonlu direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde M nin M =
N®N' kosulunu saglayan N’  alt modilli vardr. M = N+ N', NNN' =0 <
IN'" ve NNN' =0c RadN' dir. Béylece M dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis modiildiir.

4.1.6 Onerme M R-modiil ve I,R nin ideali olsun. M dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis

R-modiil ise M / M in her dual sonlu alt modiilii direkt toplam terimidir.

Ispat N,M nin IM < N kosulunu saglayan dual sonlu alt modiilii olsun. M/ v sonlu

M
tiretilmis oldugundan ¢/ IM)/(N /IM) = M / N Sonlu iretilmistir. Bu nedenle N / IM

M / /M I dual sonlu alt modiliidir. M dual sonlu I-Rad-®-timlenmis R-modiil

oldugundan M nin M=N+K, NNK < IKve NNKc RadK kosulunu saglayan

K direkt toplam terimi vardir. Bu takdirde; N / vt (K + IM)/ IM = M / 1y dir. Acik
olarak N 0 (K + IM) = IM + (N N K) = IM dir.  Boylece N/, n KM

4.1.7 Sonu¢ M R-modiil ve I, R nin ideali olsun. M cgs®-modiil ve IM = M ise, M dual
sonlu I-Rad-®-tlimlenmis modiildiir.

Ispat N, M nin dual sonlu alt modiilii olsun. N N K < IK oldugunu gdstermek yeterlidir.
M cgs®-modiil oldugundan M = N + K, N N K — RadK olacak sekilde M nin bir K
direkt toplam terimi vardir. Yardimer Teorem 4.1.3 den IK =K NIM =K NM = K dur.
NNK <K oldugundan NN K < IK bulunur. Dolayistyla M dual sonlu I-Rad-&®-

tiimlenmis moddildiir.

4.1.8 Sonu¢ P,R degismeli halkasinin maksimal ideali ve M R-modiil olsun. I, R nin
IM = PM esitligini saglayan ideali ve M cgs®-modiil ise M dual sonlu I-Rad-@®-

tiimlenmis moddildiir.
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Ispat [[16], Yardimc1 Teorem 3] ten RadM < PMdir. IM = PM oldugundan
RadM < IM dir. Onerme 4.1.4 geregince M cgs®-modiil iken M dual sonlu I-Rad-@®-

tiimlenmis modiildiir.

4.1.9 Sonug¢ R cisim olmayan degismeli bolge olmak ilizere M boéliinebilir R-modiil olsun.
M cgs®-modiil ise R nin sifirdan farkli her I ideali i¢in M dual sonlu I-Rad-@®-
tiimlenmistir.

Ispat M cisim olmayan bir R degismeli bolgesi iizerinde béliinebilir R-modiil olsun.
RadM +# M olsa M en az bir maksimal alt modiil igerir. M nin maksimal alt modiilleri P, R
nin ideali olmak tizere PM formundadir. Dolayisiyla PM M nin 6z alt modiiliidiir. Ancak
M bolinebilir oldugundan 0 # a € P i¢in aM = M olup PM = M bulunur. Bu ise PM alt
modiiliiniin M nin 6z alt modiilii olmas1 ile ¢elisir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlistir.
RadM = M olmalidir. RadM = M = PM dir. I, R nin keyfi sifirdan farkli ideali olsun. M
boliinebilir oldugundan 0 # b € [ i¢cin bM = M olup IM = M bulunur. Béylece PM = IM

olup Sonug 4.1.8 geregince M dual sonlu I-Rad-@-tiimlenmis modiildiir.

4.1.10 Sonu¢ M bir R-modiil olsun.

i) R sol iyi halka

veya

ii) M projektif modiil olsun.

Bu takdirde M nin cgs®-modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin dual sonlu J-Rad-
@-tiimlenmis modiil olmasidir.

Ispat R sol iyi halka veya M projektif modiil iken [[24], 23.7] ve [[16], Onerme 17.10]
geregince RadM = JMdir. Onerme 4.1.4 den M nin cgs®-modiil olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul M nin dual sonlu /-Rad-®-tiimlenmis modiil olmasidir.

4.1.11 Teorem I, Rnin ideali olsun. Bu takdirde dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis
R-modiillerin sonlu sayidaki direkt toplami dual sonlu /-Rad-®-tiimlenmistir.

Ispat n pozitif bir tamsay1 ve {M;}~,dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis R-modiillerin sonlu
ailesi olmak {izere M = M;®M,® ...®M,, olsun. n =2 igin iddianin dogrulugunu
gosterelim. n = 2 yani M = M;®M, iken K, M nin keyfi bir dual sonlu alt modiilii olsun.
M = M; + M, + K ve buradan M; + M, + K, M de 0 Rad-tiimleyene sahiptir. K, M nin
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dual sonlu alt modiilii oldugundan Teorem 2.3.10 ve Teorem 2.3.11 teoremleri

kullanilarak;

R

[M; + (M, +K)]/(M e :M/(M LK)

_ Mo
- /(Mz + K)/
K

sonlu tretilmis oldugu goriiliir. Buradan M; N (M, + K), M; in dual sonlu alt modiiltidiir.

M
My 0 (i, + K0

M, dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis oldugundan M; N (M, + K), M; modiiliinde direkt
toplam  terimi  olacak  sekilde X Rad-timleyeni i¢in M; N (M, +K)NX =
XN(M,+K) < IXdir. X, M de M, + K nin Rad-timleyenidir [[7], Yardimci Teorem
32l M=M,+ My +K=M,n(My+K)+ X + (My +K) = X + (M, + K) dur.

Teorem 2.3.10 ve Teorem 2.3.11 tekrar uygulanarak;

oy E[M2+(1<+X)]/ Yy . M/
[M, 0 (K + X)] K+x) ="Kk +x) G2

izomorfizmalari ve K nin M modiiliiniin dual sonlu alt modiilii olmasi kullanilarak
M, N (K + X) alt modiliinin M, modiliiniin dual sonlu alt modili oldugu
gortliir. M, dual sonlu I-Rad-®-timlenmis oldugundan M, N (K + X), M, de direkt
toplam terimi olacak sekilde Y Rad-tiimleyene sahiptir. Ayrica, M\, N (K+X)NY =Y N
(K +X) < IY dir. Buradan X +Y,Knin M de Rad-timleyeni bulunur [[7], Yardimc1
Teorem 3.2]. X, M; modiiliiniin Y ise M, modiiliiniin direkt toplam terimi oldugundan
X®Y, M de direkt toplam terimidir.

KNnX+Y)<Xn({Y+K)+Yn((K+X)

< XNn(My+K)+Yn(K+X)

IX+1Y
I(X+Y)
< I(X®Y)

IA

IA

elde edilir. M dual sonlu I-Rad-@-timlenmistir. n {izerine tiimevarim uygulayarak

iddianin dogrulugu goriiliir.

Direkt toplami es modiil olan dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis modiillerin toplami1 da

dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmistir.
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4.1.12 Onerme |, R nin ideali ve M = @, ., M, es modiili M, alt modiillerinin direkt
toplami olsun. Her A€/ igin M, dual sonlu I-Rad-®-timlenmis ise M dual sonlu I-Rad-
@-tliimlenmistir.

Ispat N, M nin keyfi dual sonlu alt modiilii olsun. M es modiil oldugundan N < M
karakteristik alt modiildiir. Yardimct Teorem 2.3.7 den N = ®, ., (N N M;) bulunur.

@ M M
Teorem 2.3.18 den M/N = heA k/@m\ (NAM,) = Drer C /N A M)

izomorfizmasi yardimiyla @, 5 (MK/ NN M,l) sonlu tiretilmis oldugu gortlir. Her AeA

icin Mk/ (NAM,)" M/ n nin homomorfik goriintiisii oldugundan M"/ (N M) sonlu

iiretilmistir. Boylece her AeA icin N N M;, M, nin dual sonlu alt modiiliidiir. Hipotezden
her leA i¢gin M;, nim M, =(NNMy)+K;, NnK; < IK;, ve NNK,cRad(K))
kosulunu saglayan K, direkt toplam terimi vardir. K = @, .5 K; alalim. Acik olarak K,
M nin direkt toplam terimi ve M =N + K dir. Aynica NNK =[®, _, (NN My]n
[BcAKi]=Dca (NNM; NK) =®cp (NNK;) oldugundan NNK =@, ., (NN
AL < ©@heA /AL = PheAN AL = /K ve  NNA=PreA NVNAL <
@OreA Radkl=Rad®lhc A\ AKA=Radk dir. Dolayisiyla A/ dual sonlu /- Rad-®-timlenmis
modildiir.

4.1.13 Onerme I, R nin ideali ve M dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis R-modiil olsun.

i) K, M nin direkt toplam terimi ve X, M nin dual sonlu alt modiilii iken X+ K/X'M/X in
direkt toplam terimi ise M /x dual sonlu I-Rad-@-tiimlenmistir.

ii) M nin her M = M;®M, par¢alanisinda alinan her dual sonlu X alt modiili
X = (X N M)®(X N M) seklinde ise M/, dual sonlu I-Rad-®-timlenmistir.

iii) M nin her X dual sonlu karakteristik alt modiilii icin M/X dual sonlu I-Rad-@®-
tiimlenmistir.

iv) M dagilimli bir modiil ise M nin her X dual sonlu alt modiilii i¢in M / x dual sonlu

I-Rad-®-tiimlenmistir.

M
Ispat i) N, M nin X < N kosulunu saglayan dual sonlu alt modiilii olsun. / X / N / =M / N
X

sonlu tiretilmis oldugundan N / X M / x in dual sonlu alt modiiliidir. Hipotezden M nin



51

M=N+K, NNK <IK ve NNK c RadK kosulunu saglayan K direkt toplam terimi

oldugundan M = K@K olacak sekilde K’ < M vardir. (K + X)/X 'M/X in direkt toplam

terimi oldugundan Yardimci Teorem 4.1.3 geregince

I(K+X)/X=I(M/X)n (K+X)/X

_ I((KGBK')/X) A (K+X)/X

[UK®IK") +X]/X n (K+X)/X

[K N (IK®IK") + X] /y

[IK®(K NnIK") +X]/X

_ (UK +X)/X

Boylece M/X=N/X+(K+X)/X e N/Xn(K+X)/X=Nn(K+X)/X=
(NnK)+X/XSIK+X/X= IK+X) mK_)(K+X)/X dogal

homomorfizmasim alalim. N N K < RadK kapsamasi kullanilarak IV / x N (K +X) / x =

(NnK)+ X/X =n(N+K)c Rad((K + X)/X) bulunur. Kabul geregince (K + X)/

Xa

M/ in bir direkt toplam terimidir. M/, dual sonlu /-Rad-@-tiimlenmistir.

ii) (i) deki K direkt toplam terimini M = M;®M, pargalanisindaki M; alt modiilii olarak
alahm. M = M; + M, esitligi kullanilarak

X+ M X+ M X+M +M

( 1)/X+( z)/X _( 1 2)/X:M/X

esitligi elde edilir. Ayrica
X+MHINX+M)<[XNX+ M, +M)]+ [M,n(X+ M +X)]
<X+ [M,n X+ M)
<X+ [M,n[(X N M)SX N M) + M,]]
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<X+ [M, 0 [M@X 0 M)]]
<X+ [(X N M)®M; N M,)]

<X
ve
X + Ml)/X n X+ MZ)/X _[X+M)n(X+ MZ)]/X < X/X = {X} oldugundan
M/X _ |+ Ml)/X @ X+ MZ)/X] bulunur. Dolayisiyla X+ Ml)/X,M/X in direkt

toplam terimi olup (i) geregince M/, dual sonlu I-Rad-®-timlenmistir.

(iii) ve (iv) nin ispat1 (ii) den agiktir.

4.1.14 Teorem M R-modul ve I, R nin ideali olsun. K, M nin dual sonlu karakteristik direkt
toplam terimi ise asagidaki ifadeler denktir.

i) M dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmistir.
ii) K ve M/, dual sonlu I-Rad-@®-tiimlenmistir.

Ispat (i) = (ii) L, K nm dual sonlu alt modiilii olsun. Bu takdirde; M = K®C olan M nin

M
sonlu tiretilmis C alt modiilii vardir. K / 1 Ve M / i sonlu tretilmis oldugundan / L/ K / =
L

M / K 1zomorfizmasindan M / ; sonlu dretilmistir. Hipotezden M  modiliiniin

M=A®B, M=L+A, LNnA < IA ve LNnAc RadA olan A ve B alt modiilleri vardir.
K=KnM=Kn(L+A)=L+ (KnA) oldugu agiktir. K, M de karakteristik alt modiil
oldugundan M = A®B iken K = (KN A)®(K N B) dir. Boylece KN A, K nin direkt
toplam terimidir. Yardimeci Teorem 4.1.3 den I[(KNA) = (KNA)NIM olur. (KNA)N
L=LNA < IA < IM oldugundan (K NA)NL < (KNA)nIM = I(K nA) bulunur.
KNA,K nn ve K, M nin direkt toplam terimi oldugundan K N A, M nin
LNA < KNnA kosulunu saglayan direkt toplam terimidir. Ustelik
LNA S RadA < RadM oldugundan L N A < Rad(K N A) elde edilir. Boylece K dual
sonlu I-Rad-®-tiimlenmistir.

M dual sonlu I-Rad-®-timlenmis ve K,M nin dual sonlu karaktersitik alt modilii

oldugundan Onerme 4.1.13 (iii) geregince M/  dual sonlu I-Rad-@-tiimlenmistir.
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(i) > (i) M = K®C olan M nin sonlu tretilmis C alt modiilii vardir. M / K = C oldugu
aciktir. Hipotezden K, M/K = C dual sonlu I-Rad-®-timlenmistir. Teorem 4.1.11

geregince K®C = M dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis modiildiir.
4.2 Dedekind Bolgeleri Uzerinde Dual Sonlu I-Rad-®-Tiimlenmis Modiiller

4.2.1 Onerme M cisim olmayan R degismeli bolgesi iizerinde boliinebilir modiil olsun. M
cgs®-modiil ise, R nin sifirdan farkl her I ideali igin M dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmistir.

Ispat Sonug 4.1.7 den agiktir.

4.2.2 Onerme R cisim olmayan Dedekind bolgesi ve M injektif R-modiil olsun. Bu
takdirde R nin sifirdan farkli her I ideali i¢in M dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmistir.
Ispat M injektif R-modiil oldugundan RadM = M = IM dir [[20], Onerme 2.4]. Onerme

4.1.4 den M cgs®-modiiliiniin dual sonlu I-Rad-@-tiimlenmis oldugu aciktir.

4.2.3 Sonu¢ R cisim olmayan Dedekind bolgesi, I, R nin ideali ve M = X®P(M) R-
modiilii verilsin. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

i) M dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmistir.

i1) X dual sonlu I-Rad-®-timlenmistir.

Ispat ()= (ii) M dual sonlu I-Rad-@®-timlenmis modiil olsun. P(M), M nin

karakteristik alt modiilii oldugundan Onerme 4.1.13 (iii) den M/P(M) = X dual sonlu

[-Rad-®-tiimlenmistir.
(if) = (i) X ve P(M) dual sonlu I-Rad-®-timlenmis modiiller oldugundan Teorem 4.1.11
den M = X®P(M) dual sonlu I-Rad-®-timlenmistir.

4.2.4 Onerme R lokal olmayan Dedekind bolgesi olsun. I, R nin sifirdan farkli bir ideali, P
R nin sifirdan farkli asal ideali ve M burulma R-modiilii verilsin. I € P? iken n = 1 olan
a,n € Nigin M, = (R(P*))*®B,(1, ...,n) izomorfizmasi varsa M nin her P-asil bileseni
dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis modiildiir

Ispat P, R nin sifirdan farkli asal ideali olsun. [[14], Onerme A.7 ve Onerme A.8]
geregince M,, ve (R(P®))* ®-tiimlenmistir. Buradan M,, ve (R(P*))% cgs®-modiildiir.



54

|. Durum: I € P? olsun. Hipotezden n = 1 olur. Bu yiizden B, (1, ...,n) = B,(1) = @R/P
yari-basittir. Boylece B,(1,...,n) dual sonlul-Rad-®-tiimlenmis modiildiir. (R(P*))*
boliinebilir R-modiil oldugundan Onerme 4.2.1 geregince dual sonlu I-Rad-®-tiimlenmis
modiildiir. Teorem 4.1.11 geregince M, = (R(P*))*®B,(1) dual sonlu I-Rad-®-
tiimlenmistir.

Il. Durum: I € P? ve I € P olsun. Teorem 2.8.12 geregince (iii) den IM, = PM,, dir.
Sonug 4.1.8 den M,, dual sonlu I-Rad-@-tiimlenmistir.

[Il. Durum: I &€ P? ve I <P olsun. Bu takdirde Teorem 2.8.12 (iii) geregince
IM,, = PM,, dir. Sonug 4.1.8 den M,, dual sonlu I-Rad-@-tiimlenmistir
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde Dual Sonlu I-Rad-®-Tiimlenmis Modiillerle ilgili teoremler ve sonuglar;
dordiincii  bolimde yer almaktadir. Calismanmizda cgs®-modiilleri biraz daha
kuvvetlendirerek Dual Sonlu I-Rad-®-Tiimlenmis Modiilleri tanimladik. Ayrica Dedekind

bolgeleri tizerinde Dual Sonlu I-Rad-®-Tiimlenmis Modiilleri degerlendirdik.

Herhangi bir R halkasi ve R nin bir I ideali i¢in Dual Sonlu I-Rad-®-Tiimlenmis
Modiillerin sonlu sayidaki direkt toplaminin Dual Sonlu [-Rad-@-Tiimlenmis Modiil
oldugu gosterildi. Ne tiir halkalar i¢in keyfi sayida Dual Sonlu [-Rad-®-Tiimlenmis

Modiiliin direkt toplaminin Dual Sonlu I-Rad-®-Tiimlenmis olacag: arastirilabilir.

Dual Sonlu I-Rad-®-Tiimlenmis bir M modiiliiniin karakteristik bir X alt modiilii
icin M / x bolim modiiliniin Dual Sonlu I-Rad-®-Tiimlenmis Modiil oldugu gosterildi. Ne
tiir halkalar i¢in Dual Sonlu I-Rad-®-Tilimlenmis bir modiiliin her béliim modiiliiniin Dual
Sonlu [-Rad-®-Timlenmis olacagi arastirilabilir. Kendisi Dual Sonlu [-Rad-®-

Tiimlenmis Modiil olup boliim modiilii Dual Sonlu /-Rad-®-Tiimlenmis Modiil 6rnegi

arastirilabilir.

Dedekind bolgesi tizerinde Dual Sonlu I-Rad-®-Tiimlenmis modiillerinin 6zellikleri

arastirildi. Bu modiillerin yapisi degismeli Noetherian halkalar {izerinde ¢alisilabilir.
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