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OZET

Bu tezde, kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldlarin geometrisi galigildi.
Birinci boliimde literatiir 6zeti, konunun giincelligi ve tez konusuyla ilgili yapilmis olan ¢aligmalar
hakkinda bilgiler verildi. Ikinci béliimde calismamiz igin gerekli olan bazi temel tanim ve
teoremlere yer verildi. Ugiincii boliimde, kontak metrik manifoldlar hakkinda bilgi verilerek,
kosimplektik manifoldlar tanmitildi. Dordiincti bolim tezin orijinal boliimii olup, bu boliimde
kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldlar1 ve kosimplektik uzay formlarin
kontak pseudo-slant altmanifoldlar: ¢alisildi. Geometriye katki yapacagini diistindiigiimiiz bazi
sonuglar elde edildi. Son olarak besinci béliimde, problemimizden ortaya ¢ikan sonug ve oneriler
verildi.
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ABSTRACT
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar asaguda sunulmustur.
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1.GIRIS

Geometri ; uzayi, uzaydaki nokta, egri, diizlem ve cisimlerin 6zelliklerini inceleyen bir
matematik dalidir. Matematigin 6nemli anabilimdallarindan olan geometri, ge¢misten
giiniimiize matematigin diger anabilim dallariyla da etkileserek gelmistir. Geometri de
kendi i¢inde dallara ayrilmaktadir. Oklid geometrisi ve Oklid disindaki geometriler olan
ornegin; metrige gore adlandirilanlar, Eliptik geometri, hiperbolik geometri gibi

cogaltilabilir.

Gauss, geometrik yapilarin lizerine calculus kavramlarini uygulayip; diferensiyel geometri
temellerini inga etmistir. Riemann, Gauss’un fikirlerini faaliyete gecirerek manifold
kavramimi olusturmustur. Manifold, genel bir geometrik uzay olup; Oklid uzay1 ile
bagdastirilabilir. Ornegin; dogru bir boyutlu manifold iken, diizlem iki boyutlu bir
manifolddur denebilir. Daha genel bir ifade ile n boyutlu bir manifoldun her noktasinin, n

boyutlu Oklid uzayma homeomorf komsulugundan bahsedebiliriz.

Uzaym simirsiz i¢ boyutlu manifold olmasi dis diinya algimizda kullandigimiz bir
kabuldiir. Bu kabuliimiizle gergek alginin alaninin her yonii saglanir ve bulunmak istenen
nesnelerin olasi uzaylar1 kurulur ve bu kabul siirekli olarak uygulamalarla dogrulanir.
Yapilan uygulamalar, uzaym smirsiz olusunu deneysel bir kesinlige ulastirsa da uzayin
sonsuzlugu buradan iddia edilemez. Bdylece, Riemann dis diinyayr kavrayisimizi 3-

boyutlu 6klidyen geometri ile sinirlandirmistir.

Invaryant ve anti-ivaryant altmanifoldlarin bir genellemesi olan slant altmanifoldlarin
geometrisi 1990 dan beri yogun bir sekilde ¢aligilmaktadir. Bir hemen hemen Hermityen
manifoldun slant altmanifoldlar1 B. Y. Chen tarafindan ortaya atilmistir (Chen, 1990).
Daha sonra C* ve C* kompleks manifoldlarin slant altmanifoldlar1 6rnekleri B.Y. Chen ve
Y. Tazawa tarafindan verilmistir (Chen ve Tazawa, 1990). 11k olarak, hemen hemen kontak
metrik manifoldun slant altmanifoldlarin1 tanimlayan ve inceleyen yazar A. Lotta'dir
(Lotta, 1996). Lotta aym1 =zamanda K-Kontak manifoldlarin 3-boyutlu slant
altmanifoldlarinin geometrisi {izerine bir ¢ok ¢alisma yapmistir (Lotta, 1998). Daha Sonra,
L. Cabrerizo ve arkadaslar1 bir Sasakian manifoldun slant altmanifoldlarin1 calismislar ve
cok sayida enteresan sonug elde etmislerdir (Cabrerizo, Carriazo, Fernandez ve Fernandez,

2000(a); Cabrerizo ve digerleri, 2000(b)). M. Khan ve arkadaslar1 2007 ve 2011 de



pseudo-slant altmanifoldlar ile ilgili c¢alismuslar literatiire kazandirmiglardir. Son
zamanlarda S. Dirik “Pseudo-Slant Altmanifoldlarin Geometrisi Uzerine’’ doktora tezi
calismasiyla bu alana katki saglamistir. Takip eden yillarda M. Atgeken, S. Dirik ve U.

Yildirim’ 1n literatiirde bu konuyla ilgili bir ¢ok bilimsel ¢aligmasi mevcuttur.

Bu bilgiler 1s1ginda, (@,&,77,9) kontak  metrik yapisiyla verilen (2n+1)-boyutlu
M (@, &, 77, 9) hemen hemen kontak metrik manifold ve bu manifold iizerindeki V Levi-
civita konneksiyonu olmak iizere, eger her X,Y € (M) i¢in

(V@)Y =0
sartin1 sagliyorsa M (¢, &,77,9), ya Kosimplektik manifold adi verilir (Goldberg ve
Yano,1969 ).

I\ﬁ((p,f,n,g), nin bir altmanifoldu M olmak tzere, M nin slant altmanifold olmasi
durumunda en 6nemli karakterizasyon ¢ nin M {izerine indirgenmis olan T tensoriiniin
T?=-A(1 -n®¢&)
esitligini saglayacak sekilde bir A=cos’#<e[0,1] sabitinin olmasidir (Cabrerizo ve

digerleri, 2000(a)).

Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu M (g, &,7,9) nin bir altmanifoldu M olmak
uzere
i) TM =D*®D, , £cI'(D,)
ii) D" distribiisyonu, anti-invaryant distribiisyon yani,
@D*  (T*M)

iii) M -lizerinde D,, @ slant a¢il1 slant distribiisyon olmak iizere D, ile ¢(D,)

arasindaki sabit slant a¢1 6 # % dir.

Yukaridaki sartlari saglayan iki ortogonal distribiisyon D* ve D, varsa M ye

M (o, £,17,9) nin kontak pseudo-slant altmanifoldu ad1 verilir (Khan ve Khan, 2007).



Yukaridaki ¢alismalar dogrultusunda, bu tezde hemen hemen kontak metrik manifoldun
kontak pseudo-slant altmanifoldlar1 verilerek kosimplektik manifoldun kontak pseudo-

slant altmanifoldlar ¢alisildi. Burada integrallenebilirlik durumlar: tartisild: ve ayrica D, -

total geodezik, D" -geodezik ve mixed geodeziklik kavramlar1 verilerek, kontak pseudo-
slant ¢arpim tanimlandi ve bununla ilgili baz1 karakterizasyonlar verildi. Son olarak,
kosimplektik uzay formlarinda kontak pseudo-slant altmanifoldlar1 ¢alisildi. Kosimplektik
uzay formlarinda Ricci tensorii verilerek skaler egriligi hesaplanmis ve ayni zamanda

kosimplektik uzay formlarin total umbilik kontak pseudo-slant altmanifoldunun 7 -Einstein

oldugu goriildii. Sonugclar1 destekleyen hemen hemen kontak metrik yapisiyla R® da 5-

boyutlu proper kontak pseudo-slant altmanifold 6rnegi kuruldu.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim, iki kisimdan olusmustur. Birinci kisimda manifoldlar, ikinci kisimda

altmanifoldlar ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
2.1. Manifoldlar

2.1.1. Tanim

X, bir Hausdorff uzay1 olmasi durumunda herhangi bir U X ag¢ik ctimlesinden V < R"

bolgesine tanimlanan
¢:U—->VcR"

¢ homeomorfizmine X te tanimlanan n-boyutlu koordinat sistemi veya harita, U agik
ctimlesine de, bu haritasinin koordinat komsulugu denir. Bu harita (U, ¢) seklinde ifade

edilir. Eger, yeU ise

(Y)= (Y, ¥y) €R”

dir. Burada vy,,...,y, reel sayilarina (U,¢) haritasinin koordinatlaridir.

n

2.1.2. Tanim

M, bir Hausdorff uzay olsun. M ’nin her noktasmin E" e veya E" in bir U acik alt
ciimlesine homeomorf olan bir koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi varsa, M ye

n-boyutlu topolojik manifold adi verilir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.3. Tanim

R" uzaymnin bir U agik ciimlesi lizerinde taniml reel degerli bir fonksiyon f olsun. Eger

f fonksiyonunun k.mertebeden kismi tiirevleri var ve k <r olmak {izere siirekli ise f
ye r. mertebeden diferensiyellenebilir fonksiyon denir ve bu f e C"'(U,R) ile gosterilir.
Eger her reZ” igin f eC"(U,R) ise f ye diferensiyellenebilir fonksiyon denir ve

f eC”(U,R) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).



2.1.4. Tanim

M, bir topolojik manifold ve M nin bir agik ortiisii {U,} olsun. U, acik ciimlelerinin o
indislerinin ciimlesi A olmak tizere {U,} acik ortiisii igin {U,} _  yazilir. E" de U, ya
bir w, homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik ciimle W, olsun. Bu durumda

M c | JU, olacak sekilde meydana gelen (y,,U,) haritalarmin {(y,.U,)}

aehA

acA

koleksiyonuna bir atlas denir ( Hacisalihoglu, 1980).

2.1.5. Tanim

n-boyutlu M, bir topolojik manifold ve S ={(U,,y,)} da M *nin bir atlast olsun. r >1

olmasi durumunda, eger S atlast U, "U , #J olmak lizere her o, B A igin

¢aﬂ :Wa o‘//ﬁ{l Wﬂ(Ua mUﬁ) —>Wa(Ua mUﬂ)
ve
¢ﬂa =l//ﬁ Ol//a71 l//a(Ua muﬂ) _)l//ﬂ(ua mUﬂ)

fonksiyonlart C" -sinifinda iseler Sye C'-sinifindandur denir. Burada tanimlanan ¢,, ve
$y, fonksiyonlar1 ikiser ikiser homeomorfizmalarn bileskesi oldugundan birer
homeomorfizmadir. Béylece ¢,, ve ¢,, fonksiyonlari C" sinifindan diferensiyellenebilir

oldugundan S atlasina C'-Sinifindan diferensiyellenebilirdir denir.

Eger S atlast M de C'-smifindan ise Sye M de bir C" -sunifindan diferensiyellenebilir
yapt denir.

Eger bir M manifoldu iizerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir bir atlas varsa M

manifolduna r. mertebeden diferensiyellenebilir manifold denir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.6. Tanim

M ve N birer manifold olsun. ¢:M — N diferensiyellenebilir déniisiimii verilsin bu

doniistimiin tersi var ve ayn1 zamanda tersi de diferensiyellenebilirse bu doniisiime bir



diffeomorfizma denir. M den N ye bir diffeomorfizma varsa M ve N vye de

diffeomorfiktirler denir.

2.1.7. Tanim

f :E" — R diferensiyellenebilir fonksiyon ve \7p eTpE”oIsun. Bu halde \7p =?Qolmak

uzere
— d
Vp[f]za(f(ﬂ +1(Q —R)), T (R +1(Q, =)o
seklinde yazilan reel sayiya f nin V, vektorii yoniindeki tiirevi denir (Hacisalihoglu,

1980).

2.1.8. Tanim

M, bir topolojik manifold ve peM olsun. M nin p noktasmin bir komsulugu U olmak

uzere
Coo(U 1 R) al { f | f U dif —bilir R}
climlesini ele alalim. Bu ciimlede her f,geC*(U,R) ve a,beR igin

)] Lineerlik

V,(af +bg) =aV, (f)+bV, (g)
i) Leibnitz

Vo (9.1) =V (9).-f(p)+9(p)V, ()
ozelliklerini saglayan V  fonksiyonuna M ’nin p noktasinda tanimlanan tanjant vektorii
denir. M manifoldunun p noktasinda tanimlanan tanjant vektorlerinin ciimlesini TPM ile
gosterilir (O’ Neill, 1983).

Buna gore

TM ={V, |V, :C*(M,R) —m= R}

leibnitz

dir. Bu climlede i¢ islem



ve feC”(M,R) igin
V, +W)[ 1=V [f]+W [f]
seklinde tanimlanir. Boylece (T pm ,®) ikilisi bir abel grup olur. Bu ciimlede dis islem de
O:RxT,M 5T M
(4V,) > 20V, :C*(M,R) >R
ve f eC”(M,R) igin
(AoV,)[f]=4V,[f]

seklinde tanmimlanir. Bu islemler birlikte TpM, reel sayilar cismi iizerinde tanimlanan bir

vektor uzayr olusturur. Bu uzaya M nin p-noktasinda tamimlanan tanjant uzay: denir
(Hacisalihoglu, 1980).

2.1.9. Tanim

Reel sayilar cismi iizerinde verilen r tane vektdr uzay1 V,,V,,V,,...,V, olsun.
f IV, xV, xV,,...,.V, >R
fonksiyonu 1<i<r olmak iizere u,,v, €V, ve a,beR igin
f(u,...u g, av, +bu,v,,...v,) =af (V... V, ;,Vi,..., V,) +bF (v,..., v U0 V)
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna r-lineer fonksiyon denir (Hacisalihoglu, 1983).

2.1.10. Tanim

M, bir n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve p e M noktasinda tanimlanan tanjant

uzay da TpM olsun. TpM nin dual uzayma M nin p noktasindaki kotanjant uzay: denir.

M nin p noktasindaki kotanjant uzay1 T; M ile gosterilir. Buna gore



M ={o, |0, T,M =R}
dir. T; M uzayinm herbir elemanina da M nin p noktasindaki kotanjant vektorii denir (O’
Neill, 1983).
2.1.11. Tanim

Reel sayilar cismi iizerinde tamimlanan bir vektér uzay: V ’nin duali uzay1 V"~ olmak

uzere
L(\/',VSZR):{f | f :V'xvs*MnR}

uzayinda i¢ ve dis islemler sirasiyla
(f@o)a,...a., B,... B) =T (e, B B) + (s, By )
ve
At Ny, B B) =Af (e, .n 0, s B)

seklinde tanimlanir. Bu uzaya r. mertebeden kovaryant s. mertebeden kontravaryant
tensor uzayr adi verilir. Uzayin her bir elemanina da (r,s)-tipinde bir tensor denir
(Boothby, 1986).

2.1.12. Tanim

M, diferensiyellenebilir manifoldu iizerindeki fonksiyonlarmn ciimlesi C*(M,R) olsun.

Her f,geC”(M,R) ve a,beR olmak iizere
X :C*(M,R) »C”(M,R)
dontistimii

i) X (ag +bf) = ax (g) +bX (f)
i) X(df)=X(g)f +gX(f)

ozelliklerini sagliyorsa X 'e M -iizerinde bir vektor alan: denir ve M iizerindeki vektor

alanlarinin ciimlesi (M) ile gosterilir (Boothby, 1986).



Buna gore bir manifold iizerinde bir vektor alani, manifoldun her bir noktasina bir tanjant

uzay1 karsilik getirir.

2.1.13. Tanim

M, bir diferensiyellenebilir manifoldu iizerindeki vektor alanlart ciimlesi y(M) olmak

tizere X,Y e y(M) igin

[]: z(M)x (M) = z(M)
(Y, X) > [Y,X]

doniistimii

i) 2-lineer, yani her a,beR i¢in X,Y,Z € y(M) igin
[aY +bX,Z]=a[Y,Z]+b[X,Z]
ii) Anti-simetrik yani her X,Y e y(M) igin
[¥.X]=[X.Y]
i)  Her X,Y,Z e y(M)igin
. x], 2]+ {2:¥], X ] [[x.2]¥ )¢
dzellikleri saglantyorsa [,] ye M -iizerinde bir Lie operatdrii denir (Boothby, 1986).

Ornek

M, diferensiyellenebilir manifold olsun her X,Y € ¥(M) igin

[]: x(M)x x(M) = z(M)
(X,Y) > [X,Y]

doniisiimii her f e C*(M,R) fonksiyonu igin
[Y. X]f =Y (X(£) = X(Y(f)) (2.1)

seklinde tanimlaniyor. Burada [,], (M) iizerinde bir Lie operatdri ve X(f), f
fonksiyonunun X vektor alanina gore yone gore tlirevidir.
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M bir diferensiyellenebilir manifold, her X,Y,Z € (M) olmak iizere f eC*(M,R)

fonksiyonlar1 ve A4 € R i¢in Lie operatori
)] [Y,X](f+g)=[Y,X](f)+[Y,X](g)
i) [Y,x]@af)=a[Y,x]f
i)y [Y,X](f.9)=g[Y,X](F)+ f[Y,X](9)
Ozelliklerini saglar (Yano, 1984).
2.1.14. Teorem
M, bir diferensiyellenebilir manifold olsun. O halde her X,Y € (M) ve f eC*(M,R)
igin
[X,9Y]=(fg)[X,Y]+ fX(g)Y —gY (f)X (2.2)
dir (Yano, 1984).
2.1.15. Tanim

m-boyutlu M ve n-boyutlu N diferensiyellenebilir manifoldlar1 verilsin. f:M — N

fonksiyonu p noktasinda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere

foo :T,M 5T, ,N
vV, > f. |p (vp)=(Vp[f1]|f(p)"“’vp[fn]lf(p))

seklinde verilen f, doniisiimiine f ’nin #irev doniisiimii denir. Eger g e C(M,R), f(p)

nin komsulugunda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise
(f.V,)g=V,(g-f)

seklinde verilir (Yano, 1984).
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2.1.16. Teorem

M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve f:M — N diferensiyellenebilir déniisim

olsun. O halde f, tiirev doniisiimii lineerdir ve M de secilen egriden bagimsizdir (Yano,
1984).

2.1.17. Tanim

M, diferensiyellenebilir manifoldu iizerindeki C* vektor alanlarmnin ciimlesi y(M) ve

M den R ye C” fonksiyonlarm ciimlesi de C*(M,R) olsun. Her X,Y,Z € (M) ve

a,beRR igin
g: 2(M)x (M) ->C*(M,R)

doniigiimii
i) Simetrik

g(Y, X)=g(X,Y),
i) Pozitif tanimli

Y #0 igin g(Y,Y)>0 ve g(Y,Y)=0<Y =0,
i) Bilineer

g(aX +by,zZ)=ag(X,Z)+bg(Y,Z)

sartlarim sagliyorsa g ye M iizerinde bir Riemann metrigi veya (2,0)-mertebeli metrik

tensor ve (M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu ad1 verilir (O’Neill, 1983).

2.1.18. Tanim

M, diferensiyellenebilir manifoldu iizerindeki C* vektor alanlari ciimlesi (M) olmak

uzere

Vig(M)x z(M)—s (M)
(Y, X) > V(Y,X)=V, X

doniisiimii her X,Y,Z € (M) ve f,geC”(M,R) igin

i) V,(X+2)=V,X+V,Z
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i) ViyxZ=1V,2+9V,Z

iii) V,(fX)=fV, X +Y(f)X

sartlarini sagliyorsa, V ya M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve ﬁy ‘e’ Y e gore

kovaryant tiirev operatérii denir (Yano, 1979).

2.1.19. Tanim

M, n-boyutlu bir manifold ve M iizerindeki konneksiyon V olsun. Bu durumda

T: z(M)x x(M) - (M)
(X,Y) > T(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y]

olarak tanimlanan vektor degerli tensore M iizerinde tanimli V konneksiyonunun

torsiyon tensorii denir. Burada torsiyon tensorii anti-simetriktir.

2.1.20. Tanim

(M, g), bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tamimlanan afin konneksiyon

olsun. Bu durumda her Y, X,Z e y(M) olmak iizere V déniisiimii

i) Konneksiyonun sifir torsiyon 6zelligi
[Y,X]=V, X -V,Y
ii) Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zelligi

Yg(X,Z)=9(VyX,Z)+g(X,V,2)

ozellikleri saglaniyorsa V ya M iizerinde Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita
konneksiyonu denir (YYano, 1979).
(M, g), n-boyutlu Riemann manifoldu iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu V olmak

tizere her X,Y,Z € (M) igin

29(VZ,Y) = Xg(Z,Y)+Zg(Y,X)-Yg(X,Z)

2.3
-9(X,[Z,Y])-9@Z.[X.Y]D+a(Y.[X,Z]) @3)

seklinde tanimlanan esitlige Kozsul formiilii adi verilir(Hacisalihoglu,1983).
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2.1.21. Tanim

(M, g) Riemann manifoldu ve Vde M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere

Her Y, X,Z € (M) igin

R:z(M)x x(M)x x(M) = (M)
Y,X,Z) > R(Y,X)Z

olmak uzere

R(Y,X)Z=V,V,Z-V,V,Z-V, Z (2.4)

[¥.x]

ile tantmlan R fonksiyonu M iizerinde bir (3,1)-tipinde tensér alanidir. Bu tensér M nin
Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir. Burada her Y, X,Z,W € ;((M) icin Riemann
egrilik tensorii R
i) R(Y,X)Z =—R(X,Y)Z
i) g(R(Y,X)Z,W)=-g(R(Y, X)W,Z)
i) R(Y,X)Z+R(X,Z)Y +R(Z,Y)X =0 (I. Bihanchi 6zdesligi)
iv)  g(R(Y,X)Z,W)=g(R(Z,W)Y,X)
ozelliklerine sahiptir (O’ Neill, 1983).

2.1.22. Tanim

(M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ee,,...e,} ortonormal vektdr alanlari
(M) nin bir bazi olsun.
Q: x(M) = x(M)

Y >Q(Y)=QY = iF‘w,ei)ei &9)

ile tanimlanan Q operatoriine M nin Ricci operatorii denir (O Neill, 1983).
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(M, g), n-boyutlu bir Riemann manifoldu R de Riemann manifoldunun Riemann egrilik

tensorii olsun. {e,e,,...,e,} ciimlesi y(M) nin ortonormal vektdr alanlari olmak iizere

her X,Y e (M) igin

S: x(M)x (M) —»C*(M,R)

(Y,X)—)S(Y,X):Zn:g(ﬁ(x’ei)ei’Y) (2.6)

bi¢iminde tamimlanan (2,0)-tipindeki tensére M nin Ricci tensorii denir. Kolayca

goriilebilir ki Ricci tensorii simetriktir. Ayrica M nin Ricci operatorii Q olmak iizere

S(Y, X) =g(QY, X) (2.7)

seklinde tanimlanabilir (O’ Neill, 1983).
n -boyutlu bir Riemann manifoldu (M,g) ve {e,.e,,...,e,} ortonormal vektSr alanlar

olsun. O halde
p:ZS(ei'ei) (2.8)
i=1

degerine M ’nin skaler egrilik fonksiyonu adi verilir (O Neill, 1983).

Diger taraftan bir (M, g), Riemann manifoldunun X dogrultusundaki Ricci egriligi

_S(X,X)

2.9
g(X, X) (29)

k(X)

ile tanimlanir.
n -boyutlu bir Riemann manifoldu (M, g) olsun. Bu durumda, her Y, X € (M) igin

S(Y, X) = Ag(Y, X) (2.10)

olacak bicimde A fonksiyonu varsa M ’ye Einstein manifoldu ad: verilir. Burada Es. 2.10

da X =Y =e, 1<i<n ortonormal bazi segilirse 1 "y oldugu goriiliir.
n
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Eger S Ricci tensorii her Y, X € y(M) igin
S(Y, X)=ag(Y, X)+brn(Y)n(X) (2.11)

esitligi saglaniyor ise M ’ye 7 -Einstein manifoldu adi verilir. Burada a ve b, M iizerinde

fonksiyonlar ve 7 -da 1-formdur (Yano, 1979).
2.1.23. Tanim

(M, g), bir Riemann manifoldu olarak verilsin . T /M tanjant uzayin iki boyutlu alt uzay1

7 olmak tizere Y, X e 7 tanjant vektorleri icin B fonksiyonu

B(Y’X) = g(Y’Y)g(X’X)_g(Y1X)2 =0

bigiminde tanimlansin.

~g(R(Y, X)X,Y)
- B(Y,X)

K (Y, X) (2.12)

esitligine 7 nin kesit egriligi denir ve K(z) ile gosterilir.
Her peM ve Y., X, eTpM icin K(Y,, X,) sabit ise M ye sabit kesit egrilikli uzay veya

reel uzay form denir. Bu durumda M Riemann manifoldunu c-sabit kesit egriligine sahip

reel uzay formise M nin R Riemann egrilik tensorii

R(Y,Z)X =c{g(Z, X)Y —g(Y, X)Z} (2.13)
seklinde verilir (O’ Neill, 1983).
2.2. Altmanifoldlar

Bu kisimda, Riemann manifoldunun altmanifoldu tanimlanip, temel &zellikleri

incelenmektedir.

2.2.1. Tanim

m-boyutlu M ve n-boyutlu M Riemann manifoldlari olmak iizere f:M —M

diferensiyellenebilir doniisiimii verilsin.



16

Eger boy(f.(T,(M)))=p ise f 'nin ge M dekii ranki p dur denir ve rank,(f)=p

seklinde verilir.

Eger boy(M)=rank(f) ise f ye bir immersiyon veya daldirma, f(M) ’ye de M ’nin

immersed veya gomiilmiis altmanifoldu ad1 verilir.

Eger f immersiyonu bire bir ise f ye imbeding veya gomme , f(M)’ye de M ’nin

gomiilen altmanifoldu veya altmanifoldu denir (Chen, 1973).

2.2.2. Tanim

(M,g) m-boyutlu ve (M,g) n-boyutlu Riemann manifoldlari ve f:M —M bir

immersiyon olsun. Her Y, X €T M igin

g:(f.,Y, f.,X)=g(Y,X)

olmast durumunda f doniistimiine izometrik immersiyon veya metrigi koruyan immersiyon

denir. (Chen, 1973).

2.2.3. Tanim
n-boyutlu M manifoldu iizerinde

D:M —>TM
p—>D, «T,M,boy(D,)=r<n

seklinde tanimli D déniisiimiine distribiisyon adi verilir. Her Y € (M) igin X,eD, ise

X vektor alan1 D ’ye aittir denir. Eger p noktasi i¢in D ye ait r tane diferensiyellenebilir
liner bagimli olmayan vektor alani varsa D ye diferensiyellenebilir diistriblisyon adi verilir

(Duggal ve Bejancu,1996).

Eger D ye ait iki vektor alaninin Lie-operatorii de D ye aitse D ye integrallenebilirdir

denir.

N bir diferensiyellenebilir manifoldu {izerindeki n-boyutlu distribiisyon ve M de N nin

bir altmanifoldu olsun. Eger pe M i¢in T /M ile D, birbiriyle aym ise M ’ye D "nin

integral manifoldu ad1 verilir. Yani
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f:M—>N
bir imbeding olmak iizere, her pe M igin
f.(T,M)=D,
dir.

Bir N diferensiyellenebilir manifoldunun altmanifoldu M olsun. V, N {izerinde lineer
konneksiyon ve D de N iizerinde bir distribisyon olsun. Eger X eI'(¥(N)) ve Y € D
icin V,Y € D ise D distribiisyonu paraleldir denir (Duggal ve Bejancu 1996; Yano ve
Kon 1984).

2.2.4. Tanim

(M, @), bir Riemann manifoldunun altmanifoldu M olsun. Her q e M icin
T'M ={U, eT,M:G(X,,U,) =0,vX, eT,M}

seklinde yazilan altuzayma M nin normal uzay: adi verilir. U, vektorine de M nin
normal vektori U, nin birim vektor olmast durumunda da U, vektorine M nin birim

normal vektérii adi verilir. M nin tiim normal vektdrlerini kapsayan T™M altuzayina da

M nin normal demeti adi verilir.

2.2.5. Not

M, Riemann manifoldunun altmanifoldu M olmak iizere TM, M altmanifoldunun tanjant

demetini ve T"M de M altmanifoldunun biitiin normal vektérlerinin demetini gostersin.

O halde, M manifoldunun tanjant demetini
T™=TM &T*M

seklinde yazabiliriz.
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2.2.6. Tanim

(M,g), bir Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. M ve M iizerindeki

Riemann konneksiyonlar sirasityla V ve V da olmak iizere her X,Y € D igin

o x(M)x x(M) = x~(M)
(Y, X) > o(Y,X)=V,X -V, X

ile tammli o simetrik bilineer forma M nin ikinci temel formu denir. Eger c =0 ise M

ye total geodezik altmanifold ad1 verilir.
V, X =V, X +a(Y,X) (2.14)

seklinde tanimlanan esitlige de Gauss formiilii denir. Burada V, X ve o(Y, X), V, X ’nin

sirastyla teget ve normal pargalaridir. Her X,Y,Z € (M) igin
(V,0)(X,Z2)=V,0(X,Z)-c(V,X,Z)-0c(X,V,2Z) (2.15)

seklinde tanimlanan esitlige de ikinci temel formo nin Y ye gore kovaryant tiirevi ve Vo

’ya da M ’nin digiincii temel formu adi verilir (Chen, 1973).

(M, g), Riemann manifoldunun boyutu n olan bir altmanifoldu M olsun. M iizerindeki
bir ge M igin T,M nin ortonormal bazi {e,.e,,....,e,} olmak iizere M ’nin ikinci temel

formu o nin normu

loli=Y g(o(e.e,). o, e,) (2.16)

ij=1
ile tanimlidur.

2.2.7. Tanim

M, Riemann manifoldunun boyutu n olan bir altmanifoldu M olsun. M ’nin ikinci temel

formu o olmak iizere g € M i¢in T,M nin ortonormal {e,.&,,...,e,} bazmi alalim,

H =%Zn:a(ei,ei) (2.17)
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bi¢iminde tanimlanan H ya M ’nin ortalama egrilik vektorii ad1 verilir. Eger ortalama

egrilik vektori sifir ise, M ye minimal altmanifold denir (Pandey ve Gupta, 2008).

2.2.8. Tanim

M, Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. M nin ikinci temel formu o ve

ortalama egrilik vektorii H olmak tizere her X,Y € y(M) i¢in
oY, X)=g(Y,X)H (2.18)
ise M ’ye M ’nin total umbilik altmanifoldu ad: verilir. Eger
g(o(Y, X),H) =A4g(Y, X), A2eC(M,R) (2.19)

sarti saglaniyor ise M ’ye M ’nin pseudo-umbilik altmanifoldu adi verilir. Kolayca
goriilebilir ki her total umbilik altmanifold pseudo-umbilik altmanifolddur. Fakat tersi her

zaman dogru degildir (Pandey ve Gupta, 2008).

2.2.9. Tanim

(M, g), bir Riemann manifoldunun M bir altmanifoldu M olsun. M nin normal

demetindeki konneksiyon V* olmak iizere her X € y(M) ve V € y*(M) igin

Ay (M)x (M) — z(M)
V,X) > AV, X)=A X =VV -V, V

ile taniml bilineer donilistimiine M nin sekil operatérii denir (Chen, 1973).
V.V =—AX+V,V (2.20)

ifadesine de Weingarten formiilii denir. M nin bu durumda sekil operatorii A, nin

kovaryant tiirevi de

(Vo Al X =V A X —A X =AYV, X (2.21)

bi¢iminde tanimlanir (Chen, 1973).
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Her Y € y(M)veV € y*(M) igin g(Y,V) =0 ifadesinin X € y(M) gore kovaryant tiirevi

alinirsa
Xg(Y,V)=g(V,Y,V)+g(Y,V,V)=0 (2.22)
olur. Es. 2.22 de, Es. 2.14 ve Es. 2. 20 kullanilirsa
g(VyY V) +9(a(X,Y).V)—g(Y, A X)+g(Y,V,V) =0
dir. Buradan gerekli sadelestirmelerle
9(AY.X)=g(a(X,Y),V) (2.23)

oldugu goriiliir. Bu son esitlik M nin ikinci temel formu o ile A, sekil operatorii

arasindaki bagitiy1 verir (Chen, 1973).

2.2.10. Tanim

(M, @), Riemann manifoldunun boyutu n olan bir altmanifoldu M olsun. M nin egrilik

tensoric R ve V, da Riemann konneksiyonu olmak iizere her Y, X,Z € y(M) igin

R(Y,X)Z=V,V,Z-V,V,Z-V,, Z

[¥.x]

seklinde tanimlanan M Riemann egrilik tensériinii gozoniine alalim. Gauss ve Weingarten

formilleri kullanilirsa

R(Y,X)Z=V,V,Z-V,V,Z-V, Z

=V, (V,Z+0(X,2))-V,(V,Z+05(Y,Z))
(Vi Z+o(Y,X],2)

=V,V,Z2+V,0(X,2)-V,V,Z-V,c(Y,Z)
~(Vy Z+o(Y,X],2)

=V, ViZ+0(Y,V,Z)= Ay 1Y +Vio(X,Z)
—VVy Z=0(X,VyZ)+ Ay 1) X =Vyo(Y,Z)
~Vox Z+Vy,Z-0(V,X,Z)+0(V,Y,Z)

esitligi elde edilir. Burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa
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R(Y,X)Z=V,V,Z-V,V,Z-V, ,Z+V, ,Z
+Vyo(X,2)-o(V,X,Z)-0o(X,V,Z)
~Vyo(Y,Z2)+o(Y,V,Z)-o(V,Y,2Z)
+A X-A Y

o(Y,Z) o(X,Z2)
dir. Boylece yukaridaki denklem tekrar toplanirsa

R(Y,X)Z=V,V,Z-V,V\Z -V}, Z

+V,0(X,Z2)-o(V,X,2)-0c(X,V,2Z)
~Vyo(Y,Z)+o(Y,V,Z)+c(V,Y,Z)
A v X — A Y

o(X,Z)
yazilabilir. Buradan da Es. 2.15 kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(Y,X)Z =R(Y,X)Z + Ay X =AY

(2.24)
+(Vy o)(X,Z2) = (V,o)(Y,Z)
oldugu goriiliir. Bu esitlik W € y(M) ile ¢arpilirsa,

R(Y,X,Z,W)=R(Y,X,ZW)-g(c(X,Z),o(Y,W))

(2.25)
+g(co(Y,2),0(X,W))

esitligine elde donisiir. Bu esitlige de Gauss denklemi denir (Chen, 1990).

Ayrica, Es. 2.24 in teget ve normal parcalari sirastyla

(R(Y,X)Z)" =R(Y, X)Z+ A,y 2sX = A,x.2)Y (2.26)
ve

(R(Y,X)Z)" = (V,0)(X,Z)~(V,0)Y,Z) (2.27)

verilir. Es. 2.27 ye Codazzi denklemi ad: verilir. Eger Es. 2.27 de (R(Y,X)Z)" =0 ise

altmanifolda egrilik-invaryant altmanifold denir.
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Ayrica, M ’nin normal demetinin egrilik tensdrii R* olmak tizere her Y, X € y(M) ve

V e y"(M) icin

RY(Y, X)V =ViVLV — ViV —VL v (2.28)

[¥.X]
ile verilir. Boylece Es. 2.28 de, Es. 2.14 ve Es. 2.20 kullanilirsa

\Y%

[v.x]

R(Y,X)V=V,V,V-V,VV-V
=V, (ViV = A X) =V, (V\V - AY)
~(Vi gV =AY, X])
=VyViV-A . Y-V,AX-0c(Y,AX)
“ViVyV+A X +V,AY +0(X,AY)
ViV A Y, X]

yazilabilir. Bu esitlikte gerekli sadelestirmeler yapilirsa

R(Y, X)V =ViVyV =V ViV =V V —a(Y, A X) +0(X,AY)

v,

“VyAX+A L X+AVX+VAY A, Y-AV,Y
oldugu goriiliir. Burada Es. 2.21 ve Es. 2.28 kullanilirsa

R(Y, X)V =R (Y, X)V —c(Y,A X)+c(X,AY)

—(V, A), X +(V,A), Y (2.29)

olur. Es. 2.29 un her iki tarafi U € 3" (M) ile carpilirsa

g(R(Y, X)V,U)=g(R*(Y,X)V,U)=g(a(Y, A X),U) +g(c(X,AY),U)
_g((vy A)v XvU)+g((va)vaU)

=g(R*(Y, X)V,U)+g(A)Y, A X)-g(A, X, AY)
yazilir. Gerekli islemler yapilirsa
g(R(Y, X)V,U) = g(R*(Y, X)V,U) +g([A,, A ]Y, X) (2.30)

seklinde verilen esitlige Ricci denklemi adi verilir (Chen, 1990; Chen 1973).
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3. KONTAK METRiK MANiIFOLDLAR

Bu bolim iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda, hemen hemen kontak metrik
manifoldlar tanitilarak bazi temel dzelliklerine yer verilmistir. ikinci kisimda, kosimplektik
manifold ve kosimplektik manifoldun altmanifoldu tizerine indirgenen tensorler ile ilgili

geometrik sonuglar verildi.
3.1. Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlar

Bu kisimda, hemen hemen kontak metrik manifoldlarin tanimi verilerek bazi temel teorem

ve sonuglar verilmistir.

3.1.1. Tanim

M, bir diferensiyellenebilir manifold ve her g € M noktasi icin J? =—I olacak bi¢imde
TqM tanjant uzaymin bir J lineer doniisiimii varsa, M iizerindeki J lineer doniisiimiine

bir hemen hemen kompleks yap: ve J lineer doniisiimiiyle verilen manifolda da bir hemen
hemen kompleks manifold denir. M iizerinde (1,1)-tipindeki tensér alani J olsun. Her

Y, X € y(M) igin
NJ(Y,X):Jz[Y,X]+[JY,JX]—J[JY,X]—J[Y,JX]

bigiminde tanimlt N, tensor alanina J hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis

tensarii denir (Yano, 1984).

3.1.2. Tanim

(M, J), bir hemen hemen kompleks manifold olmak iizere eger N, =0 ise M *ye bir

Kompleks manifold ad1 verilir (Yano, 1984; Yano,1979).
M iizerinde her Y, X € y(M) igin
gy, IX)=g(Y, X)

olarak verilen g Riemann metrigine Hermitian metrik denir. Hermitian metrigi ile

tanimlanan hemen hemen kompleks manifolda da hemen hemen Hermitian manifold
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denir. Ayrica, Hermitian metrigi ile verilen kompleks manifolda da Hermitian manifold
denir (Yano, 1984).

M, bir hemen hemen Hermitian manifold olsun. ®(X,Y)=g(X,JY) seklinde tanimhi @
doniisiimiine hemen hemen Hermitian yapinin temel 2-formu denir. M, bir hemen hemen

kompleks manifold olsun. Eger @ temel 2-formu kapal1 yani, d® =0 ise bu durumda M

de bir g Hermitian metrigine, Kaehlerian metrik denir. Bir Kaehlerian metrigine sahip bir

M kompleks manifolduna Kaehlerian manifold denir (Yano, 1979).

3.1.3. Tanim

M, (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, ¢ de M iizerinde (1,1)-tipinde bir
tensdr, & bir vektor alani, ;7 da 1-form olmak iizere her X e (M) igin
P’X ==X +n(X)é, @E=0, neX)=0 ve p)=1 (3.1)

ise (p,&,n) Uglisine hemen hemen kontak yapi, tlizerinde hemen hemen kontak yapi

tanimlanan manifolda da hemen hemen kontak manifold adi verilir (Yano, 1984).

3.1.4. Tanim

M, (2n+1)-boyutlu (¢,&,7) hemen hemen kontak yapisiyla verilen bir hemen hemen

kontak manifold olsun. M hemen hemen kontak manifoldu her X,Y € (M) igin

n(Y)=g(Y.<) (3:2)

ve
a(pY,eX)=g(Y, X)=n(Y)n(X) (3.3)

sartlari1 saglayan bir g Riemann metrigine sahip ise (@, &,7,9) dortliisine M iizerinde

hemen hemen kontak metrik yapt ve hemen hemen kontak metrik yapiya sahip M

manifolduna da hemen hemen kontak metrik manifold denir (Yano, 1984).



25

3.1.5. Not

Bundan sonraki kisimlarda hemen hemen kontak metrik manifold M (@, &,7,g) biciminde

gosterilecektir.

3.1.6. Teorem

Boyutu (2n+1) olan M (e, &,7,9) hemen hemen kontak metrik manifoldu iizerinde her

Y,Z € (M) i¢in

9(eY.9Z2) =9(Y.2) =n(Y)n(Z)
seklinde bir g Riemann metrigi daima vardir (Yano, 1979).
3.1.7. Sonuc¢

Boyutu (2n+1) olan M (g, &,77,9) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Her

Y,Z € y(M) icin @: y(M)— (M) olmak iizere

g(eY,Z)=-9(Y,pZ) (3.4)

dir. Es. 3.4 bize ¢ nin g metrik tensoriine gore anti-Simetrik tensor alant oldugunu verir

(Yano, 1984).

3.1.8. Tanim

M(@,&,1m,9), (2n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold iizerinde tanimlanan bir

(@, £,17,9) hemen hemen kontak metrik yapisi verilsin. Bu durumda her Y,Z € (M) igin

O(Y,Z) =9g(Y.pZ) (3.5)

olacak sekilde tanimli ® doniisiimiine (¢, &,7,g) nin temel 2 -formu denir. O halde her

Z,Y € y(M) igin

D(Y,Z2)=9(Y.pZ) =—9(¢pY,Z) =—9(Z,¢Y) =—D(Z,Y)

dir. Yani temel 2-form @, anti-simetriktir (Yano, 1979).
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3.1.9. Tanim

M (@, &, 77, 9) hemen hemen kontak metrik manifold olmak iizere M (¢, &,7,q) iizerinde

(1,1)-tipinde bir tensér alan1 ¢ olsun. Her Y, Z e (M) igin
N,(Y,Z)= o’ [Y,Z]+[¢Y,¢Z]—¢[¢Y,Z]—¢[Y,¢)Z]

seklinde taniml (1,2)-tipindeki N tensor alanina M (p,&,17,9) hemen hemen kontak

metrik manifoldunun Nijenhuis tensorii denir.

3.1.10. Tanim
M (@, &,1,9), (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik manifold olsun. Eger

N, +2dn®& =0 (3.6)
ise M (@, &,77,9) ye normaldir denir. Burada dz dis tiirevi her Y, Z € x(M) igin

2dn(Y,Z) =Yn(Z)-Zn(Y)-n(Y.Z])
ile tanimlidir (Yano, 1984).
3.1.11. Tanim

M (o, £,17,9), hemen hemen kontak metrik manifoldunun bir altmanifoldu M verilsin. Bu
durumda M (¢, &,77,9) deki g Riemann metrigi M iizerine indirgenmis olur. Boylece

(M, g) de bir Riemann manifoldu olur. Her X € (M) ve V € y* (M)

PX =TX +NX (3.7)
ve

N =tV +nV (3.8)

seklinde yazilir. Es. 3.7 de TX ve NX sirastyla ¢X in teget ve normal pargalarini, tV
ve nV de sirastyla ¢V nin teget ve normal parcalarimi gostermektedir. Boylece altmanifold

tizerine indirgenen bu tensorler



T:y(M)—> x(M), N:x(M)— (M)
ve

t: " (M)—> (M), n:ix'(M)— (M)
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seklinde tanimlanan lineer dontigiimlerdir. Burada N =0 ise M ’ye invaryant, T =0 ise

M’ ye M(p,&,1,9) nin anti-invaryant altmanifoldu denir (Pandey, 2008).

Simdi her X € y(M) i¢in Es. 3.7 ye ¢ uygulanirsa

9" X =@(pX) =p(TX +NX)
yazilir. Burada Es. 3.1 kullanilirsa & , M teget oldugundan
~X +77(X)E=T?X + NTX +tNX +nNX
oldugu goriiliir. Es. 3.9 un teget bilesenlerinden
T?X +tNX ==X +77(X)é&
yazilir. O halde
T?=-1+7®&—-IN
dir. Simdi Es. 3.9 un normal bilesenlerinden,
NTX +nNX =0
yazilir. Burada
NT +nN =0

elde edilir.

Ayni sekilde V € y~(M) igin

PN =V +n(V)é

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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yazilir. Burada Es. 3.8 ve (V) =0 oldugu kullanilirsa
V =g(pV) = p(tV) + p(nV)
Buradan
-V =TtV + NtV +tnV +n*V (3.12)
elde edilir. Boylece Es. 3.12 nin teget bilesenlerinden
TtV +tnV =0
dir. O halde
Tt+tn=0 (3.13)
yazilir. Simdi Es. 3.12 nin normal bilesenlerinden
NtV +n?V = -V
dir. Buradan da
Nt+n® =—I (3.14)
bulunur. Ayrica, her X,Y € (M) igin Es. 3.4 ten
9(eX,Y)=-9(X,9Y)
yazilabilir. Boylece Es. 3.7 kullanilirsa
g(TX + NX,Y) =—g(X,TY + NY)
Buradan
g(TX,Y) =—9g(X,TY) (3.15)

dir. Ayni1 sekilde her V,W € (M) i¢in Es. 3.4 ten

g((Dfo) :—g(X,@/)

yazilir. Boylece Es. 3.8 kullanilirsa
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gtV +nV,W) =—g(V,tW +nW)
olur. Buradan
g(V.nW) =—-g(nV,W) (3.16)
dir. Ayn1 bigimde her X € y(M) ve V € y~(M) i¢in Es. 3.4 ten
g(eV W) =—g(V, W)
yazilir. Boylece Es. 3.7 ve Es. 3.8 kullanilirsa
g(TX +NX,V) =—g(X,tV +nV)
olur. Buradan
g(NX,V) =—g(X,tV) (3.17)
esitlikleri vardir.

Ayrica, I\ﬁ(gp,f,n,g) hemen hemen kontak metrik manifoldu iizerinde V Levi-Civita

konneksiyonunu gostermek iizere her X,Y € y(M) igin ¢ tensoriiniin kovaryant tiirevi
(ﬁx(P)Y :ﬁxqﬁY _¢§XY (3.18)

seklinde tanimlanir. Burada altmanifolda indirgenen tensorlerin kovaryant tiirevleri de her

X,Y e y(M) ve V e (M) igin

(V,T)Y =V, TY-TV,Y  ve  (V,N)Y =VLiNY—NV,Y (3.19)
ve
(V, LV =V, 1V -tV,V ve (V,n)V =VynV —nV,V (3.20)

seklinde tanimlanir (Pandey, 2008).
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3.2. Kosimplektik Manifoldun Altmanifoldlari

Bu kisimda, kosimplektik manifold tanimlanarak bir kosimplektik manifoldun
altmanifoldu lizerine indirgenen tensdrler ile ilgili baz1 temel baginti ve sonuglara yer

verilmistir.
3.1.1. Tanim

Hemen hemen kontak metrik manifold lizerinde tanimlanan ®, temel 2-form ve 7 1-form
kapaliysa yani d¢ =0 ve drp =0 hemen hemen kontak metrik manifolda hemen hemen

kosimplektik manifold adi verilir. Hemen hemen kosimplektik manifold normalse bu

durumda kosimplektik manifold adin1 alir (Goldberg ve Yano, 1969).

3.2.2. Tanim

M (@, &,n,9), (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontak metrik manifoldunun bir altmanifoldu
M olsun. Eger M(p,&,n,q) iizerinde V Levi-Civita konneksiyonunu gostermek iizere

her X,Y € y(M) igin
(V@)Y =0 (3.21)

sart1 saglaniyorsa M (@, &,77,9)'ye kosimplektik manifold adi verilir. Boylece Es. 3.25 te

Y =¢ alinirsa
vV, &=0 (3.22)

oldugu goriiliir ( Goldberg ve Yano,1969).
3.2.3. Sonu¢

M (o, &,17,9), kosimplektik manifoldunun bir altmanifoldu M olmak iizere her X € y(M)

ve & e y(M) igin
V,&=0 ve o(X,8)=0 (3.23)

dir.
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Ispat
Her XY € (M) icin Es. 2.14 te, Y =¢& alindiginda
V&=V, &ta(X,8) (3.24)
olur. Burada Es. 3.24 de, Es. 3.22 kullanilirsa
V&=V, é+0(X,£)=0 (3.25)
yazilir. Boylece
V,é+0o(X,8)=0 (3.26)
dir. O halde Es. 3.26 nin teget ve normal bilesenleri karsilastirilirsa
V,é=0 ve o(X,£)=0
sonucuna varilir.
3.2.4. Sonug

M(p,&,n,9), kosimplektik manifoldunun bir altmanifoldu M olmak iizere her

Vey (M) ve £ey(M) igin
AE=0 ve 7(AX)=0 (3.27)
dir.
Ispat
Her X,Y € (M) ve V € y*(M)i¢in Es. 2.23 te, X =¢ alindiginda
9(ASY)=9(a(Y,8)V)
olur. Boylece Es. 3.23 kullanilirsa
9(A/&.Y)=0

bulunur. Her Y € (M) igin dogru oldugundan A,& =0 dir.
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Aymi sekilde her X,Y € (M) ve V € y*(M) icin Es. 2.23 te, Y = £ alindiginda
9(A X,8)=0

olur. Burada Es. 3.23 kullanilirsa g(A, X, &) =n(A, X) =0 sonucuna varilir.

3.2.5. Sonug

M (¢, &,71,9), kosimplektik manifoldun bir altmanifoldu M olsun. Her Y, X € y(M)igin

(V,T)X = AyY +to(Y, X) (3.28)
ve
(VyN)X =no (Y, X) —o(TX,Y) (3.29)
dir.
Ispat

Her Y, X € y(M)i¢in Es. 3.18 den
(V@)X =V, pX —V, X
dir. Burada Es. 2.14, Es. 3.21 ve Es. 3.7 kullanilirsa
V. IX +V,NX —p(V, X +c(Y, X)) =0 (3.30)
yazilir. Boylece Es. 3.30 da; Es. 2.14, Es. 2.20, Es. 3.7 ve Es. 3.8 yardimiyla
V. IX +o(Y, TX) =AY +VyNX =TV, X =NV, X —to(Y,X)-no(Y,X)=0  (3.31)
oldugu goriiliir. O halde Es. 3.31 de, Es. 3.19 kullanilirsa
V)X =to(Y, X) =AY +(V,N)X + (Y, TX) —no(Y,X) =0 (3.32)
olur. Béylece Es. 3.32 nin teget ve normal pargalari sirasiyla
V)X =AY +to(Y, X)

ve



(ViN)X =no(Y, X)-o(TX,Y)
seklinde yazilabilir.

3.2.6. Sonuc
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M (p,&,1,9), kosimplektik manifoldun bir altmanifoldu M olmak iizere her X e y(M)

ve V ey (M) igin
(V, )V =A, X -TA X
ve
(Vin)V =—c(tV, X)—NA,X
dir.
Ispat
Her X € (M) ve V € y*(M)igin Es. 3.18 den
(Vx@V =V N —gV,V
dir. Burada Es. 2.20, Es. 3.21 ve Es. 3.8 kullanilirsa
VAV 4V, nV +pA X —gViV =0
yazilir. Boylece Es. 2.14, Es. 2.20, Es. 3.7 ve Es. 3.8 den
V, IV +o (X, tV) = A, X +V,inV +TA X + NA X =tV V —nVyV =0
oldugu goriiliir. O halde Es. 3.35 te Es. 3.20 kullanilirsa
(Vi )V —A X +TA X +(Vn)V —o(X,tV)+NA, X =0
seklinde yazilir. Boylece Es. 3.36 nin teget ve normal bilesenleri sirastyla
(V, )V =A X -TA X

ve

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)



34

(V,n)V =—c(tV, X)—NA, X
dir.
3.2.7. Teorem
M (@, &,7,9), kosimplektik manifoldun bir altmanifoldu M olsun. Her X,Y,Z € »(M)
igin
T paraleldir < A,Z =AY (3.37)
dir.
Ispat
Her X,Y € y(M)igin Es. 3.28 in her iki yan1 Z € y(M)ile carpilirsa
g(Ay X +to(X,Y),Z2) =0
dir. Burada Es. 2.23 kullanilirsa
g(o(X,Z2),NY)+g(to(X,Y),Z2) =0 (3.38)
olur. Burada Es. 3.17 kullanilirsa
9(o(X,Z),NY)—g(c(X,Y),Nz)=0
oldugu goriiliir. Bu durumda Es. 2.23 ten
9(AyZ, X) - 9(AY,X) =0
olur. Boylece
AwZ-A;Y =0 (3.39)
olur.

Tersine

Awl—AgY =0
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olsun. Buradan X € (M) igin

g(AZ—-A,Y,.X)=0 (3.40)

yazilir. Es. 3.40 ta Es. 2.23 kullanilirsa
g(o(Z,X),NY)—-g(a(Y,X),NZ)=0
Es. 3.17 den
g(Ay X,Z)+g(to(Y, X),Z)=0

g(Ay X +to(Y,X),Z2)=0

Es. 3. 28 den
g((VxT)Y,2)=0

dir. Boylece Z € y(M) oldugundan T paralel oldugu goriiliir.
3.2.8. Teorem

M (p,&,17,9), kosimplektik manifoldun bir altmanifoldu M olsun. O zaman her

X,Y € (M) ve V e y*(M) igin
N paraleldir < ATY =—A,Y
dir.
Ispat
Her X,Y € y(M)igin N paralelse
(V,N)Y =0
yazilir. Bu durumda Es. 3.29 dan
no(X,Y)—o(X,TY) =0 (3.41)

dir. Her V € y*(M)igin Es. 3.41 den
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g(o(X,TY),V)=g(nc(X,Y),V) (3.42)
olur. Bu durumda Es. 3.42 de Es. 2.23 ve Es. 3.16 kullanilirsa
9(ATY, X)=-g(c(X,Y),nV) =-g(A,Y, X)
dir. Burada ilk ve son terimlerden
ATY =-AY
oldugu goriiliir.
Tersine A, TY =—A,, Y olsun. O halde her X € (M) igin
g(ATY +A,Y,X)=0
yazilabilir. Burada Es. 2.23 ve Es. 3.16 dan
0=g(ATY,X)+g(AyY.X)
=g(c(X,TY),V)+g(c(X,Y),nV)
=0(a(X,TY),V)-g(na(X,Y),V)
her V € y~(M) igin bu esitlik daima dogru oldugundan
o(X,TY)=no(X,Y)
dir. Bu esitlik Es. 3.29 da yerine yazilir
(VN)Y =0
oldugu goriiliir. Bu da N 'nin paralel oldugunu gésterir.

3.2.9. Teorem

M (¢, &,717,9), Kosimplektik manifoldun bir altmanifoldu M olsun. Her Y, X € x(M) igin
(VAN)Y =n(XINTY —n(YINTX < A,Y + ATY =g(TY,tV)E+n(Y)TtV (3.43)

dir.

Ispat
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Her X,Y € y(M)igin Es. 3.29, her V € y (M) ile ¢arpilirsa

9((VxN)Y,V) = g(no(X,Y),V) - g(c(X,TY),V)
olur. Burada Es. 3.16 ve Es. 3.17 kullanilirsa

g((VxN)Y,V) ==g(a(X,Y),nV)-g(h(X,TY),V) (3.44)
yazilir. Bu durumda Es. 3.44 te, Es. 2.23 kullanilirsa

g((VxN)Y,V) =-g(A,Y, X)=g(ATY, X)
dir. Boylece
g((VxkN)Y.V)==g(A,Y +ATY, X) (3.45)

elde edilir. Diger taraftan hipotezi kullanarak her V e y*(M) igin

g((Vx N)Y,V) = g(n(XINTY —(Y)NTX,V)
=n(X)g(NTY,V)—n(Y)g(NTX,V)
=-n(X)g(TY, V) +7n(Y)g(TX,tV)
=-g(9(TY,tV)S, X) —n(Y)g(TtV, X)

burada
g((VxN)Y,V) =—-g(g(TY,tV)S +n(Y)TtV, X) (3.46)
dir. O halde Es. 3.45 ve Es. 3.46 denklemlerinin ikinci taraflar1 esitlenirse
ALY +ATY =g(TY,tV)E+n(Y)TtV
oldugu goriiliir.
3.2.10. Tanim

M (¢, &,7m,9), bir kosimplektik manifold olsun. Béylece peM(p,&,n,9) deki T.M
tanjant uzayinda & ile lineer bagimli olmayan bir X vektorii igcin X ile ¢X vektorlerinin

gerdigi diizleme ¢ -kesiti denir. M (¢, &,77,9) lizerinde bir vektor alani ve her bir nokta

icin ¢ -kesiti sabit ise manifolda sabit kesit egriligine sahiptir denir. C -sabit kesit
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egriligine sahip bir M (@, &, 7, g) kosimplektik manifolduna Kosimplektik uzay form denir

ve bu M (c) ile gosterilir. M (c) kosimplektik uzay formunun R egrilik tensérii de

R(Y, X)Z =%{g(X,Z)Y —g(Y,Z)X +3(Y)n(Z) X
—n(X)n(Z)Y +n(X)g(Y,Z2)é-n(Y)9(X,2)¢ (3.47)
+9(0X, Z)pY +9(Y,0Z)pX +29(Y, pX)pZ}

biciminde verilir.

M (@, &,1,9), kosimplektik manifoldu ve bunun bir altmanifoldu M olsun. Es. 3.47 de Z

yerine V € y* (M) alinirsa

F?(Y,X)v=§{g(v,¢vxox—g(x,¢V)¢Y+2g(Y,<oX)(pV} (3.48)

yazilir. Bu denklem ile U € ¥~ (M) carpilirsa

= C
gR(Y, X)V,U)=71{9(Y.9¥)g(pX.U) ~g(X,9¥)g(p¥.U)
+29(Y,pX)g(gV,U)}
olur. Burada Es. 2.30 kullanilirsa

g(R* (Y, X)V,U) =%{Q(NX,V)Q(NY,U)—g(NY.V)g(NX,U)

+29(Y, TX)g(nV,U)}+a(A . A Y. X)

(3.49)

oldugu goriillir. Ayrica Es. 2.24 ve Es. 3.47 kullanilirsa (2n+1)-boyutlu M (c)

kosimplektik uzay formunun bir M altmanifoldunun Riemann egrilik tensorii R olmak

uzere

R(Y,X)Z =%{Q(X,Z)Y —9(Y,Z2)X +n(Y)n(Z)X =n(X)n(Z)Y

+n(X)9(Y,2)S-n(Y)g(X,2)§+9(Y,pZ)pX (3.50)
+0(pX,Z2)pY + 29(Y,¢)X)¢)Z} +A )Y = Ay X

+(Vxo)(Y,Z2) - (V,0)(X,Z)

bi¢iminde ifade edilebilir. Boylece Es. 3.50 nin teget ve normal bilesenleri sirasiyla
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R(Y,X)Z = %{Q(X,Z)Y —9(Y,2)X +n()n(Z)X =n(X)n(Z)Y

+17(X)g(Y,2)¢ =n(Y)g(X, Z)g +g(Y,TZ)TX (3.51)
+9(TX, Z)TY +29(Y, TX)TZ} + A, x 2, — A2 X

ve

L _ _c
(R(Y,X)Z) =(V,0)(X,Z)~(V,0o)Y,Z) 4{g(\(,TZ)NX+@J(T><,Z)NY (352)

+29(Y, TX)NZ}

oldugu goriiliir.
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4. KONTAK PSEUDO-SLANT ALTMANIFOLDLAR

Bu boliim li¢ kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda, problemimizin detaylarinin daha iyi
anlasilmasi i¢in Oncelikle hemen hemen kontak metrik manifoldlarin kontak pseudo-slant
altmanifoldlar1 tanimlandi. Kontak pseudo-slant altmanifoldlarla ilgili teorem ve sonuglara
yer verildi. Ikinci kisimda kosimplektik manifoldlarin  kontak pseudo-slant

altmanifoldlariin tanimindan ortaya ¢ikan distriblisyonlarin integrallenebilirligi ig¢in

gerekli ve yeterli sartlar arastirildi. Ayrica, D, -geodezik, D* -geodezik ve mixed-

geodeziklik kavramlar1 tanimlanarak bazi sonuglar verildi. M(p,&,7,9), kosimplektik

manifoldunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M nin kontak pseudo-slant
carpim oldugu gosterildi. Son kisimda, kosimplektik uzay formlarinin kontak pseudo-slant
altmanifoldu M nin Ricci tensorii hesaplandi ve her kosimplektik uzay formun kontak

pseudo-slant altmanifoldunun 7 -Einstein oldugu gosterildi. Kosimplektik uzay formunda
kontak pseudo-slant altmanifoldun skaler egriligi hesaplandi. Calismamiz R°da 5-boyutlu

proper kontak pseudo-slant altmanifold 6rnegi ile desteklendi.

41. Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarin Kontak Pseudo-Slant
Altmanifoldlar:

Bu kisimda, bir hemen hemen kontak metrik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu
tamimlanarak kontak pseudo-slant altmanifoldlar1 karakterize eden tamim, teorem ve

sonuclar verildi.

4.1.1. Tanim

Bir hemen hemen kontak metrik manifold M (¢, &,7,g) nin bir altmanifoldu M olmak

lizere, M nin her bir p noktasindaki T )M tanjant uzaymni r-boyutlu D, alt vektor
uzayina gotliren doniisim D olsun. & e y(M) olmak tizere her peM ve her X €D,
vektorii i¢in X ve D, alt vektdr uzayr arasindaki 6,(p) acist sabit yani, pe M ve
X, € D, nin se¢iminden bagimsiz ise M iizerinde D distriblisyonuna slant distribiisyon
denir. 6, sabit agisma da D distriblisyonun slant agis: denir. Buradan sonraki kisimda

slant distribiisyonu D, ile gosterecegiz.
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4.1.2. Teorem

M (¢, &,17,9), hemen hemen kontak metrik manifoldunun bir altmanifoldu M ve D, ta
M iizerinde & ye ortogonal distribiisyon olsun. Bu durumda D, 1n slant olmasi igin gerek
ve yeter sart her X e D, i¢in

T?X =—AX

esitligini saglayan bir 1€[0,1] sabit sayismm var olmasidir. Ayrica A =cos®6, dir

(Cabrerizo, 1999).

4.1.3. Tanim

M (@, &,17,9), hemen hemen kontak metrik manifoldun bir altmanifoldu M ve peM

icin & ile lineer bagimh olmayan sifirdan farkli bir vektor X olsun. TX ile ¢X
arasindaki aciya slant agus: denir. Bu agiyr 8(p) ile gosterelim. Vpe M noktasi ve her

X e;((M)—{cfp} icin g, slant acis1 sabit ise M ye M (o, &,17,9) nin slant altmanifoldu

denir. Ayrica 6(p) € {0,%} dir (Cabrerizo, 1999).

Buna gore bir hemen hemen kontak metrik manifoldunun

i) Anti-invaryant altmanifoldlari 6zel olarak 6 = % slant ag1l1 slant altmanifoldlardir.
i) Invaryant altmanifoldlar1 ise =0, slant acili slant altmanifoldlardur.

Bir slant altmanifold invaryant ve anti- invaryant degilse, proper-slant altmanifold olarak

adlandirilir.

4.1.4. Teorem

Bir hemen hemen kontak metrik manifold M (g, &,77,9) nin & ye teget altmanifoldu M

olsun. Bu durumda M nin slant altmanifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart

T?=—A(1 -n®¢) (4.1)
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olacak sekilde bir 1 €[0,1] sabiti olmasidir. Ayrica M nin slant agis1 6 ise A =cos’* 6

dir (Cabrerizo, 2000).
Ispat

M, slant altmanifold olsun. Bu durumda her X € (M) igin TX ile X arasindaki slant

]
2y

- 90X,0X) __g(@TX,X) __g(*X.X)
[Tl IT[llex ] [TX[leX]

acist € olmak lizere coséd = dir. Ayrica

Cos

yazilabilir. Boylece ilk ve son terimlerden
—g(T*X, X) =cos&|[TX||.|leX||
olur. Burada |[TX | =cos8|jpX|| oldugu kullamlirsa
—g(T?X,X) = cos«9cos6’.||gox||2 =c0s® 8g(pX,pX) = —cos® 8g(p* X, X)
dir. Buradan da Es. 3.1 den
T2X =—c0s? O(X —n(X)&) (4.2)

yazilir. Béylece T? =-A(1 —n®¢&) elde edilir.

Tersine her X € y(M) igin
TX ==A(X =1n(X)$)

olacak sekilde A €[0,1] sabiti olsun. M nin slant altmanifold oldugunu gésterelim.

g 9MX,0X) _g(TX.TX) _ g(T°X,X)
[™lex | [ [lex] [T ]leoX]

_AI(X-n(X)EX) _ 9@’ X, X) _ - 9(eX,eX)
N2 N2 N N 28

COos
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Boylece
cos@d=A1 ”(Dx ” = L
ITX| ~ cosé
olur. Dolayistyla
A=cos’ 6

elde edilir. O halde 4 sabit oldugundan M, € acili slant altmanifold olur.
4.1.5. Sonuc

Bir hemen hemen kontak metrik manifold M(¢p,&,77,9) nin @ slant agili bir slant

altmanifoldu M olsun. O zaman her X,Z € (M) igin

g(TX,TZ) =cos® 0{9(X,Z) —n(X)n(Z)} (4.3)
ve

g(NX,NZ) =sin® 0{g(X,Z) - n(X)n(Z)} (4.4)
dir (Cabrerizo ve digerleri, 2000a).
Ispat

Es. 3.15te X yerine TX alinir ve Es. 4.1 kullanilirsa

9(TX,TZ) =—g(T*X,Z)
= g(cos* O(X —n(X)¢&,2)
=cos’ 6{g(X,Z)-n(X)n(Z)}

bulunur. Boylece Es. 4.3 ispatlanmis olur. Simdi Es. 4.4 (in ispat1 i¢in Es. 3.3 ve Es. 3.7

kullanilirsa

9d(pX,9Z) =g(X,Z)-n(X)n(2)
g(TX,TZ) +g(NX,NZ) = g(X,Z) - n(X)n(Z)

burada, Es. 4.3 kullanilirsa
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g(NX,NZ) = g(X,Z) - n(X)n(Z) - cos® 0{9(X, Z) - n(X)n(Z)}
=sin® 0{g(X,Z) -n(X)n(2)}

boylece, Es. 4.4 elde edilir.

4.1.6. Tanim

Bir hemen hemen kontak metrik manifoldunun M (¢, &,7,g) nin altmanifoldu M olsun.

Bu durumda

1) TM=D"@®D,, (€D,
)] D™ distribiisyonu, anti-invaryant(total-reel) distribiisyon yani, D" < (T*M) .

iii) M -iizerinde D,, € -slant acili slant distribiisyon olmak tizere D, ile @D,

arasindaki slant ag1 8 # Z dir,

yukaridaki sartlar1 saglayan iki ortogonal distribiisyon D*, D, varsa M ye M (e, &,7,9)

nin kontak pseudo-slant altmanifoldu adi verilir (Khan ve Khan, 2007).

Bu tanimda eger, =0 ise kontak pseudo-slant altmanifold semi-invaryant altmanifold

adini alir. Boylece kontak pseudo-slant altmanifold semi-invaryant altmanifoldlarin bir
genellemesidir. Diger taraftan eger, boy(D')=d, ve boy(D,)=d, ile gosterirsek

asagidaki kosullar1 elde ederiz.

) Eger d, =0 ise M, bir anti- invaryant altmanifolddur.
i) Eger d, =0 ve =0 ise M, bir invaryant altmanifolddur.

iii)  Eger d,=0 ve =0 ise M, @ slant ag1il1 proper-slant altmanifolddur.

iv) Eger d,.d, =0 ve f e (0,%) ise M, proper kontak pseudo-slant altmanifolddur.
V) Eger d,.d, #0 ve =0 ise M, semi-invaryant altmanifolddur.
vi) Eger d, =0 ve O ¢ (0,%) ise M, proper-slant altmanifolddur.

Bir hemen hemen kontak metrik manifoldu M (p,&,77,9) nin kontak pseudo-slant

altmanifoldu M olsun.



@ (M) — D", w,: (M) —> D,

ortogonal projeksiyonlar1 gostersinler. Her X € (M) igin
X=aX+aw,X+n(X)E
seklinde yazilabilir. O halde @, X e D" ve w,X € D, dir.
Simdi Es. 4.5e ¢ uygulanirsa
X = X +@w, X
yazilir. Burada Es. 3.7 kullanilirsa
TX+NX =Ta,X+Na X +Na, X
oldugu goriiliir. @ X € D* oldugundan T, X =0 dir.
TX+NX =Tao,X +Nao X +Naw, X
olur. Boylece Es. 4.6 nin sirasiyla teget ve normal bilesenleri
X =Tw,X
ve
NX =N& X +Na, X
oldugu goriiliir. Burada
po X =Nao X, TaoX=0

Ve

po,X =T, X +Na, X, Tw,X €D,

dir.
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(4.5)

(4.6)
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D* ve D,, M iizerinde ortogonal distribiisyonlar oldugundan her X e D, ve Z € D*
igin
PX =TX +NX 4.7)

ve

9Z =TZ+NZ=NZeN(D*), TZ=0 (4.8)
dir. Simdi Es. 3.3 ten

9(@X,pZ) =9(X,Z)—n(Z)n(X)
yazilir. O halde Es. 4.7 ve Es. 4.8 kullanilirsa
g(NX,NZ) =0

oldugu goriiliir. Burada NX e N(D,) ve NZ e N(D") oldugundan, N(D") ve N(D,)

distribiisyonlarinin  birbirlerine ortogonal oldugunu gosterir. Boylece T*M -normal

uzaymi g, @(TM)' nin T*M deki ortogonal tiimleyeni olmak iizere
T*M =N(D")®N(D,)® u 4.9
seklinde ifade edebiliriz. Burada, N(D") L N(D,) dir.

4.2. Kosimplektik Manifoldlarin Kontak Pseudo-Slant Altmanifoldlar:

Bu kisimda, kosimplektik manifoldlarin kontak pseudo-slant altmanifoldlarinin tanimindan
ortaya ¢ikan distriblisyonlarin integrallenebilirligi icin gerekli ve yeterli sartlar arastirildi.
Ayrica D, -geodezik, D* -geodezik ve mixed-geodeziklik kavramlari verilerek
kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant ¢arpimi incelenip, bazi sonuglar elde edildi.
Daha sonra problemimizi destekleyen hemen hemen kontak metrik yapisiyla R® da 5 -
boyutlu proper kontak pseudo-slant altmanifold 6rnegi kurularak D" -distribiisyonunun

integrallenebilir oldugu ve M nin D*-geodezik olmadig: fakat D, -geodezik ve mixed

geodezik altmanifold oldugu goriildii.
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Her Z,W e D" ve X € y(M) icin Es. 2.14, Es. 2.20, Es. 3.18 ve Es. 2.23 kullanilarak

(AW = Ay Z, X) =g(cW, X),NZ) - g(c(Z, X), NW)
= g(V W, 9Z) - g(V,Z,pW)
= 9(pV4ZW)-g(Vy,pZ W)
9(Vy@Z - (V4 0)Z,W)
+9(Vy oW = (V,0)W,2)
= g(VxpZ W) —-g(V, oW,Z)
=—0g(AW + Ay Z, X).

elde ederiz. Buradan da gerekli islemler yapilirsa
AW = Ay Z (4.10)
elde edilir.
4.2.1. Teorem

M (¢, &,n,9), kosimplektik manifoldun bir kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. O
halde

i) Herhangi bir X € D, igin T?X =-A(X —n(X)&),
i) D, yaortogonal VX € (M) i¢in TX =0
sartlar1 saglanir. Burada A =cos® @ dur.
fspat

Teorem 4.1.4° ten TM =D,®D" oldugundan D, cTM dir. Ayrica VX €D, ise

X € y(M) dir. Buradan da teoremin ifadesi agiktir.

ii—) Tamm 4.2.8 ve Teorem 4.1.4’ ten TM =D, ® D" oldugundan VX € D, i¢in D, ya

ortogonal olan VX e D dir. Bdylece @X = NX yazilabilir. Buradan TX =0 oldugu

aciktir.
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4.2.2. Teorem

M (@, &,17,9), kosimplektik manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. O

zaman X,Y eD* @D, i¢in p([Y,X])=0 dur.
Ispat
Her X,Y e D" @D, igin
gy, X],&) =9(V, X -V,Y,¢) (4.11)
yazilabilir. Burada Es. 4.11 de Es. 2.14 ve Es. 3.27 kullanilirsa
g([Y. X].&) =a(Vy X =V, ¥, &) ==0g(V, &, X) +9(V4&,Y) =0
olur. Buradan Es. 3.2 den
g(Y, X],&) =n(Y,X])=0
oldugu goriiliir.
4.2.3. Teorem

M (@, &,17,9), kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. O

zaman anti-invaryant distribiisyon D* in integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter

sartlardan biri her X,Y e D" igin

AxY = Ay X (4.12)
olmasidir.
Ispat
Her X,Y e D* icin Es. 3.18 den
(V@)Y =V, Y =gV, Y

dir. Boylece Es. 2.14, Es. 3.21 ve Es. 3.7 den



0=V, NY —p(V,Y +(X,Y))
yazilabilir. Burada Es. 4.13 te Es. 2.20, Es. 3.7 ve Es. 3.8 kullanilirsa
A X =ViNY +TV, Y + NV, Y +ta(X,Y)+no(X,Y) =0
dir. O halde Es. 4.14 iin teget bilesenleri alinirsa
Ay X +TV,Y +to(X,Y)=0
olur. Boylece Es. 4.15te X ve Y nin rolleri degistirilirse
ALY +TV, X +to(X,Y) =0
dir. Burada Es. 4.15 ile Es. 4.16 taraf tarafa ¢ikarilirsa
Ay X ALY +TV,Y-TV, X =0
olur. Burada gerekli diizenlemelerle

T[Y’X]:ANYX_ANXY
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

yazilabilir. O halde Es. 4.18 de her X,Y e D* i¢in [Y,X]e D* olmasi igin gerek ve yeter

sart
ANY X = ANXY
olmasidir.

4.2.4. Teorem

M (@, &,1,9), kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. O

zaman anti-invaryant distribiisyon D" in integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter

sartlardan biri her Z,W e D" igin
(VZT)W = (VWT)Z

olmasidir.

(4.19)



Ispat
Her Z,W e D" i¢in Es. 3.21 den
(VoW =0
dir. Burada Es. 3.18 den
V, PN — @V, W =0
yazilir. Boylece Es. 4.20 de; Es. 2.14, Es. 2.20 ve Es. 3.7 kullanilirsa
V,NW —p(V,W +c(W,Z)) =0
olur. Bu durumda Es. 4.21 de Es. 3.7 ve Es. 3.8 kullanilirsa
~AwZ+VoNW -TV,W —NV,W —-to(W,Z)—no(X,Y)=0
elde edilir. Burada Es. 4.22 nin teget bilesenleri alinirsa
AwZ+TV,W +toc(W,Z)=0
dir. Boylece Es. 4.23 te gerekli diizenlemeler yapilirsa
AWZ+TVW+TV,Z-TV,Z+tc(W,Z)=0
yazilabilir. Bu durumda Es. 4.24 te de gerekli diizenlemelerle
TW,Z]=AWwZ+TV,Z+tocW,Z)
oldugu goriiliir. Z,W e D* igin [Z,W]e D" oldugundan T[W,Z]=0 dur.
AWwZ+TV,Z+tocW,Z)=0
dir. Benzer olarak
AW +TV,W +tc(W,Z)=0
yazilabilir. Burada Es. 4.24 ve Es. 4.25 taraf tarafa ¢ikarilirsa

AwZ—AW +TV,, Z-TV,W =0
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(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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dir. Boylece Es. 3.19 ve Es. 4.12 kullanilirsa
(V. TW =(V,, T)Z
elde edilir. Tersine
(V,TIW =(V,,T)Z
olsun. Boylece
V,TW-TV,W =V, TZ-TV,,Z
yazilir. Burada her Z,W € D" i¢cin TW =0, TZ =0 oldugundan
TV, Z-TV,W =T[W,Z]=0
dir. Dolayistyla D+ integtallenebilirdir.

4.2.5. Teorem

M (@, &,17,9), kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. O

zaman slant distribiisyonu D, 1n integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sartlardan biri

her W e D" ve X eD, igin
TAWX +AWTX =0
olmasidir.
Ispat
Her W e D* ve X,Y eD, i¢in
g X, Y] W) =g(V,Y -V, X,W)=g(V,W,X)-g(V,W,Y)
dir. Burada Es. 3.3 ve Es. 3.21 kullanilirsa
g([(X,Y].W) = g(pV,W,X) —g(pV W, V)

olur. Daha sonra gerekli diizenlemelerle



g X, Y] W) = g(Vy oW, 0X) —g(V, WV, oY)
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(4.28)

yazilabilir. Bu durumda Es. 4.28 de, Es. 3.7 kullanilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

g((X.Y].W) =g(V,NW,pX) - g(V, NW,¢Y)
dir. Boylece Es. 4.29 da, Es. 3.7 kullanilirsa

g(X,Y],W) = g(V,NW,TX) +g(V, NW,NX)
—g(VNW,TY) - g(V, NW,NY)

yazilabilir.
Diger taraftan Es. 3.18 den

(VW =V, oW — gV, W
dir. Buradan Es. 3.21, Es. 3.7 ve Es. 3.8 den

V,NW -TV,W - NV, W —to(X,W) —no(X,W) =0
yazilir. Bu durumda Es. 4.31 de, Es. 2.20 kullanilirsa
~Auw X +VENW =TV, W + NV, W +tc(X,W) +nc(X,W)
olur. Burada Es. 4.32 nin teget ve normal bilesenleri sirasiyla
—AuX =TV,W +to(X,W)

ve

(VN)W =no(X,W)

dir. Boylece Es. 4.30 dan

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

g([X.Y].W) = g(Aw X, TY) = g(Ay, Y, TX) + g(Vy NW, NX) — (Vi NW, NY)

yazilabilir. Burada Es. 3.19 dan
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g([X. Y] W) =-g(TAu X,Y) = g(Ay,TX,Y)
+9((V,N)W + NV, W, NX)
—g((VyN)W + NV, W,NY)
yazilir. Bu durumda Es. 4.34 kullanilirsa

g([X,Y]W)=-g(TA, X.Y) - g(AwTX,Y)
+g(no(Y,W),NX)+ g(NV,W, NX)
—g(no(X,W),NY)-g(NV,W,NY)

oldugu goriiliir. Boylece gerekli sadelestirmelerle

g([X.Y].W)=—g(TAy, X.Y) = g(AuTX,Y)

(4.35)
+g(NV,W,NX) - g(NV,W,NY)

olur. Es. 4.35 te, Es. 4.4 kullanilirsa

g([X.Y]W)=—g(TAy, X.Y) - g(AuTX.Y)
+sin* 0{g(V,W, X)-g(V,W,Y)}

= _g(TANW X ’Y) - g(ANWTX ’Y)
+sin? 0{g(V,Y,W)-g(V, X, W)}

yazilabilir. O halde
g([X.Y]W)=—g(TA,, X,Y) —g(A,, TX,Y) +sin’ 6g ([X,Y],W)
olur. Buradan da gerekli diizenlemelerle
cos” g ([X,Y].W) =—-g(TAw X.Y) - g (AnTX.Y)
dir. Bu son esitlikten her X,Y € D, i¢in [X,Y]e D, oldugundan

g(TAW X,Y)+9(AWTX,Y)=0

dir. Bu ise
TAW X + Ay, TX =0

ifadesine denktir.
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4.2.6. Teorem

M (p,&,n,9), kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu
durumda slant distribiisyon D, 1n integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sartlardan biri

her X,Y € D,i¢gin
@ {V,TY =TV, X = A, X +to(X,Y)} =0

sartin1 saglamasidir.

Ispat

D* ve D, - distribiisyonlari iizerine tanimlanan projeksiyonlar

@:yM)—>D", ®:y(M)—>D,

olsun. Her X,Y € D, i¢in Es. 2.14, Es. 3.7 ve Es. 3.18 den

(Vo) =V, Y =V, Y =V, TY +V, NY —p(V, Y +5(X,Y)) =0 (4.36)
olur. Burada Es. 4.35 te Es. 2.14, Es. 2.20, Es. 3.7 ve Es. 3.8 kullanilirsa

V. TY + (X, TY) = A, X +V;NY =TV, Y =NV, Y —to(X,Y)-no(X,Y) =0 (4.37)

sekline doniisiir. Buradan da Es. 4.36 da gerekli diizenlemeler yapilir ve Es. 3.19

denklemi kullanilirsa
(VT —ta(X,Y)-Ay X +(V4N)Y +o(X,TY)—no(X,Y) =0 (4.38)
oldugu goriiliir. Boylece Es. 4.37 nin teget bilesenleri alinirsa
V., TY =TV, Y - A, X -to(X,Y)=0 (4.39)
yazilir. Bu ifade tekrar diizenlenirse
V,TY -TV,Y +TV X =TV, X - A, X -to(X,Y)=0

oldugu goriiliir. Boylece
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T[X,Y]=V,TY =TV, X — A, X —ta(X,Y) (4.40)
yazilabilir. O halde Es. 4.40 denklemine @, projeksiyonu uygulanirsa
T [X,Y]= @ {V,TY =TV, X — A, X —ta(X,Y)}
olur. Dolaysiyla X,Y € D, i¢in [X,Y]e€ D, oldugundan @ T[X,Y]=0 dir. Yani
@ {V,TY =TV, X = A, X —ta(X,Y)} =0
dir.

4.2.7. Teorem

M (@, &,1,9), kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu
durumda slant distribiisyonu D, 1 integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sartlardan

biri her Z,W € D, igin
VINW = Vi NZ +o(Z, TW)— (W, TZ) € u®N(D,)
olmasidir.
Ispat
Her Z,W €D, ve Y € D" igin Es. 3.3 esitliginden

9(ZW],Y)=g(V,W,Y)-g(V,Z.,Y)
= g(pV,W,0Y) +n(V,W)n(Y)
~9(eVyZ, oY) -n(Vy, Z)n(Y)

Buradan
a(Z,W],Y) =g(pV,W,0Y)—g(eV,, Z,9Y) (4.41)
olur. Boylece Es. 4.41 de, Es. 3.18 kullanilirsa
9(Z.W].Y)=g(V, oW, 0Y) —g(Vy@Z,Y) (4.42)

yazilabilir. Bu durumda Es. 4.42 de, Es. 3.21 ve Es. 3.7 kullanilirsa
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g([Z,W],Y) = g(§zTW1¢Y) + 9(62 NW, oY) — g(ﬁwTZ#’Y) - 9(6\,\, NZ,¢Y)
oldugu goriiliir. Burada Es. 2.14 ve Es. 2.20 kullanilirsa

9(Z.W].Y) = g(V,TW,0Y) +g(a(Z, TW),0Y) - g(Aw Z, @) + g(V,NW, ¢Y)
~9(VuTZ,¢Y) = g(oW,TZ),¢Y) + g(A,W,pY) - g(ViyNZ, Y)

(4.43)
dir.
Burada Y € D" igin @Y € o(D") = T*M oldugundan Es. 4.43

9(Z,W],Y) = g(V;NW -V, NZ —oc(W,TZ) + o(Z, TW), »Y)
formuna indirgenir. Z,W €D, i¢in [Z,W] e D, oldugundan

VINW —Vii NZ + 6(Z,TW) —o(W,TZ) € u® N(D,)

dir.
4.2.8. Tanim

M (@, &,17,9), kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun.

) Her X,ZeD, i¢in o(X,Z)=0 ise M'ye D, -total geodezik,
i) Her X,Z eD" i¢in o(X,Z)=0 ise M'ye D" -total geodezik,
iii) Her XeD, ve ZeD" i¢in o(X,Z)=0 ise M'ye mixed-total geodezik

altmanifold denir.

4.2.9. Teorem

M (@, &,1m,9), kosimplektik manifoldun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda M ya mixed-total geodezik ya da anti-invaryant altmanifolddur.
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fspat
Her X eD,, Ze D" ve V € y* (M) igin Es. 3.8 ve Es. 3.21 kullanilirsa
9(A/X,2) =9(VxZ,V) =-g(VV,Z)
=-9(pVx0Z) = g((Vx@)V =V oV, 9Z)

=—g(V,tV +V,nV,NZ)
=-g(a(X,nV),NZ) - g(VynV,NZ)

elde edilir. Buradan Es. 3.17, Es. 3.20 kullanilirsa

9(A X,Z) =-g(c(X,tV),NZ) - g((V,n)V +nVLV,NZ)
——g(o(X,tV),NZ) - g(-o(X,tV) — NA, X,NZ)
= g(NA, X,NZ) = —g(tNA, X, Z).

dir. Buradan Es. 3.10 kullanilirsa

9(A X.Z)=-g(-A X +n(A X)E-T°A X,Z)
=9(A X,2)+9(T*A X,2),

Boylece

—cos® 8g(A, X —n(A, X)é&,2) =—cos® 0g(A, X,Z) =0

dir. Buradan son ifade yorumlanirsa cos® =0, bdylece 0=% veya Es. 2.23 ten

9(o(X,Z2),V) =0 dir. Bu durumda sirastyla, M ya anti-invaryant ya da mixed total

geodezik altmanifolddur.

4.2.10. Teorem

M (¢, &,1m,9), kosimplektik manifoldun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda M, ya D" -total geodezik ya da anti-invaryant altmanifolddur.
fspat

Her Z,X eI’(D') ve VeIl'(T*M) i¢in Es. 3.17, Es. 3.10, Es. 3.27 ve Es. 4.1

denklemleri kullanilirsa
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g(a(Z,X),V) =-g(co(X,tV),NZ) - g((Vyn)V,NZ)
= —g(o(X,tV),NZ) + g(c(tV, X) + NA, X, NZ)
= g(NA, X,NZ) = —g(tNA, X, Z)
=—-g(-A X +7(A X)§-T?A, X,Z)
=g(A X,Z)+g(T*A X,Z)

veya

—cos® 9g(A, X —n(A, X)é&,2) =—cos? 8g(A, X,Z) =0.

dir. Buradan son ifade yorumlanirsa cos® @ =0, boylece & = % yada g(o(X,2),V)=0
dir. Bu durumda sirasiyla, M ya anti-invaryant ya da D* - total geodezik altmanifolddur.

4.2.11. Tanim

M (g, £,1m,9), kosimplektik manifoldun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M
olsun. Eger D, ve D" distribiisyonlar1 M de total geodezik ise M 'ye kontak pseudo-

slant ¢carpim denir.

Her X,Y e'(D,) ve W eT'(D") i¢in Es. 3.4, Es. 3.7, Es. 3.17, Es. 3.21 ve Es. 4.3

kullanilirsa

g(VY W) =g(#V,Y, W) =g(V,gY —(V @)Y, W)
=g(o(X,TY),NW)+g (VL NY,NW)
=g(a(X,TY),NW)+g((V,N)Y +NV,Y,NW)
=0(co(X,TY),NW)+g(nh(X,Y),NW)
—g(a(X,TY),NW)+g(NV,Y,NW)
=g(NV,Y,NW)=—g(tNV,Y W)
=-g(-V,Y +n(va)§_T2va1W)’

buradan gerekli diizenlemeler yapilir ve Es. 4.1 kullanilirsa
g(T*V,Y,W)=—cos’ dg(V,Y,W) =0 (4.44)

denklemine sahibiz.
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Diger taraftan her Z,W eI'(D") ve X eI'(D,) i¢in Es. 2.14, Es. 2.20, Es. 3.7, Es. 3.10,
Es. 3.21 ve Es. 3.29 kullanilirsa

g(V, W, X)=-g(V,X,W)=—-g(¢V, X, W)
=g((V,9) X, W) —g(V, X, W)
= —g(o(TX,Z),NW)—g(VENX,NW)
= —g(o(TX,Z),NW)—g((V,N)X + NV, X,NW)
= —g(a(TX,Z),NW) - g(no(X,Z), NW)

+9(a(Z,TX),NW) = g(NV, X, NW) = g(tNV, X, W)

= g(-V, X +7(V, X)E-T?V, X W)
= g(V,W, X)+g(T*V,X,W),

yazilir. Son ifade de Es. 4.1 den

cos® Og(V, X —n(V,X)EW) =—cos? g(V,W,X) =0 (4.45)
olur. Boylece Es. 4.44 ve Es. 4.45 in bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.
4.2.12. Teorem

Her M (¢,&,n,9), kosimplektik manifoldun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M,

kontak pseudo-slant carpimdir.

4.2.13. Teorem

M (¢, &,717,9), kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant bir altmanifoldu M olsun.

Eger N tensorii, D,-slant distriblisyon iizerinde paralel ise M, ya D,-geodeziktir ya da

o, D, lizerinde —cos® @ karakteristik degeri ile n® nin bir karakteristik vektoriine

sahiptir.

fspat

N, D, slant distribiisyon {izerinde paralel ise her X,Y eI'(D,) i¢in Es.3.29 kullanilirsa
no(X,Y)—o(X,TY)=0 (4.46)

dir. Burada Es. 4.46 da Y yerine Y —7(Y)& €I'(D,) alinirsa



60

no(X,Y —n(Y)&) —o(X,TY) =0
olur. Buradan
no(X,Y —n(Y)&) =o(X,TY) (4.47)
yazilir. Simdi Es. 4.46 da n uygulanirsa
n“c(X,Y —n(Y)E) =no(X,TY) (4.48)
dir. O halde Es. 4.47 de Y yerine TY alinirsa
no(X,TY) = o(X,T?Y) (4.49)
denklemine dontisiir. Boylece Es. 4.48 ve Es. 4.49 dan
no(X,Y —n(Y)&) =no(X,TY) = (X, T?Y) = —cos® O (X,Y —n(Y)E)
oldugu goriiliir. Burada ya o =0 dir; bu M nin D,-geodezik oldugunu sdyler ya da o,
—cos’ @ karakteristik degerli n® nin bir karakteristik vektoriidiir.
4.3. Kosimplektik Uzay Formlarin Kontak Pseudo-Slant Altmanifoldlar:

Bu kisimda, kosimplektik uzay formlarin kontak pseudo-slant altmanifoldlar1 ¢aligildu.
Calisilan baz1 teoremlerde (Dirik ve Atceken, 2016a) adli calismadan da yararlanilmustir.
Kosimplektik uzay formlarin Ricci tensorii verilerek skaler egriligi hesaplandi ve aym
zamanda kosimplektik uzay formlarin total umbilik kontak pseudo-slant altmanifoldunun

n -Einstein oldugu gosterildi.

4.3.1. Teorem

Kosimplektik uzay form M (c) nin kontak pseudo-slant egrilik invaryant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda M anti invaryant altmanifold ya da M (c) flat uzay formdur.

fspat

Eger M kontak pseudo-slant egrilik invaryant altmanifold ise Es. 3.52 den her
X,Y,Z e y(M) i¢in

%{g(Y,TZ)NX +9(TX,Z)NY +2g(Y, TX)NZ} =0

Buradan Z yerine Y yazilirsa
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%{g(Y,TY)NX +g(TX,Y)NY +2g(Y, TX)NY } =0
Boylece

%g(Y,TX)NY =0
olur. Bu son denklemde X yerine TY alirsak

%Cg(TY,TY)NY =0
dir. Buradan da

3T:cosz49{g(Y,Y)—772(Y)} NY =0

Son ifade yorumlanirsa ya ¢=0 yada € = % olur.

4.3.2. Teorem

Kosimplektik uzay form M (c) nin bir proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun.

O zaman M nin S Ricci tensorii her X,W € y(M) i¢in

S(X.W) =2 {2p+q-1+3c0s” 6} (GW, X) ~7(X)n(W))
(4.50)

2p+q+l

+(2p+q+1)g(c(X,W),H)— > g(o(X,e) o(e,W))

1=1
seklinde verilir .
fspat

Her X,Y,Z € (M) icin Es. 3.47 esitliginin her iki tarafi W € y(M)ile carpilirsa

9(R(X,Y)Z,W) = %{Q(Z,Y)Q(W, X)=9(Z, X)g(Y. W) +n(X)n(Z)gW.Y)

=n(V)n(2)g(X,W) +n(Y)nW)g(X,Z) =n(X)nW)g(Y,Z)
+9(X,9Z)g(pY W) —-g(Y,0Z)g(pX,W) (4.51)
+29(X,9Y)9(9Z W)} +g(o (X, W),o(Y,2))

- g(O-(Y 1W)! O-(X ! Z))
yazilir. boy(D,)=2p+1, boy(D")=q olmak iizere boy(TM)=2p+q+1 dir. Bdylece

™M =D,® D* nin bazim



{el,e2 ..... e, €, =secdle e , =secdTe,,...e, =secdle ,e, ., =&,€ ;.8 . 5,

seklinde secgersek, 1<i<p, 1< j<p, & 2p+2<k<2p+q+1 olmak iizere

P 2p
S(X,W)=>"g(R(X,e)e, W)+ > g(R(X,secdTe;)secdTe, W)
i=1 j=p+1
2p+q+1

+g(R(X,E)EW)+ > g(R(X,e)e W)

:%{(2p+q)g(\N, X)}—%{(2p+q—1)77(W)f7(X)
+3c0s” O[gW, X) —n(W)n(X)]-gW, X)}

+(2p+q+Dg(a (X W), H) - 3 g(ole W), o(X, &)

i=1

- Zzp g(o(secdTe; ,W),o(X,secdTe;)) +g(o(X,S),0(£,W))

=+t
2p+q+l
- Z g(o (X, &), o(& ,W)).
k=2p+2
yazilir. Burada
2p+q+l p
D glo(X,8),0(6,W) =D g(a(X,e) o(e,W))
1=1 i=1
2p
+ Y. g(o(secdTe; W), o(X,secTe,))
j=p+t
2p+qg+l
+ >, g(a(X,e), 08 W)
k=2p+2

dir. Boylece bu son ifade yukarida yerine yazilirsa

S(X W) = {2p+q-1+3cos” 0} (gW, X) ~n(W)(X))

2p+qg+l

+2p+q+Dg(c(X,W),H)- > g(c(X,e) o(e ,W))

1=1
oldugu goriiliir.

4.3.3. Teorem

Kosimplektik uzay form M (c) nin bir kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. O

zaman M nin skaler egriligi p
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2p+q+l}
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p= %{2 p+q-1+3cos* 0} (2p+q)+(2p+q+1)°|H I ~lo|- (4.52)

seklinde verilir .
fspat

Es. 4.50 de X =W =g, yazilirsa

S(e.,6) =7 {2p+-1+3c0s 0} {g(e,,0) ~n(eIn(e))}

+(2p+q+1)g(o(e,e), H)- Z g(o(e. &) o(e,e))

1=1
oldugu goriiliir. Boylece o(&, &) = 0oldugu g6z 6niinde bulundurulursa

2p+q+l

p=> S(e,,e,):%{2p+q—l+3cosz0}(2p+q)+(2p+q+1)2||H||2—||a||2.

1=1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

4.3.4, Teorem

M (c) kosimplektik uzay formunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu

durumda M(c) nin c#0 olacak sekilde total umbilik proper kontak pseudo-slant

altmanifoldu M, ya semi-invaryant altmanifold ya da anti-invaryant altmanifolddur.
fspat

M(c) kosimplektik uzay formun total umbilik altmanifoldu h(X.Y)=g(X,Y)H

esitliginde X =& alinirsa H =0 oldugu goriiliir. Bu durumda Es. 3.47 kullanilirsa
— C
Q(R(X,Y)Z,wz)ZE{Q(X@Y)—Q(NZ,NZ)}=0- (4.52)

yazilir. Es. 4.52 de Y =TX alinarak,

d(pX, TX)g(NZ,NzZ) =0.

dir. Boylece
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g(TX,TX)g(NZ,NZ) =0.
olur. Burada Es. 4.3 ve Es. 4.4 kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
sin” @cos” Ag(X, X)—n*(X)}9(Z,Z2) =0
diger bir ifadeyle
sin” 26{g(X, X) -n*(X)}9(2,2) =0
elde edilir. Buradan sin26 =0 dir. Yani =0 veya 6 =% olur. Béylece M ya bir semi-

invaryant ya anti-invaryant altmanifold oldugu goriiliir.

4.3.5. Teorem

M (c), kosimplektik uzay formunun total umbilik kontak pseudo-slant altmanifoldu M

olsun. O zaman M nin S Ricci tensorii her X,W € (M) igin

S(X,W) :%{2 p+q—1+3c0s 6} (gW, X) —7(W)7(X)). (4.53)
dir.
fspat
Es. 2.18 ve Es. 4.50 yi kullanarak
S(X W) = {2p+a-1+3cos” 6} (G, X) ~nW)(X))

H2p+q+ DGO, XOH,H) = 3. 9(ae WIH,9(X,&)H)
Buradan da

S(X.W) = {2p+q~L+3c0s 0} (gW, X) - 7(W)n(X)

+2p+a+ D0 XHI =3 a(a(X.a). e WH[H['
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elde edilir. Boylece M(c) kosimplektik uzay formun total umbilik altmanifoldu
h(X.Y)=g(X,Y)H esitliginde X =& alinirsaH =0 oldugu goriiliir. yukaridaki esitlikten

Es. 4.53 yazilir. Teorem 4.3.5 ten asagidaki sonucu verebiliriz.

4.3.6. Sonug

Bir kosimplektik uzay form M (c) nin her total umbilik pseudo-slant altmanifoldu M, bir

n -Einstein altmanifolddur.
Ornek

M, R® da

x(u,v,s,t,z) = (usinh &, —v cosh a, —2usinh &, v cosh «, scosht, cosht, ssinht, —sinht, z)

seklinde tanimlanan bir altmanifoldu olsun. M nin tanjant demeti

e1=sinhai—25inhai, e2=—coshai+coshai, e5=§=2.
%, X, ¥, Y, oz

e3:coshti+sinhti, e4:ssinhti+sinhtiJrscoshti—coshti
aXS aX4 aX3 ay3 aX4 8y4

dir. Simdi R® un ¢ hemen hemen kontak metrik yapisi icin koordinat sistemleri

(X Vi %o, Yor Xas Vs Xar Yo 2) segilirse, R® un hemen hemen kontak yapisini

0 0 0 0 -
o(—)=—  o(—)=—, 1<i,j<4
ox' o, &,
0 0
—) =0, =—, =dz.
(=) E== 7
: - 0 0 0 0 ,
seklinde tanimlayabiliriz. Bu durumda U = g, v +V, 5 +1—eT(R”) olmak iizere
X, j
0 0 0 0 0
P = pp(——) +V,p(——=) + Ap(—) =t ——V; —,
oX; : 8Yj oz 8yj ! OX;

(P, gU) =2 +V2, gUU) = +v2 + 2%, n(U)=g(U.&) =1



66

olur. Boylece

g(eU, @) =g(U,U)-7°()

PU=—p — V. — A=t i—=-U+nU)&
Z

sartlar1 saglannms olur. (¢,&,7,9), R’ un hemen hemen kontak metrik yapisidir.

Yukaridaki baz vekorlerine ¢ uygulanirsa

e, :sinhai—sinhai, @8, :COShai—COShai

%, Y, 0%, X,

@e, :coshti—sinhti, 0., :ssinhti—sinhti+scoshti+coshti.
3 4 3 6”X3 4 aXA

310

elde edilir. Buradan cosé@ = g(el,¢e2)_3@ ve Hzcos’l(T) dir. Bu durumda

ledflloe.]| 10

D, =sp{e,,e,} nin slant agisina sahip bir slant distribiisyon oldugu goériiliir. Diger taraftan

pe, ve ¢e, M, ye ortogonal oldugundan D" =sp{e,,e,} bir anti-invaryant

distribisyondur. Boylece M hemen hemen kontak metrik yapisiyla R® un 5-boyutlu

proper kontak pseudo-slant altmanifoldu olur.
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5. SONUC ve ONERILER

1) M (@, &,17,9), kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun. Bu

durumda

a)

b)

d)

Anti-invaryant distribiisyon D* in integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter

sartlardan biri her X,Y e D" i¢in
AxY =Ay X
olmasidir.

Anti-invaryant distribiisyon D* in integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter

sartlardan biri her Z,W € D" icin
(VZT)W = (VWT)Z
olmasidir.

Slant distribiisyonu D, 1 integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sartlardan biri

her W e D* ve X €D, i¢in
TAWX +A,TX =0
olmasidir.

Slant distribiisyon D, nin integrallenebilir olmas: i¢in gerek ve yeter sartlardan biri

her X,Y € D,i¢in
@ {V,TY =TV, X = A, X +to(X,Y)} =0
sartin1 saglamasidir.

Slant distribiisyonu D, 1n integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sartlardan biri

her Z,W €D, i¢in

VINW —ViNZ +o(Z, TW)—o(W,TZ) € u®N(D,)
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olmasidir.
f) M, ya D" -total geodezik ya da anti-invaryant altmanifolddur.

g) M, ya mixed-total geodezik ya da anti-invaryant altmanifolddur.

h-) Her M(¢,&,7,9), kosimplektik manifoldun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu

M, kontak pseudo-slant ¢carpimdir.

2-) M (¢, &, 7, 9), kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant bir altmanifoldu M olsun.
Eger N tensorii, D,-slant distribiisyon iizerinde paralel ise M, ya D,-geodeziktir ya da
o, D, lzerinde —cos®@ karakteristik degeri ile n* nin bir karakteristik vektdriine

sahiptir.

3-) M (c) kosimplektik uzay formunun proper kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun.

Bu durumda M(c) nin ¢#0 olacak sekilde total umbilik proper kontak pseudo-slant

altmanifoldu M, ya semi invaryant altmanifold ya da anti invaryant altmanifolddur.

4-) M(c) kosimplektik uzay formlarin Ricci tensérii verilerek skaler egriligi hesaplandi ve

aynt zamanda kosimplektik uzay formlarin total umbilik kontak pseudo-slant

altmanifoldunun 7 -Einstein oldugu goriildii.

Bu calisma 1s18inda bu konuyu ¢alisacak bilim insanlarinin faydalanacagi kanisindayiz.
Calisilan kontak pseudo-slant problemi baska manifoldlar i¢in de denenebilir ve farkli

sonuclar bulunabilir.
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