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OZET
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ABSTRACT

In this study, a discontinuous boundary value problem with so-called multi-point-transmission
conditions was exemined in the direct sum of Sobolev spaces. The solution of this second order linear
differential equation containing linear spectral parameter was investigated in two disjoint intervals
with multi-point transition conditions. First, it was focused on measurement theory and some
function spaces in terms of examining the basic concepts. In this sense, some basic definitions and

theorems were given.

Page Number 194
Key Words : Sobolev space, boundary value problems, tranmission conditions.

Supervisor : Prof. Dr. Mustafa KANDEMIR



vi
ON SOZ ve TESEKKUR

Bu calisma boyunca bilgisinden faydalandigim, insani degerleri ile de 6rnek edindigim,
birlikte calismaktan onur duydugum, ayrica gostermis oldugu hosgorii ve sabirdan dolay1
degerli hocam sayin Prof. Dr. Mustafa KANDEMIR’ e, yardimlarin1 esirgemeyen tezime
katk1 saglayan saym Dog. Dr. Kadriye AYDEMIR’ e tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica bana
eslik eden arkadaslarima, bu giinlere gelmemde biiyiik pay sahibi olan aileme tesekkiir

ederim.



vii

ICINDEKILER
sayfa
OZET oottt bbbt \Y%
ABSTRACT .. %
ICINDEKILER ..ottt vii
SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI.......cccoiiiiiiiiiiniiissceesseeseseesiees iX
L GIRIS ottt bbbt 1
2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI .....ccccooovvviiiiieeiccsce e, 2
3. MATERYAL VE YONTEM ......cccooiiiiiieiiietiiicis sttt 8
4. BULGULAR VE TARTISMA ...ttt 9
4.1, OIGHM T@OTIST...vurvevvrsrereetetesesessesssetesesesssessssss s st esstesssesssssssssssssnsesssssesesssssetesesansnens 9
4.1.1. OIGUIEDIIT UZAY ©.v.vvvvvericreieserescie ettt 9
4.1.2. LebeSZUE OIGUSTL .veervvreurieiieieiieiiei ettt sttt sttt nnee s 15
4.1.3. Olglilebilir fonKSIYONIAT...........cvevircreiireiisceeisesese et 18
4.1.4. Lebesgue INtEOIali........cceeiuiiieieeie ettt 22
4.2, VEKEOT UZAYIATT...ccueiiiiiiii ittt nnne s 24
4.2.0. NOIMIU UZAY ....oovieeieitiecie ettt ettt e ste e e ssaesteenneenaesbeenaesnnenneas 25
4.2.2. Banach UZaylart ........cccociiiiiiiiiii 29
4.2.3. I GarPIM UZAYIATT ..ot 33
4.2.4. LP (£2) UZAYIATT .. 36
4.2.5. Bazi onemli eSitSIZIKIET .....cccvviiiiiiiiiiiciiii s 38
4.2.7. LP(0) uzaymda GOMUIME ...........coririiiiiiieiiesie e 44
4.2.8. L?OC(.Q) UZAYT 1ttt stee ittt et st e bt e bt e sb ekt e bt s e e e bt e bt e n b e ke e bt ne e he e beene e be e b e 44
4.2.9. Stirekli fonksiyonlar UZaY1........cccocveiiiiiiioiiiiiies e 45
4.2.10. ZAYIE THIEV 1ottt 46
4.2.11. SODOIEV UZAYIAIT ... 48
4.2.12. Interpolasyon UZAYIAIT ...........ccocveeverieiiirieeriisereseee e 51
4.3. Baz1 Operatdrler ve OZellKIEri ........c..oveviiiviiiiereiiecieee e 60

4.4. Sinir Deger Problemleri ve Lineer Diferansiyel Operatorler............cccoovvviiviicienn, 69



viii

4.4.1 Diferansiyel denKIEMIEr ..........ccooiiiiiiii e 69
4.4.2. Sinir deger problemleri........ccoiiiiiiiiiiiiiici e 72
4.5. Cok Noktal1 Gegis Sartlar1 igeren Bir Sturm-Liouville Probleminin Céziilebilirligi84
4.5.1. Klasik olmayan gegis sartlart igeren homojen denklem ............cccccovviiiiieeinnn, 85

4.5.2. Gegis sartl homojen olmayan bir Sturm-Liouville problemin Fredholm 6zelligi

...................................................................................................................................... 88
5. SONUC VE ONERILER ........ccceiiiiiiiiieiiiieisscie ettt 89
KAYNAKLAR ..o s 90

(07463 2001 1 OO 94



SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu ¢alismada kullanilan bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalart ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

R Reel sayilar

C Karmasik sayilar

X, F Olgiilebilir kiime

X, F, Olgii uzay

c(2) Siirekli fonksiyonlar uzay1

Cz(2) Stirekli ve siirli fonksiyonlar uzay:

c(0) m. mertebeye kadar tiirevli ve siirekli fonksiyonlar uzayi
52 m. mertebeye kadar tiirevli, siirekli ve siirli fonksiyonlar

uzayi

Co () Kompakt destekli fonksiyonlar uzay:

LP(2) p. kuvvetten Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

L*(0) Esas siurli fonksiyonlarin Lebesgue uzay:

Lll”o (2 p. kuvvetten Lokal integrallenebilen fonksiyonlar uzay1

wkr () Sobolev uzayi

X,Y) Interpolasyon gifti

X, Y)gp Reel interpolasyon uzay1

X,Y)o Siirekli interpolasyon uzay1



Kisaltmalar
Rn
k,
w,?(2)
H*(Q) = wk2(0)

wkr(-1,0) + wk?(0,1)

Aciklama

n- boyutlu reel vektor uzayi
CS (Q) uzayinm WHP () uzayindaki kapanist
Karesi integrallenebilen fonksiyonlarin Sobolev uzay1

Sobolev uzaylarmin direkt toplami



1. GIRIS

Smir deger probleminin klasik teorisinde genellikle siirekli katsayili ve sinir sartlarinda
sadece tanim araliginin ug noktalarinda sinir deger ifadeleri igeren problemler ele alinir. Bu

tip sinir deger problemlerine S. Yakubov ve Ya. Yakubov’ un ¢aligmalarinda rastlanir.

Smir deger problemlerinin 6nemli bir 6zel durumu ¢ok noktali gegis sartlari igeren sinir
deger problemleridir. Standart olmayan sinir deger problemi olarak da adlandirilan bu tip
problemlerinin O. Sh. Mukhtarov ve arkadaslari tarafindan ¢alisildigr goriliir.

Gegis sartlar1 eklenmis sinir deger problemleri fiziksel problemlerin ¢esitliligine yani; 1s1
kiitle aktarim problemlerinde, titresim problemlerinde, cubugun noktasal yiiklerle
yiiklenmesi vb. problemlerinde degiskenlerine ayirma yonteminin uygulanmasindan sonra
ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin; elektrostatikte ve manyetik statikte sonsuz iletken bir tabaka

boyunca 1s1 transferleri tanimlayan model problemler bir gegis problemidir.

Bu boliimde
L(AD)u = —al)u"(x) + Aulx) = f(x),x € [-1,0) U (0,1] (D
4 Nk
Lyu := Z e ul™o (y;) + Z ™ (xi) = fr k =1,2,3,4, (2)
j=1 i=1

seklinde tanimlanan ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemi (2) deki ¢ok noktali gegis
sartlariyla birlikte lineer spektral parametre igeren (1) denklemi iki ayri aralikta goz oniine
alindi. Bu ¢aligmada dikkate alinan siir deger probleminin ¢oziilebilirligi ve bu probleme
karsilik gelen diferansiyel operatoriin Fredholm operatorii olma 6zelligi incelendi.

Burada

_ a;, x €[-1,0)
a(x) = { a,, x € (0,1]

a; # 0, a; # 0 olarak tanimlanan parcali sabit fonksiyon; A-kompleks parametre; a;; ler
(j =k =1,2,3,4) kompleks sayilar; Z}*=1|akj| # 0 (k =1,2,3,4); xi; i¢ noktalar, m; >
0 (k = 1,2,3,4) herhangi tamsayilar; y; ler (y; = —=1,y, = —0,y3 = +0,y, = +1) siur

gecis sartlaridir.



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

Sinir deger problemleriyle ilgili ¢esitli ¢alismalar mevcuttur. Asagida bu calismalardan

bazilarina kisaca deginilmistir.

Matematiksel fizik, hidrodinamik, elektrodinamik gibi bir¢ok fiziksel siirecin ¢alismasinda
onemli bir rol oynamaktadir. Matematiksel fizik tarafindan ele alinan muazzam cesitlilikteki

problemler nedeniyle kismi diferansiyel denklemlere yol agan problemler incelenmektedir.

Tikhonov ve Samarskii, (1990) taninmis iki Rus matematikgi, tipik fiziksel siireclere ve
bunlarla ilgilenen temel denklemlere odaklanmislardir. Matematiksel formiilasyona ve elde

edilen sonuglarin fiziksel olarak yorumlanmasina énem vermislerdir.

Diferansiyel-operator denklemleri teorisi, mekanik ve teorik fizikte ¢ok sayida uygulama ile
hem adi hem de kismi diferansiyel denklemler tizerindeki ¢alismalar i¢in modern teorilerden
biridir.

S. Yakubov ve Ya. Yakubov, (1999) diferansiyel operator denklemlerinde, kismi
diferansiyel denklemlere uygulamalari ile yiiksek mertebeden diferansiyel-operator
denklemleri teorisine sistematik bir ¢6ziim sunmuslardir. Hem diizenli hem de diizensiz
diferansiyel problemlere uygulamaya izin veren bir teori insa etmislerdir. Ozellikle, tek bir
konuyu inceleyen yazilarda, ele alinmayan bilinen yontemlerle ¢6ziilemeyen problemler

iizerinde ¢calismiglardir.

Mukhtarov ve Yakubov, (2002) Agirlikli Sobolev uzaylarinda, adi diferansiyel-operator
denklemi i¢in gecis sartlar1 iceren bir smir fonksiyonel problemini arastirmislardir.
Problemin kok fonksiyonlari sisteminin Abel bazi olma 6zelligini spektral parametreye gore

koersitivligini ve izomorfizmligini ispatlamislardir.

Kandemir, Mukhtarov ve Yakubov, (2009) calismalarinda siireksiz katsayili ve spektral
parametre igeren adi diferansiyel denklemler i¢in Birkhoff-diizensiz sinir deger problemini
ele almiglardir. Bu probleme siireksizlik noktasinda, sinir kosullarina ek olarak gecis sarti
olarak adlandirilan sinir sartlar1 eklemislerdir. Ozdeger parametresi, diferansiyel denklemde

ikinci dereceden ve smir sartlarinda birinci dereceden olugmaktadir. Bu problem igin



izomorfizm, koersitivlik 6zelliklerini ispatlamislardir ve Bharmonik denklemin durumu

ayrica incelemislerdir.

Aliev, (2010) makalesinde ikinci mertebeden eliptik diferansiyel operatér i¢in hem
denkleminde hem de sinir sartlarinda spektral parametre iceren siir deger probleminin
cozilebilirligini incelemistir. Ayrica klasik smir deger problemine karsilik gelen

0zdegerlerin asimptotik davraniglarini analiz etmistir.

Kandemir ve Yakubov, (2010) yayimladiklari makalelerinde ana diferansiyel denklemde
pargali sabit katsayili soyut bir lineer operator ve lineer fonksiyonlar i¢eren ¢ok noktali sinir
gecis sartlariyla verilen bir lineer diferansiyel denklemi incelemislerdir. Calistiklar
problemin denkleminde ve smir gegis sartlarinda spektral parametre mevcuttur. Spektral
parametreye ve farkli uzaylara gore problemin izomorfizmligini ve koersitivligini

ispatlamiglardir.

Kandemir, (2012) makalesinde bir Hilbert uzayinda ikinci mertebeden eliptik diferansiyel
operatdr denkleminden ve sinirsiz operatorler igeren ¢ok noktali sinir gegis sartlarindan
olusan diizensiz bir sinir deger problemini aragtirmistir. Bu problemde, operatorler sifir
noktasinda siireksizdir ve diferensiyel denklemler bir spektral parametre icerir. Gegis sartlt
ve ¢ok noktali smir sartlariyla smir deger problemlerinin koersitivligi ve Fredholmness

oldugunu ispatlamistir.

Aydemir ve Mukhtarov, (2014) makalesinde esas olarak integral denklemlerin yontemine
dayanan iki aralikli Sturm-Liouville probleminin 6zfonksiyonlarinin seriye ag¢ilimini
arastirmiglardir. Ele aldiklar1 Sturm-Liouville problemi bir i¢ noktada iki gecis sartindan
olusmaktadir. Probleme gore insa edilen Hilbert uzayinda calisilan problemin spektral

analizi i¢in Green fonksiyonu metodunu gelistirmislerdir.

Imanbaev ve Saydbekov, (2014) calismalarinda adi diferansiyel ifadeyle sinir yiiklii ve genel
formun kuvvetli reguler smir sartlar1 ile olusturulan bir lineer operator ele almislardir.

Spektral problemin karakteristik determinantini olusturma olasiligini ispatlamiglardir.

Allahverdiev ve Ugurlu, (2015) calismalarinda iki aralikli singuler diferansiyel operatdriin

genislemesi, sagilmasi ve spektral teorisi lizerine ¢alismislardir.



Aydemir ve Mukhtarov, (2016) yaptiklar1 caligmalarinda ayrik sinir sartlarindan olusan ve
sonlu i¢ noktada siireksizlige sahip olan ve bu noktalarda gegis sartlariyla verilen siireksiz
bir Sturm-Liouville problemini incelemislerdir. Klasik Sturm-Liouville probleminde
kullanilan teknikleri gelistirerek ve kendi yaklasimlarini kullanarak calistiklar1 problemin

ozdegerleri ve 6zfonksiyonlar: i¢in asimptotik formiiller bulmuslardir.

Adi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger probleminin klasik teorisinde genellikle stirekli
katsayili denklemler ve dikkate alinan araligin sadece sinir ug¢ noktalarini i¢eren sinir sartlari

distntlir.

Kandemir ve Mukhtarov, (2017) ¢alismalarinda goz oniine alinan araligin sadece sinir ug
noktalarinda degil ayn1 zamanda i¢ noktalarda ve araligin siireksizlik noktalarinda da klasik
olmayan gecis satlarindan olusan siireksiz katsayili sinir deger problemini incelemislerdir.
Mukhtarov’ un yontemleri ile spektral parametreye gore Fredholmess, koersitivlik ve

izomorfizm gibi 6zellikleri ispatlamislardir.

Asagida bu tez kapsaminda kullanilan bazi temel tanim ve kavramlara yer verilmistir.

2.1. Tanim
A ve B herhangi iki kiime olsun. A dan B ye birebir ve orten olacak sekilde en az bir f
fonksiyonu varsa bu iki kiimeye es gii¢lii kiimeler denir. 4 nin B ye es gii¢lii olmasi
A~B
seklinde gosterilir. Bu tanim bagka bir ifadeyle
A~B & 3f : A - B, birebir ve Orten

demektir.

2.2. Tanim

Kiimelerin es giiclii olmas1 yardimiyla, herhangi A kiimeler ailesi lizerinde tanimlanan
B={(AB)|A~B;A,B € A}

bagintist bir denklik bagintisidir.

2.3. Tanim

Bir 6zalt kiimesi ile es gii¢lii olan kiimeye sonsuz kiime denir.



Kardinal sayilar veya kisaca kardinaller bir kiimenin kardinalitesi olarak bilinen biiyiikliigii

gostermek i¢in kullanilan sayilardir.

2.4. Tanim

Kardinal sayis1 bir dogal say1 olan kiimelere sonlu kiime denilir.

2.5. Tanim

Sonlu bir kiimenin eleman sayisina bu kiimenin kardinal sayisi denir. ‘eleman sayist’
kavrami sonlu kiimeler i¢in gegerli olan bir kavramdir. Sonsuz kiimeler i¢in giicliilik
(cardinality) kavrami kullanilir. Buna gore sonsuz kiimelerin kardinal sayisini tanimlamak

icin transfinite kardinal sayilar vardir.

2.6. Tanim

Dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi ile es gli¢lii olan kiimeye sayilabilir kiime denir.

2.7. Tanim

Bir A kiimesi ile N dogal sayilar kiimesi arasinda bire bir ve Orten olacak sekilde f
fonksiyonu varsa (|A| = |N|) A kiimesine sayilabilir sonsuz kiime adi verilir.

Buna gore N dogal sayilar kiimesi kendisi ile es gli¢lii oldugundan sayilabilir sonsuz

kiimedir.

2.8. Tanim

A sonsuz bir kiime ve |A| # |N] ise A kiimesine sayilamaz kiime denir.

2.9. Tanim
I herhangi bos olmayan bir kiime, Vi € I i¢in bir A; kiimesi varsa I kiimesine indis kiimesi,

A; kiimelerinin her birine de indislenmis kiime denir.

2.10. Tanim
I indis kiimesi ve bu kiimenin her bir i elemani i¢in bir 4; kiimesi bulunsun. 4; kiimelerinin

A = {4A;| i € I} topluluguna kiimeler ailesi denir. Bu aile {4;};¢; seklinde de gosterilir.



2.11. Tanim
A = {A;| i € I} ailesi verilmis olsun. ] I olmak lizere B = {4;| i € J}ailesine A ailesinin

alt ailesi denir ve B c A seklinde gosterilir.

2.12. Tanim (Bir Kiimenin Ortiisii)

R nin bazi alt kiimelerinin bir A ailesini goz 6niine alalim. Bir A € R kiimesi i¢in A C
Uiaea 4y, Ay € A yazilabiliyorsa A ailesine A kiimesinin bir ortiisii ad1 verilir. Bu durumda
A kiimesinin her noktas1 A ailesindeki bir kiimenin i¢inde bulunur. A daki biitiin kiimeler
aciksa bu aile acgik ortii adim alir. A ailesi A4, Ay, ..., Ay, ... gibi kiimelerin olusturdugu
sayilabilir bir ailesi ve A c U2, 4; yazilabiliyorsa A ailesine A kiimesinin bir sayilabilir
ortiisti denir (Suhubi, 2001: 147).

2.13. Tanim (Alt Ortii)

A ailesi bir A c R kiimesinin bir 6rtiisii olsun. B her iiyesi A nin i¢inde olan bir alt kiimeler
ailesi ve B ailesi de A kiimesinin bir ortiisii ise B C A alt ailesi A kiimesinin bir alt ortiisi
adimi alir (Suhubi, 2001: 147).

2.14. Tanim

Bir A c R kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa A kiimesine bir kompakt
kiime denir. Yani A kiimesi kompakt ise her A agik ortiisiiniin sonlu sayida, 6rnegin k tane
acik kiimeden olusan bir {Aj EA:j=1, ...,k} alt ailesi vardir ve A © U?zlAj yazilir
(Suhubi, 2001: 148).

2.15. Tanim
B c A ve B nin 6l¢timii sifir (u(B) = 0) olsun. Bu durumda A\B kiimesinin her noktasinda

saglanan bir 6zelik A kiimesinin hemen hemen her yerinde saglaniyor denir.

2.16. Tanim

Q c R" olmak tizere u: Q — R siirekli bir fonksiyon olsun.

{x € Q| u(x) # 0}
kiimesine u fonksiyonunun supportu (destegi) denir ve suppu seklinde gosterilir. u
fonksiyonunun support kiimesi  da kompakt ise bu fonksiyona supportu kompakt

fonksiyon denir.



2.17. Tanim
(1 da supportu kompakt olan ve her mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlara test fonksiyonu
denir ve bu fonksiyonlarin uzay1

Cy°(Q) = {u € C*(Q)| suppu kompakt}

ile gosterilir.

2.18. Tanim
Qve ¥, ¥ c Q olacak sekilde R™ de iki bolge olsun. ¥  Q ve W kiimesi R™ nin kompakt

bir alt kiimesi ise bu durum ¥ cc () seklinde gosterilir. u, ¥ de tanimli bir fonksiyon ve u

fonksiyonunun destegi suppu = {x € ¥| u(x) # 0} olsun. Eger suppu cc Q ise u

fonksiyonu () da kompakt destege sahiptir denir.

2.19. Tanim
X ve Y Banach uzaylar olmak iizere J: X — Y doniisiimil, birebir ve cebirsel islemleri
koruyorsa X uzayi Y uzayina gomiilmiistiir denir. / operatoriine gomiilme operatorii denir.

Eger | gomiilme operatorii stirekli ise X in Y uzaymna gomiiliisi stireklidir.

2.20. Tanim
X ve Y reel veya kompleks iki Banach uzay1 olsun. X =Y olmas1 X ve Y uzaymin ayni
elemanlara ve esdeger normlara sahip oldugu anlamimna gelir. X C Y ise X uzaymin Y

uzayinda siirekli gdmiilebilir oldugunu ifade eder.

2.21. Tanim
Bir topolojik uzaya ait farkli iki elemanin ayrik komsuluklart mevcut ise bu uzaya Hausdorff

uzay1 denir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez kapsaminda yer verilen temel tanim ve teoremler, kaynaklar kisminda belirtilen
yayimlanmis metaryellerden yararlanilarak yazilmistir. Bu g¢alismada géz Oniine alinan
klasik olmayan ge¢is satlarindan olusan siireksiz katsayili sinir deger problemin
¢oziilebilirligi icin literatiirde var olan yontemler kullanilmistir. Oncelikli olarak klasik
olmayan sinir deger problemlerinin olusumu ve ¢dziimii tizerine farkli yontemler gelistiren

Oktay Sh. Mukhtarov ve arkadaslarinin ¢alismalar1 dikkate alinmistir.



4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Ol¢iim Teorisi
4.1.1. Olciilebilir uzay

I € Rolmakiizere I = (a,b),I = [a,b),] = (a,b] ve I = [a, b] araliklarin uzunlugu
d() =1|b—adl

seklinde ifade edilir.

(a, ), [a, ), (—x, b] Ve (—, b) seklindeki araliklarin uzunluklari oo olarak tanimlanir.

a = b olmasi halinde tek bir noktadan olusan araligin uzunlugu sifir olarak kabul edilir.

Ayrica, ayrik araliklarin birlesimi bu araliklarin uzunluklar1 toplamina esittir. Diger bir

n
I = Ulk
k=1

d(I) = Xg=1dU) = d() +d(lz) + -+ d(In)

seklinde tanimlanir.

ifadeyle,

olmak tlzere

I,] < Rolsun. I ve J araliklarinin
A=1x]={(a,b) ER*la€lveb €]}
kartezyen ¢arpimi diizlemde dikdortgensel bir bolge olusturur. Bu bdlgenin alani [ ve
J araliklarinin uzunluklari ¢arpimina esittir. Yani,
alan(A) = d(I).d(J)
olur. Eger A dikdortgensel bolgesi sonlu ayrik dikdortgensel bolgelerin birlesimi ise A

bolgesinin alani dikdortgensel bolgelerin alanlar1 toplamina esittir. Diger bir ifadeyle,
n
A= U Ay
k=1

alan(A) = Y ;- alan(4y) = alan(4,) + alan(A4,) + - + alan(4,)

olmak lzere

seklindedir.
11,1, I3 € R olsun. Bu araliklarin

V=L xILxIl;={(x7y,z) ER3x€l,y€l,vez€ I}
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kartezyen carpimi R3 te dikddrtgenler prizmasi tarafindan smirlanan bir cisim olusturur. Bu
cismin hacmi 1, I,, I5 araliklarinin uzunluklar1 garpimina esittir. Yani,
hacim(V) = d(1;).d(I3).d(I3)

olur. Eger V cismi ayrik cisimlerin sonlu birlesimi ise V' cisminin hacmi cisimlerin hacimleri

n
V= UVk
k=1

hacim(V) = Y}_; hacim(V}) = hacim(V;) + hacim(V,) + --- 4+ hacim(V,,)

toplamina esittir. Bagka bir ifadeyle,

olmak lizere

seklinde yazilir.
Bu agiklamalara gore 6l¢ii, R de uzunluk, R? de alan, R? de hacim kavranudir. Simdi 6l¢ii

kavramini daha genis olarak ele alalim.

4.1.1. Tanim

F, X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir aile, P(X) kuvvet kiimesi ve F < P(X) olsun.
F ailesi lizerinde

I ® € F,

ii. A€ FicinA' € F,

iii. Ay € F olmak tizere Vk € Z* igin Ug-, Ay € F

ozellikleri saglaniyorsa F ailesine X {izerinde o —cebir denir.

4.1.2. Tanim
F ailesi X kiimesi tizerinde bir o —cebir ise (X, F) ikilisine olgiilebilir uzay denir ve F

ailesindeki her bir kiime 6lgiilebilir kiime olarak adlandirilir.

4.1.3. Tanim
(X, F) olgiilebilir uzay olsun.

p:F - [0, +o0]
seklinde tanimlanan u fonksiyonu i¢in
L u(®) =0,
IL. F ailesinin ayrik bir (4,,) dizisi i¢in

I (O An) = i 1(An)

=1
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ozellikleri saglaniyorsa u fonksiyonuna F tizerinde bir 6l¢ii denir.

A € (A,) olmak tizere u(A) sayisi A kiimesinin 6l¢iisii olarak ifade edilir.

4.1.4. Tanim
Olgiiniin ikinci 6zelligine o —toplamsal denir. Bazen bir dl¢ii o —toplamsal dl¢ii veya

o —0l¢ii olarak da adlandirilir.

4.1.5. Tanim
(X, F) olgiilebilir uzay olsun.

u: F — [0, 4]
fonksiyonu i¢in

L (@) =0,
iL. Ikiser ayrik Ay, A,, ..., A, € F (n € Z') kiimeleri icin

u (O An) = Zn: u(An)

=1

ozellikleri saglaniyorsa u fonksiyonuna F {izerinde bir sonlu toplamsal 6l¢ii denir.

4.1.6. Tanim

u fonksiyonu F iizerinde 6l¢ii olmak tizere (X, F, u) 6l¢ii uzayi olarak adlandirilir.

4.1.7. Tanim
u(X) < oo ise u ye sonlu 6lgii denir.

4.1.8. Tanim

Bir A € F i¢in u(A) = 0 ise A kiimesi olgiisii sifir olan kiime olarak ifade edilir.

4.1.9. Teorem (o — alt toplamsal 6zelligi)
A, Ay Ag, . Ay, .. EF iSe

esitsizligi saglanir.



4.1.10. Teorem
Ay, Ap Ag, o Ay, .. EF VeV n€ZT igin A, C Apyq ise

U (U An) =uU (Tlll_r)EO(An)) = rlll_r)rolo n(4n)

n=1

esitligi dogrudur. Yani, (4,,) dizisi artan ve A, € F olmak lizere

(An) - AO = /*‘(An) - /'L(AO)
olur.

4.1.11. Teorem
A,B€eF,Ac Bveu(B) < o ise

p(B\A) = u(B) — u(4)
dir.

4.1.12. Teorem
Al,Az,A3, ""Ak,... EF veVne Z+ 1(;11'1 An ) An+1 ISG

u (ﬂ An> = u(Jim (42)) = lim p(4,)

n=1

esitligi saglanir. Yani, (A,,) dizisi azalanve Ay, € F ve u(4;) < oo olmak iizere

(An) = Ap = u(4yn) - p(Ao)
dir.

4.1.13. Tanim
X herhangi bir kiime ve P(X), X in kuvvet kiimesi olmak {izere
u:F - [0,400]
seklinde tanimlanan p* fonksiyonu igin
L. u@) =0,
iL. A C B C Xiginu*(A) < u*(B),
1. X in alt kiimelerinin biitiin (4,,) dizisi i¢in
n (U An> <) w4
n=1 n=1

ozellikleri saglaniyorsa u* fonksiyonuna X iizerinde bir dis 6l¢ii denir.

12
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4.1.14. Teorem

Sonlu elemanli ve sayilabilir elemanli her reel say1 kiimesinin dis 6lgiisii sifirdir.

4.1.14. Ispat

E = {x1,x3, ..., x,} € Rolsun. Her ¢ > 0 sayis1 ve &, = ey icin,

n n
E = U{xk} c U(xk — & Xg t+ en)
k=1 k=1

oOrtiisii tanimlansin. Dis 6l¢ii tanimindan

0<,u(E)<Zl(xk En X + &) = 22£n=—£<£

bulunur. Bu esitsizlik takimi her € > 0 sayisi igin dogru oldugundan u*(E) = 0 dir.

E = Up=1{x;} sayilabilir elemanl oldugunda benzer bi¢imde her € > 0 sayisi ve &, = peey

icin E € UpZ,(xx — &, x5 + &) Ortlisii goz 6niine alinsin. Dig 6l¢iiniin tanimindan

OS'H*(E)— 2n+1 Zzn_

esitsizligi yazilabilir. €, pozitif degerlerle sifira giderken p*(E) = 0 dir (Dernek, 2013: 8).

4.1.15. Teorem

I Bos kiimenin dis 6l¢iisii sifirdir.

il Tek noktali reel say1 kiimelerinin dis 6lgiisi sifirdir.

4.1.15. Ispat:

I Verilen her e > 0 sayisiigin @ C (_78, 2) = I, agik Ortiisii tanimlansin. @ kiime higbir

eleman icermedigi i¢in I, araliklar1 her € > 0 i¢in tanimlanabilir. € = % almsin. Dig 6l¢i
tanimindan 0 < u*(@) < I(I,) = ¢, yeterince biiyiik n ler igin u*(@) = 0 olur.

il. Her € > 0 sayisi i¢in E = {x} C (x — ;,x + E) = I.(x) oOrtiisii tanimlanabilir. D1g
Olcli tanimindan

0<u(E)<I(l.(x) =¢
dir. Keyfi ¢ yeterince kii¢iik alindiginda p*(E) = 0 olur (Dernek, 2013: 8).



4.1.16. Ornek:

Py np———
- o r1= <%
k=1

kiimesinin uzunlugunu bulalim.

4.1.16. Coziim

dir.

I = {x: Z<x< %} olsun. Buna gore A = U=, [ ve l(Iy) = - —

1
k+1 k+1

Ll

k # licin I, N [; = @ dir. Boylece

elde edilir (Dernek, 2013: 29).

4.1.17. Ornek

I, = (0, 3—1k) , (k € N) araliklar1 ile

1
{x:0<x<—}

)

kiimeleri tanimlaniyor. A ve B kiimelerinin uzunlugunu bulalim.

I
s

Il
gs

&
1l
[y
w
&
&
Il
[

oo
Il
_Js
—~——
3
(e}
AN
=
AN
2
Il
_Js
=

&
]
[N
&
Il
Ju

4.1.17. Coziim

I, = (0&),12 = (0,312), o = (0,31,{), ... icin

11 :)12 D e :)In :)In+1 D e

dir. J; = L\I3, J, = L\Is, ..., Jn = [,\In41, ... olarak tanimlanirsa

A:UIk:U]k
k=1 k=1

14

olur ve J araliklari ikiser ikiser ayriktir. Dig 6l¢liniin sayilabilir toplamsallik 6zelliginden

pa) =w (0 Ik) =p (0 ]k)
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o1 1 1 1 1 1
=,1‘l£‘o{(§‘3—z)+(3—z‘3—3)+“'+(3—n‘3n+1)}

bulunur.

B = N, I, olsun. Her k € N igin u(Iy) < § < oo Ve I D Iy, oldugundan

1
w*(B) = lim I(L,) = lim z(o,—) —0
n—oo n—oo 3n

dir (Dernek, 2013: 30).

4.1.2. Lebesgue olgiisii

4.1.18. Tanim

F ailesi R™ nin alt kiimelerinden olusan ve asagida 6zelliklere sahip bir o —cebiri olsun.

I R™ deki her agik kiime F ailesinin elemanidir,

iL. AcB,BeFveu(B)=0ise, A€ Fveu(A) =0 drr,

iii. A={xeR":q;<x<b;,j=12..,n}ised€Fveu(d =II72(b — )
iv. xER"veAeFikenx+A={x+y|lye€A}eFveulx+A) = u(4).

Burada F ailesi tizerinde bir p 6l¢timii vardir ve bu u 6lgtimii doérdiincii 6zellik nedeni ile
degismezdir.

Bu 6zelliklere sahip bir F ailesinin elemanlarina R™ nin Lebesgue 6l¢iilebilir altkiimeleri, u

ol¢tim fonksiyonuna da R™ de Lebesgue 6l¢timii denir (Adams, 1975: 13).

4.1.19. Tanim
AC RveVB C Rigin,
pw(B)=p(AnB) +pu (A'NnB)
ise, A kiimesine Lebesgue anlaminda 6lgtilebilirdir denir.
R iizerinde acgik kiimeler, sayilabilir sayida olmak iizere agik araliklarin birlesimi olarak
yazilabilir. Bu sebeple R iizerindeki agik kiimeler i¢in Lebesgue anlaminda 6lgiilebilirdir

denir.
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4.1.20. Teorem
L Her sifir kiimesi Ol¢iilebilirdir.

iL. Her aralik olgtilebilirdir.

4.1.20. Ispat
I N kiimesi sifir kiimesi olsun. Bu durumda dis ol¢iisii sifirdir ve u*(N) = 0 olarak
yazilir. VA € Rigin AN N S N oldugundan u*(A N N) < u*(N) = 0 yazilir.
Ayrica AN N' € A oldugundan p*(A N N") < u*(A) yazabiliriz. Bu iki esitsizligi taraf
tarafa toplarsak,

wWANN)+pu* (AnN) <u*(A)+0
elde edilir. Bu ise Lebesgue oOlciilebilirlik i¢in gerek sarttir.

il I = [a, b] olarak alalim. A € R ve € > 0 sayisi1 verilsin. Burada A kiimesini orten ve

WA S D I S ) +e
n=1

ozelligine sahip bir I,, araliklar dizisi yada ortiisii bulalim.

Herhangi bir I,, araligi igin J,, = I, N [a, b] araliklar1 A N [a, b] kiimesini orttigi agiktir. Dig

w (A nla,b]) i

n=1

yazabiliriz. Benzer sekilde K,, = I, N (—o,a) ve L, = I, N (b, ) araliklar1 A N [a, b]’

ol¢iiniin tanimindan dolay1

kiimesini orter. Bu durumda

w(Ana,b]) i (Kn)+§:l(Ln)
n=1 n=1

yazabiliriz. Her n € N i¢in
l(ln) = l(]n) + l(Kn) + l(Ln)

esitligi dogrudur. Buna gore

WA +ez ) 1)

esitsizligini yeniden diizenleyelim. Buradan

WA + e i (1) = i 1) + i LK) + i U(Ly)

ifadesini elde ederiz. € - 0 igin
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w4 =z p (Anfa, b)) +u (AN [a b])

bulunur.

4.1.21. Ornek
u: P(R) — [0, o] asagidaki gibi tanimlanmis bir kiime fonksiyonu olsun.
u(E) = sup{(b — a): (a,b) € E}

u niin bir 6l¢ii olup olmadigini arastiralim.

4.1.21. Coziim
u(®) =0,
U(E +x)=sup{(b+x—(a+x)):(a+x,b+x) CE +x}=u(E)
dir. u, 6teleme altinda degismezdir.
E = U, E; olsun. u(E) = Y#_, u(Ey) bagmtist her zaman dogru degildir. Ornegin,
E =[0,1] olsun. Bu durumda u(E) = 1 olacaktur.

E, = [O,i), E, = E,z), E; = E,l] olarak alirsak E = [O,i) U E,Z) U E, 1] yazabiliriz.
Buradan

11 1
ZE}=§

elde ederiz. O halde u sonlu toplamsallik 6zelligine sahip degildir, 6l¢ii tanimlamaz (Dernek,

2013: 19).

1 ;tsup{

4.1.22. Teorem

E, ve E, Olgiilebilir iki reel say1 kiimesi olsun. E; U E, ve E; N E, 6l¢iilebilir kiimelerdir.

4.1.22. Ispat
E, Ve E, 6lgiilebilir ve A € R herhangi bir kiime olsun. Olgiilebilirligin tanimindan,
Yy =w[An(ELVUE)]+uw[An (E; VUE,)]
=u[An(ELVE)] + ' [ANE' NE,]
yazabiliriz. Burada toplamin ilk terimini ele alalim.
AN (E; UE,) = B olarak tanimlanirsa B € R ve E; 6lgiilebilir oldugundan
pw(B)=p (BNE)+u(BNE,)
esitligi dogrudur. Buradan

BNE, =[An(E;VUE)]NE,=(ANE)UMANE,'NE,NE;))=ANE,
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BNE,/'=[An(E{VUE)]NE,/'=ANE;NE;Y)UMANE,'NE,)=ANE,/NE,
dir. Boylece
w(B)=p(ANE)+u (AnE'NE,)
elde edilir. Bu degerler ilk bagintida yerine yazilirsa ve 6nce E, nin dlgiilebilirligi sonra E;
in Ol¢iilebilirliginden,
y=wlAn(ELVE)] +u AN (Ey VE,)']
=wANE)+u(AnE,/'NE)+u[ANE,'NE,]
=u(ANE)+u(ANE,)
= pu*(4)
elde edilir. O halde E; ve E, 6lgiilebilir iken E; U E, de Olgiilebilirdir. E; Olgiilebilir
oldugundan E;' 6lgiilebilirdir ve benzer bigcimde E, Olgiilebilir oldugundan E," de
olgiilebilirdir. Buradan E;' U E,’ dlgiilebilirdir ve boylelikle
(E,/UE,Y =E,NE,
olgiilebilirdir (Royden and Fitzpatrick, 2010: 36).

4.1.3. Olgiilebilir fonksiyonlar

4.1.23. Tanim
A odlgiilebilir bir kiime olsun ve f fonksiyonu f: A - R U {f+oo} seklinde tanimlansin.
V a € Rigin

{xeA:f(x)>a}

kiimesi Olgiilebilir ise f fonksiyonuna dlgiilebilir fonksiyon denir.

4.1.24. Teorem

A Olgiilebilir kiimeler ailesi olmak iizere E € A reel say1 kiimesini, genellestirilmis reel
sayilar kiimesine resmeden bir f fonksiyonu ve her a € R i¢in

I {x€E: f(x)>a}=f"1({(a,x]) €A

i, {x€E: f(x)=a}=f"1(a, »]) €A

iii. {x€E: f(x)<a}=f"1([-o,a)) €A

iv. {x€E: f(x)<a}=f"1([-w,a]) €A

ifadeleri birbirine denktir.
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4.1.24. Ispat:

I Birinci ifade dogru olsun. O halde

fH (e o)) = ﬁ f ((a -, oo])
n=1

yazilabilir. f 71 ([a, «0]) € A dir ve ikinci ifade dogrudur.
ii. Ikinci ifade dogru olsun.
fH([=o0, @) = E\f([a, 0])
bagntisindan 6lgiilebilir iki kiimenin farkina esit olan f~1([—o0, &)) € A dur. Ugiincii ifade
dogrudur.

ii. Uciincii ifade dogru olsun.

A (-w,a]) = ﬁf‘l ([—oo, a+ %))
n=1

yazilabilir. Buradan f~1([—o0, a]) € A dir ve dérdiindii ifade dogrudur.
iv. Dordiincti ifade dogru olsun.
f1(a, ] = E\f~H([~,a])
dir. Olgiilebilen iki kiimenin farkina esit olan f ~*((a, ©]) € A dir. Birinci ifade dogru olur.
Boylece dort ifade birbirine denktir (Dernek, 2013: 155).

4.1.25. Teorem
E bir reel say1 kiimesi olsun. f, E' de tanimli reel degerli ve hemen hemen her yerde siirekli

bir fonksiyon ise, f 6l¢iilebilirdir.

4.1.25. Ispat
f, E de hemen hemen her yerde siirekli ise siireksiz oldugu noktalar toplulugu sifir 6l¢iilii
bir alt kiimedir. Sifir 6lgiilii reel say1 kiimeleri dl¢iilebilirdir. Bu kiime D c E ise D € A dir.
E\D ise dlgiilebilir bir kiimenin tiimleyeni oldugu i¢in 6l¢iilebilirdir. O halde A bir o-cebiri
oldugu icin f in tanim kiimesi

E=DU(E\D)EA
dir. Diger taraftan f, E de siirekli reel degerli bir fonksiyon olarak verildiginden her « € R
igin f _1((C{, 00)) kiimesi agiktir. A¢ik kiimeler 6l¢iilebilirdir. Boylece

f (@) €A

olur. f fonksiyonu 6lgiilebilirdir (Dernek, 2013: 157).
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4.1.26. Ornek
E olgiilebilir bir kiime, a genisletilmis bir reel say1 ve f E de tanimli 6l¢iilebilir bir fonksiyon
olsun. Buna gore

{x €E:f(x) = a}

kiimesi 6l¢iilebilirdir.

4.1.26. Coziim
a < oo olsun.
{xeE:f(x)=a}l={x€eE:f(x)Za}n{x€E:f(x) < a}
iki dl¢iilebilir kiimenin kesisimi olarak ifade edilebildiginden f~1({a}) ol¢iilebilirdir.

a = oo olsun.

{x € E: f(x) = w0} = ﬂ{x cB: f(x) >)
n=1

sayilabilir sayida olgiilebilen kiimenin kesisimi oldugundan f~1({o}) &lciilebilirdir
(Dernek, 2013: 158).

4.1.27. Ornek
A, bir reel say1 f oOlgiilebilir bir E kiimesi {lizerinde tanimlanmis reel degerli 6lgiilebilir

fonksiyon ise f + A ve A. f fonksiyonlart da 6l¢iilebilirdir.

4.1.27. Coziim
I. fiE > Rtanimlive her A€ Riging = f + 1,g: E —» Rdir.
g7 (@) = x € E:g(x) > a}
={x€E:f(x)+1>a}
={x€E:f(x)>a—1}
f 6liilebilir oldugu i¢in g~ ((a, ©)) dlgiilebilir ve buradan da f + A dlgiilebilirdir.
il. h=A.fise h:E - R dur.
A = 0ise h = 0 sabit fonksiyonu 6l¢iilebilirdir.
a nin ve A nin sifirdan farkli olmas1 halinde bu reel sayilarin isaretine gore
h™1((a,)) = {x € E:h(x) > a}
={x€EAf(x)>a}
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:ja>0{xe&f@)>%}=fﬂ«%gg>

L/l < 0,{x €E:f(x) <%} =/ ((‘“”%))

kiimelerine esittir. Sag yandaki kiimelerin 6l¢iilebilir olmasi, h fonksiyonunun Ol¢tilebilir
olmasin gerektirir. O halde A nin igareti nasil olursa olsun A. f 6lgiilebilirdir (Dernek, 2013:

158).

4.1.28. Ornek
f ve g, E odlgiilebilir reel say1 kiimesi {izerinde tanimli genisletilmis reel sayilar kiimesinde
deger alan dlgiilebilir fonksiyonlar olsun. h = f + g, k = f — g ile tanimlanan fonksiyonlar

Olciilebilirdir.

4.1.28. Coziim
f ve g, E de tanimli R* da deger alan fonksiyonlar olsun. h: E — R* bir fonksiyondur. Her
a€R ve x €E igin f(x)+ g(x) < a ve buradan f(x) < a — g(x) dir. Archimedes
ilkesine gore

f)<qg<a-—g)
esitsizligi gerceklesmek iizere en az bir g rasyonel sayisi vardir. Buna gore

{xe&f@yuﬂ@<a}=Lﬁxe&fu)<q<a—g@n

qeQ
= Jixerrw<anwergw<a-q
qeQ
yazilabilir. Q rasyonel sayilar kiimesi sayilabilir elemanli ve dlgiilebilir kiimeler ailesi bir
o-cebiri oldugundan
{x€E: f(x)+gx) <a}

oOlgiilebilirdir. Buradan da h = f + g fonksiyonlar1 6l¢iilebilirdir.
k = f — g fonksiyonunun 6lgiilebilir oldugu benzer sekilde gosterilebilir. Farkli olarak k =
f + (—1)g yazilisindan yararlanilarak da kanitlanabilir. Her a € R igin a.g Olgiilebilir
oldugunu biliyoruz. Burada a = —1 alinirsa g 6lgiilebilirken —g de 6l¢iilebilir olur. O halde
k = f — g olgiilebilirdir (Dernek, 2013: 159).
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4.1.4. Lebesgue integrali

4.1.29. Tanim

f (x) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda sinirli ve 6lgiilebilir olsun. a < f(x) < S olacak
sekilde a, B gergel sayilari verilsin. [a, b] kapali arahigmi a = yy < y; <y, < -+ < yp_q <
vy, = B olacak sekilde y,,Vy,, ... y,—; noktalariyla n tane alt araliga boliinmek tizere bu
noktalar, geometrik olarak y ekseni tizerindedir. [a, b] kapali araligini bu bigimde bélerek
elde edilen noktalarin kiimesine bu araligin pargalanist denir. P, kiimesi, k = 1,2, ...,n
sayilari igin Py = {x|y;_1 < f(x) < y} seklinde tanimlansin. f(x) fonksiyonu dl¢iilebilir

oldugundan, P, kiimelerinin her biri dl¢tilebilirdir ve ayriktir.

n n
U= z Vie- u(Py), A = z Vie—1-U(Py)
k=1 k=1

ifadeleri sirasiyla iist ve alt toplamlar olarak tanimlansin. Miimkiin olan biitiin par¢alanmalar
icin [ =inf(U) ve J =sup(4) dir. Her zaman var olan bu degerler sirasiyla f(x)
fonksiyonunun [a, b] kapali araligindaki {ist ve alt Lebesgue integralleri olarak tanimlanir

ve

b b
I = ff(x)dx,] =ff(x)dx

ile gosterilir. Eger I =] ise f(x) fonksiyonu [a,b] kapali araliginda Lebesgue

integrallenebilirdir denir ve

b
f f(x)dx

ile gosterilir.

4.1.30. Ornek
f:10,1] - [0,1] fonksiyonu,

(1, xeQn[01]
f(x)_{ 0, x €In[0,1]

seklinde tanimlansin. f in Riemann ve Lebesgue integrallerinin varligini aragtiralim.
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4.1.30. Coziim
[0,1] araliginin bir pargalanisi,
O=x<x1 <X < <xp1<x,=1
noktalari ile yapilirsa I}, = [xj_1,Xx;) V€ x € I i¢in M}, = 1,m;, = 0 dir. Rde I ve Q yogun

alt kiimeler oldugundan iist ve alt Riemann toplamlari sirasiyla,

n
Sn = Z MkAxk =1
k=1

n
Sy = z myAx, =0
k=1

ve buradan

sups, # infS,
olur. Bu durumda f(x) Riemann anlaminda integrallenemez.
[0,1] aralig1,

YVoS0<y; <y, < <yp1<1l=y,
olmak tizere deger kiimesi, y, (0 <k <n) noktalar1 ile alt araliklara ayrilsin. Bu
parcalanisa karsilik gelen tanim araliginin pargalanisi ise,

Er={x€e[01]:y_1 < f(x) <y}, (k=12,..,n)
alt kiimeleri ile yapilir. Burada

Ey={x€[01]:yo < f(x) <y} =1n[01]

E={x€[01iy1 = f(x) <y}=0

En—l = {X € [0,1]! Yn-2 < f(X) < yn—l} = Q)
En={x€[01]:yp1 < f(x) <wm}=0n[0]1]
dir. u(@) = 0 ve Q, sayilabilir elemanli oldugu igin

M(EZ) == ,u(En—l) = Or.u(En) =0
dir. O halde bu pargalanis i¢in [0,1] = E; U E,, ve buradan u(E;) = 1 dir. Béylece her
x € [0,1] i¢in

o0 = D Yis X, ()
k=1

P = D i X5, ()
k=1

basit fonksiyonlari,
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Ijo,1] (pn) < : ]fdx < Ijo1 (Pn)
0,1

gercekler. Buradan

n
Ito 11(@n) = z V-1 U(Ex) = you(Ey) =y, <0
k=1

n
Iio 11 () = z Vi U(Ey) = y1u(E)) =y, >0
k=1
tiim pargalanislar i¢in

Sup (1[0,1] (‘Pn)) =0=inf (1[0,1] (I/Jn)) = f[o 1]fdx

bulunur. O halde f Lebesgue integrallenebilirdir (Dernek, 2013: 227).

4.2. Vektor uzaylan

4.2.1. Tanim
(X,®) degismeli grup (K, +,-) bir cisim olsun.
O:KxXX->X,

Omx)»> mQOx
dis igslemi agagidaki ozellikleri sagliyorsa, X uzayma (K, +,") cismi lizerinde vektor uzay1
denir.
I VvmeKveVx€eXiginmQ@® x € X dir.
IL. VmeKveVx,yeEXicihmQOQx@Py)=mQOx)H (mQO x) dir.
1. vmneKvevVx €Xigcin(m+n) ©x=mOx) P (nO x) dir.
iv. vmneKvevVx €Xigin(mn) Ox=mQ (n© x) dir.
V. leKveVx€Xiginl® x = xdir.
(K, +,") cismi tizerindeki X vektor uzayr ((X,), (K, +,-),©) seklinde gosterilir. Burada

K = R ise X uzayi reel vektor uzayi, K = C ise kompleks vektor uzay1 olarak adlandirilir.

4.2.2. Tanim
X bir vektor uzayr olmak tlizere @ # A c X olarak verilsin. A, X {izerindeki vektor uzayi

islemlerine gore bir vektor uzayi belirtiyorsa A uzayina X in alt vektor uzay: denir.
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4.2.1. Normlu uzay

4.2.3. Tanim

Bir X vektor uzay1 (lineer uzayi) iizerinde tanimlanan ||. ||: X — R fonksiyonu,
I Her x € X i¢in ||x|| > 0

iL. x| =0 x=0

Il Her x € X ve 1 € R (veya C) igin ||Ax|| = |A]||x]]

iv. Her x,y € X igin ||x + y|| < |[x]| + ||y|| 6zelliklerini saglarsa bu fonksiyona norm
denir.

4.2.4. Tanim

X lineer uzayi tizerinde tanimlanan ||. || fonksiyonu normun 6zelliklerini saglarsa (X, ||.|])

ikilisine de normlu lineer uzay veya normlu uzay adi verilir (Kreyszig, 1978: 59).

4.2.5. Ornek
Bir [a, b] kapal1 araliginda taniml1 ve siirekli olan reel degerli biitiin fonksiyonlarin kiimesi
C([a, b],R) olmak tizere
I 1l:Cla,b] = R
I£1l = sup{|f (®)]: x € [a, b}
olarak tarif edilen doniisiim bir normdur.
L 11l = sup{lf C)|:x € [a, b]} >0
Ii. IfIl = 0 & sup{|f(x)|:x € [a, b] = 0}
S Vx €la,blicin|f(x)|=0
S Vx € [a,bli¢inf(x) =0
s f=0
fil. A fIl = sup{|A. f(x)|: x € [a, b]}
= sup{|A].|f(0)]: x € [a, b]}
= |l sup{lf (©)|: x € [a, b]}
= |41 1I£1l
iv. Reel sayilardaki liggen esitsizliginden dolay1
If + gll = sup{|(f + 9)(X)|: x € [a, b}
= sup{|f(x) + g(x)|:x € [a, b]}
< sup{lf ()| + 1g()|:x € [a, b]}
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= sup{|f(x)|:x € [a, b]} + sup{lg(x)|: x € [a, b}
If +gll <7+ gl

4.2.6. Ornek

0<p<1n=2olsunve x|, = (Z’}=1|xj|p)1/p, x = (xq, %y, ..., Xp,) € F*olsun. ||. || nin
[F™ lizerinde norm tanimlamaz.
n > 2 ise iiggen esitsizliginin saglanmadigini gosterecegiz.
Omegin; x = (1,0,0, ...,0), y = (0,1,0, ...,0) olsun. Bu durumda x + y = (1,1,0, ...,0) olur.
Ayrica,
lxll, = (A7) = 1= liyll,,

b +yll, = (17 + 1) 70 = 27

dir. Boylece 1/p > 1 oldugundan

1
lxll, + llyll, =2 <277 = |lx + yll,,

bulunur.

4.2.7. Ornek
(X, 1. 1) bir normlu vektér uzay1 olsun.
d(x,y) = llx = yll
ile tanimhi d: X X X — R fonksiyonu X tizerinde bir metrik tanimlar.
x,y,z € X olsun.
L dx,y) = llx -yl = 0;
ii. dx,y)=0e [lx—y|l=0

ox—y=0

ox=y,

fil. dix,y) = llx =yl = I(=D.(y =)l
= |[=1llly — x|
=d,x);

iv. d(x,z) = |lx — z||

=x =)+ -2l
< e =yl + 1y -zl
=d(x,y) +d(y,z)
elde edilir. O halde d metrik uzay aksiyomlarini saglar.
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Ornek 4.2.7 den her normlu vektdr uzaym kendi normuyla indirgenen metrik altinda bir
metrik uzay oldugu sonucu elde edilir. Her normun bir metrik liretmesine karsilik her

metrikten bir norm uretilemez.

Omegin d:RXR - R, d(x,y) = 1Lx|a_cilly| fonksiyonu R iizerinde bir metrik olmasina

ragmen, her x € R i¢in ||x|| = d(x,0) = %lel fonksiyonu R {izerinde bir norm degildir.

A#+0,1€CveVx €Rigin

[Ax]  _ 1ALlx]
1+|Ax| 1+|Al]x|

[x|
1+|x|

|[Ax|| = ve [A].||x]| = [A]. olup ||4. x|l # [A].||x]| olur. Sonug olarak,

mutlak homojenligi saglamaz.

4.2.8. Lemma

(X, d) bir lineer metrik uzay olsun. d-nin d(x,y) = ||x — y|| seklinde bir norm tiretebilmesi
icin gerek ve yeter kosul

I Vx,y,a€X icind(x +a,y+a) =d(x,y) (d-nin ételeme 6zelligi)

iL. VA€EC,Vxy€ Xicind(Ax,Ay) = |A|d(x,y) (d-nin mutlak homojenlik dzelligi)
ozelliklerinin saglanmasidir (Kreyszig, 1978: 63).

4.2.8. Ispat
()Vx,y€Xigind(x,y) = ||x — yl|| olmak tizere d bir norm tiretsin. O zaman V x,y,a €
XveVv e Cigin
dx+ay+a)=lx+ta-@+al=Ilx—-yll=dxy)
ve
d(Ax — Ay) = llAx — Ayl = |4]. llx — yll = [2]d(x, y)
bulunur.
(&) (i) ve (ii) saglansin. N: X - R, N(x) = d(x,0) fonksiyonunun bir norm oldugunu
gosterelim.
(N1) x =0 = N(x) = N(0) = d(0,0) = 0
Nx)=0=>d(x,0=0=>x=0
(N2) N(Ax) = d(Ax,0) = |A].d(x,0) = |A]. N(x)
(N3) N(x+y)=d(x+y,0) <d(x,0)+d(y,0)
=Nx) +N(y)

oldugundan (i) ve (ii) saglandiginda d(x, 0) = ||x]|| bir norm olur.
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4.2.9. Tanim
(X, |- 1D normlu uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun. Her ¢ > 0 ve V n,m > n, igin
”xn - xm” <e¢

olacak sekilde € > 0 sayisina baglh n, sayisi1 varsa (x,,) dizisine X de bir Cauchy dizisi denir.

4.2.10. Lemma

(X, d) bir metrik vektor uzayi, d metrigi 6teleme ve mutlak homojenlik 6zelliklerine sahip
olsun. V x € X igin ||x|| = d(x,8) olmak ilizere (X,d) ve (X,||.|]) uzaylarinin topolojik
yapist aynidir. (X, d) i¢inde her yakinsak, sinirli ve Cauchy dizisi (X, ||.|]) i¢inde sirasi ile
yakinsak, sinirli ve Cauchy dizisidir (Musayev ve Alp, 2000: 77).

4.2.11. Onerme

L Normlu uzayda yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir.

IL. Normlu uzayda her Cauchy dizisi sinirlidir.

i, Bir (X, ||.||) normlu uzayinda bir (x,) cauchy dizisi, x € X noktasina yakinsak bir

(xp,,) alt dizisine sahip ise (x;) dizisi de x e yakinsaktir.
iv. Bir (X, ||. ||) normlu uzayinda (x,,) ve (y,,) iki Cauchy dizisi ise (x,, + y,,) dizisi de
bir Cauchy dizisidir.

4.2.11. Ispat
I (X, |I- 1D normlu uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. x,, = x olmak iizere her € > 0
sayis1 i¢in, n > N ve
d(xp,x) <€/,

olacak sekilde bir N = N (&) sayis1 vardir. Buna gore tiggen esitsizliginden m,n > N igin

d(Xm, Xp) < d(xm, ) +d(x,x,) </, +8/5 =¢
elde edilir. Buradan x,, dizisi bir Cauchy dizisidir. Lemma 4.2.10 dan énermenin dogrulugu
goriliir.
il Lemma 4.2.10° dan agiktir.
Il Vx,y € X i¢in d(x,y) = ||x — y|| tanimu ile (X, d) nin bir metrik uzay oldugunu
biliyoruz. (X, ||.]|) normlu uzayinda (x,) Cauchy dizisi x € X noktasina yakinsayan bir
(xp,,) alt dizisine sahip olsun. O halde Lemma 4.2.10 dan dolay1 (xy), (X, d) uzaymda bir
cauchy dizisidir ve

lim d(xnk,x) = lim”xnk - x|| =0

k—o0 k—o0
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dir. Demek ki (x;,), (X, d) metrik uzayinda bir x € X noktasina yakinsayan (xnk) alt dizisine
sahip olan bir Cauchy dizisidir. Bir (X,d) metrik uzaymnda (x,) Cauchy dizisi x € X

noktasina yakinsak bir (xnk) altdizisine sahip ise (x,) dizisinin kendisi de x e yakinsaktir.

Dolayisiyla
,lqi_rg d(x,,x) =0
ve
lim||x, —x|| =0
N0
dir.
iv. (x) ve (), (X, |I. 1) normlu uzayinda iki Cauchy dizisi olsun. O halde V £ > 0

icin 3 ng € N vardir dyle ki V n,m > n, i¢in [[x, — x,|| < gve v — ymll < golur.
V x,y € X i¢in d(x,y) = ||x — y|| bigiminde tanimlanan d metrigi 6teleme 6zelligine sahip
oldugundan Lemma 4.2.8 den V n,m > ¢ i¢in
d(Xn + Y Xm + Ym) < d(Xn + Yo, X + Vo) + d(Xm + Yoo Xim + Yim)
= d(xn, Xm) + d(Y) Ym)
= [lxn = xmll + llyn — Y|l
< +-=¢
olur. Buradan (x, + y,) dizisinin (X, d) uzaymnda bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir. O halde
Lemma 4.2.10 dan dolay1 (x,, + y,,) dizisi (X, ||. ||) uzayinda bir Cauchy dizisidir.

4.2.12. Tanim
X normlu lineer uzayinda d(x,y) = ||[x — y|| metrigine gore verilen her Cauchy dizisi

yakinsak ise X uzayina tam lineer uzay ad1 verilir.

4.2.2. Banach uzaylan

4.2.13. Tanim
(X, 1111 bir normlu uzay olsun. X deki her Cauchy dizisi yakinsak ise o uzaya Normlu Tam

Uzay veya Banach Uzayi denir.

4.2.14. Lemma
Bir X normlu vektor uzaymin tam olmasi igin gerek ve yeter sart normlu yakinsak her serinin

yakinsak olmasidir.
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4.2.15. Ornek

X = R" veya X = C" olmak iizere bu uzaylar,

n
Ielly = ) 1l
i=1
n 1/p
Il = (ZW) 1<p <+,

i=1
x|l = max{|x;|:i =1,2,...,n}

normlarina gore birer Banach uzayidir (Musayev ve Alp, 2000: 82).

4.2.16. Ornek
K =R veya K = C olmak tizere Vn =1,2,.. x, € K olan x = (x,) seklindeki biitiin
dizilerin kiimesi K olsun. x = (x,,),y = () € K* ve a € K igin
(xn) + () = (xn + ),
a(xn) = (ax,)
islemleri tanimlansin.
lo = {x = (x,) € K*: (x;,) sturli},

¢ ={x = (x,) € K%: (x,) yakinsak},

Co ={x = (x,) €K°°:11i_>r‘r010xn =0},

L, = {x = (x,) EK*: lenlp yakmsak},l <p<o

n=1
kiimelerini gézoniine alalim. Buna gore [, ¢ ve ¢y vektor uzaylari
x|l = sup{lxy|:n € N}

normuna gore birer Banach uzayidir. [,, (1 < p < o) vektor uzay1

oo 1/p
il = (ZI%I”)
n=1

normuna gore bir Banach uzayidir (Musayev ve Alp, 2000: 87).

4.2.17. Ornek

1 <p < xigin

b 1/p
If1L, = ( f FGOIP dx)

ile taniml1 ||. || normu ile C[a, b] bir Banach uzay: degildir.
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4.2.17. Coziim

Oncelikle ||. ||, fonksiyonunun C[a, b] iizerinde bir norm oldugunu gosterelim.
I Her f € C[a, b] icin ||f]l, = 0;

i lfll,=0ef=0;

iil. f € Cla,b] ve a € Fi¢in

b 1/p b
||af||p=<f Iaf(x)lpdx> =|a|<f If(X)Ipdx>

iv. Minkowski esitsizliginden

1/p

olur.

b 1/p
If+gll, = <f |f(x) + g(x)lpdx>

b 1/p b 1/p
s(f If(x)lpdx> +<f |g(x)|pdx>

< Ifllp + lgll,
bulunur.
Simdi C|[a, b] i¢inde bir Cauchy dizisi olusturacagiz ve bu dizinin yakinsadig: fonksiyonun
Cla, b] i¢inde olmadigin1 gosterecegiz.
a < ¢ < b olsun ve N yeterince biiylik bir tamsay1 olsun éyleki a < ¢ — % saglansin.
j=1,...,N—1icin
fi(x) =0, x € [a,b]

ve hern € N igin

( 1,
0 , a<x<c—-—1se
n
x) = 1
fn (%) nx —nc+1 , c—£<xScise
1 , c<x<bhise

ile tamiml f;: [a, b] — R fonksiyonlarini goz oniine alalim. Her n i¢in f;,, fonksiyonunun

[a, b] tizerinde stirekli oldugu kolayca goriiliir. Ayrica

b
I — Fulll = ( [0 - fm(x)l”dx>

<[ Gheowar+ [ (Goyvax

c——
m

c C
=f 1(nx—nc+1)1"dx+J 1(mx—mc+1)pdx
C_ﬁ C—m
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1yn lym
= — —d =nx — 1al
fo " dy + . m y (y = nx —nc + 1 alinirsa )

1 1
_(n+1)n+(m+1)m

oldugundan {f, } bir Cauchy dizisidir. Fakat {f,} herhangi bir f € C[a, b] ye yakinsamaz.

Simdi bunu ispatlayalim.
lf» — fll, = 0 olacak sekilde siirekli bir f € C[a, b] fonksiyonunun var oldugunu kabul
edelim.

_ 0 , x€]lac]ise
9(")_{ 1 , x€(cb]ise

alarak n — oo igin
b
[ 160 - g@rax - o
a
oldugunu goriiriiz (burada g fonksiyonu [a, b] tizerinde siireksizdir). [a, b] i¢indeki herhangi
1/p
Riemann integrallenebilir h fonksiyonu i¢in v,(h) = (f:|h(x)|p) yazalim. Minkowski
esitsizliginden
vp(f —g) < vp(f —fa) + vp(fn -9)
bulunur. n - oo igin v, (f — f,) = 0 ve v,(f, — g) — 0 oldugundan
b
[ e - grrax =0
a

elde edilir. Ozellikle,

c b
j f () — g(x)[Pdx = 0, j FOO) — g0)Pdx = 0

dir. f ve g nin her ikisi de [a, ¢) U (c, b] iginde siirekli oldugundan her
fx)=gx),Vx€lac)U(ch],yneN

bulunur. Bu f nin siirekli olusu ile geligir. O halde {f,,} € CJa, b] Cauchy dizisi C[a, b]

icinde yakinsak degildir. Sonug olarak uzay tam degildir (Soykan, 2008: 115).
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4.2.3. ¢ carpim uzaylar

4.2.18. Tanim
K = C (veya R) olmak iizere X, K cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger,
<> XXX->K
fonksiyonu agagidaki sartlar1 sagliyorsa bu fonksiyona X iizerinde bir i¢ ¢arpim ve (X, <->)
ikilisine de i¢ carpim uzay1 denir.
ih)Herx e Xigin< x,x >>0ve<x,x >=0& x = 6 dir.
i,) Her x,y € X igin < x,y >=< x,y > d.
i;)Herx,yeXvea € Kigin< ax,y >=a < x,y > dir.
iy,)) Herx,y,zeXigin< x+y,z>=<x,z> +< y,z > dir.
i3 ve i, sartlar1 birinci degiskene gore i¢ ¢arpim fonksiyonunun lineer oldugunu gosterir.
i, esitliginin sagindaki ¢izgi kompleks eslenigi gostermekte olup X reel lineer uzaysa yani
K=Rise<x,y>=<y,x>dir.

4.2.19. Ornek
f,g € (Cla,b],K) (K = Rveya K = C) olmak iizere,

b —_—
<f.9>= | re0gGI dx

olarak tanimlanirsa <-> bir i¢ carpim ve dolayisiyla (C[a, b], K) da bir i¢ ¢arpim uzayidir.
i1)
b —
<ff >= [ FeTGdx =0
a

b
<f,f>=0<:>f FxX)g(x)dx =0

SfX)=0of=0

b
<f,g>=| f)g(x)dx

b
[ 9@t ax

b - —
INCGL:

a

=<g,f >
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is)
b —
<af.g>= | (af (g dx
b
- f af (D) dx
b ——
= [ rwgedax
=a<f,g>
ix)

b
<f+ah>= [ [F6)+ g@IRG) dx
b . - S
- j (FGORGD + g GORG)dx

b il b L
=f fx)h(x) dx+f g(x)h(x) dx

=< f,h>+<g,h>

4.2.20. Teorem (Cauchy-Schwartz Esitsizligi)

(X, <->) bir i¢ ¢arpim uzay1 olsun. Bu durumda, her x,y € X igin,
I<x,y>?<<x,x><y,y>

dir.

(X, <->) bir i¢ ¢carpim uzay1 ve x € X olsun. x € X vektoriiniin normu,
x|l =< x,x >1/2= /< x,x >

olarak tanimlanir. Bu tanimin norm aksiyomlarini sagladigi gosterilebilir. O halde, (X, <->)

i¢ ¢arpim uzayi bu tanimla birlikte bir normlu uzay olusturur. Buna bagli olarak Cauchy-

Schwartz esitsizligi,

|[<x,y > <<x,x><yy>=>|<xy> < J<xx> [<yy>= x|yl

olarak yazilir.

4.2.21. Lemma

(X, <->) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve ||x|| = +/< x, x > olsun. Bu durumda, her x,y € X i¢in,
1) lx + ylI + llx — v11? = 2(||x]I* + ||x]|?) (Paralelkenar Kuralr)

ve
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2) <x,y>==[llx +ylI? = llx — ylI* + illx + iyl|? — illx — iy||*] (Kutupsal Ozdeslik)

1
4

esitlikleri saglanir.

4.2.22. Teorem
(X, <*>) bir normlu uzay olsun. Bu uzayin bir i¢ ¢arpim uzay1 olmasi igin gerek ve yeter

sart her x, y € X elemanlariin paralelkenar kuralini saglamasidir.

4.2.23. Ornek

R™ vektor uzayi tizerindeki < x,y >= Y}_; X, Vi carpimiyla R™ bir i¢ carpim uzayidir. Bu
uzay iizerindeki ||. || ,, 1 < p < oo normunu diisiinelim. ||. ||, normunun i¢ carpim yardimiyla
tanimlanabilmesi i¢in paralelkenar kuralini saglamasi gerekir. R™, [|.|[, normu ile
paralelkenar kuralini saglarken p # 2 i¢in ||. ||, normu ile paralelkenar kuralin1 saglamaz.
Yukaridaki teoremden dolayr (R™, |. ||,) bir i¢ ¢arpim uzayi iken (]R”, l]. ||p) p # 2 bir i¢

carpim uzay1 degildir. Gergekten,
x =(1,1,0,0,...,0),y = (1,-1,0,0, ...,0) € R" olmak iizere,

n 1/p
Ixll, = (lem)

k=1

oldugu hatirlanirsa,

lxll, = 242 = Iyll,

ve

x+y=1(200,..0) = |lx+yll, = (2")'/? =2,

x—y=1(020,..0) = |lx—yl, = (2P)1/P =2
olup

lx +ylIZ +llx—yl; =4+4=8
2(11xl1Z + IyllZ) = 2(2%/7 + 22/P) = 4.2%/°
llx + ylIZ + llx = ylIZ = 2(lxl3 + llyll3)

dir.

4.2.24. Tamim (Hilbert Uzayn)
(X, <->) i¢ ¢arpim uzay1 ||x|| = v/< x, x > normuna gore (i¢ garpim yardimiyla tanimlanan
norm metrigine gore) tam ise ((X, <->) uzay1 i¢indeki her Cauchy dizisi yakinsar ise) bu i¢

carpim uzayina Hilbert Uzay1 denir (Musayev ve Alp, 2000: 101).
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4.2.25. Ornek
<>: lz X lz - K,

o0

<x,y>= Z Xk Vi
k=1

fonksiyonu [, iizerinde bir i¢ ¢arpim ve [, bir Hilbert uzayidir (Musayev ve Alp, 2000: 101).

4.2.26. Ornek
(Cla, b], II. ) normlu uzayi bir Hilbert uzay1 degildir. Ciinkii

£ Il = max{|f(x)|:x € [a, b]}

olarak tanimlanan ||. ||, normu i¢ ¢arpim yardimiyla tanimlanamaz.

4.2.27. Ornek

Cla, b] tizerinde

b —
<fg>= f F ()90 dx
ve

IfI7 =< f.f >
olarak tanimlanirsa C[a, b] bir i¢ ¢arpim uzayidir. Ancak Hilbert uzay: degildir.

4.2.4. LP(Q) uzaylari

4.2.28. Tanim
Q, R" de olgiilebilir bir kiime ve u 6lgiilebilir fonksiyon olsun. 1 < p < o olmak {izere

|u(x)|P Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise, yani
f [u(x)|P dx <
Q

saglaniyor ise u(x) fonksiyonlari p. kuvvetten integrallebilir fonksiyonlar sinifi olarak

adlandirilir ve bu sinmif
LP(Q) = {u| u Olgtilebilir fonksiyon, J lu(x)|Pdx < o }
Q

seklinde gosterilir. Bu uzaydaki norm



T =

lullir) = llull, = Uﬂlu(x)lp dxl

seklinde tanimlanir.

4.2.29. Teorem
LP (Q) lineer bir uzaydir.

4.2.29. Ispat
u,v € LP(Q) ve a € R olsun.

L

jlau(x)lp dx = Ialpj lu(x)|? dx < o,
Q Q

Ii.
flu(x) +v(xX)|P dx < j(lul + |v])P dx
Q Q
S][Z.max{lul,lvl}]p dx
Q

< ZPf(Iulp + |vlP) dx
Q

=2P <f Iulpdx+f|v|p dx)
Q Q

< ©

oldugundan lineer uzaydir (Pigkin, 2017: 25).

4.2.30. Teorem (Riesz-Fischer)

1 < p < oo olsun. LP(Q) uzay: Banach uzayidir.

4.2.31. Ornek

Q=(0,8) veu(x) = \/% olsun.

I u(x) € L(Q) oldugunu gosterelim.
i, u(x) & L?>(Q) oldugunu gosterelim.

37



4.2.31. Céziim
L.
9
flu(x)l dx = f|i| dx
0 ) Wx

8
=2vVx + 1]
=4 <o

oldugundan u fonksiyonu L(Q) = L(0,8) uzaymin elemanidir.

9
1
f|u(x)|2dx=j|
Q 5 x+1

=In(x+ 1)[3

IL.

2
dx

= 00

oldugundan u fonksiyonu L?(Q) = L?(0,8) uzaymin elemani degildir.

4.2.5. Baz1 onemli esitsizlikler

4.2.32. Teorem
a,b > 0vel <p < o olsun. Bu durumda
(a+ b)P < 2P71(aP + bP)

esitsizligi saglanir.

4.2.33. Teorem (Young Esitsizligi)
a,b=>0vep > 1igin %+ é = 1 olsun. Bu durumda
alP b1

ab < —+—
p q

esitsizligi saglanir.

4.2.34. Teorem (Holder Esitsizligi)

38

1<p<oove %+ é = 1 olsun. Eger u € LP(Q), v € L1(Q) ise bu durumda uv € L(Q) ve

luvlly < llull,llvilg

dir.



4.2.34. Ispat

uve v den biri veya her ikisi sifir oldugunda esitsizlik agiktir. u # 0,v # 0 olsun.

p q
durumda ab < -+ % Young esitsizliginde

a= [ul ve =ﬂ
llull, vl
olarak alinirsa
() ()
|ul . vl _ Ml N vl
lull, llvllg = » q
|ul? lv]

pllully * qllviig

elde edilir. Buradan her iki tarafin Q bolgesi lizerinde integrali alinirsa

lul vl lulP vl
. dx < 7 T 7 | dx
o llull, vl a\pllully  qllvilg
esitsizligi saglanir. Buradan bazi diizenlemeler yapilirsa
1 |ul? lv]4
——— | |uv|dx < sdx + | ——=dx
lullpllvllg Jg QP”u”p QCI||17||q

1 f 1
|ul? dx + flvlqu
plll? ), qlivll? Jq

ifadesine ulasilir.
[ hul? dx =l v [ 117 dx = vl
Q Q
oldugundan
1 1 1
—jluvldxs—+—
lullpllvllg Jo P q

=1
dir. Boylece

fﬂ|uv| dx < Ilull, v,

luvlly < llullpllvilg

bulunur (Piskin, 2017: 30).
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4.2.35. Sonuc
p,q,vr > 0ve %+ % = %olsun. Egeru € LP(Q),v € L1(Q) ise bu durumda uv € L™ (Q) olur
ve

luvlly < llullyllviiq

dir.

4.2.36. Teorem (Ters Holder Esitsizligi)
1<p< oove%+3= Tolsun.u € LP(Q) ve 0 < [ |v|?dx < oo ise

luvlly = llull,llviiq

dir.

4.2.37. Teorem (Minkowski Esitsizligi-integral formu)
1 < p < oo olsun. Eger u, v € LP(Q) ise bu durumda u + v € L (Q) ve

lu +vll, < llull, + vl

dir.
4.2.37. Ispat
p=1ise
lu+ v, = f |lu + v| dx
Q
Sfluldx+f|v|dx
Q Q
= [Jully + llvll4
elde edilir.
p>1lise

f|u+v|pdx=f|u+v|p‘1 |lu + v|dx
Q Q

Sf|u+v|7"‘1 |u|dx+J lu +v|P71 |v|dx
Q Q

yazilabilir. Esitsizligin sag tarafindaki integrallere Holder Esitsizligi uygulandiginda

1/p 1/q
f|u||u+vl’9‘1 dx < <f |u|P dx) <f lu + v|P~D4 dx)
Q Q Q

+-=1den (p — 1)q = p oldugundan

SRR
Q|-
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1/p 1/q
f|u||u+v|p_1dxs<f |u|? dx) <f lu + v|P dx)
Q Q Q

= llull,llu + v||5/

elde edilir. Benzer sekilde
[ i+ vl dx < ol + w1
Q
yazilabilir. Bu ifadeler esitsizlikte yerlerine yazilirsa

J.Iu+v|p dxsf|u||u+v|p_1dx+f|v||u+v|p_1dx
Q Q Q

< Nullpliw + vIIE® + vl lu + v]B?
= (lull, + Ivll,) llu+ vIIE4
lu +vlI? < (llull, + ) llu + v]B/
olur. Esitsizligin her iki tarafi ||u + vllz/ 7 {le boliiniirse
llu + vIE7 < (llull, + 1v]1,)
lu+vll, < llull, + v,

elde edilir (Pigkin, 2017: 32).

4.2.38. Teorem (Ters Minkowski Esitsizligi)
1 < p < oo olsun. Eger u,v € LP(Q) ise
ul + v, = llull, + v,

dir.

4.2.39. Teorem (interpolasyon Esitsizligi)

1<p<q<rve0<8<1lign §+1;—9=% olsun. u € LP(Q) N L7(Q) ise u € L(Q)
ve
Nullg < llulldlluliz—8
dir.
4.2.39. Ispat
s =% ve §+Sl,= 1 olsun. Bu durumda s = 1 ve
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P
__Yq
6%—1
_p
p—6q
elde edilir. Ayrica % + 1;—9 = 5 = p—p;eq = (1_r9)q oldugundan
y_ S P
S_s—l_p—eq
, r
T T (d-0)

olur. Holder esitsizligi kullanilirsa

lull? = j [ul? dx
Q

= [ Il =24
Q

1/s 1/
() (o)
Q Q

1-6
9| S0

SI

_ 0

= [lull,

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafinin 1/q uncu kuvveti alinirsa
lullg < Nullgllullz—°

bulunur (Piskin, 2017: 36).

Not
0< 60 <1veVu € X i¢in
lully < cllullgllulz®
seklindeki esitsizliklere interpolasyon esitsizlikleri denir. Bu esitsizlikler analizde 6nemli rol

oynar. Ayrica kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varliklarimin ispatlarinda da

kullanilir.
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4.2.6. L*(Q) uzay

4.2.40. Tanim

Q bolgesinde 6l¢iilebilir bir u fonksiyonu igin hemen hemen her yerde |u(x)| < K olacak
sekilde bir K sabiti bulunabiliyorsa u fonksiyonuna hhh yerde sinirlidir denir. Bu sekilde
tanimlanan K sabitlerinin en biiyiik alt siirma |u| nun Q bolgesindeki esas (essential)
supremumu denir ve

esssup|u(x)|
X€EQ

ile gosterilir. ) bolgesinde hemen hemen sinirli u fonksiyonlarinin olusturdugu vektor
uzayina L () uzayi denir ve
L*(Q) = {u: Q - R| u 6lgiilebilir ve |u| < K olacak sekilde bir K sabiti vardir.}
olarak ifade edilir. Bu uzay
lulli=o ) = eSfeS(;lplu(x)I
= inf{K:|u| < K}
normu ile bir Banach uzayidir (Piskin, 2017: 49).

4.2.41. Ornek

1. u(x) = Inx fonksiyonu L” (R) uzaymin elemani midir?

2. v(x) = cosx fonksiyonu L* (R) uzayinin elemani midir?
4.2.41. Céziim

1. u(x) = Inx fonksiyonu sinirli olmadigindan u ¢ L*(R) dir.
2. |lv(x)| = |cosx| < 1 oldugundan v € L*(R) dir.

4.2.42. Teorem
u,v € L°(Q)iseu+v € L*(Q) ve

lu +vile < llullo + [Ivlle
dir.

4.2.43. Teorem
u€L(Q)vev € L*(Q) ise
luvlly < llullillvlle

dir.
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4.2.7. LP(Q) uzayinda gomiilme

4.2.44. Teorem
vol(Q) = fQ dx < oo (A bolgesisinirl)) ve 1<p <qg <o olsun. u € Li(Q) ise bu

durumda u € LP(Q) dir ve

llull, < (UOI(-Q))%_%”U'”q
olur. Yani
L1(Q) - LP(Q)
gomiilmesi gegerlidir (Adams, 1975: 25).

4.2.45. Sonug
Q bolgesinin 6lgiimii sonluve 1 < p < q < o ise

L*(Q) o L1(Q) © LP(Q) & L1(Q)
elde edilir.

Not

Q1 bolgesi sonlu degil ise gomiilme gegerli degildir.

428. LY

loc

() uzayr

4.2.46. Tanim
Q,R™ de bir bolge ve 1 < p < oo olsun. Q bolgesinin her bir kompakt alt kiimesinde p.
kuvveti integrallenebilen Q bodlgesindeki biitiin dlciilebilir fonksiyonlar uzayr LY ()

loc

uzayidir ve
L () ={uluelP(¥), V¥ cc Q}

ile gosterilir.

4.2.47. Tanim
) lizerinde hemen hemen her yerde tanimlanmis ve her ¥  Q i¢in u € L' (W) seklindeki u

fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir ve u € L},.(Q) olarak yazilir.

4.2.48. Sonu¢: 1 < p < oo ve herhangi bir Q) bolgesi igin
LP(Q) < L (Q) € Lip ()

loc
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elde edilir. Buna gére L},.(Q) integrallenebilir fonksiyonlarin en genis uzayidir.

4.2.49. Ornek
Q= (1,2), u(x) =— fonksiyonu verilsin. u & L'(Q) fakat u € L},.(00) oldugunu

gosterelim.
4.2.49. Coziim
211
f lu(x)| dx = f —’ dx

= (In|lx — 1|

= 00

oldugundan u € L'(Q) dir. Simdi Q = (1,2) bolgesinde 1 < a < b < 2 olacak sekilde

(a, b) alt araligini alalim. Bu durumda

b b 1
[ eorae = [} =] ax

= (In|x — 115
1 b_1|<
— (0e]

n a—1

olur. Buradan u € Lj,.(Q) elde edilir.

4.2.9. Siirekli fonksiyonlar uzayi

4.2.50. Tanim

Q kiimesi tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlar kiimesi C () ile gosterilir. Bu uzayda norm
llullce) = suplu(x)|
xX€Q

olarak tanimlanir (Piskin, 2017:58).

4.2.51. Tanim
Q kiimesi tizerinde tanimli m. mertebeye kadar biitiin D%u tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar

C™(Q) ile gosterilir. Ayrica C°(Q) = C(Q) dir. Bu uzayda norm

lullgmey = ) suplDeuCo)|
|alem XEN

olarak tanimlanuir.
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C* () uzayi ise biitiin mertebeden tiirevli ve siirekli fonksiyonlardir. Baska bir deyisle

o)

co@ =] cm@
m=0

seklinde ifade edilir (Piskin, 2017: 58).

4.2.52. Tanim
Cz(Q), C(Q) daki smirh fonksiyonlardan olusan uzaydir. Cg* () ise m. mertebeye kadar
biitiin D%u tiirevleri siirekli ve sinirli olan fonksiyonlar uzayidir ve
CR(Q) = {u € C™(Q): llullemeqy < oo}
olarak gosterilir (Pigkin, 2017: 59).

4.2.10. Zayif tiirev

4.2.53. Tanim
u € L1,.(Q) ve a ¢oklu indisi verilsin. Vi € C§*(Q) icin

fl,lmdx — (—1)'“|juD“ Ydx
Q Q

ise v € Lj,.(Q) fonksiyonuna u nun a. zayif (genellestirilmis) tiirevi denir ve v = D%u
seklinde yazilir (Pigkin, 2017: 63).

4.2.54. Ornek
Q = (0,2) olmak iizere

x; 0<x<1,
”(")‘{ 1, 1<x<2,

fonksiyonunun zayif tiirevini bulalim.

4.2.54. Coziim

Y € C5°(0,2) ve Du(x) = v(x) olsun. Bu durumda
2

JOZuDv,bdx = fluDz/)dx +f uDydx

0 1
2

= J:th/de +f Dydx

1

olarak yazilabilir. Burada sag taraftaki ilk integrale kismi integrasyon uygulanirsa
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2 1
f uDydx =x1p|(1)—f Ydx + |3
0 0
1
= 1.y(1) — 0.9(0) f Ydx + P(2) — (1)
0

= —f Ydx +P(2)
0

elde edilir. Y € €5°(0,2) oldugundan ¥(2) = ¥ (0) = 0 dir. Buna gore

LzuDlpdx = — Joltpdx
= —fll.t/)dx — fZO.l/de
0 1

=— Jozvlpdx

bulunur. Buradan

{ 1, 0<x<£1,

Du=v=1 o 1<x<2

olarak elde edilir (Piskin, 2017: 63).

4.2.55. Teorem
L Bir fonksiyonun klasik tiirevi varsa zayif tiirevi de vardir. Zayif tiirevi olan
fonksiyonlarin klasik tiirevleri olmak zorunda degildir.
iL. Klasik tiirev noktasaldir, zayif tiirev ise bolgeseldir.
1. Zay1f tiirev lineerdir.
Uy, U, € L, (Q) ve ¢y, c; € R igin
D%(ciuy + coup) = ¢ D%(uy) + ;D% (uy)
dir.
iv. D*u = v ve DPv = wise D**Pu = w dir (Piskin, 2017: 68).

Not
Bir fonksiyonun klasik tiirevinin olmasi i¢in siirekli olmasi1 gerekir. Zayif tiirevin varlig1 i¢in

siireklilige ve klasik tiirevin varligia gerek yoktur. Integralinin olmas yeterlidir.



4.2.11. Sobolev uzaylari

4.2.56. Tanim
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Q © R™ agik bir kiime, k € N U {0} ve 1 < p < oo olsun. L, (Q) uzayinda alinan ve k- ymc1

mertebeden kismi tiirevlere sahip fonksiyonlarin uzayina sobolev uzayi denir ve
WwkP(Q) = {u € L,(Q)|D*u € L,(Q), 0 <|a| <k}

seklinde tanimlanir.

Burada,

I u: Q — R lokal integrallenebilen fonksiyon,

iL. a bir multi-index olup |a| = a; + ay + -+ ay,
iii. D% = 0% =0%9% ..9%y = o

9x1%19x,%2 00,1
olarak tanimlidir.
iv. D%u, u nun a- ymci mertebeden genellestirilmis tiirevidir.

V. WkP(Q) uzay, 1 < p < o0 igin

l/p
llullyxr =< Z ||Dau||fp(m>
0<|a|<k
Ve p = oo i¢in
J— a
2l rp () = Ogll;lékIID ull,,, (Q)

normuna gore bir Banach uzayidir.

VI p = 2 icin W*2(Q) uzay

1
— 2
(u,u) —( z ||Dau||Lp(Q)>
o<|al<k

i¢ ¢arpimina gore bir hilbert uzayidir.

4.2.57. Teorem
WP (Q) uzay1 bir Banach uzayidir.

Not
WP (Q) uzayinda k = 0 ise WP (Q) = LP(Q) ile gosterilir.
p = 2 ise Wk2(Q) = H*(Q) olarak ifade edilir.
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4.2.58. Tanim
I CS () uzaymnm W*P(Q) uzayindaki kapanis Wok‘p (Q2) sobolev uzayidir.
IL. Wok‘p (Q) uzayr, WkP(Q) uzaymda bulunan ve (m — 1). mertebeye kadar biitiin

tirevleri Q nin dQ smirinda sifir olan fonksiyonlarin kiimesidir. Diger bir ifadeyle
WP (Q) = {u € WrP(Q): ulpg = u'lpgg =+ = u(m—1)|aQ = 0} seklinde  yazilir.

Buradan Wok'p (Q) uzayr WP (Q) uzayinm alt uzay: oldugu goriilir.
Bununla birlikte bu uzaylar arasinda herhangi k pozitif tamsayisi igin
Wy (Q) & WP (Q) & LP(Q)

stirekli gdmiilmesi mevcuttur (Adams, 1975: 45).

4.2.59. Ornek
Q =[0,2m] x [0,27] ve u(x) = u(xy, x,) = cosx; + sinx,

olsun. u fonksiyonunun W*2(Q) uzayinin elemani oldugunu gésterelim.

4.2.59. Coziim
u € W12(Q) olmasi icin u nun ve birinci mertebeden kismi tiirevlerinin L?(€) nin eleman:

olmasi1 gerekir. Diger bir ifadeyle,
Ju
ue€ LZ(Q) — e L2(Q) ve FP € L?(Q)
X2
olmalidir. —1 < cosx; < 1ve —1 < sinx, < 1 oldugundan
2m 2T
f |ul? dx = f f |cosx; + sinx,|? dx,dx,
Q

0

21 21

ff|1+1| dx;dx,
21 21
JJAdeldxz
= 16m?% < oo,
21 21
ou |
J — dx=J JI—Sinxllzdxldxz
q10x; -

21 21T

SJ Jlllzdxldxz
0

0
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=41% < ©

Ve

21 21

dx—f flcosle dx,dx,

,f |6x2

21 2T

Sf flllzdxldxz
0

0

= 4% < 0
elde edilir. Dolayisiyla u € L? Q), 5 E L2(Q) ve ;: € L*(Q) oldugundan u € W2(Q)
2

dir (Pigkin, 2017: 71).

4.2.60. Ornek

2
Q = (0,2) olsun. u(x)=x7 fonksiyonu icin |lullz¢q) Ve [lullyrziq) normlarin

hesaplayalim.

4.2.60. Coziim

1
2
lull 200 = ( f |u|2dx>
Q
2 2
f X
0

—| dx
_ 410
10 ’

lallyrz ey = < f [ul? + |Vu|2)
Q

2
+ |x|? dx

N[~

2

N =

N =

2

2
f X
0

_ 815

15

olarak elde edilir.
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Sobolev uzaylarinin direkt toplami

k > 0 sayis1 ve q > 1 reel sayis1 icin Sobolev uzaylarinmn W*4(—1,0) + W*4(0,1) direkt
toplami,

lellge = lullya_y g + lllyao s
normu ile verilen sirasiyla (—1,0) ve (0,1) araliklar iizerinde W*4(—1,0) ve W*4(0,1)
uzaylarina ait olan [—1,0) U (0,1] araliginda tamimlanmis u = u(x) kompleks degerli

fonksiyonlarin Banach uzayi olarak tanimlanir.

4.2.12. Interpolasyon uzaylar

4.2.61. Tanim
X, Y Banach uzay1 ve V Hausdorff topolojik vektor uzayi olsun. (X,Y) Banach uzaylari
¢iftinin her ikiside Hausdorff topolojik vektor uzayr V ye siirekli gémiilebilir (X,Y c V)
olmasi durumunda (X, Y) giftine interpolasyon ¢ifti denir.
Bu durumda X N Y kesisimi V nin lineer altuzayidir ve
llllxny = max{[leully, [[«lly}, v €XNY
normuna gore bir banach uzayidir.
AyricaX+Y ={x+y: x € X, y € Y} uzay1 V nin lineer alt uzayidir ve

u = inf X , WEX+Y
lellxey = dnf Gl + 1yl) +

normuna sahiptir.

Not
j=01i¢inT € L(X;,Y;) olmak iizere
T:XO +X1 - YO + Yl

lineer operatoriiniin X; uzayina kisitlanigi T'|x . de lineer bir operatordiir.
J

4.2.62. Tanim

(Xo, X1) ve (Y, Y1) Banach uzaymin bir interpolasyon ¢ifti ve X, Y Banach uzaylari olsun.
I Eger XoNX, c X cX,+X; gomilmeleri strekli ise X wuzayma (X, X;)
interpolasyon ¢iftine gore bir ara (intermediate) uzaydir denir.

il X uzay1 (X,, X;) interpolasyon ¢iftine gore ve Y uzay1 (Yp, Y;) interpolasyon ¢iftine
gore birer ara uzay olsun. Her T: X, + X; = Y, + Y; lineer operatorii igin

T € L(X;,Y),j=01=T|x € L(X,Y)
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ise X uzayina (X, X;) interpolasyon ¢iftine gore Y uzayma (Y, Y;) interpolasyon giftine
gore interpolasyon uzaylar1 denir.

1. X =Y ve (X,,X,) = (Yy,Y;) olmak tizere ii. sart1 saglaniyorsa X uzayma (X,, X;)
interpolasyon ciftine gore interpolasyon uzayi denir.

iv. 6 € [0,1] olmak tizere her T € L(Xj, Y})] = 0,1 i¢in

T 2ceyy < CITco v 1T ) (1)
esitsizligi saglanacak sekilde bir C > 0 sayis1 varsa X ve Y uzaylarna sirasiyla (X,, X;) ve
(Yy, Y1) interpolasyon ciftlerine gore interpolasyon uzaylari denir. C =1 ise X ve Y

uzaylarina tam interpolasyon uzay1 denir.

4.2.63. Ornek
i 0<a<l1lkeN,ve
Co°(R™) = {f:R" - K siirekli ve sinirli}
Ifllcommy = xSélﬂgllf(X)I
C*(R™) = {f: R" - K k-defa siirekli tiirevlenebilir: 3Zf € C°(R™), V|a| < k}
Ifllckgny = sup sup [0y f (x)]

|a|sk xeR™
C*(R™) = {f:R" = K: [|f [l cern) < oo}
|f () = F(Y)l
Ifllcawny = sup [f(xX)|+ sup ——————
X€ERM x,yERM x£y lx — yl
olsun. O halde C*(R") uzay1, C°(R™) ve C*(R™) uzaylarmin bir ara uzayidir. Daha agik
olarak her f € C1(R") i¢in
1fllcaqamy < CIANEaGn LI g,

olacak sekilde C > 0 sayis1 vardir.

IL. 1 < p < wigin LP(U, w), (U, u) 6lgii uzay iizerindeki genel Lebesgue uzayini ifade

etsin. Bu durumda% = lp‘—" + pi olacak sekilde, her 1 < po, ps,p < o ve baz1 8 € [0,1] iin
0 1

LP (U, u) uzay1, LPo (U, u) ve LP1(U, u) uzaylarinin bir ara uzayidir.
Bu, her f € LPo(U, u) N LP1(U, ) igin genellestirilmis Holder esitsizliginden

e < IF N o 1w
elde edilir.
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4.2.64. Sonuc
Son iki esitsizlik, ¥; = K segilirse (1) esitsizliginin 6zel bir durumudur. Asagidaki teorem
ikinci 6rnekteki LP (U, u) uzayinin 8 kuvveti (LPo (U, u), LP1(U, u)) e gore tam interpolasyon

uzay1 oldugunu gosterir.

4.2.65. Teoerem (Riesz-Thorin)
1 < po,P1,90, 91 < 0,6 € [0,1]; (U, p) ve (V,v) g-sonlu 6l¢ii uzaylari ve K € C olsun. Bu
durumda,

1 1-6 6 1 1-6 6

P DPo P14 G ¢

olmak iizere,
T € L(LPI(U,w), LY (V,1)),j = 0,1 = Tl € LILP(U, W), L1V, v))
dir. Ayrica, her T € L(Lpi(U, w), LYV, v)),j = 0,1 i¢in

-6 9
”T”L(Lp,Lq) < ”T”}C(LPO‘LQO)”T”L(Lpl'[}h)
esitsizligi saglanir.
Riesz-Thorin interpolasyon teoreminin basarisiz oldugu bazi durumlarda Marcinkiewicz

teoremi uygulanabilir.

4.2.66. Teorem (Marcinkiewicz)

1< po,P1,90, 91 < ®, qo = q4; 0 € (0,1); (U, u) ve (V,v) dlgii uzaylari olsun. Ayrica
1 1-6 86 1 1-6 6
= + = +

p P P 4 QG @
olsun ve p < q oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

T € L(LPiU,m, LY (V,1)).j = 0.1 = Tl € L(LP (U, 1), 19(V, v))

dir. Ayrica, her T € £ (Lpf(U, W, LYW, v)) ,j = 0,1 icin

esitsizligini saglayacak sekilde bir Cy sayist vardir.
Burada LI(V,v), 1 < q < o ise
C
Li(v,v) = {f: V - K olgiilebilir : m(¢t; f) < t_q hert > 0 ve baz1 C > 0}

olarak tanimlanan zayif L?-uzayidir.
t>0igcinm(t; f) =v{{x €V :|f(x)| > t}), f nin genellestirilmis fonksiyonunu belirtir.
Ayrica, ¢ = oo ise LY (V,v) = L®(V,v) olur.
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Not
Li(v,v),
1
Ifll,2 = sup tm(t; ) "/a
t>0

olarak ifade edilen quasi-norm ile quasi-normlu uzaydir. Burada bir X vektor uzayi
tizerindeki ||. || quasi-normu, bazi C = 1 ve her x,y € X igin

llxx + yll < ClixIl + [lylD
esitsizliginin, liggen esitsizligi ile degistirmesi disinda bir norm ile ayni1 kosullar1 saglar.
Sinirli operatdrler ve operatdriin normu, normlu uzaylarda oldugu gibi quasi-normlu uzaylar

icin de ayn sekilde tanimlanir.

4.2.67. Sonuc

Ayrica L1(V,v) = L* olarak gosterilir.

Genel interpolasyon teorisi, interpolasyon uzaylarinda uygun aileleri olusturmak ve onlarin
ozelliklerini ¢aligmak icin kurulmustur. Interpolasyon uzaylarinin en iyi bilinen ve yararl

aileleri gercek interpolasyon uzaylari ve kompleks interpolasyon uzaylaridir.

Reel Interpolasyon

(X, Y) reel interpolasyon cifti olsun. I, (0, ) da bulunan herhangi bir aralik ise, LY (I) I da
dt/t dlgiisiine gore LP Lebesgue uzayidir. Ozellikle LY (1) = L* (1) dir.

K-Metot

4.2.68. Tanim
t>0veherx € X +Y icin
K(t,x,X,Y)= inf (Ilallx + tliblly)

x=a+b,a€X,bEY
dir. Burada K (¢t, x, X, Y) yerine K (¢t, x) yazabiliriz. Simdi K fonksiyoneli araciligiyla Banach

uzayinin bir ailesini tanimlayalim.

4.2.69. Tanim
0<6<1,1<p<ooolsun.
X, V)gp={x€X+Y:tot9K(t,xXY) € LL(0,+)},

lxllx vy, = 670K (6%, X,Y) ||Li’(o,+oo);



55

olarak tanimlanan uzaylara reel interpolasyon uzay: denir.
— . Tim +=0
(X,V)y = {x €X+Y: Jim tOK(E %X, Y)}
= lim t9K(t,x,X,Y) = 0.

t = K(t,x), her x € X +Y icin (0,00) da siirekli oldgundan (X,Y)y © (X,Y)g o dir. Bu
(X, Y)g uzaylarina siirekli interpolasyon uzaylari denir.

X P ||x||(X,y)9,p doniisiimii (X, Y)g,, de bir normdur. ||x||(X,y)9‘p yerine ||x|[o,, yazabiliriz.

Not
Her t > 0icin K(t,x, X,Y) = tK(t™%,x,Y, X) dir. L (0, +0) de T = t~! déniisiimii ile
X,V)gp =V, X)1-6,0<0<1,1<p<co
Ve
X,Y)o = (¥, X)1-0
alacagiz.
Baz1 6zel durumlar diistinelim.
i X =Y olsun. Oyleyse X + Y = X ve K(t,x) < min{t, 1}||x|| dir. Bu nedenle
Xc(X,X)gp,0<0<11<p<o
dir.
Bir sonraki onermede herhangi bir interpolasyon ciftinin (X,Y)y, € X +Y oldugunu
gorecegiz. Boylece X =Y ise (X,X)g,, = X dir.
iL. Eger X NY = {0} ise x = a + b olacak sekilde her x € X + Y i¢in farkli a € X ve
farkli b € Y vardir. Bundan dolayr K(t,x) = |lallx + tllblly ve t =t PK(t,x) x=0
olmadikga L7 (0, +o0) ye ait olamaz. Bu nedenle her p € [1,],6 € (0,1) i¢in (X,Y)p, =
(X,Y)g = {0} dur.
IiL. Y c X oldugu 6zel durumlarda her x € X igin K(t,x) < ||x||x dir. Boylece her a >

0ve tliT t 9K(t,x) = 0icint » t 9K (t,x) € L”(a, +0) dir. Bunedenle t "°K (¢, x) nin

sadece t = 0 civarinda (X,Y)y, ve (X,Y)q nin tamminda rol oynar.

4.2.70. Onerme
0<0<1 1<p;<p, <™igin

XnYc X Y)gp € X, Y)gp, € X,V)gc X, V)goo CX+Y
dir. Dahas1
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(XrY)H,oo C X N Y
dir. Burada X,Y X + Y de X, Y nin kapanisidir.

4.2.71. Onerme
YcXise0<6; <0, <1igin

(X,Y)g, 00 € (X,Y)g, 1
dir. Bu nedenle her p, q € [1, ] i¢in

X,Y)g,p © (X,Y)g, 4

yazilir.

4.2.72. Onerme
v 0 €(0,1) ve p € [1,00] igin (X,Y)q, bir Banach uzayidir. V8 € (0,1) i¢in (X,Y)g,

(X,Y)g o nin normu ile verilen bir Banach uzayidur.

4.2.73. Teorem

(X4, Y1), (X3, Y,) interpolasyon ¢ifti olsun. V6 € (0,1) ve p € [1, ] igin

T € L(X1,X5) N L(Yy,Y,) ise T € L((X1,Y1)gp (X2, Y2)gp) N L((X1,Y1)e, (X3, Y2)g) dir.
Dabhasi,

1-6 [Z]
IT (e pate,) < ITioe ) (1T v, v)
dir.

4.2.74. Sonug
(X,Y) interpolasyon ¢ifti olsun. 0 < 8 < 1,1 < p < o igin
1Yl < c@DIYIE°IYIT vy exny

olacak sekilde c(8, p) vardir.

Ornekler

Bazi temel 6rnekleri inceleyelim. C, (R™), || || supremum normu ile verilmis, R™ de siirekli
smirli fonksiyonlarin uzayi; CE(R™), ||flle + Xr1lIDifllc Normu ile verilmis smirl
tiirevler ile siirekli tlirevlenebilir fonksiyonlarin alt kiimesidir.

6 € (0,1) igin CZ (R™),
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Ifllgo = IFlloo + [Flgo = lflleo + sup L =S W

xzy X —Y ¢
normu ile verilmis diizgiin ve sinirli Holder siirekli fonksiyonlarin kiimesidir.
0 € (0,1),p € [1,) i¢in
_ p Yo
Floos = ( [ @-ror, dy) e
R

AR |x _ y|9p+n

olacak sekilde tim £ € L (R™) nin uzay: WP (R™) dur.

Normu ||. ||,» + [. ], e dir.

4.2.75. Ornek
0<6<1, 1<p<ooigin

(o @®m,ci@®m) = chmm,

(1P (R, WP (RY)), = WOP(R™)

normlar1 esdegerdir.

4.2.76. Ornek
(Q, ) a-sonlu 8lgiilebilir bir uzay olsun. Oyleyse (L*(2), L*(Q)) bir interpolasyon giftidir.

0<60<1,1<qg<ooigin
1
(L"), L (W), =L@

elde ederiz.

Iz Metot
Bu boliimde reel interpolasyon uzaylarinin bir bagka yapisini tamimlayacagiz. iz teorisi ve

interpolasyon teorisi arasinda baglanti kuracagiz.

4.2.77. Tanim
0<6<1,1<p<oicinV(p,b,Y,X)veher0 <a<b < o igin
u € WP(a,b; X +Y) olacak sekilde tiim u: R, — X + Y fonksiyonlarmn kiimesi olarak
tanimlanir.
t = up(t) = tou(t) € L (0, +o0; V),
t = vg(t) = t%u'(t) € I2(0, +0; X)

doniisiimii ve normu
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lellygpoy.1 = 16l 40w + 19811120 2o
olarak verilmistir.
Dahasi, p = 0 i¢in

Vo(e,0,Y,X) = {u € V(0,6,,X): lim||e?u(®)[|,, = lim[|e®w'®)]], = 0}

ile V(o0,0,Y,X) nin alt uzay1 tanimlanir.
V(p,0,Y,X), |l llvep,e,y,x) normuyla verilen bir Banach uzayidir. Dahas1 V(p, 8,Y, X) ye ait
her fonksiyon t = 0 civarinda X-degerli siireklilige sahiptir. Gergekten de 0 < s < t igin
u(t) —u(s) = fst u'(0) do esitliginden 1 < p < o i¢in

1/p’

t 1/p t
||u<t)—u<s>||xs<f ||09-1/pu'(o)||§do) ( J 0-(9-1/p>p'd0)
S s

1 1
< llullygorxlp' (1 — )] (£ A0 — sP"A=0Y" 5" = p/(p — 1)
elde ederiz. Benzer sekilde p =1 veya p = oo ise u nun t = 0 civarinda diizgiin siirekli
oldugu goriiliir.
Asagidaki sonug¢ yardimiyla reel interpolasyon uzaylarmi iz uzaylari olarak karakterize

edebiliriz.

4.2.78. Sonug
1<p<o0<0<1vel<a<owiginu,L£(0,aq;X) ye ait

t = ug(t) = t%u(t) olacak sekilde bir fonksiyon olsun.
t

1
v(t) = —J u(s)ds,t >0
tJo
ortalama deger ile aym 6zelliklere sahiptir ve vy (t) = tv(t) icin

”v9”l,f(0,a;x) < 1-0 ”uellLf(o_a;X)

elde ederiz.

4.2.79. Onerme
(6,p) € (0,1) X [1,+00] icin (X,Y)g,, V(p,1—06,Y,X) de fonksiyonlarm t =0 da
izlerinin kiimesidir ve
Ixllg% = inf{llullyp,i-ar.x:x = u(0),u € V(p,1-6,Y,X)}
(X,Y)gp de esdeger normdur. Ayrica 0 <6 <1 igin (X,Y)g, Vo(o0,1—-6,Y,X) de

fonksiyonlarin ¢ = 0 da izlerinin kiimesidir.
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4.2.80. Alistirma
1
X=ILP(R"), Y =WWYRY)vel =1- %, 1 < p < oo secelim. Bu durumda W' 77 (R™)
1
nin karakterizasyonunu elde ederiz. w PP (RM),
(x,t) » v(x,t) € WYP(R**1) fonksiyonlarmm (x,0) daki izlerinin uzayidir. Nitekim

1
Omek 4.2.75 sayesinde W' »"(R"™) = (LP(R™), W P(R™), = oldugunu biliyoruz.
L

1
Onerme 4.2.79. dan W' #P(R™), v € V (1/p ,p, WP (R™), LP (R”)) fonksiyonlarmin

t =0 da izlerinin uzayidir. Fakat v € V(l/p,p,Wl'p(Rn),Lp(R”)) ancak ve ancak

v(x,t) = v(t)(x) fonksiyonu WIP((R?*1)) dedir. Nitekim &lgiilebilir fonksiyon
tanimindan w: (0, +00) = LP(R™) fonksiyonu 6lgiilebilirdir ancak ve ancak
(t,x) » w(t, x) ol¢iilebilir oldugu goriiliir. Degerlendirmelere iligskin olarak

t & tYPu(t) € L2((0, +0), WLP(R™)) iken

+00 L
f f lv(x, t)|P + Z|Uxi(x, t)|p dxdt < o
v Ry i=1
olur.

£ o £120(6) € 12((0, +o0), LP(R™) ) iken v', LP (R™) de dlgiilebilirdir ve
40
f Iv,(x, ) [Pdxdt < oo
0 R"

anlamina gelir.

Ozellikle p = 2 secersek (x,t) » v(x,t) € HY(R?*1) fonksiyonunun (x,0) da izlerinin
uzay1 H/2(R™) elde ederiz.

Bu alistirma interpolasyon teorisi ve iz teorisi arasinda 6nemli bir baglant1 oldugunu gdsterir.

Iz metodu yardimiyla baz1 énemli yogunluk dzelliklerini kanitlamak kolaydir.

4.2.81. Onerme
0<f<lolsun.1<p<oicinXNY,(X,Y)g,deyogundur.p = coigin (X,¥)g, X NY
nin (X,Y)g o da kapanisidir.
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4.3. Baz1 Operatorler ve Ozellikleri

4.3.1. Tanim
X ve Y bos olmayan kiimeler ve D € X olsun. D deki her bir elemana Y de bir tek eleman
karsilik getiren kurala D den Y ye bir doniisiim denir. Vektor uzaylar ve 6zellikle normlu
uzaylar s6z konusu oldugunda bu doniisiimlere operator adi verilir.
T,D den Y ye bir operator ise
T:DCX-Y

seklinde yazilir. Burada D ye T nin tanim kiimesi denir ve D (T) ile gosterilir.

R(T)={yeY:y=Tx),x € D(T)}

kiimesine de T operatoriiniin deger (veya goriintii) kiimesi denir.

4.3.2. Tanim

T,P: X — Y operatorleri verilsin.

Eger D(T) = D(P) = D ve her x € D igin T(x) = P(x) ise T ve P operatorleri esittir denir
ve T = P yazilir. Eger D(T) € D(P) ve her x € D(T) i¢in T(x) = P(x) ise T operatoriine

P nin kisitlamasi denir ve T = P|p gy ile gosterilir.

4.3.3. Tanim
T: X — Y bir operator ve b € Y olmak iizere her x € X i¢in T(x) = b ise T operatoriine sabit

operator, T(x) = x ise T operatdriine birim operatdr denir ve [ ile gosterilir.

4.3.4. Tanim
T: X — Y bir operatorii verilsin. Eger her x € X T(x) = Y ise T operatoriine Orten operator,
aksi halde igine operator denir. Her x4, x, € X igin

X1 # X, = T(xy) # T(xy)

durumunda T operatériine bire bir operator denir.

4.3.5. Tanim
X ve Y normlu uzaylar ve T: X — Y bir operator olsun.
Ve >0 veVx € B(xy,8) € D(T) igin ||x —xoll < & oldugunda |[T(x) —T(xo)l| < ¢

olacak sekilde bir §(e) > 0 sayisi varsa T ye siirekli operator denir.
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4.3.6. Tanim
X ve Y normlu uzaylar ve T: D(T) € X = R(T) c Y operatorii verilsin. T operatorii D(T)
deki her sinirli alt kiimeyi R (T') nin sinirl bir alt kiimesine gotiirtiyor ise T ya sinirli operator

adi verilir.

4.3.7. Tanim
X veY ayni K cismi iizerinde iki vektor uzayi ve T: X — Y bir operatér olsun. D(T), X in alt
vektor uzayi ve Vx,y € D(T), Va, B € K igin

T(ax + py) = aT(x) + BT (y)

ise T ye lineer operator denir.

4.3.8. Ornek
X =Y =Cla,b], D(T) = Cla, b] ve her g € Cla, b] i¢in
Tg(x) = xg(x)
bir lineer operatordiir.
Va,B € RveVf,g € Cla,b] igin
Tlaf(x) + fg(x)] = x[af (x) + Bg(x)] = axf(x) + fxg(x)
= alf(x) + pTg(x)
elde edilir.

4.3.9. Ornek
T:L,(0,m) = L,(0,m), K(x,t) ise L,(0, 1) X L,(0, ) uzaymnin elemant olsun.
Vf € L,(0,m) igin

Tf(x) = f K(x,t) f(t)dt
0

bir lineer operatdr oldugunu gosterelim.

Va,B € RveVf,g € L,(0,m) igin

Tlaf () + Bg(0)] = f K(x,0) (@f (O) + Bg(©)dt
0

= afnl((x, t) f)dt+p an(x, t) g(t)dt
0 0

= aTlf(x) + BTg(x)



62

4.3.10. Tanim
T:X — Y bir lineer operator olsun. Vx € D(T) igin
ITCOIl < Kllx|

olacak sekilde K > 0 sayisi var ise T ye D(T) de sinirli lineer operator denir.

4.3.11. Teorem
X ve Y normlu uzaylar D(T) c X olmak tizere T: D(T) — Y lineer bir operatér olsun. T

operatOriiniin sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart siirekli olmasidir.

4.3.12. Tanim
T:D(T) c X — Y sinirh bir lineer operator olsun. Bu durumda Vx € D(T) igin
ITCOIl < Kllx|]
olacak sekilde bir K > 0 sayis1 vardir. Bu esitsizligi saglayan en kiigiik K sayisma T

operatoriiniin normu denir ve

T
|IT|| = sup {% x#0,x € D(T)}

seklinde gosterilir.

4.3.13. Ornek

Her k icin y, = % olmak tizere Tx =y ile tanimh T:[, — [, operatori veriliyor. T

2
operatdriiniin lineer ve simirli oldugunu gosterip Zleé = % esitliginden yararlanarak
normunu hesaplayalim.
T operatoriiniin lineerligi agiktir. Keyfi x € [, alalim. O halde ||x||, = sup|xy| oldugundan

her k igin |x;| < ||x|| ger¢eklenir. Bu durumda
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olup T operatorii sinirlidir. Simdi ||T|| sayisin1 hesaplayalim. Tanim geregi ||T|| < % oldugu

agiktir. Diger yandan z = (1,1,1, ...) € l,, dizisi i¢in ||z]|. = 1 olup

1/2
Tz, < ||Slﬁp1|ITx||2 = ||T|| gergeklenir. Burada ||Tz||, = (Z,f’:lk—lz) = % oldugundan
pdi

71' - _1 -
%S ||T|| elde edilir. Buradan ||T|| = \/Eelde edilir.
4.3.14. Tanim

T:D(T) € X = Y operatori verildiginde 6zel olarak Y = R (veya C) ise T ye fonksiyonel

denir. T lineer ise T ye lineer fonksiyonel denir.

4.3.15. Ornek

C[—2,1] - R {izerinde taniml1

1

f(x) =] x(t) dt

-2
f fonksiyonelinin siirekli oldugunu gosterelim.

Integral lineer oldugundan f in linerligi aciktir. Her x € C[—2,1] igin

1
[
-2
olup |If]l < 3 gergeklenir. Burada ||x||, = sup |x(t)]| ile verilmektedir. O halde f lineer

—2<t<1

|f (o)l = < llxlle =3l

flx(t)dt
-2

ve sinirli olup stireklidir.

4.3.16. Tanim
T:D(T) c X = Y lineer operatori verilsin.
N(T) ={x € D(T):Tx = 0y}

kiimesine T operatoriiniin ¢ekirdegi (sifir uzayi) denir.

4.3.17. Tanim
T:D(T) € X — R(T) c Y birebir lineer operatérii verilsin.
T"L.R(T)->D(T), T'(y)=x=Tk)=y

seklinde tamiml1 T~ operatdriine T nin ters operatorii denir.
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4.3.18. Teorem

X ve'Y ayni cisim lizerinde iki vektor uzayi, D(T) € X ve R(T) c Y olmak tizere T: D(T) —
R(T) lineer bir operatdr olsun. T~1: R(T) — D(T) ters operatdriin mevcut olmasi i¢in gerek
ve yeter sart N(T) = {x € D(T): Tx = 6y} ile tamimlanan T nin sifir uzay1 i¢in N(T) = {6y}

olmasidir.

4.3.19. Ornek
R iizerinde tanimli, her yerde her mertebeden tlirevi mevcut olan tiim reel degerli
fonksiyonlardan olusan X vektor uzay: veriliyor. T: X — X doniisiimii,

y(&) =Tx(t) = x'(¢)
ile tanimlanmak iizere T 1 operatoriiniin mevcut olmadigim gdsterelim.
N (T) sifir uzayini belirleyelim. Bunun ig¢in Tx = 6 olacak sekilde bir x € X alalim. O halde
her t € R igin x'(t) = 0 olur. Bu durum x fonksiyonunun herhangi bir sabit fonksiyon
olmasini gerektirir. Yani N(T) = {x: x(t) = ¢, ¢ € R} gergeklenir. O halde teorem geregi

T~! mevcut degildir.

Fredholm operatorii

4.3.20. Tanim
E ve F birer Banach uzayi olsun. D(T) tanim kiimesi, R(T) deger kiimesi, F’, F nin eslenik
uzayi ve D(T) € E olmak tizere T: E — F operatdrii verilsin.
Tu=20

homojen denkleminin ¢éziimlerinin kiimesi, T operatoriiniin ¢ekirdegi olarak adlandirilir ve
kerT ile gosterilir. Yani,

kerT := {u|u € D(T),Tu = 0}
dir. R(T) tizerinde F' den 0 a esit gelen fonksiyonlarin kiimesi ise T operatoriiniin es
cekirdegi olarak adlandirilir ve coker ile gosterilir. Yani,

cokerT = {v'|v' € F',(Tu,v') = 0,u € D(T)}

dir. Bu tanimlamalardan sonra, E den F ye bir T operatorti,

I R(T), F de kapalidir.
IL. kerT ve cokerT sirastyla E ve F' niin sonlu boyutlu alt uzaylaridir.
Iil. dimkerT = dimcokerT

sartlarini saglarsa Fredholm operatdrii denir.
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Integral operatérii

4.3.21. Tanim

f (x) stirekli fonksiyonu i¢in

b
Lf(x) =f K(x,t) f(t)dt

seklinde tanimlanan L operatoriine, ¢ekirdegi K (x,t) olan bir integral operator denir. Bu

tanima gore

b
L 1f(x) =j G(x,t) f(t)dt

oldugundan L' operatorii, g¢ekirdegi G(x,t) Green fonksiyonu olan bir integral

operatoriidiir.

Rezolvent operatori

X, bir Banach uzay1 olmak {izere
A:D(A)c X —>R(A) cX

lineer operatoriiniin rezolvent operatoriinii bulmak i¢in

Af —Af =g, VfED(A),geX
homojen olmayan denklemini ¢6zmek gerekir. Bu denklemden

(A-ADf =g9,f €D(A),g€X

f=M@A-)""g,
f=Ri(A)g

elde edilir. Burada R, (A) rezolvent operatorii olarak adlandirilir. Diferansiyel operatorlerin
rezolvent operatdrleri integral operatdr olup, bu operatorlerin ¢ekirdegine Green fonksiyonu

adi verilir.

4.3.22. Ornek
L ile L, (0, ) uzayinda
() =—y"+qx)y,0<x<m
diferansiyel ifadesinin ve
y'(0) —hy(0) =0
y'(m) + Hy(m) = 0
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sinir kosullarinin yardimi ile {iiretilen operatdr gosterilsin. L operatdriiniin rezolventini

bulalim.

4.3.22. Coziim
u(x, ) vev(x,A)ile
—y"+q(x)y=1y,0<x<m
denkleminin sirasiyla
y(0)=1y'(0)=h
Ve
y(@m =-1y'(m)=H
baslangi¢ kosullarin1 gergekleyen ¢oziimlerini gosterelim.
—y"+qx)y—-y=f0<x<m
y'(0) —hy(0) =0
y'(m) + Hy(m) = 0
homojen olmayan sinir deger probleminin ¢dziimii L operatdriiniin rezolventi olur.
w(A) = Wlu,v]
olmak iizere
p(L)={A:2€Cw)#0}
o(L)={1:2€Cw(A)=0}
elde edilir.

y = Ru(L)f(x) = j G, 62) F(Ddt

0
(u(t, Dv(x,1)

! (/1) , <t<«x
w
Glx, t; 1) = u(x, Dv(t, 1) <t <
e FEEET

L operatdriiniin rezolventi olur.

Pozitif Operatorler

4.3.23. Tanim

H Hilbert uzay1, her f,g € H igin < f, g > bu uzayda skaler ¢arpim, A iSe tanim kiimesi

D(A) c H olan ve H uzayinda tanimli bir operator olmak iizere, her f € D(A) igin
<Af,f >=0



ise A operatoriine pozitif operator denir.

4.3.24. Ornek
L, (0, 1) uzayinda
L()=-y", 0<x<m
diferansiyel ifadesinin ve
y(0) =y(@) =0

siir kosullarinin yardimi ile tanimlanan L, operatoriiniin pozitiftir oldugunu gosterelim.

4.3.24. Coziim

y" mevcut
D(LO): y,yELz(O,”) J’"ELZ(O:”)
y(0) =y(m) =0

ve Vf € D(Ly) igin
< Lof f >= f —f" OIF ) dx = — f R df ()
0 0
= P OFOIE + j F1GAF
0

— ' GF @+ OF@ + | f@F G dx
0

siir kosullarini kullanarak
T
< Lof,f >= J If' ()| dx =0
0

elde edilir. Dolayisiyla L, operatorii pozitiftir.

Sturm-Liouville operatorii

L, (0, 1) uzayinda
I(y) =—y"+q(x)y, 0<x<m
Diferansiyel ifadesinin yardimi ile
L:L,(0,m) = L,(0, 1)
operatorii tanimlayalim. Burada g reel degerli ve siirekli fonksiyondur.
D(L) c L,(0, ) olmak tizere D (L) ile asagidaki kosullar1 saglayan uzayi gosterelim.

I Her y € D(L) igin y fonksiyonu ikinci mertebeden diferansiyellenebilir olsun.

67
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il l(y) € L,(0,m) kosulu y € D(L) i¢in saglansin.
1. h ve H reel sayilar igin
{ y'(0) —hy(0) =0
y'(m) + Hy(m) = 0
siir kosullar1 ger¢eklensin. Bagka bir ifadeyle

y' mevcut
(y) € L,(0,m)
y'(0) —hy(0) =0
y'(m) + Hy(m) = 0

D(L) =1 v,y € L,(0,m)

olsun.

4.3.25. Tanim
Her y € D(L) igin
Ly =1(y)

olarak tanimlanan operatorlere Sturm-Liouville operatorii denir.

4.3.26. Tanim
X ve Y iki normlu uzay olsun. X den Y ye tanimli tiim lineer operatorlerin kiimesi
L(X,Y) = {A:X - Y| Alineer}
ile gosterilir. X den Y ye tanimli tiim lineer ve sinirh operatorlerin kiimesi
B(X,Y) = {A: X - Y| Alineer ve sinirli}

ile gosterilir.

4.3.27. Tanim

X sonsuz boyutlu banach uzayi olmak iizere T, X normlu uzayinda taniml lineer bir
doniistim olsun. X uzayina ait sinirli herhangi bir x,, dizisi i¢in Tx,, dizisinin yakinsak bir alt
dizisi mevcutsa bu durumda T doniisiimiine kompakttir denir.

K(X,Y), X normlu uzayindan Y normlu uzaymma kompakt operatorlerin ailesi olarak
tanimlansin. Buna gore kompakt operatorler asagidaki 6zellikleri saglar.

I. T € K(X,Y) ise T sinirhidir ve dolayisiyla K(X,Y) € B(X,Y) elde edilir.

il. P, Te K(X,Y)vea,f € Cise aP + BT kompakt operatordiir.

I PeB(X,Y)veT € B(X,Y) operatdrlerinden en az biri kompakt operator ise

TP € B(X,Y) operatorii de kompakt operatordiir.
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GOmiilme operatorii

4.3.28. Tanim
E Banach uzayindan F Banach uzayina giden bire bir ve cebirsel islemleri koruyan J: E = F
doniistimii verilmis ise E, F ye gomiilmiistiir denir. Bu halde J(E) ile E ayn1 uzaylar olarak

kabul edilir ve bu anlamda E' c F yazilir. ] operatoriine ise gomiilme operatorii denir.

[zomorfizm

4.3.29. Tanim

X ve Y lineer uzaylar olsun. D(T) = X ve R(T) = Y olmak tizere T: X — Y siirekli lineer
operatorii verilsin. Bu operatoriin tersi olan T~ operatdrii var ve siirekli ise X ve Y
uzaylarina izomorfiktir denir. T operatoriine X ve Y arasinda izomorfik doniisiim veya

izomorfizm denir.

4.4. Simir Deger Problemleri ve Lineer Diferansiyel Operatorler

Bu kisimda yer alan tanim ve teoremler Prof. Dr. Mustafa Kandemir’ in kitabindan

alimmustir.

4.4.1 Diferansiyel denklemler

4.4.1. Tanim
R veya C kiimesini [F ile gosterelim. F™ {izerindeki norm Euclid normu olmak iizere
DS R (FHY" 5 F"m>1,n>1(mné€N)

fonksiyonu yardimiyla tanimlanan

floy(),y' (), y"(x),y" (), ...,y (x)) = 0 (1)
denklemine adi (bayagi veya basit) diferansiyel denklem denir.
Buna gore adi diferansiyel denklem bir bagimli degisken, bir bagimsiz degisken ve bagimli
degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren bir denklemdir.

y:l € R->F"

seklinde tanimlanan y(x) fonksiyonu n-inci mertebeden tiirevlere sahip olmak tizere (1)

denklemini saglarsa bu fonksiyona denklemin ¢dziimii ad1 verilir.
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Eger (1) denkleminden y™ acik olarak ¢oziilebiliyorsa bu denklem

YO ) = ¢ (x,y00,5' @), y" (), (), .., y"D(x) ) (2)

bi¢iminde yazilabilir. Burada ¢
@: QS Rx (F™M"* - F™ 3)
seklinde tanimli olan siirekli bir fonksiyondur. m > 1 olmasi halinde y(x) € F™ fonksiyonu
vektor degerli bir fonksiyon olup y ve tiirevlerinin 1 X m tipinde bir vektor oldugu goriiliir.

O halde m > 1 i¢in (2) denklemi bir diferensiyel denklem sistemini gosterir.

4.4.2. Tanim
(1) denklemi,

any™ + ap_ YV + e apy” + agy’ + agy = f(x)
veya

dny dn—ly dzy dy
anﬁ+ n-1 777 + -4 azﬁ+ a1a+ agy = f(x), a, #0

seklinde de gosterilebilir. a;(i = 1,2, ...,n) katsayilarinin sabit veya x in fonksiyonu olup
olmamasina gore bu denklem sabit katsayili veya degisken katsayili diferansiyel denklem
olarak adlandirilir. Eger f(x) = 0 ise denkleme homojen (ikinci tarafsiz) diferansiyel
denklem, f(x) # 0 ise denkleme homojen olmayan (ikinci tarafli) diferansiyel denklem

denir.

4.4.3. Tanim
f:D c R™ - R bir fonksiyon ve (a4, a,, ..., a,) € D olsun.

limf(al,az, v, Qi+ h, ., a,) — faq,ay, ..., ap)
h—-0 h

limiti mevcutsa bu limite f fonksiyonunun x;, degiskenine gore (a4, a,, ..., a,,) noktasindaki

kismi tiirevi denir ve

af(al, ap, ..., an)
axk

veya fy, (ay,az, ..., ay)

seklinde gosterilir.

4.4.4. Tanim
Birden ¢ok bagimsiz degiskeni, en az bir bagimli degiskeni ve bu bagimli degiskenlerin
bagimsiz degiskenlere gére kismi tiirevlerini i¢ceren bir denkleme kismi tiirevli diferansiyel

denklem denir.
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4.4.5. Tanim
Bir diferansiyel denklemde, y bagimli degiskeni ve y nin x e gore tiirevleri birinci dereceden
ise yani diferansiyel denklem

dn)’ dn_ly dzy dy
anW+ An-1 771 + 4 a2@+ a1a+ agy = f(x), a, #0

seklinde verilmis ise a;(i = 1,2,...,n) katsayilar1 reel sayilar olmak {iizere boyle bir

denkleme sabit katsayili n-yinci mertebeden lineer diferansiyel denklem denir.

4.4.6. Tanim
f(x, vy, y",y'", .., y(”)) = 0 denklemini saglayan ve igerisinde n-tane keyfi sabit
bulunduran
F(x,y,¢q,C5,C3, e, Cp) =0
bagintisina, bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii veya genel integrali denir. Bu

bagintidaki sabitlerin herhangi bir degeri i¢in diferansiyel denklemin saglanmasi gerektigine

dikkat edilmelidir.

4.4.7. Tanim
Bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinde, keyfi sabitlere herhangi 6zel degerler vermek

suretiyle elde edilen ¢6ziime 6zel ¢oziim denir.

4.4.8. Tanim
Bir diferansiyel denklemin genel ¢oztimiindeki keyfi sabitlere 6zel degerler vermek suretiyle
elde edilemeyen ¢ozlimleri de bulunabilir. Bu tip ¢éziimlere denklemin tekil (singiiler)

¢Oziimii veya aykir1 ¢oziimii denir.

4.4.9. Tanim
flxy,y,y"y", ...,y(")) = 0 diferansiyel denklemini g6z 6niine alalim. x in belli bir x,
degeri i¢in y nin ve (n — 1)-inci mertebeye kadar tiirevlerinin degerleri

y(x0) = Yo, ¥'(%0) = y1, ¥" (%) = Y2, e, YV (X0) = Yns
seklinde tanimlanmig olsun. Bu sekilde tanimlanan ifadelere baslangi¢ sartlari denir.
Baslangic sartlari ile birlikte kurulan

ey, y"y", e y™) =0
y(x0) = Yo, ¥' (o) = y1, ¥ (%0) = y2, e, YV (%0) = ¥ns
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seklindeki problemlere baslangic deger problemi ad1 verilir.

4.4.2. Stmir deger problemleri

a, a,, ..., a, (a, # 0) sabit reel sayilar olmak tizere bir [a, b] araliginda taniml

L) = any™ + -+ azy" + ayy’ + agy = 0 ¢h)
sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemini goéz Oniine alalim. Burada, y
fonksiyonu [a, b] araliginda n-yinci mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilen (y € C™) bir
fonksiyondur. y;,y,, ..., ¥, fonksiyonlar1 (1) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ve
C1,Cz, ---, Cp, Keyfi sabitler olmak tizere (1) denkleminin genel ¢6zlimiiniin

Yy =Gyt 6y, + o+ Y (2)
seklinde yazilir. Bu y fonksiyonu ve (n — 1)-inci mertebeye kadar tiirevlerinin
a < x < b araligmin siir noktalarindaki degerleri
y(@),y'(@), ..,y P(a); y(b),y'(b), ...,y (b)

olmak tizere bu ifadelerin lineer birlesimlerinden olusan
Li(y) = a13y(@) + @y’ (@) + -+ @iy V(@) + Bu1y(b) + Brzy'(B) + -+ By (D) = 0
Ly(y) = @21 ¥(@) + @22y (@) + -+ + a2y (@) + B21y (D) + Bozy' (B) + -+ + By ™D (b) = 0
...................................................................................................... 3)

Lyn(y) = amiy(a) + apzy'(a) + - + amny(n_l)(a) + L1y (b) + B2y’ (b) + -+ + ,any(n_l)(b) =0

sistemini g6z Oniine alalim ve bu sistemi daha sade olarak
L,(y)=0, k=1.2,..,m (4)

seklinde gosterelim.

4.4.10. Tanim

(3) veya (4) sistemine (1) denkleminin sinir sartlar1 denir. Bu sistemdeki her bir denklem
bir sinir sart1 ve Lq, Ly, ..., L, lineer birlesimleri de sinir formlar1 veya sinir deger ifadeleri
olarak adlandirilir. (1) homojen denklemi ile bu denkleme ait (4) sinir sartlar1 birlikte
distintildiiglinde

{ Ly)=0 )

L,(y)=0k=12,..,m

seklinde ifade edilen probleme homojen sinir deger problemi ad1 verilir.
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4.411. Tanim

f(x), [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon ve f; sabit sayilar olmak tizere

{ L(y) = f(x)
L) =fuk=12,..,m

sistemine homojen olmayan sinir deger problemi denir.

4.4.12. Tanim
Homojen sinir deger probleminin daima bir y = 0 ¢oziimii vardir. Bu ¢éziime problemin
asikar (trivial) ¢oziimi denir. Problemin sifirdan farkli ¢6ziimlerine asikar olmayan
¢Oztimleri adi verilir.
(2) genel ¢oziimi (3) smur sartlarinda yerine yazilirsa cq, Cy, ..., ¢, bulunmasi gereken
sabitler olmak tizere m-tane denklemden olusan

c1Li(r) + 2L (y2) + -+ el () = 0

c1lo(71) + 2L (y2) + -+ el () = 0

(6)
C1lm(y1) + coLy(y2) + -+ Ly () = 0
homojen denklem sistemi elde edilir. (6) sisteminin katsayilar matrisinin
Li(y1) Li(yz) -+ Li(ym)
A= Lz(}ﬁ) L, (.3’2) Ly (.)’n) (7)
L) Lin(2) -+ Ln(yn)
oldugu goriilmektedir.
4.4.13. Tanim
(7) ile verilen A matrisinin rankina (5) sinir deger probleminin ranki ad1 verilir.
Burada rankA= r ve [(y) diferansiyel ifadesinin mertebesi n olmak {izere;
I (5) sinir deger probleminin (n — r) tane lineer bagimsiz ¢éziimii vardir. Yani ¢oziim
uzaymin boyutu (n — r) dir.
il. (5) smir deger probleminin asikar olmayan (sifirdan farkli) ¢oziimiiniin olmasi igin
gerek ve yeter sart 7 < n (n —r > 0) olmasidir.
iii. m < nise (5) simir deger probleminin daima asikar olmayan ¢6ztimii vardir. O halde

denklem sayisinin bilinmeyen sayisindan az olmast durumda problem daima agikar olmayan

cozlimlere sahiptir.
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iv. m > n ise (5) sinir deger probleminin agikar olmayan ¢6ziimiiniin olmast i¢in gerek
ve yeter sart r < n olmasidir.

V. m = n olmasi halinde problemin sifirdan farkli bir ¢6ziimiiniin olmas1 i¢in gerek ve
yeter sart detA= 0 olmasidir.

Eger detA+ 0 ise sistemin sadece asikar ¢Oziimii vardir. Ciinkii detA+ 0 ise A matrisinin
A1 tersi vardir.

Buna gore m = n olmasi halinde (5) sinir deger probleminin ya asikar ¢oziimii vardir ya da
sonsuz sayida asikar olmayan ¢6ziimii vardir.

Burada (4) smir sartlar1 ve L(y) diferansiyel ifadesinin tanim bolgesindeki her bir y
fonksiyonuna L(y) = u olacak sekilde deger bolgesinde bir u degerinin karsilik geldigi

kabul edilirse (5) sinir deger problemi £ ile gosterilen bir lineer operator yardimiyla

Ly =u
biciminde yazilabilir. Yani, bu esitlik
anlamindadir.

4.4.14. Tanim

(8) seklinde ifade edilen L operatoriine, L(y) diferansiyel ifadesi ve (4) siir sartlari
tarafindan iretilen diferansiyel operatdr denir. Buna gore (5) smir deger problemi ile £
diferansiyel operatorii esdeger olup
Ly =0

seklinde yazilabilir.
Buradan anlagilmaktadir ki bir diferansiyel ifade farkl sinir sartlari altinda farkli diferansiyel
operator tiretir. L(y) diferansiyel ifadesinin tirettigi en genis lineer diferansiyel operator sinir
sartlarinin olmadig1 durumdur. O halde bu operator £, ile gosterilen ve

Ly:C*a,b] = C*a, b], D(Ly) = C"[a,b], L1y = L(y)
seklinde tanimlanan operatordiir. L(y) diferansiyel ifadesinin trettigi en dar lineer
diferansiyel operator sinir ifadelerinin hepsinin sifir oldugu yani

y(@ =y'(@=-=y"(a)=yb) =y ()= =y"D(b)=0
durumda iirettigi operatordiir. O halde bu operator de £ ile gosterilen ve
Ly: C™[a,b] - C™[a, b] + C™,

D(Ly) ={y € C"[a,blly(@ =y'(@) =~ =y (@) = y(b) = y'(b) = - =y D (b) = 0}
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seklinde tanimlanan bir operatordiir. Buna gore (5) sinir deger probleminin irettigi diger
tiim diferansiyel operatorler L, ve £; operatorleri arasindadir yani
Lyc LcLy

olmaktadir.

Ozdeger parametreli sinir deger problemi

dny dn—ly dzy dy
L(y) = an(x) T Ap-1(x) a1 Tt az(x) Pl a;(x) ax T ao(x)y
ve A reel vaya kompleks bir parametre olmak {izere
L(y) = 2y (1)
U(y) =0k=12,..,m (2)

sinir deger problemini géz oniine alalim. Bu sinir deger probleminin iirettigi £ diferansiyel
operatdriine gore (1)-(2) problemi

Ly =Ayveya(L—A)y =0
seklinde yazilabilir. Burada (L — AI)y = 0 denkleminin sifirdan farkli bir ¢éziimiiniin

olmasini saglayan A sayisina £ operatoriiniin 6z degeri denir.

4.4.15. Tanim

(1)-(2) smir deger probleminin tirettigi diferansiyel operatér £ olmak {izere bu operatoriin
Ozdegerine problemin Ozdegeri, bu 6zdegere karsilik gelen sifirdan farkli y (y # 0)
fonksiyonlarina da bu problemin 6z fonksiyonlar1 denir.

Operatoriin tanimlandig1 lineer uzay fonksiyon uzayr oldugunda 6z vektdr yerine 6z

fonksiyon kavrami kullanilir.

4.4.16. Tanim

(1)-(2) seklinde verilen bir sinir deger problemine diferansiyel denkleminde 6z deger
parametresi bulunan 6z deger parametreli homojen sinir deger problemi ad1 verilir.

Bir A, 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar kiimesi sonlu boyutlu olan (boyutu < n)
bir lineer uzay olusturur. Bu uzayin boyutu, (1)-(2) sinir deger probleminin 1, 6zdegerine

karsilik gelen lineer bagimsiz ¢éziimlerinin sayisidir.
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4.4.17. Teorem
Ayni bir A 6zdegerine karsilik gelen y; ve y, dzfonksiyonlarmin lineer birlesimi de bu

0zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olur.

4.4.17. Ispat
Yy, Ve y, ozfonksiyon ise
L(y,) = Ay, ve L(y2) = Ay,
oldugundan c¢; ve c, herhangi skaler olmak iizere
L(c1y1 + ¢€2¥2) = L(c1y1) + L(c2¥2)
= c1L(y1) + 2L(y7)
= 1 Ay1 + Ay,
= Ac1yr + €2¥2)
olur ki burada c;y; + c¢,y, ifadesinin 6zfonksiyon oldugunu gosterir.
Simdi 6z degerlerin belirlenmesi i¢in asagidaki durumlari inceleyelim.
A. m # n olsun.
(1) denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleri
y1(x, ), y2(x,2), oo, Y (x, 1) (3)
olsun. Bu ¢oziimler sistemi, (1) denkleminin ¢oziimlerinin temel sistemi (fundamental
ststem) seklinde de adlandirilir. (3) ¢oziimleri A parametresine gore analitik (tam)
fonksiyonlardir. Buna gore (1) denkleminin genel ¢oztimii
vy, ) = y1(6, ) + 0y, (6 A) + -+ + cpyn(x, 1) (4)
seklindedir. (4) genel ¢6ziimii (2) sinir sartlarinda yazilirsa
Ly (J’(x' )1)) = C1L1()’1 (x, /1)) + ;L4 (3’2(95, )1)) + et CnLl(yn(x' /1)) =0
L(y(x, 1) = c1L,(y1(x, 1)) + 2L (y,(x, 1) + -+ + ¢ Lp (¥ (x, 1)) = 0
Lm(y(x, /1)) = cle(yl(x, /1)) + chm(yz (x, A)) + .+ anm(yn(x, /1)) =0

sistemi elde edilir. ¢;(i = 1,2, ..., n) bilinmeyenlerine gore bu sistemin katsayilar matrisi

Ll(yl(x' /1)) L1(J’2(x' A)) Ll(yn(x: A))
AQD) = Lz()’1:(x; A)) Lz()’z:(x, /1)) Lz(}’n:(x, l)) (5)
Lm(yl(x' A)) Lm()’z(x' A)) Lm(yn(x’ /1))

seklindedir. rankA(4) = r olmak {izere:
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a) (1)-(2) smir deger probleminin sifirdan farkli ¢oziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter
sart v < n olmasidir.
b) m < nise r < n olacagindan (1)-(2) sinir deger problemi A nin herhangi bir degeri
icin bir asikar olmayan ¢oziime sahiptir. Buna gére m < n olmasi durumunda A nin her bir
degeri bir 6zdegerdir.
C) m =n ise r <n olmasi i¢in gerek ve yeter sart A(A) matrisinin biitin n-yinci
mertebeden mindrlerinin sifir olmasidir. Bu durumda:
I A(A) matrisinin biitiin n-yinci mertebeden minérleri 6zdes olarak sifir ise ¥ < n
olacagindan A nin her bir degeri bir 6zdegerdir.
il A(A) matrisinin en az bir n-yinci mertebeden minori sifirdan farkli ise n-yinci
mertebeden mindrleri sifir yapan biitiin A degerleri bir 6zdegerdir.
B. m = n olsun.
Bu durumda (1)-(2) sinir deger problemi

L(y) = Ay (6)

L,(y)=0,k=12,..,n (7)
seklinde olup (5) matrisi de

L1(J’1(x /1)) L1(3’2(x /1)) " L1(3’n(x /1))
M) = Lz()’1(x A)) Lz()’z(x /1)) - Lz(yn(x /1))

n(yl(x /1)) Ln(yz(x l)) n(yn(x /1))/

(8)
bigimindedir.

4.4.18. Tanim

(6)-(7) sinir deger probleminin iirettigi diferansiyel operator £ olmak tizere

L1(y1(x /1)) L1(3’2(x /1)) L1(Yn(x /1))
AQY) = det(M(L)) = LZ(Yl(x ») Lz(yz(x /1)) - Lz(yn(x 1)

n(yl(x /1)) Ln(yz(x A)) n(yn(x /1))
determinantina £ operatoriiniin veya Ly = 0 smir deger probleminin Kkarakteristik

determinant1 denir. £ operatoriiniin 6z degerleri A(4) determinantinin sifirlaridir ve bir A

ozdegeri A(A) nin katli bir sifir1 olabilir.
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Aciklama:

Y1 (2, ), y2(%,2), e, yu (%, D)
fonksiyonlar1 1 ya gore her bir x degeri i¢in analitik fonksiyonlar oldugundan A(A)
fonksiyonu A nin bir analitik fonksiyonudur. Ozdes olarak sifirdan farkli olan yani A nin
biitiin degerleri i¢in sifir olmayan bir analitik fonksiyonun sonlu ya da sayilabilir sayida sifir1
vardir. Bu analitik fonksiyonun sifirlar1 izole noktalar olup higbir sonlu yigilma (limit)
noktasi bulunmaz. Buna gore (6)-(7) sinir deger problemi (£ operatorii) i¢in asagidaki
durumlar s6z konusudur.
I A(A) Fonksiyonunun sifirlari problemin 6z degerleridir.
iL. A(A) = 0 ise her A kompleks sayisi problemin 6zdegeridir.
iil. A(1) # 0 ise probleme ait 6zdeger yoktur.

iv. Problemin sonlu sayida 6z degeri bulunur.
V. Problemin sayilabilir sayida (4,,) 6zdegerleri bulunur ve
Ay = ©

olur. Yani (4,,) dizisi yakinsak degildir.

4.4.19. Teorem
Bir A sayisinin £ operatoriiniin 6z degeri olmast igin gerek ve yeter sart

A(4) = 0 olmasidur.

4.4.20. Tanim
Ao sayist A(A) fonksiyonun m-yinci dereceden sifiri ise m sayisina A, 6zdegerinin cebirsel
kat1 denir. A, sayisi (6)-(7) probleminin bir 6zdegeri olmak tizere bu 6zdegere karsilik gelen

lineer bagimsiz ¢ozlimlerinin sayisina A, 6zdegerinin geometrik kati veya 6z kat1 adi verilir.

4.4.21. Teorem
Ao sayist A(4) fonksiyonunun bir sifir1 ve A, 1in geometrik kati (6zkat1) k ve cebirsel kat1 [

olmak tzere k < [ dir.

4.4.22. Ornek
y'+Ay=0, 0<x<1l (1)

L (y) =y'(0)=0

L) = y(D) = 0 (2)
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sinir deger probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlarini bulalim.

4.4.22. Coziim
1. A = 0ise denklem y" = 0 olacagindan genel ¢6ziimii
y=c1x+c,
fonksiyonu ve tlirevi
V' =0
olur. y'(0) = 0 sinir sartlarina goére ¢; = 0 ve y(l) = 0 smur sartlarina gore ¢, = 0 oldugu
icin (1)-(2) sinir deger probleminin sadece y = 0 asikar ¢6ziimii vardir. Buna gére 1 = 0
sayist (1)-(2) sinir deger probleminin 6zdegeri degildir.
2. A< 0ise A = —a? (a > 0) olmak iizere (1) denkleminin genel ¢6ziimii
y=ce “*+ce®™
oldugundan bu ¢6ziimiin tiirevi
y' = —acie™™ + ac,e™
olur. y'(0) = 0 ve y(l) = 0 sinir sartina gore sirasiyla
—c1+c; =0
cie” + e =0
denklemleri bulunur. Bu denklem sisteminin katsayilar determinanti

-1

1 -
e_al eal| = _(eal + e Ofl) ¢ 0

oldugundan (1)-(2) sinir deger probleminin sadece y = 0 asikar ¢6ziimii vardir.

3. A>0ise A = a? (a > 0) olmak iizere (1) denkleminin genel ¢dziimii

y(x) = c;cosax + cysinax  (3)
oldugundan bu ¢6ziimiin tiirevi

y'(x) = —ac;sinax + ac,cosax
olur. Verilen sinir sartlarina gore

y'(0)=0isec, =0
y() = 0ise cycosal =0

esitlikleri bulunur. c;cosal = 0 esitliginde ¢; = 0 ise sistemin y = 0 asikar ¢6ziimii vardir.

c; # 0ise cosal = 0 olacagindan

s
al = (2n — 1)E,n =123, ..

/A
=02n—-1)=,n=123,..
a ( n )Zl;n ) l3l
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7.".2
Ay =a?=(2n-— 1)24_l2'n =123, ..
0z degerleri elde edilir. Bu 6z degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar, ¢, keyfi sabitler
olmak tizere (1) denkleminin (3) genel ¢oziimiine gore
2n—1)m
y(x) = cncos%x,n =123, ..

seklinde bulunur. y fonksiyonu ayni zamanda A parametresine de bagli oldugu i¢in

2n—-1m
y(x,A) = cncosz—lx,n =1,23,..

bi¢ciminde yazilmasi1 daha uygun olur. Burada
_ (2n—1)%n?

A = a? e

,n=1273, ..
0z degerleri i¢in
M <A <<, <

oldugu goriiliir. Buna gbre 6z degerlerin

(2n — 1)%n?
- (@)

dizisi pozitif terimli artan iraksak yani
(Ap) o o (lim Ap = 00)
n—-oo

seklinde olan bir dizidir.

Sturm-Liouville sinir deger problemi

4.4.23. Tanim
p(x),p' (x), q(x) ve r(x) fonksiyonlar1 bir [a, b] reel araliginda siirekli, [a, b] araliginin her

bir noktasinda p(x) > 0,7(x) > 0 ve A, x degiskeninden bagimsiz bir parametre olmak

uzere
(P(x)y") +(q(x) +r(x))y =0,a<x<b (1)
a;y(a) + ayy’'(a) =0,
Py (D) + Boy'(b) = 0,af +af > 0,7 + p7 >0 (2)

seklinde tanimlanan probleme regiiler Strum-Liouville sinir deger problemi veya sadece
Strum-Liouville sistemi denir. Strum-Liouville diferansiyel denklemi denildigi zaman (1)
denkleminin kastedildigi agiktir. Sinir sartlarinda bulunan a; ve a, sayilarindan en az biri

sifirdan farklidir. Buna goére (2) sinur sartlar1 a4, a5, B; Ve B, katsayilarinin sifir veya sifirdan
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farkli olmasina gore degisik sekillerde yazilabilir. O halde farkli sinir sartlarina gore farkli

Strum-Liouville sinir deger problemi elde etmek miimkiindiir.

4.4.24. Tanim
Eger y(a) = y(b) ve y'(a) =y'(b) ise (2) smr sartlarina periyodik smir sartlari
dolayisiyla (1)-(2) problemine de periyodik Strum-Liouville problemi adi verilir.

4.4.25. Tanim
p(x),q(x) veya r(x) fonksiyonlarindan birinin bir x = x, noktasinda singiiler olmasi
durumunda (1) denklemine bu noktada singiiler Strum-Liouville problemi veya Strum-
Liouville sistemi denir. O halde asagidaki durumlardan en az biri saglaniyorsa
(1)-(2) problemi bir singiiler Strum-Liouville problemidir.
1. Herhangi bir x € [a, b] i¢in p(x) = 0 veya r(x) = 0.
2. p(x), q(x) veya r(x) katsay1 fonksiyonlarindan en az biri, a ve b noktalarinin en az
birinde co.
3. (a, b) aralig1 sinirsiz, yani (—o, b), (a, ) veya (—o0, ).
4.4.26. Ornek
p bir sabit olmak tizere p-yinci mertebeden
x2y" +xy' + (a®x* —p?)y=0,0<x<a

Bessel denklemi

2

bi¢iminde yazilirsa p(x) = x,q(x) = %,r(x) =x ve 2= a? olan bir Strum-Liouville
denklemi seklini alir. Burada sinir sartlart x = a ve x = +0 i¢in yazilir. Bessel denklemi

x = 0 noktasinda singiilerdir.

4.4.27. Teorem
P2, P1, Po V€ 1y bir [a, b] araliginda siirekli, p, > 0 ve 1, > 0 olmak iizere
P2y +p1y' + poy + Argy =0 (3)
denklemi
)y + (q(x) + ar(x))y = 0 (4)
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seklinde yazilabilir.

4.4.28. Teorem
(1)-(2) reguler Sturm-Liouville smir deger probleminin 6zdegerlerinin dizisi (4,) olmak

tizere bu dizi artan ve wraksaktir. Yani lim A,, = oo olur.

n—->oo
Ayrica a4, ay, 1 Ve B, katsayilari negatif degilse (1)-(2) probleminin hi¢bir 6zdegeri
negatif degildir.

4.4.29. Ornek
y'+Ay=0, -n<x<m (1

Li(y) =y(—m) —y(m) =0
L,(y) =y'(-m) —y'(m) =0

Periyodik sinir sarthi sinir deger probleminin 6z deger ve 6z fonksiyonlarini bulalim.

(2)

4.4.29. Coziim
1. A = 0 ise denklem y"" = 0 olacagindan bu denklemin genel ¢oziimii

y=cx+c,
ve bu ¢6zilimiin tiirevi

V' =c

olur. y(—m) — y(mr) = 0 sinir sartlarina gére ¢; = 0 ve y'(—m) — y'(r) = 0 sinur sartlarina
gore ¢; — ¢; = 0 oldugundan bu esitlikler ¢, ne olursa olsun saglanmaktadir. Yani sinir
sartlarindan sadece ¢; = 0 oldugu sonucu goriiliir. Buna gére A = 0 sayis1

(1)-(2) probleminin bir 6z degeri olup bu 6z degere karsilik gelen 6z fonksiyon

y =c¢p. 1
veya sadece
y=1
olur.
2. A< 0ise A = —a? (a > 0) olmak iizere (1) denkleminin genel ¢oziimii

y =ce” ¥+ e
oldugundan bu ¢6ziimiin tiirevi
y' = —ac,e”* + ac,e*
olur. y(—m) — y(ir) = 0 sinir sartina gore

QaT QaT

c1e" + ceT —ceT — e =0



83

(e —e ) (c;—c) =0
C1—Cy = 0
ve y'(—m) — y'(m) = 0 sinir sartina gore

QaT

—acie™ + ac,e™ ™ + acie™* —acy,e" =0

a(e ™™ —ae*™)c; + a(e™ ™ —e )¢, =0

Cl + CZ = 0
oldugundan
C1—C = 0
3
Cl + CZ = 0 ( )

sistemi elde edilir. Bu sisteminin katsayilar determinanti
 Tl=2%0
oldugundan (3) sisteminin ¢; =c, =0 asikar ¢oziimii vardir. Bu yiizden (1)-(2)
probleminin sadece y = 0 asikar ¢6ziimii olup A < 0 olacak sekilde bir 6zdegeri yoktur.
3. A>0ise A = a? (a > 0) olmak iizere (1) denkleminin genel ¢dziimii
y(x) = cycosax + cysinax  (4)
oldugundan bu ¢6ziimiin tiirevi
y'(x) = —ac;sinax + ac,cosax
olur. y(—m) — y(mr) = 0 sinir sartlarina gore
cicosam — cysinam — (¢ cosam + cysinam) = 0
cysinamr =0 (5)
ve y'(—m) — y'(m) = 0 sinir sartina gore
acysinam + acycosan — (—acysinamw + acycosam) =0
cisinamr =0 (6)
bulunur. (5)-(6) denkleminden olusan
cysinamr = 0
cysinar = 0

sistemi elde edilir. Bu sistem, c; # 0 ve ¢, # 0 haricindeki durumlar i¢in sadece asikar
¢oziime sahiptir. O halde ¢; # 0 ve ¢, # 0 alinirsa sinar = 0 olacagindan

ar =nm,n = 1,2,3, ...

a=nn=1273,..

olur ki A = a? oldugundan

A, =n%n=1.23,..
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ozdegerleri elde edilir. (4) genel ¢6ziimii g6z Oniine alinirsa bu 6zdegerlere karsilik gelen
ozfonksiyonlar da

y(x) = cycosnx + cysinnx,n = 1,2,3, ...
veya

y(x) = ¢, (cosnx + sinnx),n = 1,2,3, ...
seklinde bulunur. Burada A,, = n? 6zdegerlerinin olusturdugu ( 4,)) = (n?) dizisinin

1<4<9<16<
seklinde artan ve wraksak yani (A,,) - o oldugu gorilir. Ayrica (1)-(2) probleminin
spektrumu ( A,,) = (n?) dizisinin terimlerinden olusan
a(L) ={1,49,16,...,1n% ..}

kiimesidir.

4.5. Cok Noktal Gecis Sartlari iceren Bir Sturm-Liouville Probleminin

Coziilebilirligi
Bu bolimde
LDu := —a(x)u" (x) + Au(x) = f(x),x € [-1,0) U (0,1] (D
4 ng
Lt i= ) ™) + ) 6™ () = fk = 1234, &)
j=1 i=1

seklinde tanimlanan ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemi (2) deki ¢ok noktali gecis
sartlariyla birlikte lineer spektral parametre iceren (1) denklemini iki ayr1 aralikta g6z 6niine
alacagiz. Bu ¢alismada dikkate alinan sinir deger probleminin ¢oziilebilirligi ve bu probleme

karsilik gelen diferansiyel operatoriin Fredholm operatorii olma 6zelligi incelendi.

Burada

_ a;, x €[-1,0)
a(x) = { a,, x € (0,1]

a; # 0, ap # 0 olarak tanimlanan parcali sabit fonksiyon; A-kompleks parametre; ay; ler
(j =k =1,2,3,4) kompleks sayilar; Z}*=1|akj| # 0 (k =1,2,3,4); xi; i¢ noktalar, m; >
0 (k = 1,2,3,4) herhangi tamsayilar; y; ler (y; = —=1,y, = —0,y3 = +0,y, = +1) siur

gecis sartlaridir.
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4.5.1. Klasik olmayan gegis sartlar: iceren homojen denklem

11k olarak
LD)u:= —a(x)u"(x) + Au(x) =0, (1)
homojen diferansiyel denklemini
4
Lyou:= Z aiu™ (y;) = fio k =1,2,3,4, (2)
j=1

homojen olmayan siir gegis kosullariyla birlikte i¢ noktalar1 olmadan ele alalim.
Bu boliimde kullanacagimiz bazi notasyonlar1 verelim.
. —1/2 e -1/2 . —1/2 e -1/2
wy = a;  Cwy = —ay L wz = a, 't w = —a,
w := min{arga,,arga,},  := max{arga,,arga,},
my my my my
110 A12W, a13W3 A14Wy
my my my my
A210Wq A220, Az3W3 A24Wy

m3 ms3 m3 ms3
a31Wq A320, A33W3 A34W,

4 my my
A 4303 AyaWy

my m
Ay * Ay,
ve yeterince kiiciik € > 0 reel sayis1 i¢in A 6z degerlerinin kiimesi
G(ww)={leCln+w+e<argl<3m+w—¢}

olsun.

4.5.1. Teorem

0 +0isehere>0vetimAE€E GS(Q, 5) icin |A| > R, olacak sekilde R, > 0 sayis1 vardir
oyle ki keyfi | = max{2, max{m,,m,, ms,my} + 1} degeri i¢in (1)-(2) probleminin
wba(—1,0) + wh4(0,1) sobolev direct toplamina ait u(x, 1) ¢dziimii tek tiirliidiir ve A

parametresi i¢in

l 4 1

_ l-my—>)/2
DRl g < (@) ) AT g 3)
k=0 v=0

esitsizligi gecerlidir.
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4.5.1. Ispat
A = u? olsun. (1) denkleminin u; = u;(x, 1) (i = 1,2,3,4) dort temel ¢dziimiinii
win(x=b)) € . icin
(x,A) = { e ’ i l¢ 4
w(x2) 0 , X & (; icin )

olarak tanimlayalim. Burada b; = —1,b, =b; =0,b, =1,Q; =Q, =[-1,0),Q5 =

Q, = (0,1] dir. Buna gore (1) denkleminin genel ¢6ziimiinii

4
ulx, 1) = Cru,(x, 1)

formunda yazabiliriz.
(4) ¢6ziimii (2) deki sinir gegis sartlarinda yerine yazilirsa Cy, C,, C5, C, degiskenlerine gore
(W)™ (g + ag2e ) Cp + (W) ™ (ape™ 2 + ay,) €,
+(wsp) ™ (ars + agse®3*)Cs + (wa) ™ (aze ™4 + ays)Cy
= fi, (k =1,2,34.) (5
lineer homojen olmayan denklem sistemi elde edilir.

A€ G, (Q, 5) oldugundan

T+ e 3m—¢ |
< arg(w;p) < ,i=13
2 2
ve
T—¢& m—¢
———<arg(w;u) < i =24,

2
ifadelerini yazabiliriz. Sonug olarak A degeri ve yeterince kiigiik € > 0 igin

€
(—1D** 1 Re(wpp) < —I,ulla)klsinz,k =1,2,3,4.

esitsizligine ulasabiliriz.
Dolayisiyla (5) sisteminin karakteristik determinantini

mq mq my mq
110 A12W, a13W3 A14Wy

my my m; my

[ PRON oW, (X305 Ay

m3 m3 m3 m3

310, A320, A33W3 A3,

1¢a Ap 0 Apy @I Apawn™ Agait

A(/l) _ A§2i=1mi 41% 42%7 43%W3 444

my my my my
a1204 a11W, aq13W3 A14Wy

1 . my m; 2
+e/152?=1(_1)l+1wi azzwl a21a)2 a23w3 a24(1)4

ms3 ms 3
A32Wq 310, A33W3 A34Wy

my my m
A ypWwq Ay, A3y

= 27(60 + (1)

formunda elde ederiz.
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Buradam = m; + m, + m3 + m, ve eger 1 € G.(w, @) ve || > oo ise r(1) - 0 dir,
6 # 0 oldugundan R, > 0 sayisi vardir dyle ki 1 € G, (g, 5) ve |A| > R, degerini saglayan
tim A kompleks sayilart i¢in A(1) # 0 elde ederiz. Boylece A 6zdegeri i¢in (5) sisteminin

¢Ozimil

1 < _
Cl(/l) = mkzﬂAlk(l) fk,l = 1,2,3,4

tek tiirliidir.
Burada A;;, (1), A(4) determinantinin (i, k)-ninc1 elemanlarinin cebirsel tamamlayicisidir.

Bu determinant

Aik(l) = (Bik + Tik(ﬂ))ﬂ(m_mk)/z

seklindedir. Burada 6;;, kompleks sayilar, 1 € G, (Q, 5) ve |A| - oo iken 1y, — 0 olur.

Bu durumda

y mie/, Oue + ()
(1) = 2,1 oy fei= 1234

seklinde yazilabilir. Dolayistyla (1) — (2) sinir deger probleminin ¢6ziimii

- mg lk + rlk(/l)
u(x,z)_lzkzzla f2 S Sy O

formundadir.

Buradan her [ > 0 tamsayisi i¢in

4 4
(1-my)
[l <€ z (IAI /2| f| leui(-.l)"Lq(ai)) (6)
k=1 =1

esitsizligini yazabiliriz. Ayrica (4) den A € G, (Q, 5) ve |A| = oo i¢in
0 0
lu G D] (10 = f eRe(@1GAHD) gy < f e~ dlullrlsin(®/2)(x+1) gy
-1 -1
= (—qlullws |sin(e/2)(x + 1)) (e~alkllenlsint/2) — 1)
< C(e)|A7/?
elde ederiz. Benzer sekilde A € G.(w, ) ve 4] - o igin
I C, DIy < C@IAITY2 =234

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikler (6) da yerine yazilirsa

[u®| _C@) Mka fil
L( 1,1)
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizliklerden (3) esitsizligi bulunur.
4.5.2. Gegis sarth homojen olmayan bir Sturm-Liouville problemin Fredholm ézelligi

[ = max{2, max{m,, m,, ms, m,} + 1} olsun ve
L:Wwh4(-1,0) + W4(0,1) » W=24(-1,0) + W'=24(0,1) + C,
tamiml1 £ lineer diferansiyel operatorii
Lu = (—a(x)u"”, Lyu, Lyu, Lyu, L)

olarak verilsin.

4.5.2. Teorem

£ lineer operatorii sinirli ve Fredholmdur.

4.5.2. Ispat
Lou = (—a()u" + Agu, Tyu, Tou, Tyu, Tyu)
ve
Liu= (—Aou, (Ly — T, (Ly — T, (Lz — T3)u, (Ly — To)w)

lineer operator ve Tyu = u(—1),Tou = u'(—1), Tsu = u(—0) — u(+0), T,u = u'(—-0) —
u'(+0), Wh4(—1,0) + W"4(0,1) Sobolev uzayinin direct toplaminda lineer fonksiyoneller
olsun. Burada 1 € G, (Q, 5) yeterince biiylik kompleks sayidir. Teorem 4.5.1 tarafindan

Lo:Wh(—=1,0) + Wb(0,1) » W24(-1,0) + Wi=24(0,1) + C,
olarak tanimh1 £, operatdrii izomorfizmdir. Ayrica

Li:Wh(-1,0) + Wb (0,1) » Wt24(-1,0) + W=24(0,1) + C,
L, lineer operatériiniin kompakt oldugu goriiliir. Sonug olarak, £ = £, + £, olsun. Buna
gore. L, operatdrii izomorfizm ve £; operatdrii kompakt oldugundan £ operatdrii Fredhom
operatoriidiir. Ayrica £ operatdriiniin sinirh oldugu (operatdriin kompaktlik kriterinden)

agiktir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez galismasinda, Sobolev uzaylarin direkt toplaminda goz oniine alinan klasik olmayan
gecis satlarindan olusan siireksiz katsayili siir deger probleminin ¢oziimii incelenmistir.
Daha sonra bu sinir deger probleminin irettigi lineer diferansiyel operatoriin Fredholm
operatorii olma ozelligi aragtirilmistir. Ayrica bu calismada uygulanan yontemlerle daha
yiiksek mertebeden diferansiyel denklemler ve farkli sinir sartlarinin eklenmesiyle farkli
sinir deger problemleri kurulabilir. Buna bagli olarak bu tip sinir deger probleminin ¢ézimii

incelenebilir ve iirettigi diferansiyel operatoriin 6zellikleri benzer sekilde arastirilabilir.
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