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OZET

Bu ¢alismada, Schwarz Lemmas1’nin birim diskin sinirindaki tiirevi incelenmistir. Bu  incelemede
fonksiyonun tiirevinin modiilii i¢in bazi degerlendirmeler elde edilmistir. Bu degerlendirmelerde
fonksiyonun Taylor acilimindaki katsayilarm bazilar1 da hesaba katillarak sonuglar
kuvvetlendirilmistir. Elde edilen esitsizliklerin kesinlik hali de incelenmis ve bunu saglayacak

fonksiyonlar bulunmustur.
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1. GIRIS

Kompleks fonksiyonlar teorisinin 6nemli konularindan biri Schwarz Lemmasi’dir. Schwarz
Lemmasi, kompleks diizlemdeki birim daire {izerinde tanimli ve deger kiimesi yine birim
daire olan analitik fonksiyonlarin aldig1 degerlerin lizerine tahminler veren 6nemli bir
sonugtur. ismi lemma olarak verilmis olsa da dnemli bir teoremdir. Ispat1 diger sonuglara
gore daha basit ve daha kolay bir sonu¢ olmasma ragmen, Schwarz lemmasi yine de
kompleks analizin dnemli bir uygulama aract haline gelmistir. Bunun nedeni ise, Riemann
tasvir teoremi gibi Onemli teoremlerin kanitlanmasinda ve yine kompleks analizin
gelistirilmesinde sikca kullanilan bir sonu¢ olmasidir. Ayrica, Miihendislik alaninda
ozellikle Elektrik-Elektronik miihendisliginde devre analizi ile ilgili konularda 6nemli rol
oynamaktadir (Ahlfors, 1979, Ahlfors, 1938, Dineen, 1989, Goluzin, 1969, Markushevich,
1965, Dubinin, 2007, Dubinin, 2000, Dubinin, 2002, Dubinin, 2005, Dubinin ve Olesov,
2004, Mercer, 1997, Reza, 1962, Ornek ve Diizenli, 2018, Carathéodory, 1954). Schwarz
Lemmasi, maksimum modiil prensibinin dogrudan uygulamasidir. Bununla beraber

Schwarz Lemmasi anlagilabilir ve ulasilabilir olarak asagidaki sekilde ifadelenir.

Schwarz Lemmasi. C kompleks diizlem ve E :{ﬂ,:‘ﬂ,‘<1} birim disk olsun. f:E > FE
holomorfik fonksiyon ve f(O):O olsun. Bu durumda VAeFE igin ‘f(l)‘sw ve

‘f ’(O)‘ <1 olur. Bu esitsizliklerde (herhangi bir A4 # 0 noktasi i¢gin) esitlik durumu yalnizca

|7|=1 olmak iizere, £(A)=y2 oldugunda miimkiindiir (Goluzin, 1969).
Schwarz lemmasinin daha kesin bir versiyonu Rogosinski’s Lemma olarak bilinen
|f(2)—¢|<n,Vz€E

esitsizligidir. Burada

. o' O)(1-|f ) e (1-|/"o

R
= rof - = lrof
seklindedir (Mercer, 1997, Duren 1983).

1

Schwarz Lemmast’nin bir uygulamasi olarak Liouville Teoremi gosterilebilir. Ayrica,
pozitif reel fonksiyonlar i¢in Schwarz Lemmasi’nin bir uygulamasi devre analizini

icermektedir. SOyleki pozitif reel fonksiyonlar i¢in elde edilen empedans fonksiyonlar1 bir



devreye karsihk gelmektedir. Bu devreleri L ve LC seklinde gosterebiliriz. Ornegin,

Z(s)=Z(1)+c, (s - 1) +c, (s - 1)2 +... pozitif reel fonksiyonu i¢in, Schwarz Lemma’dan
[z|<z@

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin esitlik hali Z(s)=sZ(1) fonksiyonu ile saglanir.

Bulunan bu Z(s) fonksiyon elektronik alaninda bobine karsilik gelmektedir (Ornek ve

Diizenli, 2018, Reza, 1962, Ornek ve Diizenli, 2019, Richards, 1947).

Z(HH

Sekill. Pozitif reel Z(s)=sZ(1) fonksiyonu i¢in devre modeli

Birim diskin kendisine

W
p(A)=e" —="
1-2 4

"

seklinde konform doniistimiine Mébius doniisiimii denir, burada 6 reel say1 ve ‘)\0‘ <1'dir.

Schwarz Lemmasi’nin ilk genellemesi Pick tarafindan verilen Schwarz-Pick Lemmas1’dir

ve asagidaki sekilde ifade olunur:

Schwarz-Pick Lemmasi. f: E — F analitik, A\ € E i¢in ‘f ()\)‘ <1 olsun. Bu takdirde

SO)-FOD | | A=A |
- FOVFOW] ™ [1-3%|

\

ol 1
I=|fOf 1=\

esitsizlikleri saglanir. Esitlik halleri yalmizca f(A) fonksiyonunun birim dairenin kendi

kendine konform tasvir olmasi durumunda miimkiindiir (Goluzin, 1969). Bu lemma ile
alakali farkli ¢caligmalarda mevcuttur (Beardon ve Minda, 2004, Beardon ve Carne, 1992,

Osserman, 1999, Mercer, 2006).



Schwarz-Pick ~ Lemmasi,  Schwarz =~ Lemmasi’ndaki  £(0)=0  kisitlamasinin

kaldirilabilecegini gostermektedir.
1.1. Simirda Schwarz Lemmasi’nin Bir Versiyonu

Schwarz Lemmasi’nin uygulama alani ¢ok genis oldugundan dolayr bir cok bilimsel
calismaya konu olmustur. Son zamanlada Schwarz Lemmas ile ilgili yeni sonuglar elde
edilmis. Bu sonuglarda Schwarz Lemmasi’nin smir versiyonu hakkinda olan 6nemli
calismalar mevcuttur. Bunlardan bazilar1 fonksiyonun tiirevinin modiilii hakkinda olan
degerlendirmelerdir. (Azeroglu ve Ornek, 2013, Ornek, 2013, Ornek ve Akyel, 2016, Boas,
2010, Burns ve Krantz, 1994, Dubinin, 2004, Krantz, 2011, Osserman, 2000, Mateljevic,
2015, Mateljevi¢, 2016, Mateljevié, 2016, Catal ve Ornek, 2019, Jeong, 2011, Jeong, 2014,
Aydmoglu and Ornek, 2018, Akyel ve Ornek, 2015, Gok ve Ornek, 2017, Akyel ve Ornek,
2017).

Schwarz Lemmast’nin birim diskin sinirindaki tiirevinin degerlendirmesi asagidaki sekilde
verilir:

f, E diskinde analitik, £(0)=0 ve W <1 i¢cin ‘f (ﬂ,)‘ <1 olsun. Ayrica varsayalim ki, f

fonksiyonu bir ¢ € 0F noktasina siirekli devam ediliyor,

f(c)‘ =1 ve f'(c) mevcuttur.
Bu takdirde klasik Schwarz Lemmasi‘ndan, sinirda Shwarz Lemmasi olarak bilinen
[£(c)|=1 (1.1)

esitsizligi elde edilir. (1.1)’da esitlik hali sadece f(1)=1e™®, aeR oldugunda

miimkiindiir. Bunlara ilave olarak, eger f (/1) fonksiyonu ‘f (c)‘ =1 olmak iizere c €0F

noktasima stirekli devam ettiriliyorsa ve f ’(c) mevcutsa, 0 zaman

, 2
‘f (c)‘zm (1.2)

0<a<1

alinir. (12) esitsizliginde e$1thk hali (C:l oldugunda) f(l):ﬂ,lﬂ“'i_i 5
+a

fonksiyonu i¢in gerceklenir (Osserman, 2000).
Eger f(\)= cp)\” + cp+1)\”+1 + ... fonksiyonu ‘f(c)‘ =1 olmak iizere ¢ €dE noktasina

stirekli devam ettiriliyorsa ve f'(¢) mevcutsa, o zaman



(@) pt” (13)
1+‘c ‘

ve
IF'(e)| > p
esitsizligi elde edilir (Osserman, 2000).

Dubinin, f fonksiyonunun sifirdan farkli sifirlarmida hesaba katarak yukarida verilen

(1.1) ve (1.2) iligkilerinden daha kuvvetli esitsizlikler elde etmistir (Dubinin, 2004).

Ornek ve Diizenli tarafindan yapilan ¢alismada Schwarz Lemmasi’nmn smirda analizi
incelenmis ve bu analizde elde edilen empedans fonksiyonlarina karsilik gelen devreler

arastirilmigtir. Calismada sunulan teoremde, Z(0)=0 kosulu dikkate alinarak empedans
fonksiyonunun tiirevinin modiiliiniin asagidan sinir analizi yapilmistir ve kesin sonug elde
edilmistir. Elde edilen esitsizligin esitlik hali i¢in Z(s) fonksiyonu verilmistir. Sinirda
Schwarz Lemmasi’nin bir uygulamasi olarak verilen bu esitsizlik su sekildedir:
Z(s)=Z(D)+c,(s—D+c,(s—1)*+... ve Z(s) fonksiyonu Z(0)=0 ve sanal eksenin
s =0 noktasinda analitik olsun. Bu taktirde

2(z(D))

‘Z/(O)‘ = Z(WH+Z'(D)

!/
esitsizligi elde edilir. Burada keyfi a = u €[0,1] olmak iizere

Z(1)

N7 L
(1-a)s*+1+a

fonksiyonu i¢in esitlik vardir. Bu fonksiyon asagida verilen sekildeki gibi bir devreye
karsilik gelmektedir (Ornek ve Diizenli, 2018, Ornek ve Diizenli, 2019).

2Z(1) =
14a H i F

Sekil2. Z(s) empedans fonksiyonu i¢in esdeger devre modeli



Bizim ¢alismamizda yukarida Osserman tarafindan verilen hipotezler yerine daha genel
olan acisal limit ve acisal tiirev kavramlar1 kullanilacaktir. Dolayisiyla teoremlerimizde
acisal tiirevle ilgili degerlendirmeler yapilacaktir. Elde edilen degerlendirmelerde, f
fonksiyonun agisal tiirevinin modiilii ile ilgili teoremler ispatlanmistir. Simdi ¢alismamiz

icin gerekli olan tanim ve lemmalar1 verelim.

Tanim 1.1. ¢ € T noktasi i¢in O<a<%,p<2cosa olmak tizere

A=<AekE: <a,

arg(l—le) l—c‘<p

kiimesine Stolz A¢isi denir. f:E — C seklinde bir fonksiyon olsun. 12 e A, ¢ noktasindaki
herhangi Stolz a¢isinin i¢inde ¢ noktasina yaklastiginda, f(A1) fonksiyonu da a sayisina
yaklagiyorsa, f fonksiyonu ¢ e€O0F noktasinda a agisal limitine sahiptir denir. A agisinin
genisligi olan 2a sayisi, 7 ’den kiigiik herhangi bir say1 olabilir. Limiti olan fonksiyonun
acisal limiti mevcuttur. Ancak tersi dogru degildir.

f:E — E fonksiyonu ¢ noktasinda « acisal limitine sahip olsun. Eger ¢ noktasindaki
her A Stolz agis1 i¢in

TR

¢—C,6EA c—¢C

olacak sekilde bir 8 sayist mevcut ise, ’ya f fonksiyonunun ¢ noktasinda agisal tiirevi
denir ve f'(c) ile isaretlenir (Pommerenke, 1992).

Bizim calismamizda Ossserman ve Dubinin tarafindan elde edilen esitsizlikleri farkli
smiflar i¢in yapilmis olup f fonksiyonunun agisal tiirevinin modiiliiniin degerlendirmesi
incelenmistir. Bu degerlendirmede fonksiyonun Taylor agilimindaki katsayilar1 yardimiyla
elde edilen esitsizlikler kuvvetlendirilmistir. Teoremlerimizde agisal limit kavramini
kullandigimiz i¢in Julia-Wolff teorisinin kullanilmasi zorunlu hale gelmistir (Pommerenke,

1992):



Lemma 1.3 (Julia-Wolff). f:E — E fonksiyonu ce€dE noktasinda f(c)edE agisal
limitine sahip olsun. Bu taktirde f'(c¢) agisal tiirevi mevcuttur ve 1< ‘f ! (c)‘ < oo olur.

Ayrica bizim ana sonuglarimiz1 gostermek igin gerekli olan lemma asagidaki sekilde ifade

edebiliriz (Jack, 1971):

Lemma 1.4 (Jack's Lemma). f(A) analitik, sabit olmayan bir fonksiyon ve f(0)=0

olsun. Eger ‘f @3]

, 4, noktasinda, /l‘zr dairesi iizerinde maksimum deger aliyorsa, o

zaman

W)
f(A,)

esitligi saglanir. Burada k& >1 bir reel sayidir.



2. SINIRDA ANALITiK FONKSiYONLARIN BAZI SINIFLARI iCiN
SONUCLAR

Bu boliimde birim diskin smirinda farkli analitik fonksiyon smiflar1 igin Schwarz
Lemmasi’nin yeni bir seklini elde edecegiz. f fonksiyonunun agisal tiirevinin modiilii i¢cin
yeni esitsizlikler elde edecegiz. Elde edilen bu esitsizlikler i¢in £ fonksiyonunun Taylor
acilindaki katsayilardan bazilar1 hesaba katilarak esitsizlikler kuvvetlendirilecektir. Ayrica
Taylor acilimlariin sifirdan farkli ilk katsayilar1 kullanilacaktir. Elde edilen esitsizliklerin
esitlik durumu i¢in fonksiyonlar verilecektir. Buldugumuz sonuglar yenidir (Catal ve

Ornek, 2017).

M , birim disk E 'de analitik olan f (/”L):1+C1A+c2/”t2 +... fonksiyonlar smifin1 gostersin.

1
Ayrica K (o), 5 <a <1 oldugu yerde

K11+ , \eE

AV 3a-1
O 20

esitsizligini saglayan tiim (1) fonksiyonlarinmn i¢erdigi M 'nin alt sinifi olsun.
Asagidaki fonksiyona bakalim:

fO)-1

o=
1—2a+f())

p(\) fonksiyonu E 'de analitik ve (0)=0'dir. Gsterelim ki birim diskte [p(\)|<1

saglanir. () 'in tanimindan

1 +(1—2a)g0()\)
1—o(N)

alir1iz ve her iki tarafin logaritmik tiirevinden

fO)=

M) (1-20)00'0) gy
() 1+(1—20¢)g0()\) 1—p(N)

elde ederiz. Varsayalm ki A\, € E' noktast i¢in
max|o (V)] =[e(\)| =1
Pyl

ifadesi saglansin. Jack lemma'dan



. Ao’ (A
g0()\0):6.19 ve M:k
P(N)

esitlikleri saglanir. Boylece, asagidakine sahip oluruz.
)‘of/()‘o) =1 (1 _ ZQ)AOSO/(AO) )‘ogp/()‘o)
) 1+(1-2a)p())  1-¢()
(1-2a)ke” ke
i0 + 0"
1+ (1 — 2a)e l1-e

=1+

ke’  —k ksiné
-4

\

(1—2@)1{6“’ h k(1—2a)2+k(1—2a)c059 . k(l—Za)cosG

1+(1—20¢)ei9 ™ (1—204)2 +2(1_2a)c059+1 (1—204)2 +2(1—2a)c059+1

oldugu i¢in

R 1+M :1_54_1{(1_2&) 1-20 +cos6 :
f 2 1+2(1—2a)c059+(1—2a)

ifadesini elde ederiz. Bu esitsizliginin sag tarafi minimum degerini cos(@) =-1ve k2>1

icin aldigindan

ER{1+M]<1_1_ 1-20 _3a-1
f(ﬁ‘o) 2 20 20

ifadesine ulasiriz. Bu f (l)eK (a) kabuliyle ¢elisir. Bundan dolayir her A €E i¢in

(%)

Schwarz Lemma’dan

=1 olacak sekilde A, € E noktasi yoktur. Bu ylizden W<1 icin ‘qo(l)‘<1’dir.

(o) <2(1-c)
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte esitlik hali

1+)\(1—2a)

f)=——77

fonksiyonu ile saglanir.



Boylece K (o) smifiigin elde ettigimiz Schwarz Lemma agagidaki sekilde ifade edilir.

Lemma 2.1. f(\) € K(«) olsun. Bu takdirde
'] <2(1-a) 2.1)
esitsizligi saglanir. (2.1) iliskisinde

1+)\(1—2a)

F=—7

fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.

2.1. Temel Sonuclar

Bu boliimde, K (a) smifina ait olan f (ﬂ,) analitik fonksiyonu i¢in, birim diskte sinir

iizerindeki noktalarda agisal tiirevin modiiliiniin asagidan degerlendirilmistir. Teoremlerde

elde edilen sonuglarin kesinligi ispat edilmistir.

Teorem 2.2. f(A)e K(a) olsun. Farzedelim ki ¢ € 0F noktasinda f fonksiyonu f(c)

acisal limitine sahiptir ve f(c)=« . Bu takdirde

o)==~ 2.2)

esitsizligi saglanir. (2.2) esitsizliginde
1+A(1-2a)
f(\)=
1-)
fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.
Ispat. Asagidaki fonksiyonu ele alalim.
f(2)-1

o(2)= T 20+ 7(2)
Burada ¢(4) fonksiyonu E birim diskte analitik ve ¢(0)=0"dr. Eger Jack Lemmast ve
£(1)eK (e) olmasi kullanihirsa |2 <1 igin ‘qo(l)‘ <1 aliriz. Ayrica, ¢ € 9F igin
‘qo(c)‘ —1 buluruz.

Ayrica f (c) = oldugundan,



10

2(1-a)f'(c)

(e :(1—2a +F(O))

ve
qo’(c) _ 2(1—a)f’(c2) _ 2(1—05)1‘;(6) :Zf’(c)
(1—2a+a) (1—05) l1-a

ifadelerini kolayca elde ederiz. Bu takdirde, (1.1) ifadesinden

1 S‘go’(c)‘ = 2@
ve
l-a
2

f ’(c)‘ >
elde edilir. Simdji, (2.1) esitsizliginin kesinligini gosterelim.

1+A(1-2a
)AL
olsun. Bu takdirde,

(1-20)(1-2)+1+A(1-20a)

)t

\

elde edilir.

Teorem 2.3. (A1) e K(a) olsun. Kabul edelim ki ¢ € 0F noktasinda f fonksiyonu f(c)

acisal limitine sahiptir ve f(c)=« . Bu taktirde

2(1-a)
1-a)+|f'(0)

HGE A (2.3)

esitsizligi saglanir. Diger yandan (2.3) esitsizliginde

1+)\(1—2a)

f(\)= T x

fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.
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Ispat. q)(l) fonksiyonu Teorem 2.2°nin ispatindaki gibi verilsin. Rogosinski’s
Lemma’dan
e ¢ | <
esitsizligi yazilir. Burada
O (-l
G = 2 e h = 21
=P (0) =P 0)
bi¢iminde ifade edilir. Genelligi bozmadan, ¢ =1 olarak alabiliriz. Béylece
- Weolfi-pr) W {i-or)

O e o et T I o ) M G A O
| A1 |7 1) 1= ’

-1 =IO Nl O =) (-l o)
R (=)o)

\

e —1) 1+
| A=1 [T 1+ )]

esitsizlikleri elde edilir. Son esitsizlikte agisal limite gecersek

. 2
‘90 (D‘Zm
olur ve
P A AL
‘¢(Oﬂ:2(1_a)"p(mk:27iif

oldugundan dolay1 (2.3) esitsizligi elde edilmis olur.

Simdi, (2.3) esitsizliginin kesinligini gésterelim. O zaman

1+A(1-2a
f(4) :1(_—1)
olsun. Buradan
f'(2)=2 1-a

\
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elde edilir. Diger yandan ‘f’(o)‘ =2(1- o) oldugundan, (2.3) esitsizliginin esitlik hali
saglanir. Yani;

2(1-a) 2(1-a) 2(1-a) 1-4

2(1—a)+‘f’(0)‘:2(1—0¢)+2(1—a)_ 4(1-a) 2

bulunur.

(2.3) esitsizligi asagidaki gibi f (ﬂ,) fonksiyonunun Taylor acilimindaki ikinci katsay1 olan

c, hesaba katilarak kuvvetlendirilebilir.

Teorem 2.4. (1) e K(&) olsun. Farzedelim ki ¢ € 0F noktasinda f fonksiyonu f(c)

acisal limitine sahiptir ve f(c)=« . Bu takdirde

‘f,(c)‘zl—a 4 2(2(1-a)-e,))

2 4(1—05)2—‘c1‘2+‘2(1—a)cz—cf

(2.4)

fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.

Ispat. qo(l) fonksiyonu Teorem 2.2'nin ispatindaki gibi olsun. Bu durumda

" a)
fonksiyonunu dikkate alalim. Burada B(4)=4 olup u(4) fonksiyonu E *de analitiktir. O

halde Maksimum prensibine bagli olarak, her 1 € E i¢in ‘ u(ﬂ,)‘ <1 bulunur.

Ozel olarak,

u(0)|= <1 25)

\



1

‘ ‘21 oc) —c?

41-a)
elde edilir. Buna ek olarak,

cB'(c)

e O ELICETS

o(¢)
oldugu agiktir.

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon E ’de analitik olup, W <1 i¢in ‘y/(ﬂ,)‘ <1,

1/1(0) =0, ve c€0F i¢in ‘y/ (c)‘ =1 olur. Diger yandan (1.2) ifadesinden

ok el =

1+v'(0) 1~ (0)u(c)

Ol oo

Jw(e)

bulunur. Ayrica

\(

oldugundan,

13
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1+ “
2 < 2(1-a) ﬂf(cﬂ_l
- 2(1—oc c,—c; _1_ c, 1-a

24‘1—af{_ka <2(1_a)+kJ ZV(cj_l
i |

2@(1—a)—ka <2V(cj_1
4(1—05)2 —‘cl‘z + 2(1—05)C2 —cf‘ - 1l-a

ve
2
_ 212(1-a)-|c
PR T U C o b 51
2 4(1—a)2—‘c ‘2+‘2(1—a)c ~c?
1 2 1
elde edilir.
. 1+*(1-2a)
Simdi, (2.4) esitsizliginin kesinligini gosterelim. Bunun i¢in £ (\) = X olsun.
Buradan
Flijere
elde edilir. Diger yandan,
2 J—
1+e A+ +..... :liilly%ﬁ
B
1+ X (1-2a 22 (1—«
At N+ = 1_()\2 )— = IE)\Z )
2A(1—a)
qteA+....= Y

oldugundan ¢, =0 ve ¢, =2(1—a) olur. Bdylece

o 21-a)fe)

2 4(1—05)2—‘c1‘2+2(1—a)c2—cf

esitligi elde edilir.
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f(1)—1 fonksiyonunun Teorem 2.4'te sifirdan baska sifirlar1 yoksa, asagidaki

degerlendirmeyi elde ederiz.

Teorem 2.5. f(A)eK(a), f(ﬂ,)— 1 fonksiyonunun E ’de A =0’dan bagska sifirlar1 yok

ve ¢, >0 olsun. Varsayahm ki ¢ €0E noktasinda f fonksiyonu f(c) agisal limitine

sahiptir ve f(c) =« . Bu takdirde

') Slzay Ly a (2.6)
2 21—
esitsizligi bulunur. (2.6) iliskisinde
1+/\ c
1+(1-2a)re™™ et
f(\)= f g

1— )\eﬁ 2(1-a)

<0'drr.

fonksiyonu i¢in esitlik saglanir. Burada ¢, >0 ve In o)
-a

Ispat. ¢, >0 olsun ve /,t(l) Teorem 2.4’deki gibi olsun. (2.5) esitligi géz Oniinde

bulunduruldugunda, In /,t(l) fonksiyonunun analitik oldugu bir dali segilirse

In u(0) 1%%} 0

olur. Diger yandan

¢(ﬂ,) ln/,t() nuEO)

In /,t( )+ln u 0)
yardimc1 fonksiyonunu ele alalim. Aciktir ki, ¢(ﬂ,) fonksiyonu £ ’de analitik bir

fonksiyon, ¢(0)=0,

A|<1 igin ‘¢(1)‘s1, ve ayrica cedF icin ‘¢(c)‘:1’dir. Bu
yiizden ¢(1) fonksiyonunu (1.1) esitsizligine uygulayabiliriz.

#(1)=21n (o) #(2) N

ul2)(ina2) (o)

\(
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oldugu i¢in,

2‘1nu(0)‘ ‘/,t’(c)‘
iG]

' S‘W(C)‘ i ‘ln/,t(c)+lny(0)

2nu(0)  |e(e) ol)(e)
A B (]
) elalfpele)
lnzy(0)+arg2u(c) c?

—21n/,t(0) (B
(C){‘q’( )‘ ‘ ( )‘}

B In® y(0)+arg2 u

<—21nu(0){2‘f’(c)‘_ } 9 {Z‘f’(c)‘—l}
lnz/,t(O) l1-a ln/,t(O) l1-a

elde edilir. Boylece

1<

-2 27|
C 11—«
2(1—a)

In

ve
1 1 c,

1-«
G R L ewrs

1

N—————

elde ederiz. Simdi, (2.6) esitsizliginin kesinligini gosterelim.
9, g
1+(1-2a)re' 20
KN
1—)e 1-A 2(1-a)

fO)=

fonksiyonunu tanimlayalim. Basit hesaplamalar ile
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]+zl q H—zl &

1+z q
(1-2a) et 20 i 2 o 2(101 )el_znz“‘“)z [I—Zel = W)]
1—z -
/ —_
fl(z)= T
[l_zel—z 2(]—(!)]
Itz 4 14z < I+z q
e] Zl 2(1-a) (1 2 )2 In 2(101 )el zl 2(1_(!) 1+(1_20d) 1— zl 2(1- (!)]
—Z —Q
+

]+zl q 2
[l_zel z 2(1 (!)]
esitligini elde ederiz. Buradan

el 1, &
A (1 21n2(1—a)]

esitlik hali gosterilmis olur.

Asagidaki teoremde, f fonksiyonunun biri A=0 digeri A, #0 olmak iizere Taylor
acilimlarmm sifirdan farkli ilk katsayilar1 kullanilarak f'(c) agisal tiirevinin modiilii

asagidan degerlendirilmistir.

Teorem 2.6. £(A)e K (1) ve 0<|\|<1 igin £())=1 olsun. Kabul edelim ki c € OF

noktasinda f fonksiyonu f(c) agisal limitine sahiptir ve f(c)=a olsun. Bu takdirde

I P |/11| 2(1-a)|4]-|f(0)

/(== (1 - _M 2(1 D17 0) 2.7)

1 @) A+ O (1AL ) =40 -a) (1= () =20 - )l (0 1- o
)l |7 Ol G- )4 -a) (1)l (2) -

esitsizligi bulunur. (2.7) esitsizliginin kesinligi, ifadelerinin miimkiin

F(0) ve [r(a)

her bir degeri i¢in saglanir.

. A=A
Ispat. p(l): —-— olsun. x:F — FE analitik ve bir A €E olsun. Bu takdirde,
1-42

Schwarz-Pick Lemma’dan

(2.8)

esitsizligini elde edilir.



Eger @ : E — E analitik fonksiyonu ve 0<‘Al‘<1 olursa,
K(ﬂ,): w(i)——w(())
/1(1—w(/1)m(z,))

fonksiyonu tanimlayabiliriz. (2.7) esitsizliginden,

K[ +|p(4)
1+|K]|p(2)
K[ +e(2)
1+‘KHp(ﬂ,)‘

(o) I

1+‘w(0)”ﬂ,‘

elde edilir. Burada

o ol1)-a(0)
/11(1—w(0)m(/11))
seklindedir.

Genelligi bozmadan, ¢ =1 oldugunu kabul edelim. Eger

w(i) M

P
1-44
olarak alirsak, o zaman
2
¢'(0 4"'(’11)(1“11‘ )
w(O): _Sl), w(ll): )
ve
(1) o0
K= i (ll) ll i 3’1
- 2
), (4]
),1{1+ 2 (p(/ll) )

olur. Burada ‘K‘S 1'dir. ‘w(O)‘ =y ve

18

(2.9)



19

M =

o 0)] .

11{1+ 2

olarak alalim. (2.9) esitsizliginden,

y+|ﬂ4ﬂpﬁﬂ
O
]+th+MpM)
M+‘p(ﬂ,)‘ 2 M+‘p(ﬂ,)‘
1‘\<"‘(T)\1+y‘i‘1+Mp(ﬂ)ﬂwp(l)‘_w p(l)‘HMp(ﬂ«) _3
1-14 M+|p(2
(1 W){lwwhrl"‘;;((&)n
elde edilir.
M +|p(A
G@j1+‘ﬂ1+JﬁiJ%

olarak isaretleyelim. Bu taktirde
EE 0 "
wplenty P e e

olur. Ayrica

@30@):1+%mnH(U:1+M

x—1

(=Rl Ja)

= — 2
h—@z

\

2
-1-

1—‘,0(&)

oldugundan, (2.10) ’da agisal limit alinirsa,



2 1| -
1)> 1 M+yM
e
A W al
-2 Trr| 1eMf1-a
esitsizligini elde edilir. Ayrica
“/’,(0)‘ 1A~ ‘f’(O)‘
o (0] Tl Jaleol T a0-a) 20-a)al-|r(0)
1+7/ 1+\w0\ 19 (0) A+ (0) )+ 7'(0 a)|A|+] £ (0)]
|ﬂ‘1| 2(1-a)
Ve
o)1=l Jo(o)
A | 4
1-
, I 2
2] 1+ CD;O)‘CD(%)(: al
1-M 1 1 ‘
S b e
/ll }“1
1+
0¥

20
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1] o) 1=la[ || o) (1-A1)] [o(0)

‘2,1‘ 1+ ) x + ) + )
X #(%) P [£7(%) L
a1 [#(o) 2(1—a)( _w) 2(1-a) gl )_ [#(0)
N 2(1-a)yy 2| Al 2(1-a)[4,|
) ARG
o1 O el P gl o)
|otme)lal 4] 2(1-a)jr|
_4(1—05)2‘2,12+ £(0)|F(4, (1—\/112))—4(1—05)(1—\11\ )f’(z,l) ~2(1-a)|f(0)

s{i-afaf o)1)
4(1-a) |2,[ +[£ (0)|F' ()

|
[ (1—\/11\2)+4(1—a)(1—\11\2) '
oldugundan dolay1

(s =@ 1—Il.lz 2(1—06)|lu|—|f'(0)|
1) > 1

2
|, AO-ay Al )l (2) (1 4| ) 4(1-a)(1=|Af |7 () -20-a)l /O 1-|af
a(=a) |4 +| 7 O @114 )+ 40-a)(1=|AF )| ()] = 20-a)|r (o)1 -2

esitsizligini elde edilir.
©(\) fonksiyonunun tanimindan

ve
r(1)
"(1)= 2‘
‘(p ( )‘ l1-«a
olur. Boylece (2.7) esitsizligi elde edilir. Simdji, (2.7) esitsizliginin kesinligini gosterelim.
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(0] ve

fonksiyonu E birim diskinde analitik ve ‘A‘<1 icin ‘w(/\)‘gl oldugundan

olur. Ayrica 4, € (—1,0) olmak iizere keyfi x ve y sayilari i¢in, Oyle ki

Al
e
‘P( 1)‘ 1_‘)\1‘2
OSXSZ(I—a)‘ﬂ,l‘ , O<y<2(1—a)% ifadeleri saglanir. Simdi
1-|4,
2
y(l_w )+X .
. 2, A1 Y(l—\%\ )*X
2 2
A [1+Xy1_‘ 1‘ } g 1+XY1_‘M
1 2
1 1
fonksiyonunu ele alinsin;
T+f“_£1
=y 4
- A 1+T1}“_ﬁ
m(1)=A—= — (2.11)
1=44 T+1j“_£1
-5
1+T }“__}"
1-2A
karmasik fonksiyonu E 'de analitik ve ‘A‘<1 icin ‘m()\)‘gl olur. Bundan baska
T + A__Al
j+l 1-44
F(1)-1 AoqertTA
- A=A 1-1 1
:i _1 1
1-2a+f(A) 1-42 oA h
l—il 1-44
Moer A
1-4,4
olsun. Buradan, ‘f’(O)‘ :2(1 —oc)X ,
SR U W
Ly 2, llz 1_|ﬂ~1|2 1
—+T 1
2(1—06) f,(ﬂ“) — A4 H _ A Y i
(1=2a+f(2) =A% ATy (1A f )+
1 1
I+xy 5

= 2( 1-a ) y almnirsa, (2.11)'den basit hesaplamalarla,

ve |£/(4,)
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P ) e i
I-a (1_11)2 . 2
b“]

’ 1-4,) 14T

5 1+ 5

IR Y ) [1+ 1=, 1—T}
(=4 =20

A

=1+

1-4] N x+ A - 1-22 ﬂf+xy(1—&2)—y(l—lf)—x
(1-2) =x+4 | (1=-4) A+(1=-47)+y(1-4)+x

\

=1 PO =4 ML P =4 &2+xy(1—ﬂf)—y(1_&2)_x
(1-24)  =x+A4( (1=4) A +x(1-47)+y(1-27)+x
elde edilir. Diger yandan 4 €(-1,0) oldugundan, son denklem (2.7) esitsizliginin

kesinligini gosterir.



24

3. SONUCLAR

Bu calismada son yillardaki ¢alismalarin konusu olan sinirda Schwarz Lemmasi‘nin farkli

versiyonlar1 incelenmistir. M , birim disk E 'de analitik olan f(i):1+cll+c2/12+...

1
fonksiyonlar siifin1 gostersin. Ayrica K(«), > <a <1 oldugu yerde

/ —
&%1+Afcw]>3a L \eE

O 2a

esitsizligini saglayan tiim f(A) fonksiyonlarmin icerdigi M alt sinifi olsun. Bu kosullar1
saglayan fonksiyonlar smifi ele alinmistir. Bu smif i¢in £ fonksiyonunun birim diskin
sinirindaki bir ¢ noktasinda agisal tiirevinin modiilii i¢in alttan degerlendirmeler elde

edilmistir. Bu degerlendirmelerde f(c)=a acisal limitinin mevcutlugu varsayilmistir.
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