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1. GİRİŞ 

 
Kompleks fonksiyonlar teorisinin önemli konularından biri Schwarz Lemması’dır. Schwarz 

Lemması, kompleks düzlemdeki birim daire üzerinde tanımlı ve değer kümesi yine birim 

daire olan analitik fonksiyonların aldığı değerlerin üzerine tahminler veren önemli bir 

sonuçtur. İsmi lemma olarak verilmiş olsa da önemli bir teoremdir. İspatı diğer sonuçlara 

göre daha basit ve daha kolay bir sonuç olmasına rağmen, Schwarz lemması yine de 

kompleks analizin önemli bir uygulama aracı haline gelmiştir. Bunun nedeni ise, Riemann 

tasvir teoremi gibi önemli teoremlerin kanıtlanmasında ve yine kompleks analizin 

geliştirilmesinde sıkça kullanılan bir sonuç olmasıdır. Ayrıca, Mühendislik alanında 

özellikle Elektrik-Elektronik mühendisliğinde devre analizi ile ilgili konularda önemli rol 

oynamaktadır (Ahlfors, 1979, Ahlfors, 1938, Dineen, 1989, Goluzin, 1969, Markushevich, 

1965, Dubinin, 2007, Dubinin, 2000, Dubinin, 2002, Dubinin, 2005, Dubinin ve Olesov, 

2004, Mercer, 1997, Reza, 1962, Örnek ve Düzenli, 2018, Carathéodory, 1954). Schwarz 

Lemması, maksimum modül prensibinin doğrudan uygulamasıdır. Bununla beraber 

Schwarz Lemması anlaşılabilir ve ulaşılabilir olarak aşağıdaki şekilde ifadelenir. 

 

Schwarz Lemması.   kompleks düzlem ve  : 1E     birim disk olsun. :f E E  

holomorfik fonksiyon ve  0 0f   olsun. Bu durumda E   için  f    ve 

 0 1f    olur. Bu eşitsizliklerde (herhangi bir 0   noktası için) eşitlik durumu yalnızca  

1   olmak üzere,  f    olduğunda mümkündür (Goluzin, 1969). 

Schwarz lemmasının daha kesin bir versiyonu Rogosinski’s Lemma olarak bilinen 

1 1( ) ,f z c r z E     

eşitsizliğidir. Burada 

 2

1 22

(0) 1

1 (0)

zf z
c

z f

 



,   

 22

1 22

1 (0)

1 (0)

z f
r

z f





 

şeklindedir (Mercer, 1997, Duren 1983).  

Schwarz Lemması’nın bir uygulaması olarak Liouville Teoremi gösterilebilir. Ayrıca, 

pozitif reel fonksiyonlar için Schwarz Lemması’nın bir uygulaması devre analizini 

içermektedir. Şöyleki pozitif reel fonksiyonlar için elde edilen empedans fonksiyonları bir 
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devreye karşılık gelmektedir. Bu devreleri L ve LC şeklinde gösterebiliriz. Örneğin, 

   21 2( ) (1) 1 1 ...Z s Z c s c s       pozitif reel fonksiyonu için, Schwarz Lemma’dan 

(1) (1)Z Z   

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizliğin eşitlik hali ( ) (1)Z s sZ  fonksiyonu ile sağlanır. 

Bulunan bu ( )Z s  fonksiyon elektronik alanında bobine karşılık gelmektedir (Örnek ve 

Düzenli, 2018, Reza, 1962, Örnek ve Düzenli, 2019, Richards, 1947). 

 
Şekil1. Pozitif reel ( ) (1)Z s sZ  fonksiyonu için devre modeli 

 

Birim diskin kendisine  

0

0

( )
1

ie   
 

 





 

şeklinde konform dönüşümüne Möbius dönüşümü denir, burada   reel sayı ve 0 1  'dir. 

Schwarz Lemması’nın ilk genellemesi Pick tarafından verilen Schwarz-Pick Lemması’dır 

ve aşağıdaki şekilde ifade olunur: 

 

Schwarz-Pick Lemması. :f E E  analitik, E  için ( ) 1f    olsun. Bu takdirde 

0 0

0 0

( ) - ( ) -
1- ( ) ( ) 1-
f f

f f
   
  

  

ve 

2 2

'( ) 1
1 ( ) 1

f
f


 


 
 

eşitsizlikleri sağlanır. Eşitlik halleri yalnızca ( )f   fonksiyonunun birim dairenin kendi 

kendine konform tasvir olması durumunda mümkündür (Goluzin, 1969). Bu lemma ile 

alakalı farklı çalışmalarda mevcuttur (Beardon ve Minda, 2004, Beardon ve Carne, 1992, 

Osserman, 1999, Mercer, 2006). 
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Schwarz-Pick Lemması, Schwarz Lemması’ndaki (0) 0f   kısıtlamasının 

kaldırılabileceğini göstermektedir. 

 

1.1. Sınırda Schwarz Lemması’nın Bir Versiyonu 

 

Schwarz Lemması’nın uygulama alanı çok geniş olduğundan dolayı bir çok bilimsel 

çalişmaya konu olmuştur. Son zamanlada Schwarz Lemması ile ilgili yeni sonuçlar elde 

edilmiş. Bu sonuçlarda Schwarz Lemması’nın sınır versiyonu hakkında olan önemli 

çalışmalar mevcuttur. Bunlardan bazıları fonksiyonun türevinin modülü hakkında olan 

değerlendirmelerdir. (Azeroğlu ve Örnek, 2013, Örnek, 2013, Örnek ve Akyel, 2016, Boas, 

2010, Burns ve Krantz, 1994, Dubinin, 2004, Krantz, 2011, Osserman, 2000, Mateljević, 

2015, Mateljević, 2016, Mateljević, 2016, Çatal ve Örnek, 2019, Jeong, 2011, Jeong, 2014, 

Aydınoğlu and Örnek, 2018, Akyel ve Örnek, 2015, Gök ve Örnek, 2017, Akyel ve Örnek, 

2017).  

Schwarz Lemması’nın birim diskin sınırındaki türevinin değerlendirmesi aşağıdaki şekilde 

verilir: 

f , E  diskinde analitik, (0) 0f   ve 1   için ( ) 1f    olsun. Ayrıca varsayalım ki, f  

fonksiyonu bir c E  noktasına sürekli devam ediliyor, ( ) 1f c   ve ( )f c  mevcuttur. 

Bu takdirde klasik Schwarz Lemması‘ndan, sınırda Shwarz Lemması olarak bilinen 

                                           1f c                                                                       (1.1) 

eşitsizliği elde edilir. (1.1)’da eşitlik hali sadece ( ) ,if e R     olduğunda 

mümkündür. Bunlara ilave olarak, eğer  f   fonksiyonu ( ) 1f c   olmak üzere c E  

noktasına sürekli devam ettiriliyorsa ve  cf   mevcutsa, o zaman 

                                                2
1 (0)

f
f

c 


                                                              (1.2) 

alınır. (1.2) eşitsizliğinde eşitlik hali ( 1c   olduğunda) ( )
1

af
a


 







, 0 1a   

fonksiyonu için gerçeklenir (Osserman, 2000). 

Eğer 1
1( ) ....p p

p pf c c   
    fonksiyonu ( ) 1f c   olmak üzere c E  noktasına 

sürekli devam ettiriliyorsa ve ( )f c  mevcutsa, o zaman        
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1

( )
1

p

p

c
f c p

c


  


                                                             (1.3) 

ve 

                                                     ( )f c p   

eşitsizliği elde edilir (Osserman, 2000).  

Dubinin, f  fonksiyonunun sıfırdan farklı sıfırlarınıda hesaba katarak yukarıda verilen 

(1.1) ve (1.2) ilişkilerinden daha kuvvetli eşitsizlikler elde etmiştir (Dubinin, 2004).  

 

Örnek ve Düzenli tarafından yapılan çalışmada Schwarz Lemması’nın sınırda analizi 

incelenmiş ve bu analizde elde edilen empedans fonksiyonlarına karşılık gelen devreler 

araştırılmıştır. Çalışmada sunulan teoremde, (0) 0Z   koşulu dikkate alınarak empedans 

fonksiyonunun türevinin modülünün aşağıdan sınır analizi yapılmıştır ve kesin sonuç elde 

edilmiştir. Elde edilen eşitsizliğin eşitlik hali için ( )Z s  fonksiyonu verilmiştir. Sınırda 

Schwarz Lemması’nın bir uygulaması olarak verilen bu eşitsizlik şu şekildedir: 
2

1 2( ) (1) ( 1) ( 1) ....Z s Z c s c s        ve ( )Z s  fonksiyonu (0) 0Z   ve sanal eksenin 

0s    noktasında analitik olsun. Bu taktirde 

 22 (1)
(0)

(1) (1)
Z

Z
Z Z

 


 

eşitsizliği elde edilir. Burada keyfi 


     
(1)

0,1
(1)

Z
a

Z
 olmak üzere 

2

2 (1)( )
(1 ) 1

Z sZ s
a s a


  

, 

fonksiyonu için eşitlik vardır. Bu fonksiyon aşağıda verilen şekildeki gibi bir devreye 

karşılık gelmektedir (Örnek ve Düzenli, 2018, Örnek ve Düzenli, 2019). 

 
Şekil2. ( )Z s  empedans fonksiyonu için eşdeğer devre modeli 
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Bizim çalışmamızda yukarıda Osserman tarafından verilen hipotezler yerine daha genel 

olan açısal limit ve açısal türev kavramları kullanılacaktır. Dolayısıyla teoremlerimizde 

açısal türevle ilgili değerlendirmeler yapılacaktır. Elde edilen değerlendirmelerde, f  

fonksiyonun açısal türevinin modülü ile ilgili teoremler ispatlanmıştır. Şimdi çalışmamız 

için gerekli olan tanım ve lemmaları verelim. 

 

Tanım 1.1. c   noktası için 0 , 2cos
2


      olmak üzere 

            : arg 1 ,E c c    

 
         
 
  

         

kümesine Stolz Açısı denir. : Cf E 


 şeklinde bir fonksiyon olsun.  , c  noktasındaki  

herhangi Stolz açısının içinde c  noktasına yaklaştığında, ( )f   fonksiyonu da a  sayısına 

yaklaşıyorsa, f  fonksiyonu  c E  noktasında a  açısal limitine sahiptir denir.   açısının 

genişliği olan 2  sayısı,  ’den küçük herhangi bir sayı olabilir. Limiti olan fonksiyonun 

açısal limiti mevcuttur. Ancak tersi doğru değildir.  

:f E E  fonksiyonu c  noktasında   açısal limitine sahip olsun. Eğer c  noktasındaki 

her   Stolz açısı için 

 

 


 




,

( )lim
c

f
c

 

olacak şekilde bir   sayısı mevcut ise,  ’ya f  fonksiyonunun c  noktasında açısal türevi 

denir ve ( )f c  ile işaretlenir (Pommerenke, 1992). 

Bizim çalışmamızda Ossserman ve Dubinin tarafından elde edilen eşitsizlikleri farklı 

sınıflar için yapılmış olup f  fonksiyonunun açısal türevinin modülünün değerlendirmesi 

incelenmiştir. Bu değerlendirmede fonksiyonun Taylor açılımındaki katsayıları yardımıyla 

elde edilen eşitsizlikler kuvvetlendirilmiştir. Teoremlerimizde açısal limit kavramını 

kullandığımız için Julia-Wolff teorisinin kullanılması zorunlu hale gelmiştir (Pommerenke, 

1992): 
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Lemma 1.3 (Julia-Wolff). :f E E  fonksiyonu c E  noktasında ( )f c E  açısal 

limitine sahip olsun. Bu taktirde ( )f c  açısal türevi mevcuttur ve 1 ( )f c   olur. 

Ayrıca bizim ana sonuçlarımızı göstermek için gerekli olan lemma aşağıdaki şekilde ifade 

edebiliriz (Jack, 1971): 

 

Lemma 1.4 (Jack's Lemma). ( )f   analitik, sabit olmayan bir fonksiyon ve (0) 0f   

olsun. Eğer ( )f  , 0  noktasında, r   dairesi üzerinde maksimum değer alıyorsa, o 

zaman 

0 0

0

( )
( )
f

k
f
 




  

eşitliği sağlanır. Burada 1k   bir reel sayıdır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



7 
 

   
 

2. SINIRDA ANALİTİK FONKSİYONLARIN BAZI SINIFLARI İÇİN 

SONUÇLAR 
 

Bu bölümde birim diskin sınırında farklı analitik fonksiyon sınıfları için Schwarz 

Lemması’nın yeni bir şeklini elde edeceğiz. f  fonksiyonunun açısal türevinin modülü için 

yeni  eşitsizlikler elde edeceğiz. Elde edilen bu eşitsizlikler için f  fonksiyonunun Taylor 

açılındaki katsayılardan bazıları hesaba katılarak eşitsizlikler kuvvetlendirilecektir. Ayrıca 

Taylor açılımlarının sıfırdan farklı ilk katsayıları kullanılacaktır. Elde edilen eşitsizliklerin 

eşitlik durumu için fonksiyonlar verilecektir. Bulduğumuz sonuçlar yenidir (Çatal ve 

Örnek, 2017). 

M , birim disk E 'de analitik olan 2
1 2( ) 1 ...f c c       fonksiyonlar sınıfını göstersin. 

Ayrıca ( )K  , 1 1
2

   olduğu yerde  

( ) 3 11 ,
( ) 2
f E
f
  


 

         
 

eşitsizliğini sağlayan tüm ( )f   fonksiyonlarının içerdiği M 'nin alt sınıfı olsun. 

Aşağıdaki fonksiyona bakalım: 

( ) 1( )
1 2 ( )
f

f


 
 




 
. 

( )   fonksiyonu E 'de analitik ve (0) 0  'dır. Gösterelim ki birim diskte ( ) 1    

sağlanır. ( )  'in tanımından 

 1 1 2 ( )
( )

1 ( )
f

  


 

 



 

alırız ve her iki tarafın logaritmik türevinden 

 
 

     
    

 
 

 

1 2 ( )( ) ( )
( ) 1 ( )1 1 2 ( )
f
f

 

elde ederiz. Varsayalım ki 0 E   noktası için 

0
0max ( ) ( ) 1

 
   


   

ifadesi sağlansın. Jack lemma'dan  
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0 0
0

0

( )
( )

( )
ie ve k   

 
 


   

eşitlikleri sağlanır. Böylece, aşağıdakine sahip oluruz. 

 
 

 
 

 



       
    





 
   

 


  

 

0 00 0 0 0

0 00

1 2 ( )( ) ( )
1 1

( ) 1 ( )1 1 2 ( )

1 2
1 .

11 1 2

i i

ii

f
f

ke ke
ee

 

 








 

 
sin

21 2 cos

i

i

ke k ki
e

 

ve 

 
 

   
   

 
   





     

      

    
 

         

2

2 2

1 2 1 2 1 2 cos 1 2 cos

1 1 2 1 2 2 1 2 cos 1 1 2 2 1 2 cos 1

i

i

ke k k k
i

e
 

olduğu için 

  
 

   
   

0 0
2

0

1 2 cos1 1 1 2
2 1 2 1 2 cos 1 2

f k k
f
   

   

         
      

                          

ifadesini elde ederiz. Bu eşitsizliğinin sağ tarafı minimum değerini  cos 1    ve 1k   

için aldığından 

 
 

0 0

0

1 1 2 3 11 1
2 2 2

f
f
   

 

         
 
 

 

ifadesine ulaşırız. Bu    f K   kabulüyle çelişir. Bundan dolayı her 0 E   için 

 0 1    olacak şekilde 0 E   noktası yoktur. Bu yüzden 1   için   1   ’dir. 

Schwarz Lemma’dan 

   0 2 1f     

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlikte eşitlik hali  

 1 1 2
( )

1
f

 




 



 

fonksiyonu ile sağlanır. 
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Böylece ( )K   sınıfı için elde ettiğimiz Schwarz Lemma aşağıdaki şekilde ifade edilir. 

 

Lemma 2.1. ( ) ( )f K   olsun. Bu takdirde 

                                                         (0) 2 1f                                                           (2.1) 

eşitsizliği sağlanır. (2.1) ilişkisinde 

 1 1 2
( )

1
f

 




 



 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır. 

 

2.1. Temel Sonuçlar 

 

Bu bölümde,  K   sınıfına ait olan  f   analitik fonksiyonu için, birim diskte sınır 

üzerindeki noktalarda açısal türevin modülünün aşağıdan değerlendirilmiştir. Teoremlerde 

elde edilen sonuçların kesinliği ispat edilmiştir. 

 

Teorem 2.2. ( ) ( )f K   olsun. Farzedelim ki c E  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  

açısal limitine sahiptir ve ( )f c  . Bu takdirde                                                              

                                                       1( )
2

f c                                                              (2.2) 

eşitsizliği sağlanır. (2.2) eşitsizliğinde 

 1 1 2
( )

1
f

 




 



 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır. 

İspat. Aşağıdaki fonksiyonu ele alalım. 

   
 
1

1 2

f
f


 

 




 
. 

Burada     fonksiyonu E  birim diskte analitik ve  0 0  ’dır. Eğer Jack Lemması ve 

   f K   olması kullanılırsa 1   için   1    alırız. Ayrıca, c E için 

  1c   buluruz. 

Ayrıca  f c   olduğundan,  
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   
 2
2 1 ( )

1 2 ( )

f c
c

f c







 

 
 

ve  

   
 

 
 2 2

2 1 ( ) 2 1 ( ) ( )2
11 2 1

f c f c f cc
 


  

   
   

  
 

ifadelerini kolayca elde ederiz. Bu takdirde, (1.1) ifadesinden 

   
1 2

1

f c
c




 


 

ve 

  1
2

f c    

elde edilir. Şimdi, (2.1) eşitsizliğinin kesinliğini gösterelim.  

   1 1 2
1

f
 




 



  

olsun. Bu takdirde, 

      
 2

1 2 1 1 1 2

1
f

   




    
 


 

ve  

  11
2

f     

elde edilir. 

 

Teorem 2.3. ( ) ( )f K   olsun. Kabul edelim ki c E  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  

açısal limitine sahiptir ve ( )f c  . Bu taktirde 

                                             
 

 

2
2 1

'( )
2 1 '(0)

f c
f








 
                                                   (2.3) 

eşitsizliği sağlanır. Diğer yandan (2.3) eşitsizliğinde 

 1 1 2
( )

1
f

 




 



 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır. 
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İspat.     fonksiyonu Teorem 2.2’nin ispatındaki gibi verilsin. Rogosinski’s 

Lemma’dan  

1 1( ) c r     

eşitsizliği yazılır. Burada 

 2

1 22

(0) 1

1 (0)
c

 

 

 



,   

 22

1 22

1 (0)

1 (0)
r

 

 





 

biçiminde ifade edilir. Genelliği bozmadan, 1c   olarak alabiliriz. Böylece 

   222

2 22 2
1 1

1 (0)(0) 1
1

1 (0) 1 (0)1( ) 1
1 1 1

c r

   

    
  

 
 

   
 

  
, 

   
  

2 22 2 2

22

1 (0) (0) 1 1 (0)( ) 1
1 1 1 (0)

       
   

      


  
 

ve 

1( ) 1
1 1 (0)

 
  




 
 

eşitsizlikleri elde edilir. Son eşitsizlikte açısal limite geçersek 

2(1)
1 (0)




 


 

olur ve  

   
 

0
0

2 1

f





 


,  

 1
1 2

1
f





 


 

olduğundan dolayı (2.3) eşitsizliği elde edilmiş olur. 

Şimdi, (2.3) eşitsizliğinin kesinliğini gösterelim. O zaman 

   1 1 2
1

f
 




 



  

olsun. Buradan 

 
 2
12

1
f 



 


 

ve 
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  11
2

f     

elde edilir. Diğer yandan    0 2 1f     olduğundan, (2.3) eşitsizliğinin eşitlik hali 

sağlanır. Yani; 

 
   

 
   

 
 

2 2 2
2 1 2 1 2 1 1

22 1 2 1 4 12 1 0f

   
  

   
  

    
 

bulunur. 

 

(2.3) eşitsizliği aşağıdaki gibi  f   fonksiyonunun Taylor açılımındaki ikinci katsayı olan 

2c  hesaba katılarak kuvvetlendirilebilir. 

 

Teorem 2.4. ( ) ( )f K   olsun. Farzedelim ki c E  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  

açısal limitine sahiptir ve ( )f c  . Bu takdirde 

                        
   

2

1

2 2 2
1 2 1

2 2 11 1
2 4 1 2 1

c
f c

c c c



 

       
     

 

                             (2.4) 

bulunur. (2.4) eşitsizliğinde 

  




 




2

2

1 1 2
( )

1
f  

fonksiyonu için eşitlik sağlanır. 

İspat.     fonksiyonu Teorem 2.2'nin ispatındaki gibi olsun. Bu durumda 

   
 B

 
 


  

fonksiyonunu dikkate alalım. Burada  B    olup     fonksiyonu E ’de analitiktir. O 

halde Maksimum prensibine bağlı olarak, her E  için   1    bulunur. 

Özel olarak, 

                                                      
10 1

2 1

c



 


                                                      (2.5) 

ve 
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   
 

2
2 1

2

2 1
0

4 1

c c




 
 


 

elde edilir. Buna ek olarak,  

( ) (c)( ) (c)
( ) (c)

c c cBc B
c B





 

     

olduğu açıktır. 

     
   

0

1 0

  
 

  





 

fonksiyonunu ele alalım. Bu fonksiyon E ’de analitik olup, 1   için   1   , 

 0 0  , ve c E  için   1c   olur. Diğer yandan (1.2) ifadesinden 

     
   

 

 
   

2

2

1 02
1 0 1 0

1 0
( ) ( )

1 0

c c
c

c B c


 

  







  

 


  



 

bulunur. Ayrıca 

   
    

 

   
 

2

2

2

1 0
,

1 0

0
1 0


   

  

 





 




 



 

ve 

 

 
 

 

 
 

2
2 1
2 2

2 1

2 2 2

11

2 1

2 14 1
0

4 1
1

2 1

c c

c c

cc










 

 
  

   
 
  

 

olduğundan,  
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 
 

 

 

  
   

 
 

  
   

1

2
12 1

2 2

1

2 2

1 1
2 2 2

11 2 1

2

1

2 2 2
1 2 1

1
2 1 2 ( )2 1

12 1
11 2 14 1

2 4 1 2 1 2 ( )
1

12 14 1 2 1

2 2 1 2 ( )
1

14 1 2 1

c
f c

cc c

c

c c f c
cc c c

c f c

c c c






 

 



 


     

    
 

        
         

  
 

    

 

ve 

    
   

2

1

2 2 2
1 2 1

2 2 11 1
2 4 1 2 1

c
f c

c c c



 

       
     

 

 

elde edilir. 

Şimdi, (2.4) eşitsizliğinin kesinliğini gösterelim. Bunun için 
  




 




2

2

1 1 2
( )

1
f  olsun. 

Buradan 

  1f i     

elde edilir. Diğer yandan, 

 

   

 

2
2

1 2 2

2 2
2

1 2 2 2

1 2 2

1 1 2
1 ..... ,

1
1 1 2 2 1

..... 1 ,
1 1

2 1
.....

1

c c

c c

c c

 
 


   

 
 

 




 
   


  

    
 


  



 

olduğundan 1 0c   ve  2 2 1c    olur. Böylece 

  
   

2

1

2 2 2
1 2 1

2 2 11 1 1
2 4 1 2 1

c

c c c

 
 

       
     

 

 

eşitliği elde edilir. 
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( ) 1f    fonksiyonunun Teorem 2.4'te sıfırdan başka sıfırları yoksa, aşağıdaki 

değerlendirmeyi elde ederiz. 

 

Teorem 2.5. ( ) ( )f K  ,   1f    fonksiyonunun E ’de 0  ’dan başka sıfırları yok 

ve 1 0c   olsun. Varsayalım ki c E  noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine 

sahiptir ve ( )f c  . Bu takdirde 

                                      11 1( ) 1 ln
2 2 2(1 )

c
f c 



         
                                              (2.6) 

eşitsizliği bulunur. (2.6) ilişkisinde 

 

 


 

 





 


 

 




1

1

1 ln
1 2(1 )

1 ln
1 2(1 )

1 1 2
( )

1

c

c

e
f

e
 

fonksiyonu için eşitlik sağlanır. Burada 1 0c   ve 1ln 0
2(1 )
c





'dır. 

 

İspat. 1 0c    olsun ve     Teorem 2.4’deki gibi olsun. (2.5) eşitliği göz önünde 

bulundurulduğunda,  ln   fonksiyonunun analitik olduğu bir dalı seçilirse 

   
1ln 0 ln 0

2 1

c




 
  
  

 

olur. Diğer yandan 

     
   

ln ln 0

ln ln 0

  
 

  





 

yardımcı fonksiyonunu ele alalım. Açıktır ki,     fonksiyonu E ’de analitik bir 

fonksiyon,  0 0  , 1   için   1   , ve ayrıca c E  için   1c  ’dir. Bu 

yüzden     fonksiyonunu (1.1) eşitsizliğine uygulayabiliriz. 

     
      2

2ln 0 ,
ln ln 0

 
  

    


 


 

ve 
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     
      2

2ln 0
ln ln 0

c
c

c c


 

  


 


 

olduğu için, 

   
   

 

 
   

 
 

   
 

 
   

   
 

 
 

 
        

 
 

 
 

 

2

22 2

22 2

2 2

2

2 ln 0
1

( )ln ln 0

2ln 0

ln 0 arg

2ln 0

ln 0 arg

2ln 0

ln 0 arg

2ln 0 22 1 2 1
1 1ln 0 ln 0

c
c

cc

c c B c
c B c B c

c b c cB c
cc c B c

c B c
c

f c f c

 


 

  

 

  

  




 



  


 



 
 



 
 




  



              
       

 

elde edilir. Böylece 

 

1

2 ( )21 1
1ln

2(1 )

f c
c 


         


 

ve 

11 1( ) 1 ln
2 2 2(1 )

c
f c 



         
 

elde ederiz. Şimdi, (2.6) eşitsizliğinin kesinliğini gösterelim. 

 
1

1

1 ln
1 2(1 )

1 ln
1 2(1 )

1 1 2
( )

1

c

c

e
f

e


 


 

 





 


 

 




 

fonksiyonunu tanımlayalım. Basit hesaplamalar ile 
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 
 

 

1 1 1

1

1 1

1 1 1ln ln ln
1 2(1 ) 1 2(1 ) 1 2(1 )1

2

21 ln
1 2(1 )

1 1ln ln
1 2(1 ) 1 2(1 )1

2

21 2 ln 1
2(1 )1

( )

1

2 ln
2(1 )1

c c cz z z
z z z

cz
z

c cz z
z z

ce e z ze
z

f z

ze

ce e z
z

  



 






  
     


 

 
   

                 
       

 
    

 
1

1

1 ln
1 2(1 )

21 ln
1 2(1 )

1 1 2

1

cz
z

cz
z

ze

ze







 


 

        
       

 

eşitliğini elde ederiz. Buradan 

11 1( 1) 1 ln
2 2 2(1 )

c
f 


     

 
 

eşitlik hali gösterilmiş olur. 

 

Aşağıdaki teoremde,  f  fonksiyonunun biri 0  diğeri 1 0   olmak üzere Taylor 

açılımlarının sıfırdan farklı ilk katsayıları kullanılarak ( )f c  açısal türevinin modülü 

aşağıdan değerlendirilmiştir. 

 

Teorem 2.6. ( ) ( )f K   ve 10 1   için 1( ) 1f    olsun. Kabul edelim ki c E  

noktasında f  fonksiyonu ( )f c  açısal limitine sahiptir ve ( )f c   olsun. Bu takdirde 

 
   
   

                 

                 

2
11

2
11

2 2 22 2
1 1 1 1 1 1

22 2 22
11 1 1 1 1

2 1 011 1 (2.7)
2 2 1 0

4 1 0 1 4 1 1 2 1 0 1
1

4 1 0 1 4 1 1 2 1 0

f
f c

fc

f f f f

cf f f f

 
 

        

       

     
  

                               

 

eşitsizliği bulunur. (2.7) eşitsizliğinin kesinliği;  0f   ve  1f   ifadelerinin mümkün 

her bir değeri için sağlanır. 

İspat.   1

11
 

 
 





 olsun. :E E   analitik ve bir 1 E   olsun. Bu takdirde, 

Schwarz-Pick Lemma’dan 

                                              
   
1

11

   
 

   





                                                        (2.8) 

eşitsizliğini elde edilir. 
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Eğer :E E   analitik fonksiyonu ve 10 1   olursa,  

     
    

0

1

  
 

    





 

fonksiyonu tanımlayabiliriz. (2.7) eşitsizliğinden, 

   
   

   
      

   
      

1

1 1

1

1 1

0

1 00

1 0 0
1

1 0

  
 

     


     
 

   







 




 

ve 

                                          
   

 

   
 

0
1

1 0
1

K

K

K

K

 
 

 
 

 
 

 












                                         (2.9) 

elde edilir. Burada 
   

    
1

1 1

0

1 0
K

  

   





 

şeklindedir. 
Genelliği bozmadan, 1c   olduğunu kabul edelim. Eğer 

   
1

11

 
 

 


 






  

olarak alırsak, o zaman 

     
  21 1

1
1 1

10
0 ,

  
  

 

 
 


 

ve 

 
   

   
 

2

1

1
1 1

2

1

1 1
1 1

1 0

10
1

K

 
 

 


  

 

 
 


  

 
 
 

 

olur. Burada 1K  'dir.  0   ve 
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 
   

   
 

2

1

1
1 1

2

1

1 1
1 1

1 0

10
1

M

 
 

 


  

 

 
 


  

 
 
 

 

olarak alalım. (2.9) eşitsizliğinden, 

 

 
 
 
 

1
( )

1
1

M
M

M
M

 
 

 
    

 
 

 












 

ve 

 
 
       

 

   
 

2
1

1 1 1

1
1 1

1

M M

M M

M

M

   
        

     

  
  

 

 
  

  
 

  
  
 
 

 

elde edilir.  

   
 

1
1

M
G

M

 
  

 


 


 

ve 

   1H M     

olarak işaretleyelim. Bu taktirde 

 
             

 
     

2 22 2

2

1 11

1 11
M M

G H G HH G

    
   

       

 
   

 
 

olur. Ayrıca 
   

1 1
lim 1 ,lim 1
x x

G H M  
 

     

ve 

 
  2 22

12
1

2
1 1

1 1
1 1

1 1

  
 

   

 
   

 
 

olduğundan, (2.10) ’da açısal limit alınırsa, 
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    

 

2 2

1 1
2 2

1 1

22
11

2 2

1 1

1 121 1
1 1 1 1

1 11 11 1
11 1 1

M M
M

M

M

 
 

  

 
 

       
      

    
       

 

 

eşitsizliğini elde edilir. Ayrıca 

 
 

 

   

 
 
 

 

   
   

1
11 1

1 1
1

1

0 0
1

1 0 2 1 00 2 11
1 1 0 0 0 0 2 1 0

1
2 1

f
f

f f




     
      


 

 
 

   
    

       
 



 

ve 

    

    

    
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2
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1
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2

1 1
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2
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0
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1
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1

1
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1
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1

M
M

   
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

 

   

 

  


 

  



   

 
 

  
   




   

 
 
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 
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


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eşitsizliğini elde edilir. 
( )   fonksiyonunun tanımından 
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olur. Böylece (2.7) eşitsizliği elde edilir. Şimdi, (2.7) eşitsizliğinin kesinliğini gösterelim. 
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fonksiyonu E  birim diskinde analitik ve 1   için   1    olduğundan   10    ve 
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
 olur. Ayrıca  1 1,0    olmak üzere keyfi x  ve y  sayıları için, öyle ki 
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 
 

2

1
2

1
1 1

2 22
1 11

21 2
11

1
11

11
11

y x
y x

T

xyxy


 

 





  

 
    
 
 

 

fonksiyonunu ele alınsın;  
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                                       (2.11) 

karmaşık fonksiyonu E 'de analitik ve 1   için   1m    olur. Bundan başka 
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olsun. Buradan,    0 2 1f x   ,  
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ve    1 2 1f y     alınırsa, (2.11)'den basit hesaplamalarla, 
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elde edilir. Diğer yandan  1 1,0    olduğundan, son denklem (2.7) eşitsizliğinin 
kesinliğini gösterir. 
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3. SONUÇLAR 
 

Bu çalışmada son yıllardaki çalışmaların konusu olan sınırda Schwarz Lemması‘nın farklı 

versiyonları incelenmiştir. M , birim disk E 'de analitik olan 2
1 2( ) 1 ...f c c       

fonksiyonlar sınıfını göstersin. Ayrıca ( )K  , 1 1
2

   olduğu yerde  

( ) 3 11 ,
( ) 2
f E
f
  


 

         
 

eşitsizliğini sağlayan tüm ( )f   fonksiyonlarının içerdiği M  alt sınıfı olsun. Bu koşulları 

sağlayan fonksiyonlar sınıfı ele alınmıştır. Bu sınıf için f  fonksiyonunun birim diskin 

sınırındaki bir c  noktasında açısal türevinin modülü için alttan değerlendirmeler elde 

edilmiştir. Bu değerlendirmelerde ( )f c   açısal limitinin mevcutluğu varsayılmıştır. 
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