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OZET

Bu tez bes ana boliimden olusmaktadir. ilk boliim olan giris béliimiinde Galile geometrisi ve 4-
Boyutlu Galile uzay:1 hakkinda kisa bir literatiir 6zeti verildi. Ikinci béliim olan genel bilgiler
boliimiinde bu tezde kullanilan bazi temel teoremler ve kavramlar verildi. Ugiincii béliim olan
materyal ve metot bolimiinde tekillik teorisi kisaca tanitildi. Dérdiincii bolim olan bulgular ve
tartisma bolimi ise {i¢ kisimdan olusmaktadir. Birinci ve ikinci kisimda 4- Boyutlu Galile
uzaymda tekillik teorisini uygulamak icin dayanak ve uzaklik fonksiyonlari tanimlandi. Bu
fonksiyonlarin tekil noktalarmin tekillik derecesi bulmak igin fonksiyonlarn gerekli tiirevleri
hesaplandi.  Ucgiincii kisimda tekillik teorisinde onemli rolleri olan versal ve p- versal dallanma
durumlar1 bu fonksiyonlar i¢in ifade edildi. Besinci boliim olan sonug¢ ve oneriler boliimiinde kisa
degerlendirmeler verildi. Sonug ve oneriler béliimiiniin sonunda sirastyla kaynaklarin bir listesi ve
kisa bir 6zge¢mis verildi.
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ABSTRACT

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, a short summary of literature about the
Galilean Geometry and 4-dimensional Galilean space is given. Secondly, fundemental knowledge
and some theorems which are used in this thesis are given as general information chapter. In the
third chapter, material and method, the singularities theory is met shortly. The fourth chapter,
findings chapter, consists of three sections. In the First and second section, height function and
distance function in the 4-dimensional Galilean space are defined for applying singularity theory.
Necessary derivatives are computed to find singularity order of singular points of these functions.
Thirdly, being versal unfolding and (p)-versal unfolding situations which have important roles in
singularity theory are expressed for these functions. In the results and suggestions chapter, short
evaluations are given. The last the results and suggestions chapter chapters contain a list of
references and short autobiograpy of the author, respectively.
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Gn
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n-boyutlu Reel vektor uzayi
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Galile uzayinda verilmis bir egrinin birim teget vektor
alani

Galile uzayinda verilmis bir egrinin birim normal vektor
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vektor alani
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Kisaltmalar Aciklamalar
BS Kelebek yiizeyi (Butterfly surface)
SW Kirlangi¢ kuyrugu yiizeyi (Swallowtail surface)

C Koseli egri (Cuspidal curve)



1. GIRIS

Geometri ¢ok eski ¢aglardan beri vardir. Ancak geometri ismi bu ilmin ilk sistematik hale
gelmeye basladigi eski Yunanlilardan bu yana kullanilmaktadir. Geometri baslangicta,
diizlemdeki ve uzaydaki sekillerin incelenmesini konu edindi. S6z konusu sekiller somut
nesnelerden tiiretilmesine ragmen, geometri deneysel yontemlerin kullanilmasini ¢ok erken
terk etti. Bunun tersine sekilleri, ger¢ek nesnelerin ideal bigimleri olarak indirgemeye
calistr. Ote yandan geometri gdzlemi de dlgmeyi de kullanmayan postulatlar ve sonuglarla

isleyen bir kanitlama bigimine bagvurdu.

[k ¢aglardan beri hiperbolik geometri kesfedilene kadar Oklid geometrisinin evrenselligi
hiikkiim siirdii. 19. yiizyihn ilk yarisinda Oklid geometrisinde bir bosluk olabilecegi
diisiincesiyle yola ¢ikan Gauss (1816), Lobachevsky (1829) ve Bolyai (1832) matematik
tarihinde, bin yilin diisiincesini yikip énemli bir bulus yaparak; Oklidyen geometri kadar

gegerli yeni bir geometrik sistem olan hiperbolik geometrinin varligini ortaya koydular.

Oklid geometrisinin tek olmadigi dikkate alinirsa, hiperbolik geometrinin de Oklidyen
olmayan tek geometri olmadigi gozden kagirilmamalidir. Gergekten Oklidyen ve

hiperbolik geometrinin yan1 sira birgok geometrik sistem vardir.

1870 yilinda ise Cayley-Klein’in yapti§i c¢alismalar sonucunda, diizlemde Oklid
geometrisini de iceren 9 farkli geometrik sistemin oldugu gosterildi. Bu geometriler,
acilarin ve uzunluklarin; eliptik, parabolik ve hiperbolik 6l¢iilmesine gore adlandirildi.
Ornegin; Oklid geometrisi agimin eliptik ve uzunlugun parabolik 6lgiilmesiyle, Minkowski
geometrisi agmnin hiperbolik ve uzunlugun parabolik olgiilmesiyle ve Galile geometrisi ise

ac1 ve uzunlugun parabolik 6l¢iilmesiyle adlandirilmastir.

Cizelge 1.1. A¢1 ve Uzunluk Olgiilerine Gére Geometriler

GEOMETRILER UZUNLUKLARIN OLCUSU
ELIPTIK PARABOLIK HIPERBOLIK
- Eliptik o . Hiperbolik
a - ELIPTIK Geometri Oklid Geometri Geometri
¥
D . _ - - _ - -
30 PARABOLIK Co-Eliptik |~ 1ite Geometri | CO;MInkowski
o é Geometri Geometri
HIPERBOLIK Co Hlperbqllk Mlnkowsl_q Doubly H|per_boI|k
Geometri Geometri Geometri




Oklidyen olmayan geometri denildiginde bugiin bile ilk olarak akla hiperbolik geometri ve
nadiren de eliptik geometri gelmektedir. Bu durum biiyiik dl¢lide fiziksel uzaymn dogasi
hakkindaki eski tartigmalarin etkisinden kaynaklanmaktadir. Bundan dolay1 hiperbolik
geometri ve eliptik geometri disindaki diger Oklidyen olmayan geometrilerin sadece 6zel
olarak bilinmesine yol agmistir. Bunun sonucu olarak, diger Oklidyen olmayan
geometrilere hiperbolik geometriyle kiyaslanamayacak kadar az ilgi gosterilmistir. Bu
yiizden, Oklidyen olmayan bir geometri olarak Galile geometrisi giincel bir ¢alisma

alanidir.

Galile geometrisinin daha dogru adi, Galile rolativite prensipleriyle birlesen geometridir.
Bu ifade uzun oldugundan kisaca Galile geometrisi ad1 verilmistir. Galile geometrisi ile
ilgili ilk kitap Yaglom (1979)’a aittir. Galile geometrisinin fiziksel temellerinin anlatildig:
bu kitapta Galile geometrisiyle ilgili temel bilgiler bulunabilir. Galile uzayinda yiizeylerle
ilgili baz1 temel kavramlar Roschel (1984), Divjak (2003), Divjak ve Sipus (2003) ve Sipus
(2008)’ un ¢alismalarinda vardir. Pavkovic ve Kamenarovic (1987) calismasinda Galile

uzayinda egrilerle ilgili baz1 temel kavramlar bulunabilir.

Ayrica Galile geometrisinde vektér c¢arpiminin lineer olmamasi, burada yapilacak
islemlerde diger geometrilere gore daha dikkatli olmamiza ve islemlerin daha da
uzamasina yol acarken bu durum bazen de bazi basitliklere yol agmaktadir. Bu nedenle
Oklid geometrisinde genel durumlar icin ¢dziilemeyen bazi problemler Galile
geometrisinde kolaylikla ¢oziilebilir. Ornegin; bir egrinin egrilik fonksiyonlarina gore
genel konum vektdriiniin belirlenmesi problemi Oklid geometrisinde genel durumlarda

coziilemezken Galile geometrisinde egrinin tiiriine bagl olmaksizin ¢oziilebilir (Ali, 2012).

Matematik ve diger bilim dallarinda yeterince ilgi ¢eken tekillik (singiilerlik) teorisi; 1960
yilinda R. Thom’un ortaya koydugu; genel bir egrinin veya yiizeylerin bir takim
karakterizasyonlarin1 verdigi gibi onlarin sekilleri hakkinda da bilgi veren onemli bir

teoridir.

Oklid uzaymda tekillik teorisiyle ilgili temel kavramlar Arnold (1986), Bruce ve Giblin
(1992) ¢alismalarinda bulunabilir. Oklid uzayimnda tekillik teorisiyle ilgili birgok ¢alisma
vardir. Temel olarak egrilerin tekilligiyle ilgili baz1 kavramlar, Bruce ve ark. (1981), Bruce
(1981), Bruce ve Giblin (1983), Fidal (1984), Fidal ve Giblin (1984) c¢alismalarin da



bulunabilir. Galile uzayinda ise tekillikle ilgili calismalar Sahin ve Yilmaz (2010)

calismalarinda bulunabilir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Bu tezin birinci boliimiinde literatiir taramasi yapilmis,

geometri hakkinda genel bilgiler verilmis ve tez hakkinda bilgiler verilmistir.

Bu tezin ikinci bolimiinde Galile diizleminde ve uzaymda hareket doniisiimleri
anlatildiktan sonra Galile diizleminde uzaklik gibi bazi geometrik kavramlar tanitildi.

Galile diizleminde ve uzayinda egrilerle ilgili temel kavramlar verildi.

Uciincii béliim olan materyal ve metot boliimiinde tekillik teorisinin temel tanim ve

teoremleri verildi.

Bu tezdeki dordiincii boliim olan bulgular boliimii ti¢ kisimdan olugmaktadir. Birinci
kisimda, 4-boyutlu Galile dayanak fonksiyonu ve 4-boyutlu Galile uzaklik fonksiyonu
tanimlanarak, bu fonksiyonlarin tekillik derecelerini belirlemek icin gerekli tiirevler
hesaplandi. Bu fonksiyonlarin tekillik dereceleriyle egrinin degismezleri arasinda bir iligki
kuruldu. ikinci kisimda tekillik teorisinde &nemli bir arag¢ olan versal dallanma ve (p)-
versal dallanma durumlart Galile dayanak fonksiyonu ve Galile uzaklik fonksiyonu i¢in
ifade edildi. Son kisimda ise birinci ve ikinci kismin bir sonucu olarak bazi egri ve

ylizeyler i¢in 6nemli baz1 geometrik karekterizasyonlar elde edildi.

Besinci boliim olan sonug ve tartisma boliimiinde bu tez ile ilgile genel sonuglar verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde Galile geometrisine ait temel islemler tanimlanmustir.
2.1. Afin Doniisiimii
Diizlemin kendi kendine en genel afin doniistimi

x'=ax+by+m

Y =cx+dy+n }a,b,c,d,m,neR (2.1)

seklinde tanimli 6 paremetreli bir doniistimdiir. Bu lineer denklem sisteminin katsayilar
matrisinin determinanti sifir (ad — bc = 0) ise bu doniisime tekil afin dontisiim, sifir
degil (ad — bc # 0) ise regiiler afin doniisiim denir. Regiiler afin doniisiimler bileske

islemine gore grup olustururlar. Bu guruba afin grup denir ( Hacisalihoglu, 1998).
2.2. Hareket Doniisiimii

Eger (2.1) ile verilen denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti ad — bc = 1
ise bu durumda afin doniisimiine hareket doniisiimii veya kisaca bir hareket denir.
Dolayisiyla bu doniistimlerde bir grup olustururlar. Bu gruba hareketler grubu denir. Bu
doniigiimler uzakligr koruyan doniistimlerdir. Eger genel hareket doniisiimlerinde a =
d ,b = —c yazlirsa, katsayilar determinantt a? + b? = 1 seklinde olur. Buna gére Oklid

diizleminde genel hareket doniistimleri;

x'= ax + by + m
y' = +(—bx+ ay +n)

}a, bmneR (2.2)
3- parametreli bir doniigiim olarak elde edilir (Hacisalihoglu, 1998).

2.3. Galile Diizleminde Hareket Doniisiimleri

Afin diizlemin kendi kendine en genel regiiler doniisiimiinii ifade eden (2.1) denkleminde

a=d=1, b=0alinirsa;

X = x + m

Y —cx+y+n }c,m,nER (2.3)



seklinde 3- paremetreli afin alt grubu elde edilir. Bu doniisiimiin katsayilar determinanti
|i (1)| = 1 oldugundan, (2.3) denklemiyle verilen doniisiimde bir hareket dontisiimiidiir.

Bu doniisiime Galile diizlemindeki hareket doniisiimii denir. O halde Galile diizlemsel

geometrisi bu hareket doniistimleri altinda degismezlerin teorisidir (Yaglom, 1979).
2.4. Dogrusal Hareket

Bir | dogrusu verilsin. Bu dogru iizerinde hareketli bir A = A(x) noktasi alinirsa, x
koordinati her bir anda x = x(t) seklinde t zamanimin bir fonksiyonu olur. Bu dogru
tizerinde O’ merkezli sabit {0’;x'} koordinat sistemi ve O merkezli hareketli {O;x}
koordinat sistemini goz Oniine alinsin. Hareketli {O; x} koordinat sisteminin O baslangi¢

noktasi, {0'; x'} koordinat sistemine gore v hiziyla hareket etsin.

EN
I I I S
1 1 1 >
0’ 0(a(®)) A
Bu durumda hareketli O noktasinin, sabit {0’; x'} koordinat sistemine gore koordinati a(t)
ise;
a(t) =a+vt (2.4)

seklinde olur. Burada t zaman parametresi ve a ise O noktasinin t = 0 anindaki
koordinatidir. O halde hareketli bir A noktasinin sabit {O’;x'} koordinat sistemi ve
hareketli {O; x} koordinat sistemine gore koordinati sirasiyla x" ve x ise bu koordinatlar
arasinda;

x'=x+ a(t) (2.5)
bagintisi vardir. (2.4) esitligi (2.5) denkleminde yazilirsa;

x'=x+vt+a (2.6)

bulunur. Eger t = 0 noktasindaki zaman b ise bitis zamani da t’ ise zamanlar arasinda;

t'=t+b (2.7)
bagintis1 vardir. Sonug olarak koordinatlar ve zamanlar arasinda;
xX'=x+vt+a

2.8
t'=1t + b } (2.8)

bagintilar1 elde edilir.



2.5. Galile Doniisiimleri

(2.8) denklemiyle wverilen doniisiimlere dogrusal harekete karsilik gelen Galile
Déoniisiimleri denir (Yaglom, 1979).

Eger | dogrusu iizerindeki A noktasinin koordinati y ile ve zaman paremetreside x ile

gosterilirse; Galile diizleminde hareket doniisiimleri;

xX'=x + b
y’=vx+y+a} (2.9)
denklemleriyle bellidir. (2.9) denklemleri dogrusal bir harekete karsilik gelir, fakat Galile

diizlemindeki hareket doniisiimlerini belirtir.
2.6. Galile Diizleminde Uzakhk

Galile diizleminde A(x,y) ve A;(xy,y;) noktalar1 verilsin. A(x,y) noktasinin x ekseni
tizerine izdiisimi P(x, 0) ve A;(xy,y;) noktasiin x ekseni {izerine izdiistimii P; (x4, 0) ise
PP, isaretli uzunluguna A(x,y) noktasiyla A;(x;,y;) noktas: arasindaki uzaklik denir.
Yani iki nokta arasindaki isaretli uzaklik;

d(A(x, Y);A1(x1;3’1)) = d(P(x, 0), Py (x4, O)) =X —X (2.10)
seklindedir. Eger x = x; ise bu durumda A(x,y) ve A;(x;,y;) noktalar1 arasindaki
uzaklik;

San, =V1—Y (2.11)
seklinde bellidir. Bu uzakliga 6zel uzaklik denir (Yaglom, 1979).

Sonuc¢

a) Galile diizleminde A(xq,y;) Ve B(x,,y,) noktalar1 arasindaki uzaklik,

|2, — x4 Xy F Xq

d(A,B) = { : 2.12
( ) ly2 = »l X2 = X1 ( )
b) Galile uzayinda A(x4,y4,2;) Ve B(x,, V,, Z,) noktalar1 arasindaki uzaklik,
| — xq] Xz F X
d(A,B) = { : (2.13)
VO = y1)? + (2, — 1)? X2 = X1

c) Galile 4-boyutlu uzayinda A(xq,Yy;,21,Ww;) Ve B(x,,¥,,2Z,,W,) noktalar1 arasindaki
uzaklik,



|2y — x11 Xy F X1

SO ¥ Gz = xm=x (2.14)

aa,m) -

seklindedir.
2.7. Galile Skaler Carpim

4- boyutlu Galile uzayinda A = (xq,y1,21,W1) Ve B = (x3,Y,, 25, Ww,) vektorleri verilsin.

Bu durumda bu vektorlerin Galile skaler ¢arpimi

X1 X , X1 +0 V x, #0
(A'B>G={12 1 2

V1Y2 +leZ + W{Wy , X1 = 0 A Xy = 0 (215)

seklindedir.
2.8. Galile Normu

A = (x,y, z,w) vektoriiniin Galile normu

| x| , x#0
lAllg = (2.16)

VX2+y?2+w?2 , x=0

seklindedir.
2.9. Galile Koordinat Fonksiyonlari

I € R bir agik aralik olmak iizere

a:l - G*,a(x) = (x,y(x),z(x), w(x)) (2.17)
egrisi verilsin. Bu durumda y,z,w : [ - R diizglin fonksiyonlara « egrisinin Galile
koordinat fonksiyonlari denir. (2.17) esitliginden tiirev alinirsa

a'(x) = (1,y'(x), 2" (x), w'(x)) (2.18)
olur. (2.16) esitligiyle belli norm tanimindan dolay1 ||@’'(x)|| = 1 olur. Bu ise a egrisinin

Galile uzayinda birim hizli bir egri oldugunu gdsterir.
2.10. 4- Boyutlu Galile Uzayinda Birim Hizh Egriler icin Frenet-Serret Catisi

ISR bir acgik aralik olmak lizere en az c* sinifindan
a:l - G, ,a(x) = (x,y(x),z(x),w(x)) egrisi verilsin. Bu durumda a egrisinin ardisik iki
tiirevi alinirsa;

a'(x) = (Ly'(x),2'(x),w' (x))

' (x) = (0,y" (%), 2" (x), w" (x)) (2.19)

denklemleri elde edilir. @’ (x) vektorii birim vektor oldugundan dolayr;



T(x) = (1,y’(x),z’(x),w’(x)) = (1,T,,T,,T3) (2.20)
vektorii egrinin teget vektorii olarak tanimlanir.(2.19) denklemlerinden {(a’(x), a" (x)) = 0
elde edilir. O halde a''(x) vektorii (2.20) denklemiyle belli olan birim teget vektoriine
diktir. Bu durumda egrinin normal vektorii; a''(x) vektorii yoniindedir. Bundan dolayi
egriligin N (x) birim normal vektorii;

all(x)

NG = 2o, (2.21)
seklinde olup, (2.16) ve (2.19) denklemlerinden

—_ 1 rn 144 143
NX) = e (0,y"(x), 2" (x),w" (x)) (2.22)
k(x) = \/y"(x)z + 7" (%)% + w''(x)? (2.23)

olarak elde edilir. Burada x(x) egrilik fonksiyonudur. N(x) vektoriine (2.15) ile verilen
Galile skaler carpim kullanilirsa;

(N(x),N(x))s =1 (2.24)
olur. (2.24) ile verilen esitlikte tiirev alinirsa;

2(N"(x), N(x))g = 0

(2.25)

olarak elde edilir. B(x) ikinci birim normal vektorii N(x) birim normal vektoriine dik bir

birim vektor olacagindan;

_ N
BO) = wons (2.26)
7(x) = [IN'(0)llg (2.27)

seklinde secilebilir. Burada t(x) egrinin ikinci egrilik fonksiyonudur. E'(x) iigiincii birim
normal vektorii; T(x) teget vektoriine, N(x) normal vektoriine ve B(x) ikinci birim
normal vektoriine dik olacagindan T (x),N(x),B(x) vektorlerinin vektorel g¢arpimi
yapildiginda;

0 e es e,
1y z w
Ex)=lo N, N, N,

1 ! 1 ! 1 !
seklinde bulunur. Burada,
") 2" (x) w'(x)
N(x) = (Oly Kx !Z Kx JW Kx) = (0; Nl; NZ; N3) (228)
1 ! 1 ! 1 !
B(X) = (0;;N1:;N2;;N3) = (O, B1,BZ,B3) (2.29)

seklindedir. Yukaridaki determinant 1. slituna gore acilirsa;



e, €3 €4
Ny N, N3

1oy 1ay 1y
determinanti elde edilir. Elde edilen ifadenin 1. satira gére determinanti alinirsa;
1., 1., 1., 1,y 1.0 10

E(x) = —1[e; (Na 2N = Ny TN ) — €5 (Ny2Nj = Ny TNJ) + ey (NyTN; — Np = V; )|
olarak bulunur. Bulunan ifade vektor olarak yazildiginda;

1 12 Vi 1 I ! 1 ! !
EG) = (0,-2 (NaVs = NaND 2 (NG = NaND, =2 (NyNg = NN )
seklindedir. Bundan sonra E (x) vektorii
E(x) == (O, El' Ez, E3) (230)
seklinde gosterilecektir. Bu sekilde segilen {T'(x), N(x), B(x),E(x)} catisma 4-boyutlu

Galile uzayinda birim hizli egriler i¢in Frenet-Serret ¢atis1 denir.
2.11. Onerme

(2.17) denklemiyle 4-boyutlu Galile uzayinda verilmis birim hizli @ egrisinin Frenet-Serret
elemanlarnt T,N,B,E,k,t,0 olmak Tlzere, vektor alanlarinin tiirevleriyle kendileri

arasindaki iliski;

!

T 0 k 0 0\ /T

Ny [0 o = O0|\[N

Bl \o -t 0 o]|\B (2:31)
E 0 0 —o 0/ \E

seklindedir. Burada « birinci egrilik, 7 ikinci egrilik ve ¢ t¢iincii egrilik fonksiyonlart,

_det(a’,a” @' ,aW))

K272

K=Vy?+z27 +w”, =[N, (2.32)

olarak elde edilir (Y1lmaz, 2010).
ispat

(2.20), (2.22), (2.26) ve (2.30) esitliklerinden tiirev alinarak gerekli islemler yapildiginda;

Frenet-Serret formiilleri yukarida verildigi gibi elde edilir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

Bu boliimde tekillik (singiilerlik) teoremi hakkinda bazi tanim ve teoremler verilecektir.
3.1. Sag-Esdegerlik

U;, i = 1,2 reel sayilar kiimesinde iki agik altkiime olmak {izere;

fi:Up,t; > R

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. Burada U;t; sembolii; bu fonksiyonlarin t;
noktalarinin bir komsulugunda tanimlandigini gosterir. Eger

h:V, >V,

fonksiyonu bir diffeomorfizm (parametre degisimi ) ve Vt € V; i¢in

h(t)) =t f1(t) = fz(h(t)) -

olacak sekilde Vt; € V; olan V; c U; agik komsuluklari ve bir ¢ € R sayis1 varsa; t; noktasi
komsulugunda f; fonksiyonu, t, noktasi komsulugunda f, fonksiyonuna esdegerler (veya

sag-esdeger) denir (Bruce ve Giblin, 1992).
3.2. Ag-Tekilligi

tk+1

f:R, ty = R diizgiin fonksiyonu + fonksiyonuna sag-esdeger olsun. 1 < p < k olan

tiim p sayilari i¢in;
F®(ty) =0 ve f&*D(t,) # 0 olur. Bu durumda k > 0 i¢in f fonksiyonu t, noktasinda
Ay -tekilligine sahiptir (Bruce ve Giblin, 1992).

3.3. Bir Fonksiyonun Jetleri

f:R,ty = R diizgiin (diferansiyellenebilir) fonksiyonun bir t, noktast komsulugundaki

Taylor serisi;

F@©) = F(to) + (¢ = to)f'(to) + 2 f"(£g) + o+ + 2 f D 1) + -

seklindedir. Burada t yerine t + t, yazildiginda, fonksiyonun Taylor serisi;

F(E+to) = F(te) + £ (t) +5 " (t0) ++++ 5 F (L) + -+

elde edilir. Bu durumda k > 1 bir tamsay1 olmak {izere;

JEF (t9) = £ (o) + 5 (o) + -+ & F®(25) (3.1)

polinomuna f fonksiyonunun t, noktasindaki k-jet denir (Bruce ve Giblin, 1992).
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3.4. Dallanmalar — Unfoldings

Bir f fonksiyonunu igeren fonksiyonlarin ailesine, f fonksiyonun dallanmalari denir(Bruce
ve Giblin, 1992). Ornegin;

f(t) = t° fonksiyonun en genel dallanmasi

F(t,xq,x,%3) = t° + x,t3 + x,t% + x4t (3.2)
seklindedir. Burada t* terimi uygun bir déniisiimle yok edilebileceginden yazilmamistir.
F:RXR, (ty,xo) > R

seklinde diizgiin bir fonksiyon olsun. Bu F fonksiyonunu asagidaki gibi iki fonksiyon

ailesi belirtir.

I. Buna gore ilk fonksiyon ailesi;
E:R ty = R E(t) = f(t,xq1, e, %) (3.3)

seklinde olup r — parametreli, 1 — degiskenli bir fonksiyon ailesidir.

ii. Ikinci fonksiyon ailesi de;

Fi: R, xy = R, Fe(x) = f(t,xq, o, Xp) (3.4)
seklinde olup 1 — parametreli, r — degiskenli bir fonksiyon ailesidir. Eger
E:R ty = R, f(t) = F(t) = f(t,xq, ..., Xy) (3.5

seklinde yazilirsa F fonksiyonuna, f fonksiyonunun 1-degiskenli r—parametreli dallanmasi
denir (Bruce ve Giblin, 1992).

3.5. Sonug¢

Bir t, noktasinda A, singiilerligine sahip olan her f:R,t, = R fonksiyonu, bu ¢,
noktasmin  komsulugunda g(t) = £t**1  fonksiyonlarmdan birine indirgenebilir

(esdegerdir).

fspat

3.1. Ag-tekilligi tanimindan agiktir.
3.6. (p)-Versal Dallanma

G:R X R¥1, (tg,x0) » R
G(t,x) = £t + xt + x,t2 + -+ + x_, tF71 (3.6)
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seklinde tanimli fonksiyon ailesine; t, noktasinda g(t) = +t**1 fonksiyonunun bir (p)-
versal dallanmasi denir (Bruce ve Giblin, 1992).

F fonksiyonunun (p)-versal dallanma olmasiyla ilgili kriterlerden biri matris kriteridir.
3.7. Onerme ( (p)-Versallik i¢in Matris Kriteri)

(3.3) esitligi ile tammlanan F fonksiyonu, bir t, noktasi komsulugunda Ay — tekilligine

sahip bir f fonksiyonunun bir dallanmasi olsun (k = 1). Bu durumda g—; fonksiyonlarinin
(k — 1). dereceden jetlerinin (3.1) esitliginden;

S (66_; @ x0)> (to) = ayit + apit? + -+ aenit®™ , i=1,.r (3.7)
seklinde olmak fiizere; F fonksiyon ailesinin, f fonksiyonunun bir (p)-versal dallanmasi
olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul :—;(t, xo) fonksiyonlarinin (3.7) esitligiyle verilen

(k —1). dereceden jetlerinin olusturdugu lineer denklem sisteminin, ((k —-1) x r)
tipindeki a = (ajl-) katsayilar matrisinin rank1 (k — 1) sayisina esit olmalidir (Bruce ve
Giblin, 1992).

3.8. Versal Dallanma

G:R X R¥, (tg,x0) » R

G(t,x) = £t + x; + xpt + - + x5 t*71 (3.8)
seklinde taniml1 fonksiyon ailesine; t, noktasinda g(t) = +t*** fonksiyonunun bir versal
dallanmasi denir (Bruce ve Giblin, 1992).

f fonksiyonunun versal dallanma olmasiyla ilgili kriterlerden birisi matris kriteridir.
3.9. Onerme (Versallik icin Matris Kriteri)

F fonksiyonu, bir t, noktasi komsulugunda Ay — tekilligine sahip bir f fonksiyonunun bir

dallanmasi olsun (k > 1). Bu durumda %(t, Xo) fonksiyonlarinin t, noktasindaki sabit

ile birlikte (k — 1). dereceden jetlerinin (3.1) esitliginden;

—1( OF B ]
]k 1 (a_xl (t! x0)> (t()) = aOi + alit + azitz + b + a(k_l)l't(k 1) , L= 1' v, (39)
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seklinde olmak {izere; F fonksiyon ailesinin, f fonksiyonunun bir versal dallanmasi olmasi
icin gerek ve yeter kosul %(t, X,) fonksiyonlarinin (3.9) esitligiyle verilen (k — 1).

dereceden jetlerinin olusturdugu lineer denklem sisteminin, (k X r) tipindeki a = (aji)

katsayilar matrisinin rankinin k sayisina esit olmasidir (Bruce ve Giblin, 1992).
3.10. Tamim

(3.3) denklemiyle tanimlanan 1- degiskenli, r — parametreli F fonksiyon ailesi ele alinsin:

5]

. Dpz{xeR’:anI::O,tE]R} (3.10)

kiimesine F fonksiyonlar ailesinin zarfi veya diskriminant1 denir.

OF _ 9°F _

i. Rp={xeR:F=2=2"=0eR] (3.11)

kiimesine F fonksiyonlar ailesinin sirt (regrasyon) denir.

iil. Sp={(t,x) e RxR:5 =0} (3.12)

kiimesine F fonksiyonlar ailesinin (t, x) noktasindaki tekil kiimesi denir.

: ) OF _ 9%F _
Iv. BF={xER'E_at2_O'tER} (3.13)

kiimesine F fonksiyonlar ailesinin ayrisim (bifurcation) kiimesi denir (Bruce ve Giblin,
1992).

3.11. Teorem

(3.5) esitligiyle tanimlanan F: R X R’, (t,, xo) — R fonksiyon ailesi, bir t, noktasinda A4, —
tekilligine sahip olan bir f fonksiyonunun r — paremetreli bir dallanmasi olsun (k > 1). Bu
durumda;

(1) F fonksiyon ailesi bir (p) — versal dallanma iken;

(@) k = 2 igin, By ayrisim kiimesi; {0} X R"~! kiimesine lokal olarak diffeomorftur.
(b) k = 3 i¢in, B ayrisim kiimesi; C X R"~2 kiimesine lokal olarak diffeomorftur.
(c) k = 4 i¢in, B ayrisim kiimesi; SW X R”~3 kiimesine lokal olarak diffeomorftur.
(d) k = 5 i¢in, Br ayrisim kiimesi; BS X R"~* kiimesine lokal olarak diffeomorftur.

(2) F fonksiyon ailesi bir versal dallanma iken;
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(@) k = 1 i¢in, Dy diskriminant kiimesi; {0} x R"~1 kiimesine lokal olarak diffeomorftur.
(b) k = 2 i¢in, Dy diskriminant kiimesi; C X R"~2 kiimesine lokal olarak diffeomorftur.

(c) k = 3 i¢in, Dy diskriminant kiimesi; SW X R"~3 kiimesine lokal olarak diffeomorftur.
(d) k = 4 i¢in, D diskriminant kiimesi; BS X R"~* kiimesine lokal olarak diffeomorftur.

Burada C = {(x;,x,): x2 = x3} koseli (ordinary cusp) egri, SW = {(x1,%5,%x3):%; =
3u* + u?v, x, = 4u + 2uv, x3 = v} parametrik denklemiyle belli olan kirlangi¢ kuyrugu
(swallowtail) yiizeyi, BS = {(x1,%;,x3,%4): x; = 4u® + 2u?v + 3wu3, x, = —5u3 —
2uv — 3wu?,x; = v, x, = w} parametrik denklemi ile belli olan kelebek (butterfly)
yiizeyidir.

Sekil 3.1. C koseli egrisi (cuspidal curve)

Sekil 3.3. SW kiarlangi¢ kuyrugu yiizeyi (swallowtail surface)
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliim tezimizin en 6nemli boliimiidiir. Bu bdliimde Galile dayanak fonksiyonu ve
Galile uzaklik fonksiyonu tamimlandi. Tekillik igin gerekli tiirevler alinip versal

dallanmalar ve p-versal dallanmalar i¢in gerekli hesaplamalar yapildi.
4.1. Galile Dayanak Fonksiyonu

I € R bir agik aralik olmak iizere
a:l > G*, a(x) = (x,y(x),z(x), w(x))
regliler birim hizli egrisi verilsin. Bu durumda
F:1XS2 >R

(x,U) = Fy(x,U)
olmak iizere
Fp(x,U) =|T(x) N(x) B(x) UX)| 4.1)
seklinde tanimli diizgiin fonksiyonlarin iki parametreli bir ailesi olarak F,, fonksiyonuna,
birim hizl1 a egrisi tizerinde Galile dayanak fonksiyonu denir. Burada T (x), N(x) ve B(x)
vektorleri a egrisinin (2.23), (2.27) denklemleriyle verilen birim teget, birim normal ve
ikinci birim normal vektodrleridir. SZ kiimesi ise Galile uzayinda birim vektdrlerin

kiimesidir.

Bu F; fonksiyon ailesinin belirledigi bir degiskenli fonksiyon fp,;(x) fonksiyonu ise
fru(x) = Fy(x,U) seklinde tanimlanir. Bu durumda Fj, fonksiyonu f,;; (x) fonksiyonunun

bir dallanmasi olur.
4.1.1. Teorem

a:1 - G, egrisi Vx €1 i¢in k(x) # 0, t(x) # 0 ve g(x) # 0 olan birim hizli bir egri
olsun. Bu egri igin Vx € I noktasindaki Frenet ¢atis1 {T(x), N(x), B(x), E(x)}olmak

uzere;

Q) fay(x) =0 © U =T+ c;N+c,E , c3c4eR
2 fav(xo) =fry(xg) =0 & U=T+c,N+ cng , €R, 0#0
Q) fru(x0) = fru(xo) = fru(xe) =0 <

U=T+ 2 N+25F, () #00%0

@ @)
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@) fiu(xo) = fan (o) = fri(x0) = [ (x0) =0 & (4.2)

TK

2 ! 2 !
U=T+> N+ X F, (1) ¢0,a¢0,<“‘)=0
T o

5 &) (32

olarak bulunur.
fspat

Determinant ozelliklerinden yararlanarak f,;(x) =|T N B U| seklinde tanimh
fonksiyonun tiirevi alinirsa:

fw@=IT" N B Ul+IT N B Ul+IT N B Ul (4.3)
elde edilir. (2.31) esitligi ile belli Frenet denklemleri (4.3) esitliginde yerine yazilirsa;
fav)=|kN N B U|+|T B B U|+|T N oE U|

denklemi elde edilir. Burada determinant 6zelliginden gerekli sadelestirmeler yapildiginda;
frux)=0olT N E U] (4.4)
bulunur. (4.4) esitliginden bir kez daha tiirev alinirsa;

fauv(x)=d'IT N E Ul+o|lT" N E Ul+olT N E U|

tolT N E' Ul

elde edilir. (2.31) esitligiyle belli Frenet denklemleri kullanilarak, determinant
Ozelliklerinden;

fiv(xX)=0¢'IT N E Ul+otlT B E Ul—-0d*T N B U| (4.5)
bulunur. (4.5) esitliginden bir kez daha tiirev alinirsa;

wx)=c¢"IT N E Ul+d'IT" N E Ul+d|T N E Ul

+o'IT N E' Ul+d'tIT B E Ul+otIT B E Ul+otll" B E U|
+o7lT B' E Ul|l+otlT B E U|l—200'T N B Ul -¢*T" N B U|
—a’lr N B Ul-d*lr N B Ul

elde edilir. (2.31) esitligiyle belli Frenet denklemleri kullanilarak, determinant
Ozelliklerinden;

() =("—-012+03)|IT N E U|l+Qc't+0t)IT B E U|

—300'|IT N B U|l+otk|[N B E U| (4.6)
bulunur. (4.6) esitliginden bir kez daha tirev alinip (2.31) esitligiyle belli Frenet

denklemleri kullanilirsa;
£(x) = (6" — 0'1% — 201" —3026")IT N E U]
+(" -0t —0®)@IT B E Ul-0olT N B U
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+(o"t+20't" +1t"0+1'0")IT B E U|

+(2c't+1'0)(klN B E U|—<IT N E U|

+(-30" =30¢")IT N B U|-300'(cIT N E U

+(o'tk + o'k + otk')IN B E U]

elde edilir. Elde edilen denklemde diizenleme yapildiginda;

h(ll]v)(x) = (6" —30'1?> — 3011 — 60%¢)IT N E U|

+Bd"t+ 30t +1t"0—013*—030)IT B E U|

+(—400" + 0?12 + 0* — 30’2)|T N B U|

+(Bo'tk + 20t'k + 01k')IN B E U] 4.7)
bulunur. (4.4), (4.5), (4.6) ve (4.7) denklemlerinden yararlanarak 4.1.1.Teorem

ispatlanabilir.

1) (=) fry(x) = 0 olsun. Bu durumda (4.4) esitliginden;

olT N E Ul =0 (4.8)
olur. Burada o # 0 oldugundan U = ¢;T + c,N + c3B + c,E olacak sekilde ¢y, ¢,,¢3,¢c4 €
R vardir. Ayrica burada U birim vektér oldugundan (2,16) ile verilen Galile norm
tanimindan dolay1 ¢; = 1 olur. Bu durumda U =T + c,N + c3B + c,E olur. Bulunan U
vektoriinii (4.8) ile verilen denklemde yerine yazilip determinant 6zellikleri kullanilarak
gerekli islemler yapildiginda;

c30lT N E B|=0

olarak bulunur. Burada [T N E B|= -1 oldugundan —c30 =0 olur. 0 #0
oldugundan c3 = 0 bulunur. Bulunan bu ifadeler U vektoriinde yerine yazilirsa;
U=T+c,;N + c,E, cy,ceR (4.9

olur.

(&) U=T+ cyN + c,E olsun. U vektoriinii [T N E U] da yazilirsa;

IT N E T+c,N+c,E|

seklinde bulunur. Determinant Ozelliklerinden [T N E U| =0 olur. Dolayisiyla
olT N E U| =0 oldugu agiktir. Bu durumda f},;;(x) = 0 esitligi saglanir.

(2 =) fuov(x0) = fay(x0) = 0 olsun. (4.5) esitliginden;
oIT N E Ul+otlT B E Ul -0d*T N B Ul=0
olur. (4.9) esitligiyle verilen U vektorii yerine Yyazilip determinant Ozelliklerinden

diizenleme yapilirsa;
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01c,]T B E N|—0%T N B E|=0

bulunur. Burada [T B E N|=1 ve [T N B E|=1 oldugundan denklemde
yerine yazilirsa;

01Ccy —0%c, =0

elde edilir. Elde edilen bu ifadede c, esitlikte yalniz birakilirsa;

C _TC
4 572

bulunur. Bulunan bu ifade (4.9) esitliginde yerine yazilirsa;
U=T+c2N+c2§E , 2€R, 0#0 (4.10)

olur.

(=) U=T+c3;N+c, EE olsun. (4.5) ile verilen denklemde (4.10) ile verilen U vektori

yerine yazilip determinant 6zellikleri kullanilarak diizenleme yapildiginda;
fov(x0) =c0tlT B E N|—c0tlT N B E|
elde edili. [T B E N|=1ve |T N B E|=1 esitlikleri denklemde yerine

yazilirsa f,;(xo) = 0 olur.

) (=) frulxo) = fiu(xo) = fral (x5) = 0 olsun. (4.6) esitliginden;

(6" —012+03)|IT N E U|l+Q@c't+o0t)IT B E U| -

300'IT N B Ul+owx|[N B E U|l=0

olur. (4.10) esitliginden U vektorii yerine yazilip determinant 6zelliklerinden diizenleme
yapilirsa;

(20't+0t)c,IT B E N|-300'-¢IT N B E|l+owIN B E T|=0
elde edilir. |T B E N|=1, |IT N B E|=1 ve [N B E T|=-1
oldugundan denkleme yazilirsa;

(o't +ot')c, — 300’5 c, —otk =0

olur. Bu denklem c, parantezine alinirsa;

(ot' —0d'1)c, = 01K

bulunur. Esitligin her iki tarafi o2 ye béliiniirse;

o () =%

olur. Esitlikte ¢, yalniz birakilirsa;

TK
!

bulunur. Bulunan bu ifade (4.10) esitliginde yerine yazilirsa;

Cy, =
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U=T+-N+——E (I) #00%0 (4.11)
2 g

) e (;) o

bulunur.

2
(&) Tersine U=T+ (T)K, N + (T),K E vektorinii (4.6) denkleminde yerine yazilip
z ) 42

determinant 6zelliklerinden gerekli diizenlemeler yapilirsa;

,r;c

) e O

+otk|[N B E T| (4.12)
eldeedilir. T B E N|=1,IT N B E|=1ve|N B E T|=—1esitlikleri

foo (x0) = o't + oa1’) " IT B E N|-300 T N B E|

(4.12) ile bulunan denklemde yerine yazilirsa;

2
foo(x0) = o't + a1") = — 300’ —— — 07K
G G
bulunur. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda;

300’1’k otk(t'o-0'7T)

wu(xo) = (2o't+ 01 ) -

t'o-ad't t'o-d't t'o-o't

elde edilir.

ortak paranteze alindiginda;

K
t'o-o't

fov(x0) = Qo't+ ot —30't—01' +0'1)5 =

t'o-o't

nr

olur. Buradan f;;;(xo) = 0 olarak bulunur.

@ =) fh'u(xo> = frn(x0) = fan (o) = £ (xo) = 0 olsun. (4.7) esitliginden;

(6" = 30't? = 3011’ — 60%0")IT N E U]

+Bo"t+30't' +1"0—01® - 030)IT B E U|

+(—4aa” + 0%1% + 0% — 30’2)|T N B U|

+@Bo'tk + 20t'k +01k')IN B E U|=0

olur. (4.11) esitligiyle verilen U vektorii yerine yazilip determinant dzelliklerinden gerekli

diizenlemeler yaplhrsa'

n !

IT B E N|

(o)'

2
+(—400”+0272+04—30’2)#|T N B E|
—= 0—2
+Bo'tk + 20t'k +01tk')IN B E T|=0
elde edilir. Elde edilen bu ifade de T B E N|=1, [T N B E|=1 ve

IN B E T|=—1esitlikleri yazilip diizenlemeler yapilirsa;
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TK
(T),
b
ag

=30'tk + 207’k + oTK'

30’1
(30”r +30't"+1t"0 -0t} -0t — 410" + 013 + 031 — - )

bulunur. Esitligin her iki tarafi (g) o ile carpilip ortak parantezlere alinirsa;

TK (T”O‘ —-o''t+ M) = (g) oc(Ba'tk + 201’k + oTK')

!
elde edilir. Elde edilen bu denklem de o7’ — 6’7 = (;) o?vet"o—o"t = (07 — 0'1)’

esitlikleri yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa;

TZIK I ~0
Oks
esitligi bulunur. Bulunan bu ifade (4.11) esitliginde yerine yazilirsa;

TK

U=T+ N+ Cx_F, G)I¢O,0¢O, ((’i) =0 (4.13)

©e @ %) o2

a.

bulunur.

2

(=) U=T+-"5 N+-5Fve(-2%) =0 olsun. (47) ile verilen denklemde U
G (@ Oks

vektoril yazilip determinant 6zelliklerinden gerekli diizenlemeler yapildiginda;

fh(;v)(xo) =Bo"t+30't' +1"0— 013 — 031) (:)K, IT B E N|
~)o
2
+(—400" + 0?12 + 0* — 30’2) "*IT N B E|

§) o
+Bo'tk + 207’k + 01')IN B E T|
elde edilir. Elde edilen bu ifade de [T B E N|=1, [T N B E|=1 ve

IN B E T|=—1esitlikleri yazilip diizenlemeler yapilirsa;

(w)

W (x0) = 30"t + 30"t + 10 — 07 — 031) =,

©)o

— (Bo'tk + 201’k + oTK')

2K
!
T
(3) o
g,

olur. Elde edilen ifade de gerekli sadelestirmeler ve islemler yapildiginda;

il (eg) = == ((rzx)'(m’—a’r)—ﬂx(af"“'f)’) (4.14)

u ot'-o't

+(—400" + 0%1% + 0* —30")

elde edilir. simdi (4.13) ile verilen ifadenin tiirevi agilirsa;

e\ (@20 (to—o't)-tk(' o—o'7)
= = 0

! I I \2
%)”2 (t'o-0o'T)



21

oldugundan (4.14) ile verilen denklem sifir olur yani fh(;v) (x0) = 0 dur.

4.2. Galile Uzakhik Fonksiyonu

I € R bir acik aralik olmak {izere
a:l = Gy, a(x) = (x,y(x), z(x), w(x))
regliler birim hizli egrisi verilsin. I € R aralig1 iizerinde diizgiin fonksiyonlarin bir ailesi;
Fp:1 XS >R

(x, V) = Fa(x,V)
olmak {izere
Fa(x,V) =|T(x) N(x) B(x) a(x) —V(x)| (4.15)
seklinde tanimli F; fonksiyon ailesine a egrisi iizerinde Galile uzaklik fonksiyonu denir.
Burada T(x), N(x) ve B(x) vektorleri @ egrisinin (2.23), (2.27) denklemleriyle verilen

birim teget, birim normal ve ikinci birim normal vektorleridir.

Bu F; fonksiyon ailesinin belirledigi bir degiskenli fonksiyon fu,(x) ise fuy(x) =
F;(x,V) seklinde tanimlanir. Bu durumda F; fonksiyonu f,;,(x) fonksiyonunun bir

dallanmasi olur.
4.2.1. Teorem

a egrisi Vx € I igin k(x) # 0, 7(x) # 0 ve o(x) # 0 olan birim hizli bir egri olsun. Bu
egri igin Vx € I noktasindaki Frenet ¢atisi {T(x), N(x), B(x), E(x)} olmak iizere;

(l) fév(xo) =0&==a-V= a1T+ a2N+ a4E ) al,az,a4€R y
(2) féV(x0)= é{/(xo)=0 <=)a—V=a1T+a2N+a2£E , al,azeR, 0-#:0,

(3) far (xo) = fay (x0) = fay (%) = 0 &

TK T2k
I

T !
(3)’6N+ B ~E, (5) #0,0#0,aseR, (4.16)

a_V=a1T+

(4) fav(xo) = fav (xo) = fav (x0) = d(é)(xo) =0 &

2 ' '
a—V=a,T+-2N+-XFE, (1) £0, 0 %0, <—> £ 0, a;eR
o 2

© )

olarak bulunur.
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fspat

Determinant 6zelliklerinden yararlanarak f;,(x) =|T N B «a — V| seklinde tanimh
fonksiyonun tiirevi alinirsa:

far@)=1T" N B a-V|+IT N B a-V|+IT N B a-V| (417)
elde edilir. (2.31) esitligi ile belli Frenet denklemleri (4.17) esitliginde yerine yazilirsa,
far@X)=|kN N B a-V|+|T B B a—-V|+|T N oE a-V| (4.18)
denklemi elde edilir. Burada determinant 6zelliginden dolayz,

fav(x)=0lT N E a-V| (4.19)
bulunur. (4.19) esitliginden bir kez daha tiirev alinirsa,
far)=0'IT N E a-V|+oll'" N E a-V|+olT N E a-Vl|

+olT N E a-V| (4.20)
elde edilir. (2.31) esitligiyle belli Frenet denklemleri kullanilarak,
favx)=d¢'IT N E a—-V|+dlkN N E a-V|+0o|T 1B E a-V|
+0|T N —oB a-V|

olur. Determinant 6zelliklerinden gerekli diizenlemeler yapildiginda,
fav(x)=d¢'IT N E a—-V|+o1IT B E a-V|

—0%T N B a-V| (4.21)
elde edilir. (4.21) esitliginden bir kez daha tiirev alinirsa,

wx)=d¢"IT N E a-V|+d'|T" N E a-V|+d|T N E a-V|
+o'IT N E a-V|+d'1IT B E a-V|+ot'T B E a-V|

+otlT" B E a-V|+otlT B E a-V|+otlT B E a-V|

—200'IT N B a-V|-0* ' N B a-V|-0*T NN B a-V|

—o}T N B a-Vl (4.22)
bulunur.  (2.31) esitligiyle belli Frenet denklemleri kullanilarak, determinant
Ozelliklerinden,

w@)=(@"—012+63)|IT N E a-V|+Qc't+01)IT B E a-V|
—300'IT N B a—-V|+otk[IN B E a-V| (4.23)
elde edilir. (4.23) esitliginden bir kez daha tiirev alinip (2.31) esitligiyle belli Frenet

denklemleri kullanilirsa,

fd(‘l,v)(x) =(¢"" —0't? = 20tt' —30%0)IT N E a-V|
+(0" —013—=03G@IT B E a-V|—0o|lT N B a-V]|)
+Q2c"t+20't"+7"0+1'd)IT B E a-V]|
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+QR2c't+1t'0)(kIN B E a-V|—7IT N E a-V|

+(=30" =36¢")IT N B a—-V|-30d'(clT N E a-Vl|)

+(o'tk +ot'k +0tk')IN B E a-V|+otkIN B E T| (4.24)
elde edilir. Determinant 6zelliginden diizenleme yapildiginda,

h(‘l,v)(x) = (¢"" —30¢'1?> =301t —60%¢")IT N E a-V|

+@Bd"t+ 30t +1t"c—013—-030)IT B E a-V|

+(—400" + 0?12 + 0* — 30’2)|T N B a-V|

+(Bo'tk + 201’k + 01tk')IN B E a—-V|+otkl[N B E T| (4.25)
elde edilir.(4.19), (4.21), (4.23) ve (4.25) denklemlerinden yararlanarak 4.2.1. Teorem

ispatlanabilir.

1) (=) fav(x) = 0 olsun. Bu durumda (3.19) esitliginden o|T N E a—-V|[=0
olur. Burada o # 0oldugundan « —V = a;T + a,N + azB + a,E olacak sekilde
a,, a,, as, a, € R sayilar1 vardir. Buradan,

azolT N E B|=0

eldeedilir. [T N E B| = —1 oldugundan,

—azo =0

olur. Dolayisiyla,

az=0, o#0

bulunur. Bulunan bu ifadeler a — V egrisinde yerine yazilirsa,

a—V=a,T +a,N+a,E, a, a,eR (4.26)

olur.

(=) a—V =T+ a,N+a,Eolsun. ¢ — V vektorini [T N E «a — V| dayazilirsa,
IT N E a,T+ a,N+ a,E |
seklinde bulunur. Determinant 6zelliklerinden |T N E «a — V| = 0 olur. Dolayisiyla

olT N E a—V|=0oldugu aciktir. Budurumda f;, (x) = 0 esitligi saglanir.

2 =) far(xo) = far(xo) = 0 olsun. (4.21) esitliginden,

oIT N E a-V|+otlT B E a-V|-0*T N B a-V|=0

olur. (4.26) esitliginden @ — V egrisinde yerine yazilirsa,

o1a,|T B E N|—o0%a,)T N B E|=0

elde edilir. Elde edilen ifadede [T B E N|=1ve|T N B E|= 1 oldugundan,

ota, —o’a, =0
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olarak bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,
T
A, = ;aZ
bulunur. Bulunan bu ifade (4.26) esitliginde yerine yazilirsa,
a—V=aT+a,N+a,—E , aeR, 6#0 (4.27)

bulunur.

(=) a-V=a,T +a,N +a, gE olsun. (4.20) ile verilen denklemde (4.27) ile verilen

a — V egrisinde yerine yazilip determinant 6zellikleri kullanilarak diizenleme yapildiginda;
fav(xo) =a,0tlT B E N|—ayotlT N B E|
elde edili. [T B E N|=1ve |T N B E|=1 esitlikleri denklemde yerine

yazilirsa fy1, (x,) = 0 olur.

B) (=) fav(xo) = far (xo) = fav (x0) = 0 olsun. (3.23) esitliginden,

(" —01>°+0®)IT N E a-V|+Qc't+0t)IT B E a-V|-

o0'T N B a—-V|+owx|[N B E a-V|=0

olur. (4.27) esitliginden a — V egrisi yerine yazilirsa,

(20't+0t)ayIT B E N|- Saa’g a,|T N B E|+otkIN B E T|=0
elde edilirr |T B E N|=1, |[T N B E|=1 ve [N B E T|l=-1
oldugundan ifade de yerine yazilirsa,

(o't +ot')a, — 300’5 a, — otk =0

olarak bulunur. Bulunan ifade a, ortak paranteze alinirsa,

(1" —d'1)a, = otk

olur. Her iki taraf o2 boliiniirse boliimiin tiirevinden,

TK
!

elde edilir. Bulunan bu ifade (4.27) esitliginde yerine yazilirsa,

a2:

2 !
a-V=aT+-+N+-—E, (5) #0,0%#0 (4.28)
@ G
bulunur.
2
(&) Tersinea —V =T + —— N + —— E vektoriinii (4.23) denkleminde yerine yazilip
2

G @

determinant 6zelliklerinden gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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2K

&)

TK

OF

av (o) = 20'T + 07")

T B E N|-—300’

IT N B E|

+otk[N B E T|
eldeedilir. T B E N|=1,|T N B E|=1ve|N B E T|=—1esitlikleri

denklemde yerine yazilirsa,

2
v (x0) = (o't + 01') —— — 300" —

O (3) 2

bulunur. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda,

— O0TK

177 OTK

v (x0) = o't +ot' —30't -0t +0'1)

t'o-o't

n

olur. Buradan f;;/ (xy) = 0 olarak bulunur.

@) (=) far (o) = fay (xo) = fay (o) = £ (xo) = 0 olsun. (4.25) esitliginden,
(6" —30't? =301t — 60%0)IT N E a-V|

+Bo"t+30't' +1"0—01* —030)IT B E a-V]|

+(—400" + 0?12 + 0* — 30”2)|T N B a-V|

+Bo'tk + 20t'k +01k')IN B E a-V|+otk|[N B E T|=0

olur. (4.28) esitliginden o — V egrisi yerine yazilirsa,

TK
OF
%K
()
+Bo'tk + 201’k +01k')IN B E T|+otklN B E T|=0

elde edilirr [T B E N|=1, [T N B E|=1, IN B E T|=-1 \ve

(Ba"t+ 30t +1"0 — 013 — 0%1) IT B E NI

+(—4aa” +0%1% + 0% — 30’2) T N B E]|

IN B E T|= —1oldugundan ifade de yerine yazilirsa,
TK
()

= 30'tk + 20T’k + oTK' + OTK

30t
(30”T +30't" +1t"0—01® — 03t — 410" + 013 + 31 — - )

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

&) -7

elde edilir. Dolayisiyla <(:)2,"2) # 0 olur. Bulunan bu ifade (4.28) esitliginde yerine

el N
g

yazilirsa,
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2 / '
U=T+-N+-E () io,a;to,(:,") # 0

@ @

elde edilir.

=N+ TZ,K E ve <T2—,K> # 0 olsun. (4.25) ile verilen
G (e Oks

denklemde « —V yerine yazilip determinant Ozelliklerinden gerekli diizenlemeler

((Z) O(—V=a1T+

yapildiginda fh(;v) (x0) = 0 oldugu goriliir.
4.3. Galile Dayanak ve Galile Uzaklik Fonksiyonlarin Dallanmalari

Bu kisimda, yukarida tanimlanan Galile uzaklik ve Galile dayanak fonksiyonlarinin, bir
degiskenli bir f fonksiyonunun versal dallanma ve (p)-versal dallanma olma durumlari

incelendi.
4.3.1. Teorem

F,:1 X S > R fonksiyonu birim hizli a: I — G* egrisi iizerinde tanimli (4.1) taniminda
verilen dayanak fonksiyonu olsun. Eger fpy, fonksiyonu x, noktasinda A4; , (i = 2,3,4)
tekilligine sahipse, bu durumda F, fonksiyonu f,,, ~fonksiyonunun bir (p)-versal

dallanmasi olur.
fspat

(4.1) esitliginden F,(x,U) =|T(x) N(x) B(x) U(x)| seklindedir. Birim hizlh
a:] > G* egrisi i¢in Frenet catilar1 sirastyla (2.28), (2.29) ve (2.30) esitliklerinde
verilmistir. Yine U € G* oldugundan birim vektdr olup U = (1, U,, Us, U,) seklindedir. O
halde verilen ifadeler F,,(x,U) = |T(x) N(x) B(x) U(x)| esitliginde yazilirsa,

1 vy zZ w
o N N, N
Fr(x,U) = 0 B, B, B, (4.29)
1 U, U; U,
seklinde olur. Bu determinant birinci siituna gore agilirsa,
N]_ N2 N3 yl Z’ WI
Fh(x, U) = Bl B2 B3 - Nl Nz N3 (430)
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bulunur. Bu determinantlardan birincisi 3. satira gore acilir ve ikincisi de 1. satira gore

acilirsa,
Fy(x,U) = Uy(NyB3 — N3B;) — U3(N;B3 — N3B,) + Uy(N; B, — N,B;)
—y'(N,B3 — N3B,) + z'(N;B3 — N3B;) — w'(N; B, — N,B;) (4.31)

elde edilir. (1.30) de verilen Frenet-Serret formiillerinden,
Fn(x,U) = Uy(=E;) — U3(E3) + Uy(—E3) — y'(—Ey) + Z'(E;) — w'(—E3)
Fp(x,U) = E;(y' = Uy) + Ex(z' — U3) + Es(W' — Uy) (4.32)

elde edilir.

Fy, fonksiyonunun, fy, fonksiyonunun bir (p)-versal dallanmasi olmasi i¢in 3.7. Onermesi

ile verilen (p)-versallik i¢in matris kriterini saglamasi gerekir. Bunun i¢inde Oncelikle

%(x, U,) ,(i=1,2,3) seklindeki fonksiyonlarin 3.3. ile verilen bir fonksiyonun jetleri

tanimindan yararlanarak jetleri bulunmalidir. Bu durumda (4.32) esitliginden dolayz,

J? (;ﬁ‘l (x, Uo)> (x0) = x(—E)’ +’“2—2(—El-)” +§(—Ei)”’ , (i=123) (4.33)

denklemi elde edilir.

1.Durum:

! (j— € Uo)> (o) = x(~Ey)’
J (Z— € Uo)> (x0) = x(=E,)’

J (;’i € Uo)> (o) = x(=E5)’

olarak bulunur. O halde F, fonksiyonunun bir (p)-versal dallanma olmasi igin 3.7.
Onermesinden dolay1,

A=[-E, —Ej —Ej] (434)
Matrisi regiiler bir matris olmalidir. A matrisi 1 X 3 tipinde bir matris oldugundan regiiler

olmasi i¢in RankA = 1 olmalidir.

E' = —0B egrimiz o # 0 olan birim hizli egri oldugundan dolay1r E’' # 0 dir. O halde
(4.34) esitligi ile tanimli A matrisinin RankA = 1 olarak bulunur. Dolayisiyla A matrisi
regiilerdir. Sonug olarak Fj, fonksiyonu x, noktasinda A,—tekilligine sahip fy,

fonksiyonunun bir (p)-versal dallanmast olur.
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2.Durum:
J? (Z%: (x, uo)) (x0) = x(—=Ep)" + xz_z (—Ep)"”
J? (Z%: (x, uo)) (x0) = x(—E3)" + % (—E3)"

Ik (j— € uo)) (x0) = x(—E5) + % (=E)"

olarak bulunur. O halde F,, fonksiyonunun bir (p)-versal dallanma olmasi igin 3.7.

Onermesinden dolayz,

_[—Ei —E; —Eé]
B—[_E{, o (4.35)

matrisinin regiiler bir matris olmasi gerekir. B matrisi 2 X 3 tipinde bir matris oldugundan
regiiler olmasi i¢in RankB = 2 olmalidir.

RankB = 2 olabilmesi i¢in E’ ile E"" vektorleri lineer bagimsiz olmalidir. Bu durumda
oncelikle E’ vektorleri,

E'=—-0B (4.36)
seklindedir. (4.36) ile verilen esitlikten tiirev alinirsa,

E"=—-0B'—0d'B

olarak bulunur. Bulunan ifadede (2.31) esitligiyle belli Frenet denklemleri kullanilirsa,
E'=—-¢'B+ otN — 0%E (4.37)
elde edilir. Kabul edelim ki E' ile E"' lineer bagimli olsun. Bu durumda,

AE' = E" olacak sekilde A vardir. (4.36) ile verilen E’ ile (4.37) ile verilen E" ifadeleri
yerine yazilirsa,

—A0E = —0'B + 01N — ¢'E

elde edilir. Elde edilen ifade diizenlenirse,

(=ot) N+ (¢' —A0)B+ 0%E =0

olup {N B E} lineer bagimsiz ve g # 0,7 # 0 oldugundan bu toplam sifir olamaz.
Dolayisiyla E' ile E linner bagimsizdir. O halde (4.35) esitligi ile tanimli B matrisi i¢in
RankB = 2 olarak bulunur. Dolayisiyla B matrisi regiilerdir. Sonug olarak F;, fonksiyonu

xo noktasinda Az-tekilligine sahip f,;, fonksiyonunun bir (p)-versal dallanmas: olur.
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3.Durum:
J? (Z%: (x, uo)) (x0) = x(—E))" + xz_z (—E)" + % (=E)"
J? (Z%: (x, uo)) (x0) = x(=E;)" + % (—Ey)" + % (=E)"

s (3— x, w)) (o) = x(=Ea)' + 5 (<B4 5 (<)

olarak bulunur. O halde F,, fonksiyonunun bir (p)-versal dallanma olmasi igin 3.7.

Onermesinden dolayz,

—E1 -E; -k B B Ej
¢=|-Ef -Ef -Ey|=-|E E EJ (4.38)
_E{I’ _Eéll _Eél’ E{H Eél’ Eél’

matrisinin regiiler bir matris olmasi gerekir. C matrisi 3 X 3 tipinde bir matris oldugundan
regiiler olmasi i¢in RankC = 3 olmalidir. Bunu i¢in ise € matrisinin determinantinin
sifirdan farkli olmasi gerekir. Bunun i¢in (4.38) ile verilen C matrisini kapsayan,
1 vy zZ  w
C =~ g 511 gz g: =-Ir E E" E" (4.39)
0 E/" E) Ej
Matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi gerekmektedir. Oncelikle E'" vektoriinii
bulalim. Bu durumda (4.37) ile verilen E" denklemin tekrar tiirevi alinirsa,
E" =—-¢"B—0'B'"+d'tN + 0t'N + 0TN' — 200'E — 0 *E’
olur. Bulunan bu ifadede (2.31) esitligiyle belli Frenet denklemleri kullanilirsa,
E" =—-¢"B—0'(—=tN+ 06E)+ ¢'tN + 6t'N + 01?B — 200'E + 03B
bulunur. Gerekli ortak diizenlemeler yapilirsa,
E" =(—0" + 01>+ 03B+ (20'Tt + 67')N + (—300")E (4.40)
elde edilir. Elde edilen E"" vektorii, (4.36) ile verilen E’ vektorii ve (4.37) ile verilen E"
vektori, (4.39) ile verilen C; matrisinde yerine yazilip determinant alinirsa,
¢, =—(Bc%'DIT B N El+03%Qd't+ot)IT B E NI|)
olarak bulunur.Burada|T B N E|=-1ve|T B E N | = 1olmasikullanilirsa,

sonug¢ olarak,

=)
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elde edilir. (4.14) den dolayt o %0 ve (%) %0 dir. O halde (4.39) ile verilen ¢,
determinanti sifirdan farklidir. Bu durumdan (4.38) de verilen C matrisinin de determinanti
sifirdan farklidir, dolayisiyla RankC = 3 bulunur. O halde C matrisi regiilerdir. Sonug
olarak F, fonksiyonu x, noktasinda A,—tekilligine sahip f,;, fonksiyonunun bir (p)-versal

dallanmasi olur.
4.3.2. Teorem

F:IxS2xR->R,F(x,Uw;) =F,(x,U) —w; (4.41)
seklinde tanimlansin. Vx € [ igin fry, w, (x) = F(x,U,w,) olsun. Eger fonksiyonu fruowo

fonksiyonu x, noktasinda A, , (k= 1,2,3,4) tekilligine sahipse, bu durumda Fj

fonksiyonu fyy, w, fonksiyonunun bir versal dallanmasi olur.
fspat

(4.32) denklemi ile belirli F(x, U) esitligi (4.41) denkleminde yerine yazilirsa;
Fo(x, U, Uy) = EL(y' = Up) + B (2" = Us) + Es(w' — Uy) = Uy

(3.42) elde edilir. Burada w € R her hangi bir sayis1 oldugu i¢in w yerine U; alinabilir.

F, fonksiyonunun f,;,, bir versal dallanmas olmasi i¢in 3.9. Onermesi ile verilen versallik

.. . .. o . .. . . oFp
icin matris kriterini saglamasi gerekmektedir. Bunun i¢inde Oncelikle %(xo, u,) ,
13

(i =1,2,3,4) seklindeki fonksiyonlarin esitligi ile verilen jet tanimindan yararlanarak,

sabit ile birlikte jetleri bulunur. Bu durumda jetler,

dFy, oFp 2 3
ﬁ(xo, u,)+J3 <ﬁ(x, UO)> =—14x0 +"70 +%0

OF —aﬁv Y ? " 3 "

30, X0 Uo) +J° <6U:1 (x, Uo)> = (—E) + x(~E) + > (=E)" + = (=E)"",
(i=123) (4.43)
seklindedir.

1.Durum:

9Fp __

U, (x()’ UO) - 1

dFy,
ﬁ (x0,Up) = —E;
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J0Fy,
ﬁ (in UO) = _EZ

S (x0, U) = —E;

olarak bulunur. fny,y, fonksiyonu x, noktast A;-tekilligine sahipse, D matrisini 1 X 4
tipinde asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

D=[-1 —-E; —-E, —Ej] (4.44)
Matrisinin maksimum ranka sahip olmasi gerekir. D matrisinin maksimum ranka sahip

oldugu aciktir yani regiilerdir.

2.Durum:

oFy 1 oFy _

6U1 (xO' UO) +] 6U1 (x, UO) - 1 + xO
Ok (x,Up) | = (—Ey) + x(=E,)’
U,

oFy, oF r
ﬁ(xo, U,)+J* ﬁ(x: Uy) | = (=E3) + x(—E3)

()
S (0, Up) + ( ))
)

aFy, aFy, ,
ﬁ (xO: Uo) +]1 (ﬁ (x, Uo)> = (_E3) + x(_E3)
fruou,  fonksiyonu x, noktasinda A,-tekillifine sahipse, E matrisini 2 X 4 tipinde

asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

E_[—1 —E, —-E, —E3]
“lo -E/ -E, -E

matrisinin maksimum ranka sahip olmasi gerekir. E matrisinin ikinci satir1 (4.34) ile

(4.45)

verilen A matrisine esititir. A matrisinin ranki bir oldugundan 2. Satir sifirdan farklidir. Bu

ise E matrisinin maksimum ranka sahip oldugunu gosterir, dolayisiyla E matrisi regiilerdir.

3.Durum:

o, aFy, 2

So- (0, Up) +J7 <ﬁ(x, Uo)> =—1+x0+=0

ary, arT, ' 2 1"
S (0, U) + 2 (W (, U0>) = (=E) + x(=E) + 2 (=Ey)

%(xo, U,) + 2 <% (x, Ug)) = (—=E,) + x(—E,)’ +xz—2(—E2)r,
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%% (0 Up) + ) <—~ x uo>> = () + x(-Es) + 5 (<E)"

fruou, fonksiyonu x, noktasi Az-tekilligine sahipse, F matrisini 3 x 4 tipinde asagidaki

gibi tanimlayabiliriz.

_1 _El _E2 _E3
F=|0 —-E —-E -E (4.46)
0 -—E/ -E) —EJ

matrisinin maksimum ranka sahip olmasi gerekir. F matrisinin ikinci ve tiglincii satirlarinin
lineer bagimsiz oldugu (4.35) ile verilen B matrisinden bilinmektedir. Bu ise F matrisinin

maksimum ranka sahip oldugunu gosterir ve F matrisi regiilerdir.

4.Durum:
O (x0, Ug) +J3 [ 222 (x,Up) | = =1 + x0 + 0 + 0
U, Yo J? U, X Yol | = x 2 6

2 3
o (—Ep) +X(=E)) +5 (—E)" + % (=E))"

th
au,

(o, Uo) + 1% (222 (,Up) ) = () + x(=En)' +5 (E) + 2 (~Ep)"

2 (g, Up) +J° (Z— (x, Uo)>

dFy, oFp I} 2 " 3 nr
5o (0, Uo) +J° (W (x, Uo)> = (=E3) + x(~E3)" + = (=E3)" + = (~E3)

frugu,  fonksiyonu x, noktasinda A,-tekillifine sahipse, G matrisini 4 x 4 tipinde

asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

-1 —-E, -E, -E,
0 -E —E, -E
O _EII EII EII
O EIII EIII _EIII

(4.47)

matrisinin maksimum ranka sahip olmasi gerekir. Yani G matrisini, determinantinin
sifirdan farkli olmasi gerekir. G matrisi birinci siituna gore agildiginda,

—E1  —E; —E;
|G| = —|-E{ —-E; —Ej (4.48)
_E]l-Il —Eé” —Eé”

elde edilir. Bu elde edilen matris (4.38) ile verilen matrisin ters isaretlisidir. Dolayisiyla
1G] = —IC|
olur. detC # 0 oldugundan dolayr G matrisinin determinanti sifirdan farklidir. Bu ise G

matrisinin maksimum ranka sahip oldugunu gosterir. Dolayisiyla G matrisi regiilerdir.
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4.3.3. Teorem

Fi:1xG* >R

(x,V) = F3(x,V)
fonksiyonu birim hizli a:I - G* egrisi iizerinde tanimli (4.15) esitligi ile verilen Galile
uzaklik fonksiyonu olsun. Bu durumda VV € G* i¢in seklindedir. Eger fav, fonksiyonu x,
noktasinda Ay- tekilligine (k=2,3,4) tekilligine sahipse, Fy fonksiyonu fgy,, fonksiyonunun

bir (p)-versal dallanmasi olur.
fspat

(4.15) esitliginden Fy(x,u) =|T(x) N(x) B(x) a(x)—V(x)| seklindedir. Birim
hizli a:1 - G* egrisi i¢in Frenet gatilar sirasiyla (2.28), (2.29) ve (2.30) esitliklerinde
verilmistir. Yine V € G* oldugundan V = (V;,V,,V5,V,) seklindedir. O halde bunlar
F;(x,V) =|T(x) N(x) B(x) a(x)—V(x)|esitliginde yazilirsa,

1 y' z' w'
| o N, N, N
Falr,V) = 4 B B, B, (4.49)
x—V1 y_VZ Z_V3 W_V4,
seklinde bulunur. Bu determinant birinci siituna gore agilirsa,
Nl NZ N3 yl ZI WI
Fp(x,V) =1 B; B, By [—=(x—=V))|N1 N N (4.50)
y_Vz Z_V3 W_V4_ Bl BZ B3

seklinde olur. Bu determinantlardan birincisi 3. satira gore agilir ve ikincisi de 1. satira
gore acilirsa,

Fr(x,V) = (y = V2)(N; B3 — N3B;) — (z — V3) (N, B3 — N3B;)

+(w — V) (N, B; — N;B1)

—(x = V)(y'(N,B3 — N3B;) — z' (N, B3 — N3B;) + w'(N,B, — N,B,)) (4.51)
elde edilir. (2.30) de verilen Frenet-Serret formiillerinden,

Fn(x, V) = (v = V2)(=E1) = (Z = V3)(E) + (W — Vo) (—E3)

—(x = V)(y'(=E1) = 7'(E2) + w'(=E3)) (4.52)
seklindedir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

Fo(,V)=(x—-V)O'E,+2Z'E; + WE3) + (V, — y)E; + (V3 — 2)E,

+(Vy —w)E; (4.53)

denklemi bulunur.
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F4 fonksiyonunun, fgy, fonksiyonunun bir (p)-versal dallanmasi olmasi i¢in 3.7. Onermesi

ile verilen (p)-versallik i¢in matris kriterini saglamasi gerekir. Bunun ig¢inde oncelikle

%(x,vo) ,(1=1,2,3,4) seklindeki fonksiyonlarin 3.3. ile verilen bir fonksiyonun jetleri

tanimindan yararlanarak jetleri bulunmalidir. Bu durumda (4.53) esitliginden dolayi jetler;
oF 1] 1 ! !
]4 (a_vt: (x'Vo)> (x0) = x(_()’ Ei+zE,+w E3))

+ % (—(y’E1 +z'E, + W’E3))” + % (—(y’El +z'E, + W’E3))m

@w)

4
+= (~(V'Ey + 2'E, + W'E3)) (4.54)

ﬂ(”dm%ﬁ@a=

Vit
I x2 " x3 " x* (w) .

seklinde elde edilir.

1.Durum:

J* (Z% (x, Vo)) (x0) = x(—(y’E1 +27'E, + W’E3))I
ﬂ@%m%ﬂ&@=ﬂay
P@%mnﬁwa=ﬂ@y

P@%mnﬁwa=ﬂ&y

olarak bulunur. O halde F,; fonksiyonunun bir (p)-versal dallanma olmasi igin 3.7.
Onermesinden dolayt,

K=[(-('E, +z'E; + W'E5)) E{ Ej Ej] (4.56)
matrisinin regiiler bir matris olmasi gerekir. K matrisi 1 X 4 tipinde bir matris oldugundan

regiiler olmasi i¢in RankK = 1 olmalidir.

E' = —0B ve egri 0 # 0 birim hizli egri oldugundan dolay1r E' # 0 dir. O halde (4.56)
esitligi ile tanimli K matrisi i¢in RankK =1 olarak bulunur. Dolayisiyla K matrisi
regiilerdir. Sonug olarak F; fonksiyonu x, noktasinda Ap—tekilligine sahip fuy,

fonksiyonunun bir (p)-versal dallanmasi olur.
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2.Durum:
J? (a"d( x, 0)) 0) = x(~('Ey + 2'E, + WE)) + % (~(V'Ey + 2'E; + w'Ey))”
J? ("’Fd (x, )) (o) = x(Ep)' + 2 (Ey)"
(a"d (x, )) (x0) = X(E,)' + - (E,)"

J2 (”d( )) (o) = x(Es)' + % (E5)"

olarak bulunur. O halde F; fonksiyonunun bir (p)-versal dallanma olmasi i¢in 3.7.
Onermesinden dolayz,
(-(O'E, +2'E, +w'Es))  E} Ej Ej

- " (457)
(-('E,+2z'E; +w'Es))  E{ E} EY

matrisinin regiiler bir matris olmas1 gerekir. A matrisi 2 X 4 tipinde bir matris oldugundan

regiiler olmasi i¢in RankL = 2 olmalidir. (4.35) esitligi ile tanimli B matrisini diigiiniirsek,

_E’
2 3
B= [E{’ _EY —Eg']

olup RankB = 2 dir. O halde L matrisi B matrisini kapsayan bir matris oldugundan
RankL = 2 olur. Dolayisiyla L matrisi regiilerdir. Sonug¢ olarak F; fonksiyonu x,

noktasinda Az-tekilligine sahip fgy, fonksiyonunun bir (p)-versal dallanmasi olur.

3.Durum:

J? (6%( )>(xo) = x(~(V'Ey + 2'Ey + W'Es)) + = ( (V'Ey +2'E, + w'E3))"
+§ (=(y'Ey + 2'E, + W'E3)) "

J? (Z%’ (x, Vo)> (xo) = x(E)" + "2_2 (E)" + % (E)""

J? (Z%’ (x, Vo)> (x0) = x(E)' + "2_2 (E,)" + % (E)""

J? ("’“l( )) (o) = x(Es)' + (Es)" +% (Eg)"

olarak bulunur. O halde F; fonksiyonunun bir (p)-versal dallanma olmasi i¢in 3.7.

Onermesinden dolay1,
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(-(y'E, +z'E, +w'Es))  E, E, Ej
M=|(-('E,+2'E, +Ww'Es))  E{ Ey EY (4.58)
(—(y'E, +2'E, +w'Ey))" E)" Ey EY
matrisinin regiiler bir matris olmasi gerekir. M matrisi 3 X 4 tipinde bir matris oldugundan
regliler olmasi i¢in M matrisinde kapsanan 3 X 3 tipindeki biitiin karesel matrislerin en az
birinin determinantinin sifirdan farkli olmasi gerekir. M matrisinde kapsanan 3 X 3
tipindeki alt matrislerden birisi,
E| E, Ej
M, =|E/ E; Ef (4.59)
E/" E}' E}'

matrisidir. Bu durumda (4.38) esitliginden C matrisi kullanilarak,

M, =—C

elde edilir. Bu durumda |C| # 0 olmasindan M; matrisinin determinanti da sifirdan
farklidir. Bundan dolayr M matrisi regiilerdir. Sonug olarak F; fonksiyonu x, noktasinda

A-tekilligine sahip f,y, fonksiyonunun bir (p)-versal dallanmasi olur.

4.Durum:

J* (% (x, Vb)) (xo) =x(—(y'Ey + z'E, + w’E3))'

2 17 3 nr
+ x? (—(y’E1 +z'E, + W’E3)) + % (—(y’E1 +z'E, + W’E3))
4 / / ' (w)
+;C_4(_(y E1 +z E2 +w E3))
aF 1A 2 144 3 nr 4
J* (ﬁ (x, Vo)> (x0) = x(E)’ +=(E))" +7(ED)" + - (E)™

aF ! 2 n 3 nr *
J* (ﬁ (x, Vo)> (x0) = x(E2)' +% (E)" +=(Ep)" +, (E)™

oF ’ 2 " 3 "nr *
J? (W (x, VO)> (x0) = x(E3)" += (Ea)" + % (Es)" + 2 (E3)™)

olarak bulunur. O halde F; fonksiyonunun bir (p)-versal dallanma olmasi i¢in 3.7.
Onermesinden dolay1,
[ (~(V'E, +2'E, +w'E;)) EY  Ey  Ej
(-(y'E, +2'E, +w'Ey))"  Ey Ey EY
! ! ! n nr nr nr
(—('Ey + Z'E; + W'E3)) E{" E}' Ej
(-0 B+ 2B +wED)™ B B B

(4.60)
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matrisi regiiler bir matris olmasi1 gerekir. N matrisi 4 X 4 tipinde bir matris oldugundan
regiiler olmasi igin detN # 0 olmalidir. N matrisi birinci siituna gore agildiginda,
EY E} EY
det(N) = (~(V'Ey + 2'E, + w'E)) | Bl Ef'  EY’
g g pw)
1 2 3
Ey E; Ej
~(~O'E + 7B, +wE)) B BB
(w) () (w)
Ey E; E;
Ey E; Ej
E{' E} EY
(w) (w) ()
E; E; E;

nr

+(_(y’E1 + Z’Ez + WIE3))

()Ell E, E;
~(-('E, +z'E, +w'E3)) " |Ey  EY EY (4.61)

Ei" 7 E) JES”
elde edilir. Elde edilen bu ifadenin ilk 6nce matrislerin oniindeki ifadeleri (2.20) esitligi
kullanilarak diizenlenirse,
(—('Ey + 2'E; + W'Es)) = —(TyE; + TLE, + T3Es) (4.62)
bulunur. (4.62) bulunan ifadenin tiirevi alinirsa,
—(TyEy + T,E, + T3E3)' = —(T{E; + TLE, + T3E3) — (TLE] + TLE; + T3E3) (4.63)
elde edilir. (4.63) ifadesinde (2.31) de verilen Frenet — Serret formiilleri yerine yazilirsa,
— (T E{ + T,E, + T3E3)' = —(kN,E; + kN,E, + kN,E3) — (Ty(—0)B; + T,(—0)B, +
T3(—0)B3)
olur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,
—(TyE; + T,E, + T3E3)' = —k(NE; + NLE, + N3E3) + 0(T;B; + T,B, + T3B3) (4.64)
elde edilir. (N,E); = N;E; + N,E, + N3E; oldugundan ve N vektori ile E vektori bir
birine dik oldugundan (N, E); = N;E; + N,E, + N3E; = 0. Bu durumda (4.64) ile verilen
denklem,
—(T E{ + T,E, + T3E3) = o(TyBy + T,B, + T3B3) (4.65)
olarak bulunur. (4.65) ile verilen denklemden tekrar tiirev alinirsa,
—(T Ey + T,E, + T3E3)" = 6'(TyBy + T,B, + T3B3)
+ o(T{B; + Ty;B, + T3B3) + o(T,B; + T,B; + T3B3) (4.66)
olur. (4.66) ifadesinde (2.31) de verilen Frenet — Serret formiilleri yerine yazilirsa,
— (T E{ + T,E, + T3E3)" = 0'(TyBy + TyB, + T3B3) + ox(N;B; + N,B, + N,B3)
+0(T;(—tN; + 0E;) + T,(—TN, + 0E;) + T5(—tN; + 0E3))

elde edilir. Elde edilen ifade diizenlenirse,
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—(TyEy + T,E, + T3E3)" = o' (TyB; + T,B, + T3B3) + ok(N,B; + N,B, + N,B5)
—0T(TyN; + T,N, + T3N3) + 0%(T,E; + TLE, + T3E3) (4.67)
bulunur. (N, B); = N;B; + N,B, + N3B; oldugundan ve N vektorii ile B vektorii bir
birine dik oldugundan (N, B); = N;B; + N,B, + N3;B; = 0. Bu durumda (4.67) ile verilen
denklem,

—(TyE, + T,E, + T3E3)" = 0'(TyB; + T,B, + T3B3) — ot(Ty Ny + T,N, + T3N3)
+02(T E; + T,E, + T5E3) (4.68)
olarak bulunur. (4.68) ile verilen denklemden tekrar tiirev alinirsa,

—(TyE, + T,E, + T3E3)" = 0" (TyB; + Ty,B, + T3B3) + ' (T{B, + T,B, + T3B3)
+0'(TyB; + T;B; + T3B3) — o't(TyN; + T,N, + T3N3) — ot'(T;N; + T, N, + T3N3)
—0t(T{N; + T;N, + T3N3) — ot(TyN{ + T,N; + T3N3) + 200" (T E; + T,E, + T3E5)
+02(TE1 + TyE, + T3E3) + 0%(TLE| + T,E} + T3E}) (4.69)
elde edilir. (4.69) ifadesinde (2.31) de verilen Frenet — Serret formiilleri yerine yazilip
diizenlenirse,

—(T Ey + T,E, + T3E3)" = 0" (TyB; + T,B, + T3B3) + 0'k(NyB; + N,B, + N3B3)
—0't(TyN; + T,N, + T3N3) + 00’ (T, E; + ToE, + T3E3) — o't(TyN; + T,N, + T3N3)
—01'(TyN; + T,N, + T5N3) — 0tk (N;N; + NN, + N3N3) — 0t%(T By + T, B, + T3B53)
+200' (T E; + TLE, + T3E3) + 02k(N,E; + N,E, + N3E3) — 03 (T By + T, B, + T3B5)
olur. Gerekli diizenlemeler yapilip ortak parantezlere alinirsa,

—(TE; + TLE, + T3E3)" = (6" — 01?2 — 63)(T B, + T, B, + T3B5)

+0'k(NyBy + N,B, + N3B3) — (20't + 01')(TyN; + TyN, + T3N3)

+300' (T Ey + T,E, + T3E3) — otk(NyN; + N,N, + N3N3)

+0%Kk(N,E; + NLE, + N3E3) (4.70)
elde edilir. (N,B); = N;B; + N,B, + N3B; ve (N,E); = N;E; + N,E, + N3E;
oldugundan ve N vektorii, B vektorii ve E vektorleri bir birine dik oldugundan (N, B); =
N;B; + N,B, + N3B; =0 ve (N,E); = N;E; + N,E, + N3;E; = 0. Ayrica N vektori
birim normal vektor oldugundan (N,N); = N;N; + N,N, + N3;N; = 1dir. Bu durumda
(4.70) ile verilen denklem,

—(T E; + TLE, + T3E3)" = (6" — 01?2 — 63)(T B, + T, B, + T3B5)

—20't + at")(TyN; + T,N, + T3N3) + 300" (T,E; + TLE, + T3E3) — 0tk (4.71)
bulunur. (4.71) ile verilen denklemden tekrar tiirev alinirsa,

—(T,E; + T,E, + T3E3) W) = (6" — 0’12 — 2017" — 3020") (T, By + T,B, + T3B53)
+(0" — 01? — 03)(T{B; + T3B, + T3B3) + (6" — 012 — 03)(T By + T,B, + T3B3)
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—Qo"t+30't" + ot")(TyN; + T,N, + T3N3) — (20't + ot')(T{N; + T;N, + T3N5)
—(20't + ot ) (TyN{ + TNy + T5N3) + (36'% + 300" ) (TLEy + ToE; + T5Es)
+300'(T{E; + T,E, + T3E3) + 300’ (TyE{ + TLE; + T3ES) — o'tk — ot'k — o1’ (4.72)
elde edilir. (4.72) ifadesinde (2.31) de verilen Frenet — Serret formiilleri yerine yazilip
diizenlenirse,

—(TyE; + T,E, + T3E3) W) = (6" — 0'1% — 2017" — 3020")(T,B; + T,B, + T3B5)
+k(0" — 01?2 — 063)(N,B; + N,B, + N3B3) — (6" — 61% — 63)(TN; + T,N, + T5N3)
+0(0" — 01? — 063)(TLE; + TLE, + T3E3)

—d"t+30't" + a1")(TyN; + T,N, + T3N3) — k(20't + 01")(N;N; + N,N, + N3Ns)
~1(20't + 0v')(Ty By + T,B, + T3B3) + (30'% + 300" ) (T, E; + ToE; + T3Es5)
+300'k(N,E; + N,E; + N3E3) — 3020’ (TyBy + T,B, + T3B3) — o'tk — 0T’k — 01K’
bulunur. Bulunan bu ifade de gerekli diizenlemeler yapip ortak parantezlere alinirsa,
—(T1E; + TLE, + T3E) ™ = (6" — 3011’ — 30'1% — 60%0") (T, By + T, B, + T3B3)
+(0"k — 01k — 63k) (N, B; + N,B, + N3B3)

+(o13® + 63t — 30”1 — 30't' — ot"") (T N; + T,N, + T5N;)

+(—0%1% — 0* + 30"% + 400" ) (TLEy + TLE, + T3Es)

—(20'tk + at'k)(N;N; + N;N, + N3N3) + 300'k(N,E; + N,E, + N3E3)

—o'tk — o1’k — oK' (4.73)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

—(T1E; + TLE, + T3E) ™ = (6" — 3011’ — 30'1% — 60%0") (T, By + T, B, + T3B3)
+(013 + 03t — 30" 71— 30't' — ot"")(T N, + T,N, + T5N5)

+(=0%1% — 0* +30"% + 400" ) (TLE; + ToE, + T3E3)

—30'tk — 20T’k — oK' (4.74)
elde edilir. Simdi (4.61) de verilen matrislerin sirasiyla determinantlarini bulalim.
Determinantlarim1 bulmadan 6nce ilk olarak (4.40) ile verilen E"" = (—¢"” + o7 +
03)B + (20't + ot')N + (—=300¢")E denklemden bir kez daha tiirev alalim,

E®™ = (—¢"" + ¢'1% + 2071’ + 3626")B + (—0" + 012 4+ 0¢3)B’

+(20"t+ 30't" + 0t”")N + (2o't + ot')N' + (—30’2 - 300")E + (—300")E’' (4.75)
elde edilir. (4.75) ifadesinde (2.31) de verilen Frenet — Serret formiilleri yerine yazilip
diizenlenirse,

E®™ = (=¢"" + ¢'t% + 2017" + 3020")B + (=0" + 01% + 03)(—7N + 0E)

+(20"1t+ 30't' + 6t")N + (20'1% + 017")B + (—30’2 — 300" )E + (30%0")B
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olarak bulunur. Bulunan bu ifade de ortak parantezlere alinirsa,
E™ = (—¢"" + 30’12 4 3017' + 60%26")B + (36"t — 013 — o371 + 30’7’ + 01"")N
+(0%t? + 0% — 30" — 400")E (4.76)
elde edilir. Simdi (4.61) de verilen matrislerden birincisi olan,

EY E} E}

E{" E) EJ'

El(w) Ez(w) Eéw)

Matrisin determinantini bulalim. Bu matrisin determinantini bulmak i¢in bu matrisi
kapsayan,

! ! !

11y z w |
0 EY E} EY
o E gy gy|=IT E" E" Ev| (4.77)
0o E™ g™ W
matrisin determinantin1 bulalim. (4.37), (4.40) ve (4.76) da verilen E",E"" ve EY
vektorleri (4.77) de yerine yazilip diizenlenirse,
IT E" E" E”|=|T —¢'B (20't+0t)N (0%t>+0*—30"" —400")E|
+|T —0'B (-300)E Boc"t—o013—031+30't' +01")N|
+|T otN (0" +at>+0%)B (0?t® +a* —30"% — 400")E|
+|T otN (-300’)E (—0¢"" 4+ 30't? + 3017" + 60%0")B|
+|T —0%?E (-0"+012+0%B @Bo"'t—o013—03t+30't' + 0ot”)N|
+|T —0%E Rd't+0t)N (=" +30't? + 3017’ + 60%0")B]|
olur. Elde edilen ifade diizenlenirse,
IT E" E" EY|=-0'(2Qo't+01")(0%t?+0*— 307 — 40¢"”)IT B N E|
+(—0")(=300")(Bc""t1 — 013 — 03t +30't' +01")IT B E N|
+ot(—0" + 012 + %) (0?1? + 0% — 3¢0'% — 406")IT N B E|
+01(—300")(—0"" + 30'1? + 301t + 60%¢')IT N E B
+(—0®) (=" + 01> +63)(Bc"t— 013> — 031+ 30't'+0t")IT E B N|
+(—6®)(20't + ot')(—0"" + 30't%2 + 3011’ + 66%6')IT E N B

seklinde bulunur. T B N E|=-1, |T B E N|=1, [T N B E|=1,
IT N E B|l=-1,|T E B N|=-1ve|T E N B|=1 ifadeleri yerine
yazilirsa,

2 2 4 2
IT E” E" EY|=20%"“13+20%""t—60""1—800"“c"1+0%'1t%t" + 00’7’

3 2 2 2 3 2
—300'°1" — 406%0'0"1t' + 900’ “d"'t — 30%0'“1® — 30*c'“t + 900'°1t' + 30%0' 1"
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—0306"13 — 650"t + 300"%0"' T + 46%0"*T + 0*15 + 6613 — 30%0'%13 — 4030”13
+0573 + 087 — 30%0'%1 — 4050t — 36%0'0""'T + 90%0'*13 4+ 9030/ 121’ + 180%c'*T
—3026"* 1+ a30"13 + 650"t — 36%0'd"1 — 635" t" + 303013 — o415 — 5673
+3030'1%1" + 6*1%1" + 30°%0"t — 0%13 — 681 + 300’7’ + 61" + 20%0'0""'1

4g'? 3¢"'t' — 3030’27 — 30*17'* + —60°0'T

2
—60%0'“13 — 6030't%1t' — 120 T+o

olarak bulunur. Bulunan ifadede gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
IT E" E"™ EY|=—60""t—"70%"0"7 +400'%c"T + 600"t + 30%a'*t"
+020"%1 — 030"13 — 050"t — 020’01 — 020"%13 + 4030'1%7 + 20%0'*T
—030"1" + 0% + 667" + 030"’ — 30*17'? — 2050' T (4.78)
elde edilir. Simdi (4.61) de verilen matrislerden ikincisi olan,

Ey E; E;

E!" E) E3’

El(lw) Ez(zw) E§v)
Matrisin determinantini bulalim. Bu matrisin determinantin1 bulmak i¢in bu matrisi
kapsayan,

! !

1y z w
0 E} Ej Ej
o E Ey Egr|=IT EE" EY (4.79)
o E® g™ EW
matrisin determinantin1 bulalim. (4.36), (4.40) ve (4.76) da verilen E', E"" ve EY
vektorleri (4.79) de yerine yazilirsa,
IT E' E" E%|=|T -0B Qd't+ot)N (0%t +o*— 30'% — 400"")E|
+|T —oB (-300")E (Bo't—ot3—03t+ 30t + o1”")N|
olur. Elde edilen ifade matris 6zelliklerinden diizenlenirse,
IT E' E" EY|=(-0)d't+ 01’)(0’212 + 0% —3¢"% — 400”)|T B N E|
+(—0)(-300")(Bc"t — 013 — 031+ 306't' +ot")IT B E N|
seklinde bulunur. T B N E|=-1ve|T B E N| =1 ifadeleri esitlikte yerine
yazilirsa,
IT E' E" E%| =-(-0)Q0't+0t)(0?t? +0* - 3¢'% — 400"
+(—0)(-300")(Bc" Tt — 013 — 631 + 30’1t + 01")
bulunur. Bulunan ifade de gerekli diizenlemeler yapilirsa,
IT E' E" EY™|=2030¢"12+20%"1 — 600"t — 8020"c"'1 + %127’ + 057"

2 2
—302%0'°1" — 4030"'t" +90%0'd"'t — 3030’13 —306°0'T + 90%06'“t’' + 3030’
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olarak bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda,
IT E' E" EY|=—-0%"'t—600"1+c*t%t' + 057" — 4630”1t + 0%0'd"'t
—030'73 4+ 60%0"%1T' + 3030'7" (4.80)
elde edilir. Simdi (4.61) de verilen matrislerden tiglinciisii olan,

Ey E; E

E/ E} EY
El(w) Ez(lv) Eéw)
matrisin determinantini bulalim. Bu matrisin determinantini bulmak i¢in bu matrisi
kapsayan,

! ! !

1 vy z w
0 E} E E;
o E' E;/ Ey|=IT E E" EVI (4.81)
o E® g™ EW
matrisin determinantini bulalim. (4.36), (4.37) ve (4.76) da verilen E’, E" ve E'¥ vektorleri
(4.81) de yerine yazilip diizenlenirse,
IT E' E’ E%|=|T —0oB otN (0%t*+0*—30""—400")E|
+|T —oB —0¢*E (Bo"t—o013—03%t+30't' +ot")N|
olur. Bulunan ifade matris 6zelliklerinden diizenlenirse,
T E' E" EY|= (—O‘)(O‘T)(O'ZTZ + 0% —30"% — 400”)|T B N E|
+(—0)(-0?)(Bo"t— o013 —031+30't"+01t")IT B E NI
bulunur. [T B N E|=-1ve|T B E N| =1 ifadeleri yerine yazilirsa,
IT E' E" EY”|=-(-0)(o1)(0?t?+0* - 30'% — 400"
+(—0)(-0?)(Bo"t — o013 — 031+ 30’1 + 01")
seklinde bulunur. Bulunan ifadede gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
IT E' E" EY|=-30%"*t1—0d3¢"t+ 303"t +0't" (4.82)
elde edilir. Simdi (4.61) de verilen matrislerden dordiinciisii olan,
E| E, Ej
E EJ EY
Ei" By B

matrisin determinantin1 bulalim. Bu matrisin determinantini bulmak igin bu matrisi

kapsayan,

! !

1 y Z w
0 E| E, Ej
0 E{' EJ Ef
0 E{I’ Eél’ Eél’

=|r E'" E" E"| (4.83)



43

Mmatrisin determinantini bulalim. Bu matris (4.39) ile verilen C; matrisinin eksilisidir.

IT E' E" E"|=-IT E' E' E"|=0%"-0%"t (4.84)
bulunur. Simdi (4.65), (4.68), (4.65), (4.71), (4.74), (4.78), (4.80), (4.82), (4.84), ile verilen
esitlikleri (4.61) de verilen matris de yerine yazilirsa,

det(N) = (o(TyB; + T, B, + TgB3))(_60J4T — 76%0'0"1 + 400'°0"'1 4 600" +

2 2 2
30%0'°1t" + 620"t — 030"13 — 0%0"'t1 — 0%0'0"'t — 0?0’ 13 + 4030’ 1% +

20%0"* 1 — 030"t" + 0121 + 0%t + 030"t — 30*17'? — 2050'7") — (o' (11 B, +
TyB, + T3B3) — 0T(TyNy + ToN, + T3Ns) + 02(TyEy + TLE, + T3E3))(—0°0't —
600'°t + 0*t%T' + 0%1' — 4030"'T' + 0%0'0"1 — 030’} + 600" T + 3030'T") +
((6" — 01% — 0%)(T,By + T,B; + T3B3) — (26't + 01')(T; Ny + T,N, + T5N3) +
300’ (T1E; + TLE, + T3E3) — aﬂc)(—Saza’zt —d%c"t+30% 't + o) —

((a”' — 301t — 30't? — 60%0") (T B, + T,B, + T3B3) + (613 + 03t — 30" 7 —
30't" — at")(TyNy + TN, + T3N3) + (=027 — 6 + 30" + 400" ) (TLE, + T,E, +
T3E3) — 30'tk — 207’k — GTK') (c*t' —030'7)

olur. Carpma islemlerini yapip, (TyB; + TyB, + T3B3), (TyN; + T,N, + T3N3), (TLE; +
T,E, + T3E3) parantezlerine alinirsa,

det(N) = (TyB, + T,B; + TsB3)(—600"*t — 7630' "7’ + 40%0'*0"'T + 65%0"° 1" +
3030'%1" + 030”1 — 6*0"'13 — 680"t — 630'6""'T — 030"* 13 + 4ota' 3T +
2050"%1 — o*c"t" 4+ 05121 + 671" + o*c""'T’ — 30517'% — 20%0'T" + 050"%T +
600'*t — 0*c'121' — 680’1 + 4030'0"'T' — 026'%0"'T + 030"*13 — 60%0" 1" —

2 2 2 2
3030'“1" —30%0'“d"t —a3d" "1+ 3030'0"1t' + 0*c"1" +3030'“13 + 0013 —
2

2
300’121 — 0®t%t" + 3065¢'“t + 0%0"'1 — 306%a't' — a7t — o*a"'T' + 30°TT" +

2 2
30%c't%t" + 60%0'T + 630'0"'t — 30%*0't%t' — 3030’13 — 60°0’ 1')
3
+(TyNy + TyN, + T3sNs)(—060'1% — 60%0"° 12 + 6°137' + 0711 — 4o*a"'17’ +

2 3
o30'c"1t? —o*a't* + 6030’ “t1' + 30*c’11" 4+ 60%0' 1% + 2030'd"' 1% —

n S 111

2 2 2
6030’ “tt' — 20%c'tt" + 303c’“tt' + o*a''t1' — 30%0't'" — 051t — 2137 —

14

2
o’tt' +3c%" 11" + 30%c't"* + 651't" + o*c't* + 6%0'1t% — 3030’0 1% —

2
3c3c'“17’ — ota'tT"
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+(T,E; + TyE, + T3E5) (070"t + 6030"t — 0121 — 037’ + 4050”1 — 0’0" +

2 3 2
0%d'13 —60%c’“t' —30%d't" —9030¢'°t — 30%c'd" Tt 4+ 9d*c'“t’' + 30°0'Tt" +

40.12 / 5

o572t + 081" — 30%0'%t' — 4050”7 — 0%0't3 — 070"t + 3030" 1 + 40%0'5"'7)
+3020"* 1%k + 0% 1%k — 300" 11K — 057" Kk 4 30%0' 1T Kk + 2057 %K + o5 TT'K' —
330" %1%k — 20%0' 11K — 0t T2K

elde edilir. Elde edilen ifade de sadelestirmeler yapilirsa,

det(N) = (TyB, + T,B, + T3B3)0 + (T;N, + T,N, + T;N;)0 + (T, E; + T,E, +

to'r%K!

T3E5)0 + 040" 1%k — 0577 Kk + 2057 %Kk + 0%17'K’ — 20%0' 1T’k — O
bulunur. Gerekli parantezlere alindiginda,
det(N) = 04(TK(0”T —ot")+ Qt'k + k") (0T’ — a’r))

olur. Tiirev islemleri diizenlendiginde,

dex) = Z (20 () 07) = e2e(() o))
olarak bulunur. Elde edilen ifadede boliim tirevinden,

2

det(N) = = ( (;)2,’; ) ((g)) (4.85)

a.

elde edilir. Elde edilen bu ifade (4.16) da verilen ifadeden dolay1 sifirdan farklidir. Yani
det(N) # 0. Dolayisiyla N matrisi regiilerdir. Sonug olarak F; fonksiyonu x, noktasinda

As-tekilligine sahip f,y, fonksiyonunun bir (p)-versal dallanmasi olur.
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5. SONUC ve ONERILER

4- boyutlu Galile uzayinda dayanak ve uzaklik fonksiyonlarinin tekillikleri hesaplanarak
bazi1 egri ve yiizeylerin tekillikleri ile ilgili karakterizasyonlar elde edilmistir.

Sonug olarak farkli fonksiyonlar tanimlanarak onlarla iliskili egri ve ylizeyler i¢in tekillik
karekterizasyonlari elde edilebilir.
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