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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

T Zaman Skalasi

R Reel Sayilar Kiimesi
Z Tam sayilar Kiimesi

N Dogal Sayilar Kiimesi
€ Elemanidir

U Mi

o Sigma

p Ro

i Delta Tiirev

Cra rd- siirekli fonksiyonlar kiimesi

R rd-siirekli ve regresif fonksiyonlar kiimesi



1. GIRIS

Son zamanlarda zaman skalasi teorisi biiyiik ilgi gérmektedir. Zaman skalas1 teorisini, ilk
defa Stefan Hilger 1988’ deki doktora tezinde ayrik ve siirekli ortamdaki olaylarin analizini
birlestirmek i¢in ortaya atmistir. Bunun i¢in de her ikisini barindiran bir kiime almis ve bu
kiimeye zaman skalasi adini1 vermistir. Zaman skalas1 lizerinde galisirken zaman skalasini
reel sayilar kiimesi olarak alirsak siirekli analiz, tam sayilar olarak alirsak ayrik analiz ortaya

cikmaktadir.

Diferansiyel denklemler teorisinin temelinde siireklilik mantigi vardir. Bu yiizden
diferansiyel denklemler teorisi fizik, kimya, astronomi, ekonomi, isletme gibi birimlerde
matematiksel ifade yontemi olarak kullanilir. Diferansiyel denklemler ile fark denklemleri
arasinda Onemli farkliliklar vardir. Bu da matematiksel modelleme se¢iminde zorluklar
meydana getirmektedir. Dogadaki olaylar kendi i¢inde siireklilik ve siireksizlik durumlarini
barindirabilir. Bu yiizden matematiksel her olay1 diferansiyel denklemler ile ve fark

denklemleri ile ifade edilemeyebilir.

Tabiattaki olaylar ne tam olarak siirekli ne de tam olarak kesikli olmadigindan dolayr hem
stirekli hem de ayrik degiskenlerden olusan matematiksel olaylar {izerinde caligsmasini

saglayan bir yeni teoriye ihtiya¢c duyulmustur. Zaman skalas1 bu teorinin adidir.

Zaman skalasi, diferansiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmemizi saglar. Diferansiyel
ve fark denklemlerini zaman skalasina tasinmasi ile elde edilen bu denklemlere zaman
skalasinda dinamik denklemler denir. Ayrica zaman skalasindaki dinamik denklemler sadece

R ve Z i¢in degil farkli yapidaki siirekli ve ayrik kiimeler i¢in arastirma saglar.

Diferansiyel denklemlerin Ulam-Hyers kararliligi {izerinde yapilan ¢alismalar son yillarda
biiyiik ilgi gormektedir. Bu tez ¢aligmasinin amaci bazi lineer homojen ve homojen olmayan

dinamik denklemlerin Ulam-Hyers kararlilig1 incelemektir.

Zaman skalasi lizerine yapilan bu calismanin ikinci boliimiinde zaman skalasinda temel
kavramlar ve teoremler hakkinda bilgiler verildi. Ayrica delta tiirev, delta integral ve

ozelliklerinden bahsedildi. Uciincii boliimde zaman skalasinda dinamik denklemler ve iistel



fonksiyonlarla ilgili tanimlar ve 6zellikler verildi. Son boliimde baz1 homojen ve homojen

olmayan lineer dinamik denklemlerin Ulam-Hyers kararlilig1 incelendi ve sonuglar verildi.



2. ZAMAN SKALASI

2.1. Zaman Skalasinda Temel Kavramlar

R reel sayilar kiimesinin herhangi bir kapal alt kiimesine bir zaman skalas1 denir ve T ile
sembolize edilir. Tam ve reel sayilar, [0,1] reel araligi ,[0,1] U [2,3] kiimesi gibi kiimeler
zaman skalasina birer 6rnektir. Fakat rasyonel sayilar, irrasyonel sayilar, (0,1) reel araligi
gibi kiimeler zaman skalasina 6rnek degildirler. T zaman skalasi ayni1 zamanda reel

sayilarin standart topoloji 6zelligine sahiptir.

2.1.1. Tanim
T zaman skalasinda ileri sigrama operatorii  t€ T olmak lizere
0. T—>T, o(t)=inf{reT:r>t}
seklinde tanimlanir. Geri sigrama operatdriiyse t€ T i¢in
p: T—>T, p(t)=sup{reT:r<t}
seklinde tanimlanir. Buradaki tanimda @ bos kiime notasyonunu soyle kullanacagiz;
= Eger T bir t maksimumuna sahipse a(t)=t durumunda inf@=sup T olur ve

» Eger T bir t minimumuna sahipse p(t)=t durumunda sup®@=inf T olur [2].

2.1.2. Tanim

T herhangi bir zaman skalasi1 ve t€ T olmak tlizere Eger o(t)>t oldugunda t noktasi sag
sagilimli ve p(t)<t oldugunda da sol sagilimli olarak adlandirilir. Hem sag sagilimli hem
de sol sag¢ilimli olan noktaya izole nokta denir. T bir zaman skalas1 ve t€ T i¢in, eger
o(t)=t ise t ' ye sag yogun nokta, eger p(t)=t ise t noktasina sol yogun denir. Hem sag

hem de sol yogun noktaya kisaca yogun nokta denir [2].

2.1.3. Tanim:
T bir zaman skalas1 olsun. u: T — [0, o) olmak {izere
u(t)y=o(t)-t
ile tanimladigimiz fonksiyona graniil (graininess) fonksiyon deriz. Graniil fonksiyonu ayni
zamanda ardisik noktalar arasi uzaklik olarak ifade edilebilir. Zaman skalasi kavramlarinda

sik kullanilan bir fonksiyon oldugu i¢in 6nemli bir yere sahiptir [2].



Cizelge 2.1. Noktalarin siniflandirilmasi

t sag sagilimli o(t) >t
t sag yogun o(t)=t
t sol sa¢ilimli p(t) <t
t sol yogun p(t) =t
t izole p(t) <t<a(t)
t yogun p(t) =t=o0(t)

Cizelge 2.2. Noktalarin sematik siniflandirilmasi

.
¢ t; sag yogun ve sol yogun
1
L ([ [ J [ J b o
¢ t, sol yogun ve sag saciliml
2
e o ¢ o0V— — .
¢ t; sag yogun ve sol sacilimli
3
° ) e o ) .
; t, sag sacitlimli ve sol sagtliml
4
t, noktasina kisaca yogun, t, noktasina izole nokta denir

Ornek
T = R ve T = Z zaman skalalar1 i¢in sigrama operatorlerini ve graniil fonksiyonu
hesaplayalim.
i) Eger T = R alinirsa her t € R i¢in
o(t) = inf{re R:r>t} = inf(t,0) =t
ve benzer sekilde
p(t) = sup{re R:r<t} = sup(-—oo,t ) =t
olur. Dolayisiyla her t € R noktasi yogundur. Graniil fonksiyonumuz u ise her t € R
olmak iizere

ut) =a(t)-t=t-t=0



bulunur.
i) Eger T = Z alinirsa her t € Z i¢in
o(t) = inf{re Z: r>t}=inf( t+1, t+2, t+3,...) = t+1
ve benzer sekilde
p(t) = sup{re Z: r<t}=sup(...,t-3,t-2,t-1) = t-1
olur. Bu nedenle her t € Z noktasi izole noktadir. Graniil fonksiyonumuz p ise her t € Z
olmak iizere
ut) =o(t)-t=t+1-t=1
bulunur [2].

Cizelge 2.3. Cesitli zaman skalalarinda sigrama operatorleri ve graniil fonksiyon

T u(®) a(t) p(®)
R 0 t t

Z 1 t+1 t—1
hZ h t+h t—h
q” (q— 1Dt qt t/q
2N t 2t t/,
Nj 2Vt +1 (Wt +1)? (Wt —1)?

Yukaridaki tabloda farkli zaman skalalarinda sicrama operatdrleri hesaplanmis ve graniil
fonksiyonlar1 bulunmustur. Burada graniil fonksiyonun her zaman sabit fonksiyon olmadig:

farkli zaman skalalarinda ¢’ ye bagli sabit olmayan 6rnekleride goriilmektedir.

Ornek

5
T = [2,3] U {4,5} zaman skalasinda o(4), O'(E) ve p(5) degerlerini bulalim.



0(4) =inf{s€T:s >4} =inf{5} =5
G(g =inf {s ET:s> g} = inf{(g,S] U {4,5}} ==

p(5) = sup{s € T:s <5} = sup{[2,3] U {4}} =4

Ornek
T = {3™:m € Z} U {0} zaman skalas1 i¢in o, u, p degerlerini bulup noktalari

siniflandiralim.

T ={3™meZ}u {0} ={.3332311,3%3233, .} u{0}
o(t) =inf{s € T:s > 3™} = inf{3™*1,3m+2 } = 3m*+1(3™ = ¢t oldugundan) = 3t

p(t) = sup{s € T:s < 3™} = sup{...3™72,3M"1} = 3M~1(3M = ¢ oldugundan) =§

0(0)=inf{seT:s>0}=0
p(0) =sup{s€T:s<0}=0
u(t)=3t—t =2t

Ornek

T = {%:m € N} U {0} zaman skalasinda

o(t) =inf{s € T:s > 2} = inf {-2=, -2 2} = -2 (2 = t oldugundan) = =
2 2
p (t) =sup {s ET:s < ;} { — m+1} — (— = t oldugundan) —2—+t

u(t) = o(t)—t= 1

Ornek

T = {m3:m € Z} zaman skalasin ele alalim

o(t)=inf{s € T:s >m3} = inf{(m + 13, (m+2)>3 } = (m+ 1)3(m?® = t olusundan)

o(t)= (Vi + 1)’
p (£) = sup{s € T:s <m3} = sup{...(m — 2)%,(m - 1)*} = (m — 1)*>(m® = t olusundan)

pty=(¥t-1)’

u(t) =o()—t=(t + 1)3 —t
p(t) <t < a(t) oldugundan buradaki t noktasi izole noktadir.



Ornek

T = [0,3] U {4,5,6} zaman skalasinda
p(a(4))=p()=4 o (p(4))=0(3)=4
p(a(3))=p*H=3 o (p(3))=0(3)=4

Buradan soldan ve sagdan ayni karakterli noktada p (a(t)) = o (p(t)) ,farkli karakterli
noktada ise p (a(t)) #ao (p(t)) bulunur [2].

2.2. Delta Tiirevi

2.2.1. Tanim
T herhangi bir zaman skalas1 olmak tizere T sol sagilimli bir n maksimum noktasina sahip
oldugunda TX = T - {n} olarak aksi durumda TX = T olarak tammlanmir. Buradaki —TX

kiimesi T’ deki tiirevlenebilme bolgesi olarak adlandirilir [2].

2.2.2. Tanim
Her ¢t € T olmak iizere f: T » R fonksiyonu f?(t) = f(o(t)) olarak tanimlanir [2].

2.2.3. Tanim
f:T = R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Verilen her £ > 0 sayisina karsilik
t 'nin bir U komsulugu var ve (U = (t — 6,t + §) N T) her s € U igin
If(e®) = F(£)] = FADO[a(t) = s]| < gla(®) — s
olacak sekilde f2(t) varsa f2(t) 'ye f fonksiyonunun t’deki delta ( Hilger) tiirevi denir
[2]

Ornek
fiT->R f(t) =c, (sabit) olarak tanimladigimiz fonksiyonun her t € T olmak

iizere delta tiirevin f2(t) = 0 dir. Gergekten A tiirevin tanimindan her £ > 0 igin

|f(0(t)) —f(s) =0.]a(®) = sl| = €lo(t) = s| = 0 < glo(t) — s

olmasiyla dogrudur yani sabitin delta tiirevi 0’dir [2].

Ornek
fiT—->R f(t) =t seklinde tanimlanan fonksiyonun her t € T i¢in A tiirevi



f2(t) = 1" dir. Gergekten A tiirevin tanimindan her £ > 0 olmak iizere
|f(a(6) = f(s) = 1.]a(t) — slI< ela(t) —s|
|(a(t) —s —1.|a(t) —s||< €lo(t) —s| ise 0 < g|a(t) —s]
olmasi sebebiyle dogrudur. Bu iki 6rnekte goriildiigii gibi sabit fonksiyonun ve t

fonksiyonun delta tiirevi biitiin zaman skalalarinda aynidir [2].

Ornek

f:T—>R f(t) = t?seklinde tanimlanan fonksiyonun her t € T olmak iizere A tiirevini

bulalim.

Here > 0,herse(t—¢t+¢e) ve o(t) #s igin

If(e@®) = f(s) = fAD-[o@® =]l = |(0*(®) =) = fA(). (a(t) = 3)|
= |a(®) = s|| (@@®) +5) = fAO)| < ela(t) —s|
= | (a(t) +s)— f2()] < ¢ dir.

¢ sayisinin keyfi pozitif bir say1 olmasindan ve mutlak degerin 6zeliginden

fA(t) = o(t) + t olarak buluruz.

Burada Eger T =R alinirsa f2(t) = 2t olursa klasik tiirevle ayn1 oldugu,

Eger T = R almirsa f2(t) = 2t + 1 tamsayilardaki tiirev olan ileri fark operatdriiyle

cakigtigr goriiliir [2].

2.2.1. Teorem

f: T - R bir fonksiyon ve t € TX olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
i. f, tnoktasinda A tiirevlenebilir ise f,t noktasinda siireklidir.
ii. f, tnoktasinda siirekli ve t sag sa¢ilimli ise bu durumda f, t'de

fle@®) - f@®
p(t)

A =

gibi tiirevlenebilir.

iii. Eger t sag yogun nokta ise f nin t noktasinda tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek

ve yeter sart
_f@®) = f(s)
lim————
t-s t—s
limitinin mevcut (sonlu) olmasiyla miimkiindiir ve bu durumda tiirev
f®) —f(s)
A — .
fr) = ltl_r)gx t—s

limitine esittir.



iv. f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise f(a()) = f(t) + p(®). £4(t) dir

fspat

i) f fonksiyonut noktasinda tiirevlenebilir oldugunu kabul edelim ve € € (0,1) olsun.

e = 8[1 + |fA(t)| + 2u(t )]_1 tamimlarsak €* € (0,1) olur.

I[f(a(®) = f()] = FA®[a () = 5] < €'la(t) — s

olacak sekilde t noktasinin bir U komsilugu vardir. Boylece hers€ U N (t — €%t + €%)

igin

IF©) = f)I = [{f(e®) = f() = FADOIo(®) = s} = {f(a(®) = FO) — w(tf*(O)}
+(t=)f )|
< &a(t) —s| + e ut) + |t —s|f2()

ue) + 1t — s+ p(t) + | 2@

< e[1+ 2@ + 2u)]

=€

< ¢*

olur ve bu da bize f fonksiyonu t noktasinda siirekli oldugunu gosterir

i)  f fonksiyonut noktasinda sag sagilimli ve siirekli olsun. Siirekliligin

tanimindan
- f(o@) = £(s) _ f(o) = £(©) _ flo(t)) = f(&)
s>t o(t)—s  ot)—t u(t)

olur. Bundan dolay1 verilen V € > 0 i¢in t noktasinin bir U komsulugu vardir ve bu

komsuluktaki

Vs € U icin,

fle@) = f(s) flo®)) =f(®)
o(t)—s u(t)

saglanir.Buradan V s € U i¢cin

f(o(e)) = F(©)
u(t)

f(G(t))—f(S)—< )(G(t)—s) < lo(t) — sl

olur bu da bize

o _Fl0®) =7
FO=""o

oldugunu gosterir.

i) f fonksiyonu t noktasinda sag yogun ve tiirevlenebilir olsun. € > 0 igin
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V s € U olacak sekilde t ‘nin bir U komsulugu mevcuttur dyle Ki

If(e®) = fF&] = FADOIo@®) = s]| < ela(®) - s]

saglanir. t noktasi sag yogun oldugundan o(t) =t ‘dir. Bu yiizden Vs € U igin
If (&) = f(s) = FAO)(t = 5)| < elt — 5]
esitsizligini bulmus oluruz. Bu esitsizlikten Vs € U ve t # s igin

HORIIO)

t—s

A< ¢

burdan da istedigimiz sonug olan

f@) —f(s)
A — .
i = ltl_r}; t—s

esitligini elde etmis oluruz.

Diger taraftan t € TX | t noktasi sag yogun ve

i L0 )
m--———--—:-

tos t—s

limitinin sonlu bir say1 oldugunu kabul edelim. Bu limit K gibi bir sayiya esitse, verilen

her € > 0 i¢in t’nin dyle bir komsulugu mevcuttur ki Vs € U olmak iizere

f@ - £6)

t—s

- K ‘ < &€
olurveVs € U igin
If (&) = f(s) = K(t —s)| < elt —s]
esitsizligi elde edilir. Burada t noktasi sag yogun oldugundan o(t) =t ‘dir ve
If(a(8)) = f(s) = K(a(t) —s) < ela(t) — s
esitsizligini yazabiliriz. Bu da bize t’nin sag yogun oldugu durumdaki tiirev tanimini verir.

Bu yiizden f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilirdir.
iv) Egera(t) =tise u(t) = 0 olurve ise f(a(t)) = f(t) + u(t). fA(¢t) yazilr.
Egero(t) > tiseii)den f(a(t)) = f(t) + p(t). f2(¢) yazilabilir [2].

Ornek

T = Rve T = Z kosullarin1 inceleyelim.

Eger T = R oldugunda Teoerem 2.2.1 (iii)’den f:R — R A tiirevlenebilir ve
f@®) = f(s)

t—s

limiti sonlu olmak tizere mevcut ise

f1@©) = lim



fA(t) — ltlzgf(tz : f(S)

=1

olur [2].

Eger T = Z oldugunda Teorem 2.2.1. (ii)’ den f:Z — R A tiirevlenebilir ve

fle®)—f® _f+D—f(®)
u(t) 1

o = =ft+1) = f(t) =Af

elde edilir.

2.2.2. Teorem
f,9:T — R fonksiyonlar1 t € TX noktasinda tiirevi olsun. Bu durumda asagidakiler
saglanir.
i. f+g: T— R teT noktasinda tiirevlenebilir ve
(f + @)% = 4 + g* (1)
olur.

ii. Herhangi bir a sabit sayisii¢in a.f : T — R, t € T de tiirevlenebilir ve

(a. ) = a.fA(®)

olur.
iii. f.g: T— R, te€T noktasinda tiirevlenebilir ve
(f- @) = fA(1). g(&) + f(a(®)). g*(t)
olur.
iv. f(t).f(a(t)) #0ise ,é de t € T noktasinda tiirevlenebilir ve
N A
() ©= - re®
olur.
V. g(®).g(a(®) # 0 ise 5 de t €T de tiirevlenebilir ve
(i)A o = L1090~ f©.8°®)
g(0).g(a(t))
olur [2].
2.2.3. Teorem

n € N ve a bir sabit olmak tlizere;

i) f(t) =(t—a)™ seklinde tanimlanan bir fonksiyon igin,

11
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n-1
A = (o(t) — )k (t —a) 17K

i) g = (t—la)” seklinde tanimli bir fonksiyon da

n—1 1
S kz (0()) — " (t — )T

() —a)(t—a)#0
esitliklerini saglar [2].

Ornek
2 =t+ o(t)

A
(%) - _tal(t)

orneklerin ¢oziimleri 2.2.3 teoremden dolay1 agiktir [2].

2.2.4. Tanim

f: T - R fonksiyonu igin, 2 fonksiyonu T** = (T*)* da tiirevlenebilirse, f
fonksiyonunun ikinci mertebeden tirevini f22 = (f2)2: T** - R seklinde
tamimlayabiliriz. Aym sekilde (f2)™:T*" -— R seklinde n. mertebeden tiirevi
tanimlayabiliriz. Burada o2(t) = a(a(t)) ve p2(t) = p(p(t)) seklinde kullanacagiz.

Uygun olmasi agisindan o°(t) = tve p°(t) =t T*° = T ile gosterecegiz [2].

Ornek
Genel bir ifadeyle f ve g fonksiyonlar1 iki defa tiirevlenebilir olsa da fg fonksiyonu iki
defa tiirevlenemeyebilir. (fg)2 = f2g + f?g® oldugundan f ve g iki kez tiirevlenebilir
ve f 7 tiirevlenebilir ise fg iki kez tiirevlenebilir ve
FP™ = (Fg + g™ = [ + > g*+f g* + f7 g™
=g+ (F*7 +F7Ng  + g™
elde edilir [2].
Ornek
T = hZ = {hk: k € Z} zaman skalasinda h > 0 olmak tizere t € T igin f(t) nin ikinci

mertebeden turevini bulalim.
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o) =inflreT:ir>t}=inf{t+mhmeN}=t+h

p(t) =sup{fr e T:r <t} =sup{t —mh.-meN}=t—h

ve her t € T igin u(t) = t + h — t = h sabit bir say1 olur. Boylece zaman skalasindaki her
nokta izole nokta olur.

f: T - R fonksiyonuve V t € T olmak iizere,

_fle®)-f@® fe+n) —f(@®
A = "o = .

olur ve buradan

fAe®) = fAm _ fAe+h) - A
u(®) h

f(t+2h)—f(t+h)—f({t+h)+ f(t)
— h

fm =

_f@+2hn) - f(t+h)—ft+h)+ (D)
h B h?

_f(@+2h) - 2f(t+h)+ f(?)
= 1z

ikinci tiirevini elde etmis oluruz. Benzer sekilde f a™ (t) tiirevini de benzer sekilde elde

edebiliriz. Benzer sekilde n € N, igin 6™(t) = t + nh ve p™(t) =t — nh olur.
Simdi A= %(0' — I) operatorii tanimlayalim. Burada I, birim operatordiir.

Binom teremi;

n
n!
k -k _
Zk!(n—k)!a bt = (a+b)"
k=0

seklindedir. A, operatoriiniin n —inci kuvvetini bulmak i¢in Binom teoreminin operator

versiyonunu kullanirsak;

NCE I oo,
n= (=D _h_nZk!(n—k)!J
k=0

elde edilir.

n 1< !
PO = 3w ) i D k)
k=0

elde edilir [2].



Cizelge 2.4. Zaman skalalarinda tiirev 6rnekleri

T R Z
ILERI SICRAMA a(t) t t+1
GERI SICRAMA p(t) t t—1
GRANUL u(t) 0 1
TUREV A f'(t) Af (1)

2.3. Delta Integrali:

2.3.1. Tanim
f: T - R fonksiyonunun zaman skalasinin biitiin sag yogun noktalarinda sagdan limiti
mevcut (sonlu) ve biitiin sol yogun noktalarda soldan limiti mevcut (sonlu) ise f

fonksiyonu diizenli (regulated) deriz [2].

2.3.2. Tanim
Bir f: T — R fonksiyonu zaman skalasinin biitiin sag yogun noktalarinda sag stirekli ve
biitlin sol yogun noktalarinda sonlu sol limiti varsa bu f fonksiyonu T iizerinde rd-siirekli

olarak adlandirilir. rd-siirekli fonksiyonlar kiimesi C,q , C,q(T),Crq(T, R) ile gosterilir

[2].

2.3.1. Teorem

g: T — R bir fonksiyon olmak iizere

i) g sirekli ise rd-siireklidir.

i) g rd-siirekli ise diizenlidir.

iii) o operatori (ileri sigrama) rd-siireklidir.

iv) g rd-siirekli veya diizenli ise g¢ ayn1 6zellikleri saglar.

v) g sireklive f: T — R fonksiyonu rd-siirekli veya diizenli olursa gof fonksiyonu da

ayn1 6zellige sahiptir.

14
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2.3.2. Teorem

Diizenli olan her fonksiyon kapal1 aralikta sinirlidir.

fspat
Farz edelim f:[a, b] » R fonksiyonumuz sinirsiz olsun. Yani, her n € N olmak {izere
t, € [a,b] ve| f(t,)| > nolsun. {t,:n € N} c [a, b] oldugu iqin{tnk}kEN yakinsak olan

bir alt dizi mevcuttur. Yani en az bir t, € [a, b] mevcuttur ki zlim tn, = to oOlsun.

{tnk: k € N} c T ve T kiimesi kapali oldugundan t, € T olur. Bundan dolayi t, izole
noktasi olamaz. Ve t, noktasina alttan ve {isten yaklasan bir alt dizi mevcuttur.
Diizgiinliikten dolay1 her iki durumda da t — t, giderken f(t)’nin limiti mevcut(sonlu)
olmalidir ki bu bir geliskidir [2].

2.3.3. Tanim
Bir f: T = R fonksiyonu D c T* olmak tizere, T* \ D kiimesi sayilabilir ve sag
sagilimli nokta barindirmiyorsa f fonksiyonuna D bdlgesinde 6n tiirevlenebilir (pre-

tiirevlenebilir) denir [2].

2.3.3. Teorem (Ortalama Deger Teoremi)
T de tanimlanan reel degerli iki fonksiyon f ve g olsun. Bu iki fonksiyonda bir D
bolgesinde on-tiirevlenebilir olsunlar. O zaman her t € D igin, | fA(£)| < g(t) ise

s < r olmak tizere her r,s € T igin |[f(r) — f(s)| < g(r) — g(s) saglanir [2].

Sonuc
f ve g fonksiyonlar1 D bdlgesinde 6n tiirevlenebilir iki fonksiyon olsun.

i) U ug noktalari r,s € T olan kompact bir araliksa

() = F(MI < {Sup| FA®|} Is— 7] dir

teT*nD

ii) Hert e Digin f2(t) = 0 ise f sabit bir fonksiyondur.
iii) Hert € Digin f2(t) = g*(t) ise C sabit olmak iizere g(t) = f(t) + C dir [2].

2.3.4. Teorem

f: T - R fonksiyonu diizenli ve her t € D i¢in D 6n tiirevlenebilir bolgesinde



FA(t) = f(¢t) olacak sekilde 6n tiivlenebilir bir F fonksiyonu vardir [2].

Ornek

T = Z ve a bir sabit olmak lizere

fatAt

integralini hesaplayalim.

at \* A at at*l — gt .
a—1) “\a-1) a-1 -4
esitliginden C sabit olmak tizere
at
f at At = +C
a—1
yazabiliriz [2].

2.3.4. Tanim
f: T — R fonksiyonu her t € T¥icin FA(t) = f(t) oluyorsa F ye f nin antitiirevi
denir. Cauchy integrali vc,d €T igin

d
f F(OAL = F(d) — F(c)

olarak tanimlanir [2].

2.3.5. Teorem

Rd-siirekli her fonksiyonun bir antitiirevi mevcuttur. Ozel olarak bir t,€ T i¢in

F(t) = | f(n)AT
J

ile taniml fonksiyon f fonksiyonun antitiirevidir [2].

2.3.6. Teorem

f,g €Crq veb,c,d € Rvet € Tolsunve a € R olmak iizere asagidakiler saglanir.

i. fbc(f(t) +g(®)At = fbcf(t)At+fbcg(t) At

ii. fb af (H)At = a fb f(OAt
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ii. J; Cf(t)At =— f bf(t)At

c d c

iv. ff(t)Atzf f(t)At+ff(t)At
b b d

v. f F(6@®)g (DAt = (F9)(©) — (Fg)(b) — f DDA
b b

ui. fb £ DA = (F)(©) - (fg)(b) - fb Do)t

b
At =0
vii fb f(t)At
o(t)
viii. fMAr =u(t)f(t)

t

Yukaridaki 6zelliklerden goriildiigi gibi klasik integralde oldugu gibi biitiin 6zelliklerin
cakistig1 fakat carpimin tiirevinin farkli olmasindan dolay1 besinci ve altinct maddelerin

farklilik gosterdigi anlagilmaktadir [2].

2.3.7. Teorem
a,beT ve fe€C,q olsun.
i) EgerT =R ise

b b
f FOAL = f F(o)dt

Burda sagdaki integral belirli integraldir.

i) Eger [a, b] izole noktalardan olusmus ise,

(

b > a<b
t€[a,b|

ff(t)At =< 0 a=>»

’ - > wwr® a>b
\ te[a,b]

olur.

iii) h>0 ve T=hZ={hk:k € Z} ise



( %_1
f(kh)h a<b
b k=%
f fOAt=<{ 0 a=bh
a %—1
— f(kh)h a>b
olur.
iv) T=7Z ise
[ b—1
) f) a<b
t=a
ff(t)At =4 a=bh
; b—1
- ) f(®) a>bhb
\ t=a
olur [2].
2.3.5. Tanim

f fonksiyonu [a, o) araliginda rd-siirekli ve a € T ve SupT = oo ise genellestirilniy
(improper) integral,

jof(t)At =T}li_r)rgo Jmf(t)At

ile tanimlariz. Sag taraftaki limit mevcutsa genellestirilmis integral yakinsaktir. AKSi

durumda iraksaktir [2].

2.3.6.Tanim (Ara Deger Teoremi)
f: T — R siirekli bir fonksiyon, t,s € T vet > s ise
ff() <0
saglaniyorsa, r € [s,t) i¢cin f(r) = 0veya f(r)f(a(r)) < 0olur[2].



Cizelge 2.5. Zaman skalalarinda integral 6rnekleri
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fb Cf(t)dt




20

3. DINAMIK DENKLEMLER

3.1. Ustel Fonksiyon
Ustel fonksiyonu tanimlamadan &nce bazi gerekli tanimlamalari verelim.

3.1.1. Tanim

p: T — R bir fonksiyon olsun. Vt € T*i¢in 1+ u(t)p(t) # 0

saglanirsa p fonksiyonu regresiftir deriz. Tiim regresif ve rd-siirekli fonksiyonlar ailesi R
R(T) veya R(T,R) seklinde gosterilir [3].

3.1.1. Teorem

Tiim rd-siirekli ve regresif fonksiyonlar ailesi R olmak tizere V t € T*ve p,q € R igin
PO (1):=p(®) +q@) + p®p(D)q(t)

ile tanimladigimiz @ islemi ‘circle plus’ islemi olarak isimlendirilir ve islem altinda rd-

stirekli ve regresif fonksiyonlar ailesi SR Abelyen gruptur ve bu gruba regresif grup deriz.

fspat
1) Vp,r € Rigin p@r € R oldugunu gosterirsek islemin kapali oldugunu gostermis
oluruz. vt € T* igin 1 + u(t)p(t) # 0 ve 1 + u(t)r(t) # 0 ise
14+ u@@dr)(@) =1+ u®p@®) + pOr(e) + @®)*p(O)r )
= (14 u@®p®))(1 + u®)r®)
0
oldugundan p@r € R saglanir.
i) Vp,r,seR icin p®(®s) = (p®r)®s ve p®r =r@p oldugu islemin
tanimindan asikardir.
i) Vp e R ve B sifir fonksiyonu olmak lizere p@6 = 6@p esitligi saglanir.
iV) p € Rigin
@
1+ u(®p(®)

fonksiyonunu tanimlarsak V t € T i¢in

Op() =

(r®©P)M® = p(t)€B< 1+u(t)p(t)>



p(t) p(t)

PO T ore MO T or®
=0

esitligi saglanir ve boylece ispat tamamlanir [3].

3.1.2. Tanim
Tanimladigimiz @ islemi altinda p € R’ nin ters elemant
___p®
1+ u(®Op(t)
seklinde tanimlanir ve R’nin bir elemanidir ayriyeten her t € T* ve p,q € R icin
p) —q(®)
1+ p(®)q(0)

seklinde tanimlanan © islemi ‘circle minus’ islemi olarak isimlendirilir ve R’de kapalidir

[3].

O p() =

PO P®):= (p&(© Q) =

3.1.3. Tanim

Zaman skalasinda her r,t € T vep € R olmak iizere

t
e, (t,) = exp f €4y (P(D)AT

seklinde tanimlanan fonksiyona iistel fonksiyon denir. Burada

1
£ (@) =1 eI TP@KD, w(@ >0
P(®) u@ =0

bigimindedir [3].

3.1.2. Yardimci Teorem

Egerp € R ve hers,r,t € T olmak iizere

ep(t,1m)e,(1,5) = e,(t,s)

yar1 grup ozelligini saglar.

21
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fspat
p ER ve Vr,s,t € T olsun.Tanim 3.1.3’den

e, (t,r)ey(r,s) = exp (f $u ((T)AT |exp ffu(r) (q(m)At

t
exp ff/.t(r) (p(r))AT‘l'fEu(‘r) (Q(T))AT

( $u (p(1))AT
S

= ep(t,s)

olarak bulunur [3].
3.2. Birinci Mertebeden Lineer Dinamik Denklemler

3.2.1. Tanim
p € R ise birinci mertebeden lineer dinamik denklem

f=p)y
regresifdir denir [1].

3.2.2. Tanim
p € R olmak iizere
A=p@®y +s(t)
seklindeki denkleme birinci mertebeden lineer regresif dinamik denklem denir. Eger

s(t) = 0 ise bu denkleme birinci mertebeden homojen lineer regresif denklem denir [1].

3.2.1. Teorem
Farz edelimki y® = p(t)y birinci basamaktan lineer dinamik denklem regresif ve t, €
T olsun. Bu durumda e, (., ty), zaman skalasinda

b=p@®)y y() =1 (3.1)

baslangi¢ deger probleminin bir ¢éziimiidiir [1].
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3.2.2. Teorem

p € Rise (3.1) baslangi¢ deger probleminin tek ¢6ziimii
y(£) = ey(t, to)

dir.

fspat
Farz edelim ki x(t), (3.1) baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olsun.

( x(t) >A_ 22 (D)ep (L, to) — x(t)ey (¢, ty)
ep(tity)) ep(t,to)ep(a(t), to)

_ p@®Ox(®)ep(t to) — p(Ox()ep (&, to)

ep (t, tO)ep (U(t), tO)
=0
oldugundan
t
x©) .
ep (t' tO)

sabit olmalidir.
x(t) = y(ty) =1 oldugundan C = 1 dir. Boylece (3.1) baslangi¢ deger probleminin tek
¢Ozumu
x(8) = y(t) = ey(t, to)
olur [1].

3.2.3. Teorem
p ERvety €T olmak iizere
x2 —p(H)x =0, x(ty) = x0 €R
baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii x(t) = x,.e,(t,ty) ile verilir. Buradaki

e, (t,to) fonksiyonuna iistel fonksiyon denir [1].

3.2.4. Teorem

q rd-siirekli ve regresif ise e, ve eg, fonksiyonlari sirasiyla
y®=q®)y y(t)) =1 (3.2)
x2=—qt)x° x(ty) =1 (3.3)

baslangi¢ deger problemlerinin tek ¢oziimleridir [1].



3.2.5. Teorem
pERIse
x2(t) = p(®)x(t) + q(b), x(to) =% ER (3.4)

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

t

x(t) = e,(t, to) |x0 + fep(to,a(‘r)) (q(1)AT (3.5)

to

seklindedir.

fspat

(3.4) denklemin ¢oziimii

x(t) = C(t)e,(t,to) (3.6)
seklinde olsun. Burada C(t) fonksiyonu T zaman skalasinda A tiirevlenebilir bir
fonksiyondur.

x2(t) = CA(D)e,(o(D), to) + C(D)ey (¢, to) (3.7)
esitliginden (3.6) ve (3.7)’yi denklemde yerine yazarsak,
CA(D) = ep(to, a(8))q (D)

olur. Buradan da
t

C(t) = f ep(to,a(r)) (q(r))AT + C,

to
elde edilir. Bu sonugtan
xA(t) = p(O)x(0) + q()
x(ty) = x, baslangi¢ kosulundan C, = x, olur. Béylece denkleminin genel ¢oziimii

t

x(t) = ey(t, to) |x0 + Jep(to,a(r)) (q(1)AT

to

yazabiliriz. Boylece ispat tamamlanmis olur [1].

3.2.6. Teorem
P,q € R olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir [1].
. ey(t,r)=ey(t,t) =1

ii. ey(a(t),r)= (1 + u(t)p(t))ep(t, )

24
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Lii. ep(t, T) = m = €gp (T', t)
p )

. ey(t,r)e,(r,s) =e,(t,s)

V. ep(t,m)eq(t,1) = epgq(t,7)

t,
vi. Zzgt, 3 = epgq(t, 1)
. 1 ,__ r@®
vit. [ep(.,r)] B eg(.,7)
Ornek

p: R — R siirekli fonksiyon ve s, t € R igin T = R ise
x2(t) = x'(t)
oldugundan
x'(t) = p(®)x(t) x(tp) =1
baslangi¢ deger probleminin ¢ozimi
x(t) = ey(t,s) = efstp(m’
olur. p(t) = a (sabit) olarak alinirsa
ey (t,s) = e*(t=9)
ve Ozel olarak s = 0 olarak alirsak
ey, (t,0) = et
elde ederiz [1].

Ornek
p:Z — R veVte Zigin p(t) # —1 olacak sekilde bir fonksiyon r,t €Z iler <t

olmak tizere T = Z ise, iistel fonksiyon

%@m)=[1@+pﬁn

p(t) = a # —1 (sabit) olarak alinirsa;
e, (t,r) =1 +a)"
olur. Ozel olarak 7 = 0 olarak alinirsa
e, (t,0)=0+a)t

seklinde olur.
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4. ULAM-HYERS KARARLILIGI

4.1. Tanim ve Tarihce

Genel fonksiyonel denklemler i¢in sdyle sorular sorulabilir: Birbirinden ¢ok az farkli olan iki
fonksiyonel denklemin ¢oziimlerinin de birbirine ¢ok yakin olmasi ne zaman dogrudur?
Benzer sekilde verilen bir fonksiyonel denklem bir fonksiyonel esitsizlik ile degistirildiginde

esitsizligin ¢oziimlerinin denklemin ¢ozlimlerine yakin olmasi gerektigi ne zaman iddia

edilebilir?

S. Ulam, Wisconsin Universitesi Matematik kuliibiine 1940 yilinda verdigi meshur
konusmasinda bir¢ok ¢6ziilmemis problem sunmustur [9]. Bu fonksiyonel denklemlerin
kararlilik teorisinin baglangi¢ noktasi olmustur. Giiniimiiz aragtirmalarini buraya yonlendiren
bu soru giiniimiizde kararlilik problemi olarak bilinmektedir. Bu problemlerden birisi de grup

homomorfizmalarinin kararliligi ile ilgilidir.

Kisaca G;bir grup ve d(.,.) metrigiile G, de bir metrik grup olsun. €>0 verilsin . Eger
Vx, vy € Gy igin (d(h(xy), h(x)h(y)) < § kosulunu saglayan bir 4: G; —G, fonksiyonu
icin, V x € G, i¢in d(h(x), H(x)) < & kosulunu saglayan bir H: G;—G, homomorfizmasi
var olacak sekilde bir 6 >0 bulunabilir mi? Bir sonraki yilda bu problem yaklasik toplamsal
fonksiyonlar durumu D. H. Hyers tarafindan ¢oziildi [9]. Soyle ki G, ve G, Banach
uzaylar1 olmak iizere,
Vx,y€G igin [[f(x+y) = f(X)—fIl = ¢

esitsizliginin her ¢éziimiine toplamsal fonksiyon ile yaklasabilecegini kanitladi. Bu durumda
Cauchy-toplamsal fonksiyonel denklemi olan

fx+y)=f)+f©)

Ulam —Hyers kararlidir denir.

4.1.1. Teorem
g > 0 verilsin. V t €[a,b) i¢in | y'(t) — f(t,y(t))| < ¢ esitsizligini saglayan
her y € C! [a,b) fonksiyonu igin,
x'= f(tx(1) (41)
denkleminin |y(t) —x(t) | < cy.€ 6zelliginde bir x € C'[a,b) ¢6ziimii var olacak sekilde

bir ¢; > 0 sayis1 bulunabiliniyorsa, (4,1) denklemi Ulam-Hyers kararlidir denir [9].



4.2. Picard Operatorleri ve Uygulamalar:

4.2.1. Tanim

(X, —) bir L- uzay olsun

F4: A’nin sabit noktalar1

A%:=14, A=A, A"l =A"0 A
A®(x): = nh_)rg A™ (x)

olsun. Bu durumda,

i) Fo={x3}

ii) A"(x)—x; (n -0 VxEX)
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kosullarini saglayacak x, € X varsa A: X —X bir Picard operatoriidiir. Eger A nin sabit

noktalar1 F, birden fazla ise A:X —X zayif Picard operatoriidiir [9].

4.2.2. Tanim
(X,d) metrik bir uzay A: X — X zayif Picard operatorii ve c>0 sayisi reel bir say1 olsun.
Eger x € X icin d(x,A”(x)) < c.d(x,A(x)) oluyorsa A operatdriine bir c-zayif Picard

operatorii denir [7].

4.2.1. Teorem

Eger (X, d) metrik bir uzay olsun A: X = X c- zayif picard operatdrii ise
x = Ax (4.2)

sabit nokta denklemi Ulam-Hyers kararhdir [7].

4.3. Sabit Katsayilh Lineer Dinamik Denklemlerin Ulam-Hyers Kararhhg

4.3.1.Teorem
y' =ay (a €R)
diferansiyel denkleminin Ulam-Hyers kararl1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul a # 0

olmasidir. Ayrica a;€ R, 1<;<n olmak sartiyla

n
y(n) — Z aky(n_k) = O
k=1

denkleminin Ulam-Hyers kararlili§ina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart karakteristik

denklemin piir sanal koklerinin olmamasidir [10].
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4.3.2. Teorem
a € Rigin
Yn+1 = AYn

fark denkleminin Ulam —Hyers kararligina sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

|a| # 1 olmasidir. Ayrica

p-1
yn+p=z, a; Ynti (€ RO<i<p-r)
i

denkleminin Ulam —Hyers kararligina sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart karakteristik

denkleme karsilik gelen koklerin modiillerinin 1’°den farkli olmasidir [4].
4.4. Zaman Skalasinda Lineer Dinamik Denklemlerin Ulam-Hyers Kararhhg:

Zaman skalasinda birinci mertebeden lineer dinamik denklemleri incelerken bazi 6nemli

kosullardan yararlanacagiz. Bu kosullar asagidaki gibidir.

S1) |ey(t, to)| ve ftl;lea (t,a(s))|As  [tyo), araliginda sinirhdir;
S2) Her t€ [tyo), araliginda gimlea (t, ty)| = o ve f:olea (tg,0(s))| As < oo’ dir;
S3) leq(t, to)| [to)y araliginda sinirli ve tlim fttolea (s,ty))| As = oo ' dir.

Bu kosullar i¢in asagidakilerin sagladigi dogrulanabilir.
a) Eger T =R ve|a|#0, ise S1 ve S2 kosullarindan biri saglanur.
b) Eger T =Z ve a & {-2,0} ise S1 ve S2 kosullarindan biri saglanir.

o 1 .
©) Eger to=1, u(ty)) = gz ve Hltzj-1) =2— ise e_1(t, to)

1
(2j+1)?
iistel fonksiyonu her [tj, tj+1] araliginda isaret degistirir ve S3 kosulu saglanir.

d) Her [t, ) araliginda modiilleri keyfi biiyiikliikte ve kiigiikliikte tistel fonksiyonlarina

sahip T zaman skalalar1 vardir. Bu durumda 6nceki kosullarin hicbiri saglanmaz.

4.4.1. Teorem
Eger a >0 ve iistel fonksiyon e, (t,t,) pozitif degerli ise, S1, S2 ve S3° deki integraller
hesaplanabilir. Bu durumda

y A = ay(t) (4.3)

denklemi her zaman Ulam-Hyers kararhidir. a = 0 ise
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yA® =0
denklemi sadece sabit ¢oziime sahiptir.
y 4(t) =& perturbe fonksiyonu y(t) = y(t,) + &(t —to) ¢dziimiine sahiptir. Bu
durumda (4.3) fonksiyonu Ulam- Hyers kararli degildir [9].

4.4.2. Teorem

a bir karmagik say1 olmak iizere

y A1) = ay(t) (4.4)
dinamik denklemi eger S1 veya S2 kosullarindan birini saglarsa [tgo0),. araliinda Ulam-

Hyers kararlidir. Ayn1 6zellik homojen olmayan denklem i¢in de gegerlidir.

fspat
(4.3) denkleminin ¢6ziimii y (t) = yoe,(t, ty) olsun.
z% () = az(t) + h(t)
perturbe denkleminin ¢ézlimiinii
2(8) =79 et to) + f;. h(s)eq (t,0(5)) As
seklinde gosterelim. Eger Her t € T ve |h (t)| < €igin y (t) ve z(t) arasindaki fark:

hesaplamamiz gerekir.

Durum 1: Eger S1 sart1 saglanirsa;

12(8) = y() | = |20 = yo ealt, t0) + J. h(S)ea (£, 0(s)) As | <

|(Zo = Yol lea(t, t0) | + € [ leq (£, (s))] As

olur. M;>0 sayisint |e, (¢, tg) | i¢in st sinir, M,>0 sayisini fti)lea (t,0(s))| As igin st

siir ve yo sayisini (Yo — 2o )| < & olacak sekilde secersek esitsizlik her t € [t;00).,
icin |z(t) —y(t) | <e(M; + M) olur.
Eger T=R ve a < 0 olursa bu durum ger¢eklesir.

Durum 2: Eger S2 sart1 saglanir ve a # 0 ise
t
12(6) =y () |= | (20 = Yo dea(t, to) + f,. h(S)eq (t,0()) s | <

lea(t,to) |- |70 = o + 1 h(s)eq (o, 3(5)) As]



esitsizligini yazabiliriz. S2 kosulundan

h(s)e, (ty,0(s)) As

to
integrali her zaman yakinsaktir.
Yo = Zo+ h(s)e, (to, a(s)) As
to

olacak sekilde y, secersek.

1200 = y(D) | < elealt, to) f eq (to 0(s)) As |
t

1j°° —a A
—— s
al, T+ u()a) e, ty)
1 1 1 1

= —=|lim r =
als-o e, (s, ty) eq(t, to) ae,(t, ty)

jmea (to,0(s))As =

elde edilir. vt € [ty0),. igin

2(0) —y(0)| < ﬁ

elde ederiz ve boylece (4.4) denklemi Ulam Hyers kararlidir. Bu durum T =R ve

a >0 veya T =Z ve a > 1durumu i¢in gegerlidir [9].

4.4 3. Teorem

n
n (n—k)
yh _Zk—l a y2 =0 (4.5)

n-inci mertebeden dinamik denklemin karakteristik denklemi

n
moo— Z a; rn-k) — ¢
k=1

olsun. Karakteristik denklemin koklerini A, 4, ... 4, ile gosterelim.
Her t € Tvel<j<mn igin 1+u(t) 4; # 0ve Sl veya S2 kosullarindan biri

saglaniyorsa, [ty),. aralgida (4.5) denklemi Ulam-Hyers karalidir [9].

30
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4.5 Baz1 integral Denklemlerinin Ulam-Hyers Kararhhg

Bu kisimda
t1 ty
u(ty, ty) = w(ty, ty) + f f a(sy, s2)u(sy, s2)A151A;5,
aq 2
ty
+ f b(sy,t)u(sy, ty)A1s; (4.6)

as
ve daha genel olarak

t t S1

w(®) = w(t) + f ay(sDu(sp)As; + f j ay(s)jtu(sp)AsyAsy + -+

a

t S1 Sn—1
+f f f a, (spu(sy)Asy, ... Asy
a a a

integral denkleminin Ulam-Hyers kararliligin1 inceleyecegiz.

Bu tip denklemler yliksek mertebeden dinamik denklemleri sabit nokta problemlerine
dontistiirdiigiimiizde karsimiza ¢ikar. Bu yiizden bu denklemlerin Ulam-Hyers kararlilig
ayrica dinamik denklemlerdeki Ulam-Hyers kararlilig1 tizerine bilgi saglar. Aralarindaki
temel fark integral denkleminin kullanilma gergegidir. Iyi secilmis metrik uzaylarda elde
edilen Ulam-Hyers kararlilig1 teoremlerinin ne kosullar1 ne de sonuglari klasik yapiyla ayni

degildir.

Not

Bu boliimde Bielecki tipi genisletilmis metrik ile ¢calisacagiz. Bu metrik Tisdell ve
Zaidi’nin ¢aligmasina dayal1 ¢ok degiskenli fonksiyonlarda tanimlanmistir [9]. Buna ihtiyag
duyulmasinin nedeni operatdrlerimizin iyi se¢ilmis metrik uzaylarda Picard operatorii

( daha kesin daralma doniisiimii) oldugunu kanitlamaktir

T,, T, zaman skalalar1ve a,f > 0 pozitif iki reel sabitler olmak iizere

.-l :C(lay, o1(b)]r, X [az, 02(b)]r,, R") - R,

fonksiyonunu
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| u(sy,s2) |l
€a (51, al)eﬁ (52' aZ)

lulles = sup (4.7)

S1 € [a1;01(b1)]1r1
Sz € [aZ'GZ(bZ)]Tz
olarak, ve

dap ZC([a1:U1(b1)]1r1 X [az:gz(bz)]Tz;Rn) X C([a1:01(b1)]1r1 X [a2:02(b2)]1r2;Rn) - Ry

fonksiyonunu da her u,v € C([ay,01(by)]r, X [az,02(by)]r,, R™) igin

dop(u,v) = |lu = vllgp (4.8)

olarak tanimlayalim.

4.5.1. Yardimci Teorem
a,B > 0 olmak tizere o0y(b;) < ®© ve g,(b,) < oo ise asagidaki 6zellikler saglanir.
1. dgp. C(lay,01(b)]r, X [az 02(by)]y,,R™) {izerinde bir metriktir.
2. dgp metrigiile , C([al, o1(by)]r, X [az,02(by)]r,, IR”) tam bir metrik uzaydir.
3. M llap > C([al,al(bl)]qr1 X [az, 02(by)]r, R") iizerinde bir normdur ve
II. [o,0- Normuna denktir.
4. C([ay, 01(b)]t, X [az, 02(b)]T,,R™, ||.llop ) bir Banach uzayidur.
Notasyonu sadelestirmek icin, X = C([ay, 01(by)]r, X [az, 02(b)]T,,R) ve
D; = [ay,01(b))]r, . Dy = [az,05(by)]y, notasyonunu kullanacagiz. Tanimladigimiz

boyle metriklere Bielecki (T.Z) tipi metrikler denir [9].

4.5.2. Teorem
Eger w,a,be X , 0,(by) < o, 0,(b,) < oo ise budurumda

t1

t1 2
A(u)(tyty) = W(tl,tz) +f f a(sy, S2)u(sy, $2)A1814,8, + f b(sy, t)u(sy, tz)A;s,
al a2

a

olarak tanimlanan A: X — X operatorii iyi tammlidir ve A operatorii (X ,d,p ) lizerinde

bir daralma doniisiimii olacak sekilde o, § > 0 pozitif reel sabitler vardir.
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fspat

M;:= max{la(ty, t;)|(t1, t2) € D1xD,} Ma: = max{|b(ty, t2)|(t1, ;) € D1xD,} ile
gosterelim. Verilen kosullardan boyle sabitler mevcut ve M; < co, M, < co saglanir.

Her u,v € X i¢in

t1 rty
|A(u)(t1't2) - A(v)(t1,t2)| < f f la(sy, s2)[|u(sy, s2) — v(S1, 521A1514;5;

a vaz

ty
+_]- |b(s1, s2)|u(sy, s2) — v(s1,82)| Arsy
a

1

bt y(sy, sy) — v(sy, sy)|
=M eqx(s1,a1)eg(sy,a,)A15:A,8
1'];1 -LZ eq(s1, a1)€ﬁ(52,a2) a(51,a1) B( 2,2)A1514,5,

1

& u(sy, t,) —v(sq, t
+M2j lu(sy, tz) — v(sy, t2)l

a ea(51,a1)eg(sz,a2) a( 1 1) ﬁ( 2 2) 151

t1 rto
< Mi|lu—v|lqp f f eq(51,a1)ep(s2,a3)A1514;5,
aq ap

t1
+M,||u — V||a,ﬁf eq (51, a1)@,8(52,a2)A151
a

(ea(ty,ar) — 1)(85(152, a,) — 1) eq(ty,a;) — 1)
=M1||u—v||a_[; . +M2||u_17||a,,8—a eﬁ(tz»az)
a.f a
eq(ty, ar)ep(ty, az) eq(ty,a,)
< Ml = vl = Myl 2, a2)

elde edilir. Esitligin her iki tarafin1 e, (¢, ay)eg(t;, a;) pozitif terimi ile bolersek

M@ t) — AWt My M
eq(ty, ar)eg(ty, az) —ap “Pa “f

M1+Mzﬁ” I
=———|lu—v
Olﬁ Ll.ﬁ

elde ederiz. (t,,t,) € D;xD, tlzerinde supremum olarak alirsak
M, + M,
HA@W) = AW)llap < ———F—llu—vllap
a.fp
elde edilir. Eger a,f > M; + M, ise A (X,d,p ) lzerinde bir daralma

dontistimiidiir [9].



4.5.3. Yardimci Teorem

(X,d ) bir Banach uzayi olsun. Eger A: X - X q < 1 pozitif daralma sabitiyle bir

daralma dontisiimidiir. Bu durumda A, ¢4 = ﬁ ile bir c-zayif picard operatoriidiir.

Dahasi (4.2) sabit nokta denklemi Ulam-Hyers kararlidir [9].

4.5.4, Teorem

Eger w,aQ, beX , O-l(bl) < oo, Uz(bz) < oo ise

t1 & ty

34

u(tptz):W(tptz)"‘f f a(51:52)u(51:52)A151A252+f b(sy, t2)u(sy, t2)A18;
2 a

a

integral denklemi D; X D, iizerinde Ulam-Hyers kararlidir.

fspat

Teorem 4.5.2’in ispatindaki notasyonlar1 kullanarak M; < oo, M, < oo oldugundan

t1 2
A(u)(tyty) = W(t1,t2) +f f a(sy, S2)u(sy, $2)A1514;5,;
al a2
t1

t j b(sy, t)ulsy, £)A5, (4.9)
a

My +BM,

a.p
q daralma sabitiyle birlikte bir daralma doniisiimii olur. Yardimer Teorem 4.5.3” den A

a.f . - . o e <
PYETRITS pozitif sabitiyle c-zayif picard operatorii oldugunu

olarak tanimlanan operatér, q = < 1 olacak sekilde a, sabitlerini segersek
operatoriiniin ¢4 =

soyleyebiliriz. Teorem 4.2.1°den (4.9) denklemi Ulam-Hyers kararlidir [9].

4.5.5. Teorem
w,a,beX , g,(by) <, ag,(by) <o olsun.Ayrica f,g € C(D; X D, X R, R) son

degiskenine gore Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlar olsun. Bu durumda



t1 t;

u(ty, ty) = w(ty, ty) + f f a(51,52)f(31,Sz,u(51,52))A151A252

a az

t1
+ f b(sll tZ)g(sli tZ; u(sll tZ))Alsl

a

integral denklemi D; X D, iizerinde Ulam-Hyers kararhidir [9].

Simdi sabit katsayili ikinci mertebeden dinamik denklemler i¢in asagidaki sonuglar

verecegiz.

4.5.6. Teorem
c; Ve c, reel sabitler igin

x2(t) + e x2(t) + ¢, x(£) = 0 (4.10)

denklemi [a, b]1 zaman skalas1 araliginda her zaman Ulam-Hyers kararlidir.

fspat
(4.10) denkleminin a’dan t’ye integralini alirsak
t
x2(t) — x2(a) + c1(x(©) — x(a)) + czf x(s)As = 0
a

elde ederiz. Bu denklemin tekrar a’dan t’ye integralini alirsak

N

t
x(t) = x(a) — (xA(a) + clx(a)) a+ (xA(a) + clx(a)) t—c, f f x(&)A EAs

a
t

—clf x(s)As

a

denklemini elde ederiz.
w(t) = x(a) — (xA(a) + clx(a)) a+ (xA(a) + clx(a))

fonksiyonunu kullanarak C[a, b]y tizerinde
t

A(x)(t) = w(t) — czf J x(&)A EAs — C1J x(s)As

a

operatoriinii tanimlayalim.

35
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(4.10) denklemi Ax = x denklemine denk oldugundan Teorem 4.5.4 A tarafindan iiretilen
sabit nokta denkleminin Ulam-Hyers kararliligi1 bulmak igin uygulanabilir. (4.10)
denkleminin denk doniisiimlerinden ve bundan dolayr araligin ve iistel fonksiyonlarin

smirliligi nedeniyle (4.10) dinamik denkleminin Ulam-Hyers kararliligini elde ederiz [9].

4.5.7. Teorem
0,9, f € Crqla, bl olsun ve
ikinci mertebeden degisken katsayili homojen olmayan
xB4(1) + p(©)x(t) + q®x(t) = f(1), t € [a,bly (4.11)
delta dinamik denklemini ele alalim. Eger p tiirevlenebilir ve tanim kiimesinde p = p? ise

(4.11) dinamik denklemi Ulam-Hyers kararlidir.

fspat
Teorem 4.5.6’nin ispatindaki fikri kullanacagiz. Yani bir integral operatorii tanimlayip ve
bunun bir c-zayif picard operatérii oldugunu kanitlayacagiz. (4.11)’deki denklemin a’dan

t’ye integralini alirsak

x2(t) —x%(a) + f p(s)x2(s)As + f q(s)x(s)Aszf f(s)As

denklemini buluruz. Bununla birlikte p = p° oldugundan kismi integrasyonla

X (6) - x4(a) + p(O)x(8) — p(a)x(a) — f P ()x(s)As + f 4(s) As = f £ ()As

denklemini yazabiliriz ve a’dan t’ye bir kez daha integral alip terimleri diizenlersek

K0 = 2@ + (P@+p@r@) -+ | [ r@ncas +[ [ 0*©

t

— a8 8s = [ p(o)x)as

a

denklemini buluruz.

t

w(®) = x(@) + (¥(@) + p@x(@) (e =) + | [ £(Dasas

a

fonksiyonunu kullanarak, C[a, b]y lizerinde A operatoriinii
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t

AW© =w@+ | [ (6 - a©)x@agas - | psacsdas

a

olarak tanimlayalim. 4.5.4 teoreminden A tarafindan iiretilen sabit nokta denkleminin Ulam-
Hyers kararliligini elde ederiz. Ayrica araligin ve iistel fonksiyonlarin siirliligindan dolay1

(4.11) denkleminin de Ulam-Hyers kararliligint buluruz [9].

Not

Teorem 4.5.6 ve 4.5.7 sonuglari, 4.5.4 teoremini kullanmadan dogrudan (4.7) normu ve tek
degiskenli fonksiyonlarin bir metrik uzay: kullanarak da elde edebiliriz.

4.5.6 ve 4.5.7 teoremleri ayrica n-inci mertebeden delta lineer dinamik denklemlerin Ulam-

Hyers kararlilig1 i¢in genellestirilebilir.

4.5.8.Teorem

W,aq, Ay . . a, € Cla,a(b)]tve a(b) < oo ise

t

u(t)-w(t)+[ ay(spuls;)As; + f f ay(s2)u(s)AsyAs; +

t Sn-1

+] j j a, (spu(s,)As, ... (4.12)

a

integral denklemi Cl[a, a(b)]t lizerinde her zaman Ulam-Hyers kararlidir.

fspat
Bu ispatta, 4.5.4 Teoreminin ispati i¢in kullandigimiz benzer fikri kullanacagiz.
A =Cla,a(b)lr - Cla,o(b)]

integral operatoriinii

t

A@®) = w(o) + j ay(sDu(s)As; + j f ay(5,)u(s,)As,As; +

¥ j j f G (5 )5S -

olarak tanimlayalim. a4, a, ... ... a, € Cla,o(b)]r oldugundan, her t € C[a,a(b)]t igin
la,| < My, ..., |a,| < M,, olacak sekilde M; < oo,...M,, < oo pozitif reel sabitler vardir.
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Egeru,v € Cla,a(b)]r ise

t S1
AG@)(®) — AW < M, f [u(sy) — v(sy) [As; + M, f j lu(sz) — v(s,)|As,As,
+M, f f f lu(s,) —v(sy)| Asy ...
L T A VA

My M, M,
= |lu — vl|lgeq(t, a)(z"‘?‘i‘ ﬁ)

elde ederiz. Esitsizligin her iki tarafin1 pozitif fonksiyon olan e, (t,a) bolip t €

Cla,a(b)]y tizerinde supremum olarak alirsak,

y v y M, M,
lAw) ~ AWy < llu = Dlla (24 22+ =1

esitsizligini yazabiliriz. M := max{M;, M,, ..., M,,;} olarak segersek,

1
11-o=m M
lA(w) — AW)lle < llu—vllg M— <lu—-vllg——
aq_1 a—1
a

esitsizligini elde ederiz. Eger£ < 1 olursa A operatoriimiiz bir daralma dontisiimiidiir.
Yardimci Teorem 4.5.3’den A bir c-zayif picard operatoriidiir. Dahasi integral denkleminin
Ulam-Hyers kararliligin1 elde ederiz. Bu da bize n-inci mertebeden sabit katsayili dinamik
denklemlerin Ulam-Hyers kararliligini gosterir. (araligin ve e,(t,a) istel fonksiyonun

siirliligindan dolay1) [9].

4.5.9. Teorem
T, T,,.., T, keyfi zaman skalalar1 olsun. g, (b,) < o, ..., 0,(b,) < oo olacak sekilde

[ai, 01(b)]r, € Ty,...,[an, 05(by)]r, € T, zaman skalasi araliklar1 olsun.

Y == C([ay, 01(b)]r, X...X [an, 0,(by)]r, . R) ile gosterelim. Eger w, f1, ..., f, € Y ise

t1 ty
A(u)(tl,...,tn) = W(tl,...,tn) + J fl(Sl, tz,...,tn)u(sl, tz,...,tn)A1$1 + j
aq a

t1

X f fz(sl, Sz, t3, ey tn)u(sl,SZ, t3 ey tn)AzszAlsl + ce + f

ai
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t tn
xf ffn (51) e SOU(SY, ooy S ARSy . A1 Sy
az an

ile tanimlanan A: Y - Y  operatorii c-zayif picard operatoriidiir. Dahas1 u = Au sabit
nokta denklemi her i = 1,2,...,n igin D; = [a;, 6;(b;) ]y, olmak tizere D; X ...X Dy,
iizerinde Ulam-Hyers kararhidir [9].

Bu teoremin ispatinda teorem 4.5.6 ‘nin ispatinda kullandigimiz;

heru € Y igin
” u(sll"'lsn) ”

eq,(51,a1) ...eq (Sp,apn)
s1€D;y...,5, €D,

||u||a1,...,an = Sup

normuna dayali ayn1 argiimani kullaniriz.
4.6. Delta Lineer Dinamik Sistemlerin Ulam-Hyers Kararhhgi

Burada keyfi bir zaman skalas1 araligi olan D := C[a, o(b)]y tizerinde
U, ey Up: D = Rigin u(t) = (ug (), ..., un ()7, K@) = (kij(t))ij=1,.n N XN boyutlu
bir matris, u®(t) = (Wa(t), ..., u5(t)T ve fi,...,f,: D = Rigin
F(t) = (fi(®), ..., [n(©)T olmak iizere
ut(t) = K(®u(t) + F(t) (4.13)

delta lineer dinamik sistemlerin Ulam-Hyers kararlilig1 inceleyecegiz. Burada C(D, R™)
fonksiyon uzay1 i¢in bir boyutlu Bielecki tipi (4.8) metrigini kullanacagiz. d, metrigi ile

X = (C(D,R"),d,) bir Banach uzayidir.

4.6.1. Teorem
Egerheri,j =1,..,nigin k;j, f; € Cq(D, R) ise (4.13) denklemi D iizerinde Ulam-

Hyers kararlidir.

fspat
Genelligi bozmadan u(a) = 0 olarak kabul edebiliriz.(4.13) denkleminin a’ dan t’ ye

integralini alirsak
t t

u(t) =f K(s)u(s)As+f F(s)As

a a



40

denklemini elde ederiz. A: C(D,R™) —» C(D, R™) operatoriinii

t t

A(u)(t) :=f F(s)As+f K(s)u(s)As

a a

esitligiyle tanimlayalim. A operatorii X {izerinde bir daralma doniisiimii olacak sekilde
bir « pozitif sabit sayismnin oldugunu ispatlamamiz gerekir. k;; € C,.4(D, R™) olmasi,
hert € Digin ||K(t)|| < M, olacak sekilde bir pozitif sabit olan M < oo sabit sayisinin var

oldugunu gosterir. Burada ||.|| bir matris normdur. Eger u,v € C(D,R") ise

t

HM@@—AWWNSJHM®@®—U®NM3]IW@MM@—M@MS

a

<M H(S)-v(S)Hea(s’a)As
eq(s,a)

M
< —lu—=vlleeq(t, a).
a
esitsizligini elde ederiz. Esitsizligin her iki tarafin1 pozitif fonksiyon olan e, (t, a) boliip,
t € D iizerinde supremum olarak alirsak,

M
14G) = A@) e < — e = vlle

esitsizligini elde ederiz. Eger %< 1 ise A bir daralma doniigtimidiir. Bu sebepten
Yardimci1 Teorem 4.5.3 ve Teoerem 4.2.1°den dolay1

u=A(u)
sabit nokta denkleminin Ulam-Hyers kararli oldugu sonucuna varabiliriz. Bu da (4.13)

denkleminin Ulam-Hyers kararli oldugunu gosterir [9].
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5. SONUC

Bu tez calismamizda ilk olarak zaman skalasinin tanimi yapilmis, zaman skalasinda tistel
fonksiyon, delta tiirev, A integral, ve dinamik denklemler incelenmistir. lgili kiimeler i¢in
kullandigimiz tanimlarin ve teoremlerin herhangi bir kapali kiime de uygulanabilirligi
yoniinden zaman skalasinin kullanighh oldugu goriilmiistiir. Ayrik ve siirekli analizi
birlestirirken, fonksiyonlar siireksizlik noktalarindaki problemeler sigrama operatorleri ile
¢cOziilmiistiir. Tiirev alma isleminde gerekli siireklilik sarti, parcali fonksiyonlarda tiirev
alimina engel iken bu o ve p sigrama operatorleri ile sorun ¢oziilmiis ve delta tiirevi ile her
fonksiyon tiirevlenebilir  hale geldigi goriilmustiir. Benzer durum integral icin de,
fonksiyonun integrali u graniil fonksiyonu yardimiyla elde edilen integraller toplamina esit
olmustur. Zaman skalasinda adi tiirevin delta tiirev ile hesaplanabilecegini ve yiiksek

basamaktan adi tlirevlerin hesap edilmesinde herhangi bir sorun olmadig1 goriilmiistiir.

Ayni zamanda bu ¢alismada zaman skalasinda tistel fonksiyon, delta tiirev ve delta integral

ve bunlarin temel 6zelliklerine ayrintili bir sekilde galigilmistir.

S. Ulam, Wisconsin Universitesi Matematik Kuliibiine 1940 yilinda verdigi konusmasinda
bir¢ok ¢oziilememis problem sunmustur. Bu fonksiyonel denklemlerin ve kararlilik teorisinin
baslangici olmustur. Bu ¢alismada ayrica birinci mertebeden homojen ve homojen olmayan
bazi diferansiyel denklemlerin Ulam-Hyers kararlilig1 incelenmistir. Bununla birlikte birinci
mertebeden homojen ve homojen olmayan bazi dinamik denklemlerin Ulam-Hyers kararliligt
incelenmis ve sonuglar1 verilmistir. Burada T zaman skalasindaki sabit katsayili
denklemlerin Ulam-Hyers kararlilig1 yine T de tanimli, iistel fonksiyonlar1 davranislariyla
yakin iligki oldugu goriilmiistiir. Dahas1 bu davranis sadece iistel fonksiyonun tanimladigi
sabitlerle (ve fonksiyonlarla) degil zaman skalasinin kendi i¢ yapisiyla iligkilidir. Bu nedenle

sonuglarin iistel fonksiyonun asimptotik davranislar agisindan formiile edildigi goriilmiistiir.
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