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OZET

Bu tezde, lineer olmayan Fredholm integral denklemlerini ¢6zmek i¢in Homotopi Perturbation
metodu (HPM) kullanilmustir. Homotopi Perturbation Metodunun integral denklemini ¢ozmedeki
etkililigi caligma igerisinde ¢esitli drneklerle desteklenmistir. Bu tez calismasi dort boliimden
olusmaktadir. Birinci boliimde kullanilan metotlarla ilgili temel bilgilere yer verilmis ve bu
metotlarla ilgili literatiir taramas1 yapilmustir. Ikinci béliimde integral denklemlerin Szellikleri
incelenmis ve bu denklemlerin siniflandirmasindan bahsedilmistir. Ugiincii boliimde Homotopi
Perturbation Metodunun 6zelliklerine deginilerek integral denklemlerindeki kullanimi incelenmistir.
Lineer olmayan Fredholm integral denklemini ¢6zmek i¢in kullanilan metotlardan Direkt Hesaplama
Metodu (DHM), Seri Coziim Metodu(SCM), Adomian Ayristirma Metodu(AAM) ve Homotopi
Perturbation Metodu(HPM) agiklanarak bazi integral denklemlerin uygulamasi yapilmustir.
Dordiincii boliimde ise iki farkli 6rnek ele alinarak sayisal ve analitik sonuglar karsilastirilmig ve
Homotopi Perturbation Metodunun diger metotlardan daha etkili ve kullanish oldugu goriilmiistiir.
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ABSTRACT

In this thesis, we used the Homotopy Perturbation Method(HPM) to solve nonlinear
Fredholm integral equations. We support the effectiveness of Homotop Perturbation
Method(HPM) in solving integral equations by various examples.This thesis consist of four
chapters. In the first chapter, we introduce the basic concepts and give a literatiire review.In
the second chapter, we discuss the properties and give the classification of integral equations.
In the third chapter, we review the properties of Homotopy Perturbation Method(HPM) and
study their applications in integral equations.In addition to Homotopy Perturbation
Method(HPM), we give the Direct Computation Method(DCM) , the Series Solution
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and we conclude that Homotopy Perturbation(HPM) is more effective and useful than the
other methods.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

A Genel diferansiyel operator
Adomian polinomlar1

An
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F Fonksiyonel operator

L Integral operatdrii

M Lineer operator

N Lineer olmayan operator

Q Tanim kiimesi

T Tanim kiimesinin sinir1

Kisaltmalar Aciklama

AAM Adomian ayrigtirma metodu

DHM Direkt hesaplama metodu

HPM Homotopi perturbation metodu

SCM Seri ¢6ziim metodu
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1. GIRIS

Integral denklemleri, bilinmeyen u(x) fonksiyonunun integral isaretinin i¢inde ve disinda

bulundugu denklemler olarak tanimlanmaktadir [11,15]. Ancak, bu tanim yeterli bir tanim
olarak kabul edilmemektedir. Boyle bir tanimdan yola ¢ikarak integral denklemlerin
tamamim igine alacak bir teori kurulamamaktadir. Integral denklemleri ¢ok genis bir

arastirma sahasi ve ayrintili inceleme konusudur.

Integral denklemler ile matematiksel fizik ve mekanikte sik¢a karsilasabilmektedir. Ayrica
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde de bir ¢dziim aract olarak kullanilirlar. Bu nedenle
diferansiyel denklemler ile integral denklemler arasinda yakin bir iliski vardir. Integral
denklemlerin, diferansiyel denklemlerle olan yakin iligkisi ve diferansiyel denklemlerin
miihendislikte cokca kullanilmasi integral denklemlerini de 6nemli bir duruma getirmistir.

Diferansiyel denklemlerin bir problemi tek basina tanimlamaya yetmedigi bilinmektedir. Bu
yiizden sinir sartlarinin da diferansiyel denkleme eklenmesi gerekmektedir. Ancak, integral
denklemlerde ise ilave sartlara gerek duyulmadan problemin tam olarak tanimi
verilebilmektedir. Ayrica integral denklemler biitiin uzay iizerinden integral alinmasini

gerektirmektedir. Bu yiizden de evrensel denklemlerdir.

19.yiizyilin ilk yarisinda integral denklemleri ile ilgili ilk calismalar baslamistir. Bu
donemde integral denklemleri ile ilgili planli olarak arastirmalar yapilmamisken, 19.
Yiizyilin sonlarma dogru caligmalar daha sistematik ve bilingli hale gelmis ve
arastirmalardan bu yonde sonuglar alinmaya baslanmistir. 1823 yilinda ABEL tarafindan
mekanik bir problem incelenirken ilk defa integral denklemlerin kullanildig1 goriilmiistiir.
Fakat integral denklem deyimi ilk olarak 1888’de Du Bois REYMOND tarafindan

yayinlanan ¢alismasinda goriilmektedir [23].

Integral denklemi ilk olarak 1900 yilinda Eric Ivar Fredholm (1866-1927) tarafindan
arastirilmistir. Fredholm integral denklemleri sinir deger problemlerinden tiiretilmistir. Erik
Ivar Fredholm spektral teori ve integral denklemleri iizerine en iyi calismalari yapan kisidir.
Fredholm integral denklem sistemleri iki g¢esit goriiniir.1.gesit integral denklemleri
[6,8,14,16,17] de incelenmistir. Fredholm yaklasim problemlerini incelemis ve 1903’te bu

konuda makalesini yayinlamigtir.



He [24-27] tarafindan ortaya ¢ikarilan HPM pek ¢ok matematik¢i ve miithendis tarafindan
cesitli fonksiyonel denklemleri ¢6zmek icin kullanilmistir. Bu metotda, ¢oziim gergek
¢ozlime hizli bir sekilde yakinsayan sonsuz bir serinin toplami olarak ele alinir. Topolojideki

homotopi tekniginin kullanilmasiyla, “kiiciik parametre” olarak adlandirilan pe[0,1]

goémme parametresi ile bir homotopi, kurulur. Son zamanlarda pek ¢ok bilimsel ¢aligma,
lineer ve lineer olmayan bir denklem sinifina bu metodun uygulanmasina yol gostermistir.
Bu metot He tarafindan daha da gelistirilmis ve ilerletilmistir. Ayrica bu metot, siireksizlige
sahip lineer olmayan salinima [28], lineer olmayan dalga denklemlerine [6], sinir deger
problemlerine [30],lineer olmayan problemlerin ¢atallanma ve sinir dongiisiine [31] ve bir
cok diger konulara [24-27] uygulanmistir. Sonug¢ olarak He’nin homotopi perturbation
metodu evrenseldir ve lineer olmayan cesitli tiirden fonksiyonel denklemleri ¢6zmek igin
kullanilabilir. Ornegin bu metot lineer olmayan Schrédinger denklemlerine [32], 1s1
transferinde ortaya ¢ikan lineer olmayan denklemlere [33], kuadratik Ricatti diferansiyel
denkleme [34] ve diger denklemelere [35-38] uygulanmistir. [30]’de HPM ve homotopi

analiz metodunun bir karsilastirilmasi yapilmaistir.

Adomian ayristirma metodu 1980’li yillarda George Adomian (1922-1996) tarafindan
bulunmustur [3-5]. Bu metot, lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢éziimiinde kullanilan
diger yontemlere gore daha basit ve daha karmasik denklemlere uygulanabilen seri ¢6ziim

yontemidir.

1992 yilinda Adomian ve Rach, iterasyon sonucu elde edilen ilk iki terimde bulunan esit
fakat zit isaretli terimleri ““ noise terms ” olarak tanimlamislar ve problemin ¢6ziimiiniin bazi

durumlarda bu terimler sayesinde yalniz iki iterasyonla elde edilebildigini gostermislerdir

[2].

1998 yilinda Wazwaz, lineer ve lineer olmayan denklemlerde Taylor seri ve Adomian
ayristirma metodu kullanmis ve ayristirma metodunun daha kolay uygulandigini ve birkag

iterasyonla giivenilir sonuglar elde edildigini gostermistir [19].

2000 yilinda Wazwaz, herhangi bir formiile gerek kalmadan cebirsel islemler, trigonometrik
0zdeslikler ve Taylor seri agilimindan yararlanarak lineer olmayan terimler i¢in Adomian

polinomlarini hesaplamistir [20].



2002 yilinda Wazwaz, ayrigtirma metodunu kullanarak pek cok fiziksel olayr modelleyen

lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinii vermistir [21].

2003 yilinda El-Sayed, Klein-Gordon denklemini Adomian ayristirma metodu ile ¢6zmiis
ve metodun diger metotlara gore daha az hesaplama ile daha etkili sonuglar elde ettigini

gostermistir [10].

2004 yilinda Babolian ve arkadaslart Adomian ayristirma metodunu lineer olmayan denklem

sistemlerine uygulamislardir [7].

Biz de bu galismamizda lineer olmayan Fredholm integral denklemlerinin ¢6ziimlerini
Direkt Hesaplama Metodu, Seri Céziim Metodu, Adomian Ayristirma Metodu ve Homotopi

Perturbation Metodu ile inceleyecegiz.



2. GENEL BILGILER

2.1. Tanim

Integral denklemler, bilinmeyen u(x) fonksiyonunun integral isareti altinda goriindiigii

denklemler olarak tanimlanmaktadir. Bu boliimde integral denklemler genel 6zellikleri ile

aciklanacak ve integral denklemlerin siniflandirilmasi yapilacaktir.
2.2. integral Denklemlerin Genel Ozellikleri

Standart bir integral deklemi formu su sekildedir:

h(x)
u(x) = () + I K(x,t)u(t)dt 2.1)
g(x)

Burada g(x) ve h(x) integralin sinirlari, A sabit bir parametre, f(x) bilinen fonksiyon,
u(x) bilinmeyen fonksiyon ve K(x,t), x ve t degiskenlerinin bilinen bir fonksiyonudur ve
integralin ¢ekirdegi olarak adlandirilir. Ayrica g(x) ve h(x) hem degisken, hem sabit, hem

de sabit ve degisken olabilir.
2.3. integral Denklemlerin Simiflandirilmasi

Integral denklemler lineerlige, bilinmeyen fonksiyonun bulundugu yere, homojenlige ve

siirlaria gore siniflandirilabilir.
2.3.1. Lineerlige gore simiflandirma

Eger integral isaretinin iginde u(x) bilinmeyen fonksiyonun derecesi bir ise integral

denkleme lineer integral denklem denir. Eger, u(x) bilinemeyen fonksiyonunun derecesi

birden farkli veya denklem u(x)’in e",sinh(u),cos(u),In(1+u)gibi lineer olmayan
fonksiyonlarini igeriyorsa bu durumda integral denkleme lineer olmayan integral denklem

denir. Ornegin;



u(x)=1- j (x—t)u(t)dt 2.2)
0

integral denklemi lineer integral denklemi ve

u(x)=1+ j (L+x-tut(bdt (2.3)
0

integral denklemi lineer olmayan integral denklemdir.

2.3.2. Homojenlige gore siniflandirma

Eger (2.1) integral denkleminde f(x) fonksiyonu 6zdes olarak sifir ise denklem homojen
integral denklemi olarak adlandirilir. Eger f(x)=0 ise bu durumda denklem homojen

olmayan integral denklemi olarak adlandirilir. Ornegin;
X
u(x) = j (1+x-tut(t)dt (2.4)
0
integral denklemi homojen integral denklem ve
X
u(x)=sinx+ jx.t.u(t)dt (2.5)
0
integral denklemi homojen olmayan integral denklemidir.

2.3.3. Integral simirlarina gére simiflandirma

Eger (2.1) integral denkleminin sinirlari sabit ise yani,
b

u(x) = f(x) + A j K(x, t)u(t)dt (2.6)
a

seklinde ise integral denklem Fredholm integral denklemi olarak adlandirilir. Eger (2.1)

integral denkleminin sinirlarindan en az biri degisken ise yani,

u(x) = f(x)+ A j K(x,t)u(t)dt 2.7)

a

seklinde ise integral denklem Volterra integral denklemi olarak adlandirilir.



2.3.4. u(x) Bilinmeyen fonksiyonunun bulundugu yere gore simiflandirma

Eger, u(x) bilinmeyen fonksiyonu sadece integral isaretinin altinda goriiniiyorsa, integral
denklemi birinci ¢esit integral denklemi olarak adlandirilir. Eger, u(x) bilinmeyen

fonksiyonu integral isaretinin hem i¢inde hem diginda goriiniiyorsa, integral denklemi ikinci

cesit integral denklemi olarak adlandirilir.



3. MATERYAL-METOT

3.1. Lineer Olmayan Fredholm integral Denklemi

b
u(x) :f(x)+AjK(x,t)F(u(t))dt 3.1)

a
seklindeki integral denklemine 2. ¢esit lineer olmayan Fredholm integral denklemi denir.

Burada, K(x,t) ¢ekirdek, f(x) reel degerli fonksiyon, A bir parametre, a, b sabitler ve

F(u(x)) ise, sin(u(x)),u?(x),e"® gibi u(x) ’in lineer olmayan fonksiyonudur.

Bu boliimde ilk olarak dejenere (bozulmus) yada ayrilabilir ¢ekirdek kavramini verecegiz.

Ayrilabilir ¢cekirdegin standart formu

K(x,0) =) g(f (D) (3.2)

i=1
seklindedir.

Lineer olmayan Fredholm integral denklemlerini ele almak i¢in ¢esitli analitik ve sayisal
yontemler kullanilmistir. Bu calismada, direkt hesaplama metodu, seri ¢dziim metodu,

Adomian ayrigtirma metodu ve homotopi perturbation metodunu kullacagiz.

3.1. Teorem:(Lineer Olmayan Fredholm Integral Denkleminin Cdziimiiniin Varligr)

b
u(x) =f(x) + A j K(x,t,u(t))dt (3.3)

a
lineer olmayan integral denklemini ele alalim. Lineer olmayan integral denklemin
teorisinden A’nin 6nemli bir rol oynadiginmi biliyoruz. (3.3)’lin ¢oziimiiniin varligr igin

gerekli kriterler asagidaki gibidir.

(@) a<x<b araliginda f(x) fonksiyonu sinirldir. Yani ‘f(x)‘ <f dir.

(b) D= {(X,y,z)‘a <x,y <b,|z

<C} bolgesinde K(x,y,z) cekirdegi integrallenebilir ve

K(x,y,z) smrhdir. Yani



‘K(x,y,z)‘ <K

seklindedir.

(c) D bolgesinde K(x,y,z) ¢ekirdegi Lipschitz kosulunu saglar. Yani,

‘K(X,y,z)—K(x,y,z')‘ <M‘z—z"

seklindedir.

Ardisik yaklagsimlari kullanarak ,

uy(x)=f(x)~f(a),

b
u () =f()+2 j K(x,t,u,())dt

a

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse genel olarak,

b
u, () =f(x)+2 j K[x,t,u,_ (D]dt

a
yazilabilir. Buradan,

b
u; —up =2 j K[x,t,uy(t)]dt +f(a),

a

b
U, —uy = Aj{K[x,t,ul(t)] —K[x,t,uy()]}dt ,

U —u_; =2 j KIxtu,_ (D]-K[xtu,_,(O]dt,

a

elde edilir.

Yukarida verilen kosullardan,

f
e R I

yazilabilir. Burada m=K{1+ &} dir.
A[K(b-a)

)]:W(b—a)m :

(3.4)

(3.5)

(3.6)



Bu esitsizliklerden ve Lipschitz kosulundan,

b
‘uz - ul‘ < P\‘ M‘”u1 —u, ‘dt < ‘7\‘2 Mm.(b—- a)2 < ‘7\‘2 .kz.(b - a)2

a

bulunur. Burada k% >Mm dir.

Benzer sekilde,

luy —u, < 130 -a),

Ju, —uy o [< P K (b-a)"

elde edilir. O halde,
u(x) =uy(x)+[uy (x) —uy ()] +-. +[u, ) —u, ;1 )]+ (3.7)
serisi
U=f+ i\x\“k“(b—a)“
n=1

ifadesini saglar ve bu seri

1
k(b-a)

A< (3.8)

sartin1 saglayan A ’nin tiim degerleri igin diizgiin yakinsaktir [9,13].

Tekil nokta ve ¢atallanmis nokta;

Lineer olmayan Fredholm integral denklemi bir A parametresi igerdiginde, denklemin A ’nin
¢ozliimiine bagli oldugu agiktir ve A ’nin ¢atallanmig nokta olmas1 miimkiindiir. Catallanmis

nokta, A parametresinin bir degeridir. Yani Ay, A ile 4, arasinda degistiginde o zaman reel

¢ozlimlerin sayis1 da degisecektir. Bunu gostermek igin,

1
u(x)=3+2A j u?(t)dt (3.9)
0

lineer olmayan Fredholm integral denklemini ele alalim.
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Bu denklemin ¢oziimii,

X)=(1—zx)i»\/1—1z;\

2\

u( (3.10)

seklinde verilebilir.

1
Bu problemin ¢atallanma noktas1 Xy = E dir.
A< E icin lineer olmayan Fredholm integral denkleminin iki reel ¢6ziimii vardir, fakat

A>— icin reel ¢oziim yoktur. 7\0 = E catallanma noktasindaki bu A degismesi sayilarin

ve ¢oziimlerin yapisinda degisiklige neden olmustur. Ancak A= 0 igin, (3.9) denkleminde A
degerinin yerine yazilmasiyla u(x) =3 degerini elde ederiz.

(3.10)da A=0 i¢in u(x) tanimsizdir. Buna gére A =0noktasina tekil nokta denir.

Lineer olmayan Fredholm integral denklemleri i¢in asagidaki sonuglar verilebilir:
(i) Lineer olmayan denklemin ¢6ziimii tek olmayabilir yani birden fazla ¢oziimii olabilir.
(if) Catallanma noktast ile ilgili olarak bir veya daha fazla ¢atallanma noktasi olabilir. Bu da

ileride drneklerle gosterilecektir.
3.1.1. Direkt hesaplama metodu

Bu kisimda, lineer olmayan Fredholm integral denklemlerini ¢6zmek i¢in direkt hesaplama
metodu uygulanacaktir. Bu metot, lineer olmayan Fredholm integral denklemlerine
dogrudan bir sekilde yaklasir ve ¢oziimii bir seri formunda degil, tam bir bigimde verir. Bu

metot,

K=Y g (Oh (0 (3.11)

k=1

seklindeki ayrilabilir gekirdekli denklemler i¢in uygulanabilir. X — t,xt?,x> —t%, x*t + xt*

ifadeleri ayrilabilir ¢ekirdeklere 6rnek olarak verilebilir.
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Direkt hesaplama metodu asagidaki gibi uygulanir:

1-Ilk olarak (3.11),
b
u(x) =f(x) + AJ K(x, )F(u(t))dt (3.12)

denkleminde yerine yazilir.

2-Buradan,

b b
u(x) = f(x) + Agy (%) _[ h, (OF(u(t))dt +Ag, (x) j h, (©)F(u(t))dt +...

a

b
+Agn(x)j h, (t)F(u(t))dt (3.13)

3-(3.13) iin sag tarafindaki her bir integral, sadece t degiskenine baglidir. Bu bir integralin
bir sabite esdeger oldugu anlamina gelir. Buna dayanarak (3.13) denklemi

u(x) =f(x) +Aa; g (X) +Aa,8,(X) +.. +Aa g (%) (3.14)

seklinde olur.

Burada,

b
o = j h.(Du(t)dt, 1<i<n (3.15)

a

seklinde yazilabilir.

4- (3.14), (3.15) de yerine yazilirsa 1<i<nolmak iizere «; sabitlerine gore ¢oziilecek n-

tane denklem sistemi elde edilir. Elde edilen o, sayisal degerleri (3.14) de yerine yazilirsa

lineer olmayan Fredholm integral denkleminin u(x) ¢ozlimii elde edilmis olur.

Ornek 3.1. DHM’yi kullanarak asagidaki lineer olmayan Fredholm integral denklemini

¢Ozelim:
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1
ux)=a+A j u(t)dt,a>0 (3.16)
0

Céziim: Integralin sinirlar1 sabit oldugu icin sag taraftaki integral bir sabite esdegerdir.
Sonug olarak (3.16) 1 yeniden diizenlersek,
u(x)=a+Ax (3.17)

elde ederiz. Burada
1

a= j u2(t)dt (3.18)
0

seklindedir.

(3.17)’1 (3.18) de yerine yazarsak

1
a=J(a+Aa)2dt (3.19)
0

elde edilir.
Xa? —(1-2a))a+a’=0 (3.20)
denklemin ¢6ziimii

o (1-2a}d) iZ\/1—4a7\ (3.21)
2X
seklindedir.

(3.21) esitligi (3.17) denkleminde yerine yazilirsa,

u(x) = LEV1—4ar V1-da (3.22)
22

¢Ozimii elde edilir.

Simdi asagidaki 3 durumu inceleyelim:

1. (3.16) da A=0 yazilirsa u(x)=a olur. Ancak A =0 (3.22) ifadesini tanimsiz yaptigi

icin A =0 noktasi (3.16) denkleminin tekil noktasi olarak adlandirilir.
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1
2. (3.22) denkleminde A= ™ igin u(x)=2a seklinde tek ¢dziim vardir.

1
Bu nedenle A= Ta noktast denklemin ¢atallanma noktasidir.
d

Buda gosteriyor ki ;

1

A< E icin (3.22) de iki reel ¢oziim vardir fakat ,
|

A> Ta l¢in (3.22) de reel ¢dziim yoktur.

1
3. A< 4— icin (3.22) de ki denklem iki reel ¢oziim verir.
d

Ornek 3.2. DHM’yi kullanarak asagidaki lineer olmayan Fredholm integral denklemini

¢Ozelim:
9 1]
2. 2
u(x)=—x+— | x.t“.u”(t)dt
(®)=gx+y jl ® (3.23)

Coziim : (3.23) ifadesini diizenleyip yeniden yazalim. Yani,

9 1
u(x)= (E + 3 o)X (3.24)
Ve
1
a= I t2u?(t)dt (3.25)
-1
seklindedir.

(3.24) ifadesinden yararlanarak u(t) yi elde edip (3.25) de yerine yazarsak,

£ 91 2.4
u(t) = j(g+§a) t*dt (3.26)

elde edilir. (3.26) nin integrali alinirsa
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o-1881 (3.27)
510
elde edilir. Bulunan O degerleri (3.24) de yerine yazilirsa,
9
u(x)=3x ve U(x)= EX (3.28)

bulunur.
3.1.2. Seri ¢oziim metodu

Bu boliimde lineer olmayan Fredholm integral denklemini ¢6zmek i¢in seri ¢oziim metodunu

uygulayacagiz. Bunun igin, X = 0 noktas: civarinda Taylor serisinin genel formu,
0]

u(x) = Z a x" (3.29)
n=0

seklinde verilebilir.

1
u(x) =f(x) + xj K(x, t)F(u(t))dt (3.30)
0

lineer olmayan Fredholm integral denkleminin u(x) ¢oziimiiniin var ve analitik oldugunu

kabul edelim.

(3.29) esitligi (3.30) denkleminin her iki tarafinda yerine yazilirsa,

e 0] 1 0
> a,x™ =T(F(x)) + j K(x,OF(Y a,th)dt (3.31)
n=0 0 n=0
veya
1
ag+a;x+ azx2 +.=T({ (X)) + IK(X,t)F(aO +a t+ a2t2 +...)dt (3.32)
0

seklinde elde edilir. Burada T(f(x)),f(x) i¢in Taylor serisidir.

(3.30) daki integral denklemi (3.31) ya da (3.32) de geleneksel bir integrale

doniistiiriilecektir. Burada lineer olmayan F(u(x)) terimini integrallemek yerine, t" (n > 0)
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ifadeleri integrallenecektir. Eger f(x), trigonometrik fonksiyonlar ve iistel fonksiyonlar gibi
temel fonksiyonlart igeriyorsa, f(x) fonksiyonlari i¢in Taylor agilimlar: kullanilabilir.

Onceki boliimlerde oldugu gibi biz dncelikle (3.31) ya da (3.32) deki ifadenin sag tarafindaki

integrali alacagiz ve ayni dereceye sahip x’in katsayilarini diizenleyecegiz. Daha sonra

aj(j >0) de bir tekrarlama bagintis1 olusturabilebilmek i¢in elde edilen denklemin her iki
tarafindaki ayni1 dereceye sahip x‘in katsayilarini esitleyecegiz. a ler icin tekrarlama

bagintisinin ¢oziilmesi ile katsayilar belirlenecektir. aj(jZO) katsayilar1 belirlendikten

sonra, elde edilen katsayilarin (3.29) da yerine yazilmasiyla seri ¢oziim elde edilir. Tam bir
¢oziim elde edilemezse, olusan serinin belirli bir yerde kesilmesiyle sayisal sonuglar
bulunabilir. Bu durumda aldigimiz daha fazla terim, elde ettigimiz daha yiiksek dogruluk
seviyesidir.

Ornek 3.3. SCM’yi kullanarak asagidaki lineer olmayan Fredholm integral denklemini
¢Ozelim:

1
41 76 » 3 1 2.9, 2

ux)=2——x+——x"-x"+— | (xt—x“t%)u”(t)dt 3.33

(X)=2- X+ 4 ] XN (339

Coziim : (3.29) numarali seri formunu kullanarak (3.33) de yerine yazalim.

2 _
ap+a;x+axX +=2——X+——X"—-X

1
+418 j (xt* —x*t?)(ay +at +a,t* +..)%dt (3.34)

seklindedir. Buradan integral alinir ve iglemler yapilirsa,

ag=2;2 a; =—-1;0,2924553739 , a, =0;-173,622619

ag=-1;-1, n=>4 igin an=0 (3.35)

katsayilar1 elde edilir. Buradan da

u(x)=2-x-x> Ve u(x)=2+0,2924553739x—173,6222619x% —x° (3.36)

seklindedir.
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Ornek 3.4. SCM’yi kullanarak asagida verilen lineer olmayan Fredholm integral denklemini

¢Ozelim:

7159 2309 5
X+ X

u(x)=1+
7560 2160

1
+ % .([ (xt? —x*u?(t)dt (3.37)

Coziim : (3.29) numarali seri formunu kullanarak (3.37)’nin her iki tarafina yazalim

7159 2309 -
+ X“ +

2 7159 . 2309
7560 2160

ap+a;x+ayx +.=1+

1

+%J.(Xt2 ~x%t)(ag +agt +a t? +.)dt (3.38)
0

Sag tarafin integrali alinir, x’ler bir araya toplanir, her iki tarafta da benzer katsayilar
esitlenirse,

ag =11, a;=1;3611,190273 ,

a, =1;-4848,332424 ,n>3 ic¢in a =0 (3.39)

elde edilir. Tam ¢oziim,

ux)=1+x+x> Ve u(x)=1+3611,190273x—4848,332424x> (3.40)

seklinde bulunur.
3.1.3. Adomian ayristirma metodu

Bu boliimde, lineer olmayan Fredholm integral denklemine Adomian ayristirma metodu

uygulanacaktir. Lineer u(x) fonksiyonu sonsuz sayida bilesenle temsil edilse de, denklemde

goriilen sin u,u2 ,u3

,e"' gibi lineer olmayan terimler, Adomian polinomlari olarak adlandirilan
A, n>0 ile ifade edilebilir. Asagida lineer olmayan Fredholm integral denklemini ¢6zmek

icin Adomian ayristirma metodunun nasil kullanildigini verecegiz.
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u(x) = f(x) + AI K(x,t)F(u(t))dt (3.41)

denklemini ele alalim. Burada , F(u(t)), u(t) nin lineer olmayan fonksiyonudur. (3.41)

deki lineer u(x) terimi,
o0
u(x)= z u, (%) (3.42)
n=0
ayrigtirma serisi ile temsil edilebilir. Burada, u, (x), n=>0 bilesenleri asagida verilen
tekrarlama bagintisi ile kolayca hesaplanabilir. Lineer olmayan F(u(x)) terimini, asagida

verilen Adomian polinomlari olarak adlandirilan A | algoritmasi temsil edecektir.

n
1d F(Z;\‘u) n=01,23,.. (3.43)
n! gyn e

A

l’l

(3.43) ve (3.44), (3.42) de yerine yazilirsa,

o0 b 0

> u, (0 =f(x)+A j K(x,OF(D A, (D)dt (3.44)
n=0 a n=0
elde edilir.

Uy(X),uy(X),-, bilesenlerini belirlemek igin, asagidaki 2. gesit lineer olmayan Fredholm

integral denkleminin tekrarlama bagintisini kullaniriz.

uy () =f(x)

u () =2 j K(x, )A,(t)dt

a

uy(x) =2 j K(x,t)A, ()dt (3.45)

a
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b
u, (0= AI K(x,0A, (t)dt

a

seklindedir.

Bilesenleri belirledikten sonra, seri formdaki ¢6ziim kolayca elde edilebilir. Elde edilen seri
¢Ozlim, boyle bir ¢oziimiin var olmasi durumunda tam ¢oziime yakinsayabilir, aksi halde

seri, sayisal sonuglar i¢in kullanilabilir.

Ornek 3.5. Adomian ayristirma metodunu kullanarak asagidaki lineer olmayan Fredholm

integral denklemini ¢ozelim.

1
u(x)=a+ AI u?(t)dt,a (3.46)
0

Coziim: Lineer olmayan uZ(X) terimi i¢cin Adomian polinomlart,

Ay(x) = uo2 (%),

A1 (x)= 2“0 (X)ul (), (3.47)

A, (x) =2uy(X)u,(x) + ulz(x),

seklinde elde edilir.

(3.42)’ deki seri ve (3.47)’deki Adomian polinomlari (3.46) da yerine yazilirsa,

o) 1 e0)
> u,(0=a+ J’ > A, (Ddt (3.48)
n=0

on=0
seklinde elde edilir.

Adomian ayristirma metodu kullanilarak,

uy(x)=a,
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1
U, (0=2 j A (D)dt,t>0 (3.49)
0

ifadeleri bulunur. Yani,

uy(x)=a,

1
uy () =4 up?(t)dt =ra?,
0

1
U, (x) =2 j (2uy(D)u, (£)dt =22%a3, (3.50)
0

1
ug(x) =2 I (2uy (D, (1) +u, 2(0)dt =523,
0

bilesenleri elde edilir.

O halde seri formda ¢6ziim asagidaki gibi verilebilir.

u(x)=a+Aa? + 2% +583a% +.. (3.51)
Bu seri de,
—J1- 1
u(x):ﬂ‘ 0<h<—
2\ 4a

tam ¢Ozlimiine yakinsar.

3.1.4. Homotopi perturbation metodu

He’nin Homotopi perturbation metodunun ana fikri

Bu metodun temel fikirlerini gostermek igin asagidaki lineer olmayan diferansiyel

denklemini inceleyelim.

A(W)—f(r)=0,reQ (3.52)

diferansiyel denklemi
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B(u,a—ujzo,re r, (3.53)
on

sinir sartlarina gore ele alinsin.
A genel diferansiyel operatorii, B sinir operatorii, f(r)bilinen analitik fonksiyon ve Tise ()

tanim kiimesinin siniridir.

A genel diferansiyel operatorii L ve N olarak iki pargaya ayrilabilir. Burada L lineer, N lineer

olmayan operatordiir. Dolayistyla (3.52) denklemi
L(u)+N(u)—f(r):0 (3.54)

seklindedir.

Homotopi tekniginin kullanilmasiyla,

H(U,p) = (1 —p)[L(u)—L(uO)] +p[A(u)—f(r)} =0,pe[0,1],reQ) (3.55)
veya
H(U,p)=L(U)- L(uo) + PL(uO) +p[N(U)—-£(r)]=0 (3.56)

ifadelerini saglayan

U(r,p): 2x[0,1]—R seklinde bir homotopi kuralim.

Burada pe[0,1] bir gdmme parametresi ve U, da smir kosullarim saglayan (3.52)
denkleminin baslangi¢ kosuludur. (3.55) ve (3.56) denklemlerinden,

H(U,0)=L(U)-L(uy)=0, (3.57)
H(U,1)=A(U)-f(r)=0, (3.58)

ifadeleri yazilabilir.

P, 0’dan 1’e degisirken, U(r,p) de uy(r)’den u(r) ’ye degisir. Topolojide buna homotopi
denir. HPM’ye gore ilk olarak p gdmme parametresini kiigiik bir parametre olarak aliriz ve
(3.55) ve (3.56) denklemlerinin ¢éziimiiniin p-nin bir kuvvet serisi seklinde oldugunu kabul
ederiz. Yani,

U=U, +pU; +p°U, +.. (3.59)

seklinde ifade edilebilir.
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p=1 alirsak (3.56) denkleminin yaklasik ¢6ziimi;

u=limU=U,+U; +U, +.. (3.60)
p—1

seklinde bulunur.

Perturbation metodu ve homotopi metodunun birlesimi, geleneksel perturbation metodunun
sinirlandirilmasimi~ ortadan  kaldiran  homotopi  perturbation  metodu  olarak
adlandirilmaktadir. Diger taraftan, bu metot geleneksel perturbation metotlarindan daha
avantajlidir. (3.60)’daki seri ¢ogu durum i¢in yakinsaktir. Ancak yakinsaklik orani A(u)
lineer olmayan operatoriine baghdir. Asagidaki ifadeler He tarafindan onerilmektedir [24].

(1) N(U)’nun U ’ya gore ikinci tiirevi kii¢iik olmalidir. Ciinkii p parametresi nispeten bityiik

olabilir. Yani p—1 dir.

10N

2 L E ‘nin normu seri yakinsak olsun diye 1’den daha kiigiiktiir.

Coziim metodu

Bu bolimde lineer olmayan Fredholm integral denklemini ¢dzmek ic¢in homotopi
perturbation metodunu verelim. Bunun igin,

u(x) =f(x)+7\.l|2K(x,t)(u(t))n dt, x e[a,b], neN,n=>2 (3.61)

a

denklemini ele alalim. Bu denklem igin A €R, K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu [a,b]x[a,b]

bolgesinde ve f(x) bilinen fonksiyonu da [a,b] araliginda siirekli olsun.

(3.61) denklemini ¢6zmek i¢in asagidaki gibi bir homotopi kuralim.
b

(1—p)(v(x)—u0 (x))+p V(x)—f(x)—AJK(x,t)(V(t))n dt =0 (3.62)

a

Kabul edelim ki (3.62) denkleminin,

v(x)=vy(x)+pv,(x)+ pZV2 (x)+... (3.63)

seklinde bir ¢oziimii olsun.
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Buradavi(x), i=1,2,.. fonksiyonlar1 heniiz belirlenmemis fonksiyonlardir. VO(X) veya
Uy(x) baslangig yaklagimu istenilen sekilde segilebilir. Burada

V(X)) =uy(x)=f(x) (3.64)

olarak alalim.

(3.63) serisi (3.62)’de yerine yazilir, katsayilar diizenlenir ve p’nin aym1 kuvvete sahip

terimleri esitlenirse j>1 olmak lizere;
0
p :VO(X)—uO(X)=O
b

p1 vy (x)+u0 (x)—f(x)—AIK(x,t)(Vo (t))n dt=0

a

b
v,y (X)— 7\. K(x,t)(2vyv,)dt =0,n=2

b
v, (x)-A 'K(x,t)((3v0)2v1 )dt —0,n=3
p’: 4
b
Vo (x)—2A K(x,t)(4(v0)3vl)dt =0,n=4
da
b -1
V](x)—AJK(X,t) (Vk"j—k—l)dt:O
a r=0
b j~1j-i-r
V](X)—}\J.K(X,t) (Vivkvj—k—i—l)dtzo
p’ a i=0 k=0
b -1 j-i-1 j-i-k-1
V](x)—AJK(X,t) (VinVIVj—l—k—i—l )dt =0,
a i=0 k=0  1=0

elde edilir.
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(3.61) denkleminin yaklasik ¢oziimii

u(x): lim V(X):gvj(x) (3.65)

p—1

olarak bulunur.

3.2. Teorem: Adomian ayristirma metodu

b
H(u,p)=u(x)-f(x)- pJ. K(x,t).u, (t)dt=0

a

konveks homotopisi ile bir homotopi perturbation metodudur [22].

Ornek 3.6. Asagidaki lineer olmayan Fredholm integral denklemini HPM’yi kullanarak

¢Ozelim:

u(x) =sin(1‘tx)+

Ul =

‘Icos(nx)sin(nt)(u(t)f dt, xe [0,1]

Bu integral denkleminin tam ¢oztimii

20-+/391

3

u(x):sin(nx)+ COS(T[X)

seklindedir.

Qx [0, 1] — R ’ye olusturacagimiz homotopi asagidaki gibidir.

(1 - p)(v(x) — Uy (x))+ p sin(ﬂx)%_cl[cos(ﬂx)sin(ﬂt)(V(t))3 dt |=0 (3.66)
Burada
V(X):VO(X)+pV1(X)+p2V2(X)+... (3.67)

ve baslangi¢ sarti

vy (x) =, (X) = sin(nx)

seklindedir.



vi(x)=

denklemini elde ederiz. (3.68) denklemini kullanarak Vi*

p—\

— | COS T[X)Sln(‘l'[t)

¢cOziimii asagidaki gibi olur.
v =0,075000000000000000000cos( 1x) +sin(x),
v, =0,07499849203526276869cos(mx ) +sin (mx),

v3 =0,075420693016447334813 cos(mx) +sin(mx),
v, =0,075420749589026786486 cos(mx )+ sin(mx),
v =0,075425499142616942979cos(x ) + sin(mx),

1 j—1j—i—1

> (Vi(t)vk(t).vj_k_i_1 (t))dt,j=1,2,3,...

0 i=0 k=0
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(3.68)

i
=ZV}. ifadesinin yaklagik

*
O halde U<X)zV5 olur. Bu ornekle ilgili bazi sayisal sonuglari Cizelge 3.1°de

sunulmaktadir.

Cizelge 3.1. Ornek 3.6 igin HPM nin uygulanmastyla elde edilen sonuglar

Ornek 3.6 I¢in Sayisal Sonuglar / Cizelge 3.1

N=5

X, u(x) Ugpy (X ‘u(x) —Ugppm (x)‘
0,0 | 0,754266889049371628E-1 | 0,754425499142616942979E-1 1,1897623202198E-6
0,1 | 0,38075203836055527390 0,38075090682934778652 1,1315312074873E-6
0,2 | 0,648806725544599958698 0,64880576290806326229 9,6253793632469E-7
0,3 | 0,85335168974252179804 0,85335099041777623963 6,99324474555841E-7
0,4 | 0,97436464499621144860 0,97436427733943523375 3,6565677621485E-7
0,5 1 1 0

0,6 | 0,92774838759409569563 0,92774875525087191048 3,6765677621485E-7
0,7 | 0,76468229900737305013 0,76468299833211860853 6,9932474555840E-7
0,8 | 0,52676377913894667133 0,52676474167688299602 9,6253793632469E-7
0,9 | 0,23728195038933957433 0,23728308192054706171 1,1315312074873E-6

1,0

-0,754266889049371629E-1

-0,75425499142616943016E-1

1, 1897623202197E-6
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Ornek 3.7. Tam ¢oziimii X.Il’l(X+1) olan agagidaki denklemi g6z 6niinde bulunduralim:

1
u(x) :XInX—%X+lln2[gx+2—xln2}—%+%O(X—t)(u(t))2 dt, xe [0,1]

Bu denklemi ¢6zmek i¢in asagidaki konveks homotopiyi kuralim:
1
V(X)—XIHX +£x ——In2 §X +2—xIn2
108 3 3

(1—p)(v0(x)—u0(x))+p +%—%§[(x—t)(v(t))2dt -

o

(3.69)

(3.69) numarali denklemin ¢ozimii,
v(x) =vo (x)+ pvy (%) + PPy (%) + . (3.70)
seklindedir. Baslangi¢ kosulunu,

vo(x):xlnx—ﬁx+lln2 §x+2—xln2 —ﬁl
108 3 3 576

seklinde alalim.

(3.70)’1 (3.69)’da yerine yazar ve p’nin ayni kuvvetlerini esitlersek,

-1

vj(x)%i(xt)z(vk(t)vjk1(t))dt,j:1,z,3,.... (3:71)

k=0
denklemini elde ederiz. (3.71) denklemini kullanarak,

i
Vi* = ZV}. ifadesinin yaklasik ¢6ztimii agagidaki gibi olur.
=0

vy =1,3670778747472905x 10 >x—3,4015961796285688x 10~* +xIn(x +1),
v, =-9,69991132410618x 10 °x - 8,08420640778075055x 10> +xIn(x+1),
vy =-3,95147178266119x 10 °x+2,9702104910894865x 10 ° +xIn(x +1),
v, =2,0702585390001x 10 °x —8,2836727360052977600x10~% +xIn(x +1),
Vg =8,600785466824x 10 °x —2,667965855283617446x10 % +xIn(x+1),
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O halde, u(x) ~ v; olur. Bu 6rnekle ilgili bazi sayisal sonuglar Cizelge 3.2’de verilmistir.

Cizelge 3.2. Ornek 3.7 icin HPM nin uygulanmasiyla elde edilen sonuglar

Ornek 3.7 i¢in Sayisal Sonuglar / Cizelge 3.2

N=5

X; u(x) UypM (%) ‘u(x) —Uyppm (x)‘

0,0 0 -0,2667965855283617446E-6 2,6679658552836E-7
0,1 | 0,95310179804324860044E-2 | 0,5307597846324244667E-2 2,5819580006154E-7
0,2 | 0,36464311358790925242E-1 | 0,6464061763776330528E-1 2,4959501459471E-7
0,3 | 0,78709279340247315612E-1 | 0,8709038346018187722E-1 2,4099422912789E-7
0,4 | 0,13458889464848517220 0,3458866225504151113 2,3239344366107E-7
0,5 | 0,20273255405408219099 0,0273233026142399675 2,2379265819424E-7
0,6 | 0,28200217754744133219 0,28200196235556860477 2,1519187272742E-7
0,7 | 0,37143977574351927736 0,37143956915243201677 2,0659108726059E-7
0,8 | 0,47022933192169530655 0,47022913393139341278 1,9799030179377E-7
0,9 | 0,57766849755515529839 0,57766830816563897144 1,8938951632695E-7

1,0

0,69314718055994530942

0,63914699977121444930

1,8078873086012E-7




4. BULGULAR
9 1 t
Ornek 4.1.u(x)= =X + 3 j xt2u(t)dt
-1
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(4.1)

denklemini Direkt Hesaplama Metodu, Seri Céziim Metodu, Adomian Ayristirma Metodu

ve Homotopi Perturbation Metodu ile ¢ozelim.
Direkt hesaplama metodu;
(4.1) ifadesini diizenleyip yeniden yazarsak,
9 1
u(x)=(=+—-a)x
(x) (G+39
seklindedir. Burada
1
a= J. t2u(t)dt

-1

seklinde alabiliriz.

(4.2) ifadesinden yararlanarak u(t) yi elde edip (4.3) de yerine yazalim:

1
B 9 1 2.4
o= J.(E'i'ga) tdt
-1

(4.4) lin integrali alinirsa

bulunur.

Bulunan O degerleri (4.2) de yerine yazilirsa
9

—X

2

seklinde tam ¢6ziime ulasilir.

u(x)=3x ve u(x)=

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)



Seri ¢6ziim metodu;
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o0
u(x)= Zanxn seri formunu kullanarak bu ifadeyi (4.1) de yerine yazalim. O halde,
=0

1

9 1
a, +a1x+a2x2 +..= §x+§ I x.tZ(aO +agt +a2t2 +...)2dt

-1

ifadesi elde edilir ve gerekli islemler yapilirsa,

9
ag=0, 81:3,2 n=2 igin a, =0
bulunur.

O halde tam ¢6ziim,

u(x)=3x ve u(x)= %x

seklindedir.

Adomian ayrigtirma metodu;

Lineer olmayan u? (t) terimi i¢in Adomian polinomlari

Ay(x) =1y (%),
A (%) =2uy(x)uy (%),

A, (x)=2uy(x)u,y(x) + ulz(x) ,

seklinde elde edilir.

Seri formu ve (4.7)’deki Adomian polinomlar1 (4.1)’de yerine yazilirsa,

0] 1 0
9 1 2
> u, (%)= Xty j xt? Y A (Ddt
n=0 -1 n=0

elde edilir.

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)



Belirledigimiz Adomian ayristirma metodu kullanilarak,

9
Un(X) ==X
o=z
1 1
U (9= [ xea, (0t
-1

ifadeleri bulunabilir. Yani,

9
u,(x)==x
o=z

1
w00 = [ xtup Ot =D
-1
1 1 93 1, 2
u(x) =3 [ %22 @ug (O ()= () 2x

3
-1

ifadeleri elde edilir.

Seri formda ¢6ziim,

u(x)=1,8x+0,432x+0,20736x +0,124416x +...
=u(x)=2,7504x+...

=u(x)=3x

seklindedir.

Homotopi perturbation metodu ;

Ele alinan integral denklemi i¢in homotopi denklemi,
9 17

H(u,p) =u() - —x-p [ xt?u(t)’de=0
5 3 °

seklinde olusturulur.

v(X)=v,(X)+pv,(X)+ pzv2 (x)+...
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(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)



serisi (4.12) denkleminde yerine yazilir, p’nin ayni kuvvete sahip terimleri esitlenir

ve baglangig sart1 da

Vo () = uy(x) = f(x) = gx

olarak alinirsa,

p? v (x) =uy(x) =f(x) = gx
1

ptiv, (%) =% j x.t2(vy ()2 dt
-1

:»vl(x)=(§)2(§>(§)x
1

p?:v,(x) =% I x.t2(2v (v, (£)dt
-1

jv2<x):<§)3<§)2(§>22x
1

P :v4(x) =% j x.t2 (2, (v, (1) + v, ()2 )dt
-1

:»vg(x>=(§>4(§)3<§)35x
1

pt:v 4(x)=% J' x£2(2v (D)v4(t) +2v, (D)v,(©)dt
-1

95.24,14
==y (=)'(-)14
=V, (=) E) ) 14
1 1
p5 ve(x)= 3 I X.tZ(ZVO(t)V4(t) +2v (Dvz (D) +v, (t)z)dt

-1

:vs(x)=<§>6(§)5<§)542x

elde edilir. O halde,

30

(4.17)

(4.18)



31

u(x)=lim v (x
) Hj_ZOp ey

ifadesinden,
ux) =vy(x)+ v (X)+Vy(X) +.. (4.19)

elde edilir.

=u(x)=1,8x+0,432x+0,20736X +...
=u(x)=3x (4.20)

seklinde bulunur.

O halde, Ornek 4.1 igin HPM ve AAM nin uygulanmasi sonucu elde edilen sayisal sonuglar

ve olusan hatalar agsagidaki ¢izelgede gosterilebilir.

Cizelge 4.1. Ornek 4.1 icin HPM ve AAM’nin uygulanmasiyla elde edilen sonuglar

Ornek 4.1 igin HPM ve AAM nin uygulanmas1 sonucu olusan hatalar / Cizelge 4.1
X; u(x) Upam(®) Upy (X ‘u(x) ~UpaM (X)‘ ‘u(x) —Uyppm (x)‘
0,0 0,0 0 0 0 0
0,1 0,3 0,2563806 0,2563806 0,0436194 0,0436194
0,2 0,6 0,5127612 0,5127612 0,0872388 0,0872388
0,3 0,9 0,7691418 0,7691418 0,1308582 0,1308582
0,4 1,2 1,0255224 1,0255224 0,1744776 0,1744776
0,5 1,5 1,281903 1,281903 0,218097 0,218097
0,6 1,8 1,5382836 1,5382836 0,2617164 0,2617164
0,7 2,1 1,7946642 1,7946642 0,3053358 0,3053358
0,8 2,4 2,0510448 2,0510448 0,3489552 0,3489552
0,9 2,7 2,3074254 2,3074254 0,3925746 0,3925746
1,0 3 2,563806 2,563806 0,436194 0,436194




1

o 41 76 1

Ornek 4.2. 2oy 22 34— t—x%t?)u(t)?dt
u(x) 4SX 945)( X 18 Il(x x“t“)u(t)

denklemini SCM ve HPM ile ¢ozelim:

Seri ¢6ziim metodu;

o0
u(x) = Z a,.x" seri formunu (4.21) de yerine yazalim.
n=0

a +alx+azx2 +...:2—ﬂx+ﬁx2 —X3
451 945

1 2,2 2 2
+4—8j1(xt—x t*)(@y +ast+at” +.)%dt

seklindedir. Buradan integral alinir ve islemler yapilirsa,

ay =22 . a,=-1,0,2924553739 , a, =0;-173,6222619

a3:—1;—1 , n=>4 icin an=0

katsayilari elde edilir. Buradan da ¢6ziim,

u(x)=2-x-x> ve u(x)=2+0,2924553739x—173,6222619x> —x°

seklinde bulunur.

Homotopi perturbation metodu;

Ele alinan integral denklemi i¢in homotopi denklemi,

41 7
45 945

1
H(u,p) =u(x) — (2 - 2x+ 22 x2 %) —p% [ ot =xeHyu(ey*dt =0
-1

seklinde olusturulur.

v(x)= Vo X)+pvi(x)+ pzvz(x) +.

serisi (4.21) denkleminde yerine yazilir, p’nin ayni kuvvete sahip terimleri esitlenir

ve baglangig sart1 da

41 76 o 3
Va(X)=u(xX)=f(x)=2——xX+—X“ —X
o) =uy(x)=f(x) 25" 5as

olarak alinirsa,
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(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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1
p1 =v,(x)= 4-i8 J- (xt— x2t2) (vg (t)z)dt (4.28)
-1

= v, (x) =—0,08612927x —0,08078549x>
1 1
p%:v,(x) =5 j (xt —x“t%) (2v, (v, (1)dt
-1

= v, (x) =—0,003667366x +0,00044259x*

elde edilir. O halde
u(x)=lim Y plv.(x)
p—>1j§0: J
ifadesinde yerine yazilirsa,
u(x) =vy(x)+ v (X)+v,y(X) +.. (4.29)

bulunur. O halde ¢6ziim,

—u(x)=2-0,91111111x +0,08042328x> — x> —0,08612927x —0,08078549x°
~0,00367366x +0,00044259x°

u(x)=2-x—x° (4.30)

seklinde bulunur.

O halde Ornek 4.2 icin HPM ve SCM’nin uygulanmasi sonucu elde edilen sayisal sonuglar

ve olusan hatalar asagidaki ¢izelgede gosterilebilir.



Cizelge 4.2. Ornek 4.2 i¢in HPM ve SCM’nin uygulanmasiyla elde edilen sonuglar

34

Ornek 4.2 icin HPM ve SCM’nin uygulanmasi sonucu olusan hatalar / Cizelge 4.2

X u(x) Ugep (%) Uppm () | Ju(x)- Ugey (x)‘ ‘u(x) —Uypym (x)‘

0,0 2 2 2 0 0

01 1,899 19 1,8989078 0,001 0,0000922
0,2 1,792 18 1,79181399 0,008 0,00018601
0,3 1,673 1,7 1,67271858 0,027 0,00028142
0,4 1,536 16 1,53562156 0,064 0,00037844
0,5 1,375 15 1,37452296 0,125 0,00047704
0.6 1,184 14 1,18342274 0,216 0,00057726
0,7 0,957 13 0,95632092 0,343 0,00067908
0,8 0,688 1.2 0,68721751 0,512 0,00078249
0,9 0,371 11 0,37011248 0,729 0,00088752
1,0 0 1 -0,00099414 1 0,00099414
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5. SONUC

Bu tezde 2. cesit lineer olmayan Fredholm integral denkleminin ¢oziimlerini bulmak ig¢in
cesitli metotlar uygulanmistir. Metodun kararliligini gostermek icin x degerlerine bagl

olarak ele alinan metotlardan elde edilen sonuglar tablo halinde sunulmustur.

Homotopi Perturbation Metodu, Adomian Ayristirma Metodu ve Seri Coziim Metodu ile
elde edilen yaklasik ¢oziimler tam c¢oziimlerle karsilastirilmistir. Sonug¢ olarak He’nin
Homotopi Perturbation Metodu ele alinan problemler igin diger metotlara gére daha giiglii
ve etkili bir metottur.
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