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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar agiklamalar1 ile birlikte asagida

verilmistir.
Simgeler Aciklama
T Zaman skalas1
N Dogal sayilar kiimesi
Z Tam sayilar kiimesi
Q Rasyonel sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
R Regresif fonksiyonlar kiimesi
i Delta tiirevi
[ f(O)At Delta integrali
o Ileri sigrama operatdrii
p Geri sigrama operatorii
U Graniil fonksiyon
Cra rd-siirekli fonksiyonlar kiimesi
€ Elemanidir
y Gama
A Lamda
[0) Euler fi fonksiyonu
> Toplam Sembolii



1. GIRIS
1.1. Zaman Skalasimin Tarihgesi

Klasik analizde tek degiskene bagli bir fonksiyonun tirevi ve Riemann integrali
tanimlamrken bu fonksiyonun tanim kiimesinin reel sayilar kiimesi olan R’ nin bir aralig
oldugu kabul edilir [19]. Stefan Hilger [1] 1988’deki doktora tezinde tanim kiimesini zaman
skalas1 olarak isimlendirdigi daha da karmasik bir yapiya sahip reel say1 kiimelerindeki
fonksiyonlar i¢in delta tiirev kavramini tanimlamis ve bildigimiz klasik analizi daha da
gelistirmistir [19]. Stefan Hilger bu teoriyi ilk olarak doktora tezinde ele aldiginda amaci
stirekli ortamdaki ve ayrik ortamdaki olaylarin analizini birlestirmek olmustur. Bu diisiince
uygulamali bilimler gibi bir¢ok alanda yer bulmaktadir. Bu alanlardan biri de zaman
skalasinda dinamik denklemlerdir. Diferansiyel denklemler teorisinin daha kisa zamandir
calisilmasinin nedeni, doga olaylarinin devamhilik arz edip kesintilerin olmadigi var
sayllmasidir. Diferansiyel denklemler teorisi birgok bilim dalina igin matematiksel bir ifade
yontemi olarak kullanmilir. Ancak zaman siirekli olarak ilerlese de olaylarin kendi iginde
sireklilik ve siireksizlik durumlarinin ayn1 zamanda var olmast bir gercektir. O halde, her

matematiksel olay1 diferansiyel ve fark denklemleriyle ifade etmek miimkiin degildir.

Yukarida deginildigi gibi, doga olaylari ne tam olarak siirekli ne de tam olarak kesiklidir. Bu
nedenle, olaylara iliskin denklemlerin modellemelerinde yeni bir teoriye ihtiyag
duyulmustur ve bu teorinin ad1 zaman skalasi teorisi olarak belirlenmistir. Zaman skalasi
teorisi ile birlikte hem siireklilik hem de siireksizlik barindiran olaylarin denklemlerinin
matematiksel modellenmesi formiilize edilebilmektedir. Belki de son dénemlerin en popiiler

calismalarindan birisi olmasinin en 6nemli sebebi de budur.

Zaman skalasinda tamimlanan bu denklemlere dinamik denklemler denir. Dinamik
denklemler zaman skalasinin 6zel durumlarinda fark denklemi, diferansiyel denklem haline
veya kuantum fiziginde c¢alisilan kuantum fark denklemine de doniisiir. Boylece fark ve
diferansiyel denklem i¢in ayr1 ayr1 sonuglar bulmak yerine, keyfi zaman skalalari igin gegerli

birlestirilmis sonuglar bulunabilir.

Zaman skalasi {izerine yapilan bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Ilk olarak giris

kisminda olan zaman skalasinin tarihgesinden bahsedildi ve ikinci boliimde ise zaman
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skalasinin daha sonra kullanacagimiz gerekli olan 6n bilgiler, tanimlamalar ve teoremler
verildi. Zaman skalasinda delta tiirev ve delta integralden bahsedildi. Uciincii béliimde ise
zaman skalasinda dinamik denklem ve {istel fonksiyonlarla ilgili gerekli tanimlamalar ve
teoremler verildi. Son boliimde ise zaman skalasinda kararlilik analizi ile ilgili ¢alismalar

sunuldu.



2. ZAMAN SKALASINDA TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanimlar

Zaman skalasi reel sayilarin keyfi bos olmayan bir alt kiimesidir. Boylece

R,Z,N,N,
yani reel sayilar, tam sayilar, dogal sayilar ve pozitif dogal sayilar zaman skalasina 6rnektir.
[0,1] U [2,3],[0,1] U N
yine birer zaman skalasina ornek iken

QR\Q (0,1)

yani rasyonel sayilar, irrasyonel sayilar ve (0,1) agik aralig1 bir zaman skalas1 degildir. Zaman
skalasim1 T semboliiyle belirtecegiz ve T zaman skalasinin standart topoloji ile reel
sayilardaki topolojiye sahip oldugunu varsayacagiz. Bu boliimiimiizde ilk kez Stefan Hilger’in
doktora tezinde ayrik ve siirekli analizi birlestirmek icin ortaya koydugu bu zaman skalasi
teorisinde tiirevlenebilir fonksiyonlardan bahsedip T = R ve T = Z durumlarini inceleyip
genel zaman skalasi durumlarimi ve orneklerini verece8iz. Simdi zaman skalasinin énemli
tanimlar1 olan ileri sigrama ve geri sicrama operatorleri ile beraber graniil fonksiyonunu

verecegiz.

2.1.1. Tanim

T bir zaman skalasi olsun. t € T igin ileri sigrama operatorti,

inf{se T :s5 >t}

0:T—-> T, a(t):z{ t t=supT

iken, geri sigrama operatori,

_ __(sup{s € T :s <t}
pra e ST

seklindedir. graniil fonksiyonu ise p: T — [0, o)

u) =oa(t) -t



olarak tanimlanir [1].

2.1.2. Tanim

i.  Eger T bir t maksimum noktaya sahipse o(t) =t oldugunda inf® = sup T olur.
ii. Eger T bir t minimum noktaya sahipse p(t) =t oldugunda sup® = inf T olur.
iii. Eger a(t) >t ise t’ye sag sagilimli nokta denir.

iv. Eger p(t) <t ise t’ye sol sagilimli nokta denir.

v. Eger nokta hem sag hem de sol sagilimli ise bu noktaya izole nokta denir.

vi. Eger t < sup Tve o(t) =t iset noktasina sag yogun nokta denir.

vii. Eger t > inf T ve p(t) =t iset noktasina sol yogun nokta denir.

viii. Eger nokta hem sag hem de sol yogun ise bu noktaya yogun nokta denir.

2.1.3. Tanim

T sol sagilimli bir kK maksimum noktasina sahipse o zaman T* = T — {k} olarak, aksi
halde T = T olarak tanimlanir [1].

2.1.4. Tanim

f?: T - R fonksiyonu her f?(t) = f(a(t)) olarak tanimlanr [1].

Cizelge 2.1. Noktalarin Siniflandirilmasi

t sag sagilimli nokta o(t) >t
t sag yogun nokta o(t) =t
t sol sagilimli nokta p(t) <t
t sol yogun nokta p(t) =t

t izole nokta p(t) <t<a(t)

t yogun nokta p(t) =t=o0(t)




Cizelge 2.2. Noktalarin Siniflandirilmasi

t; sagyogun ve sol yogun

t, solyogunve sag sactlimli

t; sag yogun ve sol sacitlimli

t, sag sacilimli ve sol sagitlimli

(Burada t; yogun nokta, t, izole nokta)

Ornek

T =R ve T = Z orneklerini inceleyelim.

i. T = Riseherbirt € R i¢cino(t) =inf{s € R:s>t}=inf(t, o) =t,
benzer sekilde p(t) = sup{s € R:s < t} = sup(—oo,t) = t’dir.

Dolayistyla her t € R yogun noktadir.

Graniil fonksiyonu u ise hert € R i¢in u(t) =o(t) —t =t —t = 0 bulunur.

ii. T =7 iseherbirt€Z i¢in

ot) =inf{s€ Z:s>t}y=inf(t+1, t+2, t—3,..) =t+ 1 benzer sekilde
p(t) =sup{se€ Z:s <t}=sup(.., t—3, t—2, t—1) =t — 1’dir.
Dolayisiyla her t € Z i¢in izole noktadir.

Graniil fonksiyonu p ise her t € Z igin u(t) = o(t) —t =t+ 1 —t = 1 bulunur [1].

Ornek

T = [0,2] U {3,4,5} olan bir zaman skalasi igin;



0(3) = inf{s € T| s > 3} = inf{4,5} = 4’tiir. O halde 3 sag sa¢ilimli noktadir.

0(2) =inf{s € T|s > 2} = inf{3,4,5} = 3’tiir. O halde 2 sag sagilimli noktadir.

o(1) =inf{s € T| s > 1} = inf{(1,2] U {3,4,5}} = 1’dir. O halde 1 sag yogun noktadir.
o(5) =inf{s € T|s > 5} = inf@ = 5°tir. O halde 5 sag yogun noktadir.

p(3) = sup{s € T| s < 3} = sup[0,2] = 2°dir. O halde 3 sol sa¢ilimli noktadir.

p(2) = sup{s € T| s < 2} = sup[0,2) = 2°dir. O halde sol 2 yogun noktadir.

p(1) = sup{s € T| s < 1} = sup[0,1) = 1°dir. O halde 1 sol yogun noktadir.

p(5) = sup{s € T| s < 5} = sup[0,2] U {3,4} = 4’tiir. O halde 5 sol sagiliml1 noktadur.

Ornek

T= {% ne N} U {0} olsun o zaman;

S

+

=
Slb—\-
S

|
[SN

t € Tolsun. O zaman t € {l:n € N}veyat =0’dir. t € {lzn S N} ise
n n

a(t)=inf{sET:s>%}=inf{LL __'1}=ﬁ=1%

n-1"n-2"" t
oldugundan t noktasi sag sacilimli noktadir.

O S
n+2’n+? T

p(t)=sup{s€']1‘:s<%}={0,..

n+l 1+t
oldugundan t noktasi sol sagilimli noktadir.

2
u(t)zlL_t—tzlt—_t eldeederiz.t =0iseo(t) =inf{s€T:s>0}=0vet=0=

inf T oldugundan p(0) = 0’dir [1].

Ornek

T = {v/n:n € Ny} olsun, bu durumda



o) =inf{seT:s>Vn}=inf{Vn+1,vn+2,..} =vn+1=+t2+1

O halde t noktas1 sag sagilimli noktadir.

p(t) = sup{s ET:s < \/ﬁ} = sup{...,\/n —-2,Vn—-1}=vn-1= vtz -1
O halde t noktasi sol sa¢ilimli noktadir.

u(t) =vt? +1—tolur[1].

Ornek
T= {gn € NO} kiimesi i¢in,

a(t) =inf{se'[r:s>2}

2
) n+1ln+?2 n+1/1 1
:mf{ 2 "2 }: 2 (E:t):HE
n n—-2n-1 n—1/1 1
p(t)=sup{s€’]I‘:s<§}=sup{0,..., g }: 5 (£=t)=t_§

dir. Graniil fonksiyonu ise; u(t) =t + % olur [1].

Ornek

T = {tq, ty, ..., t,} olsun.

n n n

D =) ued = Y (06 = 6 = ) (s — )

teT k=1 k=1 k=1

= (tz - tl) + (t3 - tz) + -+ (tn - tn—l) + (tn+1 - tn) =lp1— 4
elde edilir [1].

2.1.1. Teorem (Tiimevarim ilkesi)

to € T alalim ve {S(t): t € [ty, )} ailesi asagidaki kosullar1 saglayan durumlarin bir ailesi
oldugunu varsayalim,

I.  S(ty)ifedesi dogrudur.



ii. t € [ty ™) noktast sag sagilimh ve S(t) ifadesi dogru ise S(o(t)) ifadesi de dogrudur.
iii. t € [ty, ) noktasi sag yogun ve S(t) ifadesi dogru ise 0 zaman t noktasimin bir U
komsulugu vardir dyle ki Vs € U N (t, ) i¢in S(s) ifadesi dogrudur.

iv. t € [ty, ) noktasi sol yogun ve Vs € [t,, t) igin S(s) ifadesi dogru ise, S(t)

ifadesi de dogrudur. Bu durumda S(t) ifadesi t € [t,, ) i¢in dogrudur [1].

Cizelge 2.3. Farkli zaman skalalarinda operatorler

T u(t) o(t) p(t)

0 t t
Z 1 t+1 t—1
hZ. h t+h t—h
Q" (q— 1t qt g
2N t 2t t/,
Nj§ 2VE+1 (Vt+1)? (Vt—1)?

2.2. Zaman Skalasinda Delta Tiirev

f: T = R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Verilen her € > 0 sayisina karsilik t’nin bir U
komsulugu {U = (t — 6,t + ) N T)} var ve her s € U i¢in,
[f(e®) = F] = FADIa(®) = ]| < ela(t) — 5]

olacak sekilde f2(t) varsa f2(t)’ye f fonksiyonunun t noktasindaki Delta (veya Hilger)

tiirevi denir.

Ornek

f:T->R, f(t) =a, (a sabit) ile verilen fonksiyonun her t € T i¢in delta tiirevini

inceleyelim.
f:T - R, hert € Tigin f(t) = a, (sabit) ise f2(t) = 0°dir. Gergekten de here > 0 ve s €
T i¢in,

|f(a(®) = f(s) = 0.10(6) — slI< ela(E) — sl

oldugu i¢in dogrudur. O halde sabit fonksiyonun tiirevi 0’dir [1].



Ornek

f: T - R, f(t) = tile verilen fonksiyonun her t € T igin delta tiirevini inceleyelim.

f:T - R, hert € Tigin f(t) = t,ise f2(t) = 1°dir. Gergekten de her £ > 0 ve s € T igin;
1f(a(®) = f(s) = 1.lo () = slI< ela(e) — sl
|[(a(t) —s —1.|la(t) —s|I< ela(t) — s|
0 < gla(t) — s

olmas1 sebebiyle dogrudur. O halde f(t) = t ise f2(t) = 1’dir [1].

Ornek

f:T - R, f(t) = t? ile verilen fonksiyonun her t € T icin delta tiirevini bulalim.

Here >0, hers e (t—¢t+¢&) ve o(t) # s igin;

f (6(®) = £(s) = fA®).[o(8) = 51| = (62 (1) = s7) = FA(D). (6(8) = 5)| < ela(®) = 5]
= [o(®) = sl|(0(®) +5) = FAB] < elo(®) — 5|

= (c(®)+s)—f21)| < ¢

olur, & herhangi bir keyfi pozitif bir say1 oldugundan mutlak deger dzelliginden f2(t) =
o(t) + t olarak buluruz [1].

2.2.1. Teorem

f:T—R ve t € T icin asagidakiler saglanir.

I. f, t’detiirevlenebilir ise f, t’de siireklidir.

ii. f, t’de siirekli ve t sag sagilimli ise bu durumda f, t’de

fla(®) - )
u(t)

A =

olarak tiirevlenebilir.
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iii. t sag yogun nokta ise f nin t’de tiirevlenebilir olmasi ancak ve ancak,

_ f@®—f(s)
lim————

t-s t—s

limitinin sonlu olmastyla miimkiindiir bu durumda,

fA(t) — ll_r)rsl f(ti : f(s)

dir.

iv. f fonksiyonu t’de tiirevlenebilir ise
fla®) = £(©) + u@®). 2

dir [1].

Ispat

I. f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ve € € (0,1) kabul edelim.

e = e[1+ |20+ 2]
olarak tanimlayalim.
f(6(®) = () = FADIo(®) = 51| < "l () ~ 5]

olacak sekilde t noktasinin bir U komsulugu vardir. Boylecehers e U N (t —e*,t + ¢%)

i¢in;

IF @) — fF&)| = |[{f(c@®) — () = FADI[a(@®) — 51} = {f(e(®) — F(©) — u@®F2 ()}
+(t =)0

< e*lo(t) —s|+ e u(t) + |t —s|fA)
< et lu®) + 1t — sl + pu(®) +IF2@||

<& [1+ |20 +2p@)]
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Il
™

elde edilir . Bu da bize f fonksiyonun t’de siirekli oldugu sonucunu verir.

ii. f fonksiyonu t’de siirekli ve yine t’de sag sagilimli olsun. Siireklilik tanimindan dolayt;

i JOO=f() _fe@® - f® _flo®)-f®
ST e —-s ao-t  u®

yazarsak. € > 0 igiin

fle@®—f(s) _ _ fle@®) =)
a(t)—s n(t)

<¢

olacak sekilde t noktasinin bir U komsulugu vardir. Her s € U igin

flo@®) —f ()

0 [o(t) — s]

< ¢lo(t) —s]|

|[f(0(t) —f(®] -

elde edilir. Boylece;

fle@®) - f©®
u(t)

A =

olur.

iii. f fonksiyonu t noktasnda tiirevlenebilir ve t noktasinda sag yogun olsun. Bu durumda

€ > 0 i¢in her bir s € U olacak sekilde t noktasinin bir U komsulugu vardir.
O halde;
[f(e(®) = F)] = £() = FADOIo(®) = 51| < ela®) — s
yazilabilir. o(t) = t oldugundan, Vs € U igin,
@) = F] = fAOL = 51| < elt = s
f®) = f(s)

t—s

fAm|<e

elde edilir. Boylece aranan s € U ve s # t igin



f@®) = f(s)
t_

A _ .
o = lsliré s

olur.
iv. Eger a(t) = t ise bu takdirde u(t) = 0 ve

flo®) = () + p®OFL®)
yazilir.

Diger taraftan eger o(t) > t’nin yardimiyla,

fle@®) - f@®
u(t)

f(a(®) = f(&) +u(t) = f(t) + u(®) A1)

elde edilir.

Ornek

T = RveT = Z durumlarin inceleyelim.
I. Eger T = Rise2.2.1. Teorem (iii)’den dolay1 f: R — R delta tiirevlenebilir ve

f@®) —f(s)

FO=in

limiti sonlu olmak tizere mevcut ise,

f@O-fG6)
— - - '®

fA@®) = lim

olur.

ii. Eger T = Zise2.2.1. Teorem (iii)’den dolay1 f:Z — R delta tiirevlenebilir ve

fle®)=f®) _ft+1) -f(®)
u(t) 1

fA® =

=f(t+1) - f(®) =Af

elde edilir [1].

Ornek

12

h > 0ve T = hZ = {hk: keZ} olsun. Bu durumda t € T olmak lizere o(t) = inf{s €T :

s>t} ve inf{t+nh:n €N} =t+holur. Benzer bigimde p(t) =t — h seklindedir.
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Herbir t € T noktas1 bir izole noktadir ve hert € T igin u(t) =o(t) —t=t+h—t=
h’dir. O halde u sabit olur.
f:T = R fonksiyonu ve her bir t € T i¢in

fle®) - f(®) _ fE+h) - f(©)

fA@) = "o .

dir. Buradan

fAle®) - A
u(t)

A0 =

A+ ) - A
B h

f(t+2h)—f(t+h)—f(t+h)+ f(t)
h
h

_f@+2n) - ft+h) - fE+h)+ f(0)
= 1z

_f+2h) = 2f(t+h) + f(¢)
= 2

n n-— A « = - . age -
elde edilir. £2"(t) = (f* 1) ,n = 2,3, ... tiirevini de benzer bir sekilde elde edebiliriz. Yine
benzer sekilde her n € Ny igin 6™ (t) = t + nh ve p™(t) = t — nh olur.

Simdi A= %(0 — I) operatoriinii tanimlayalim. Burada I, birim operatordiir.

Binom teoremi;

n
n!
gk pn—-k _ n
kzokl(n—k)’a b (a+b)

seklindedir. A, operatoriiniin n. dereceden kuvvetini bulmak i¢in, Binom teoremini operator

versiyonu cinsinden kullanilirsak
1 1
- _ T Sk -k
AR= o (c—1D"= 2,k 0 (-D™

elde ederiz. Elde edileni operatore uygulanirsak



A _hnzr( 1D Kf(t + kh)

elde edilir [1].

2.2.2. Teorem

f,g: T = R fonksiyonlar1 t € T* noktasinda tiirevlenebilir olsunlar.

asagidaki ifadeler gecerli olur.

I. f+ g : T — Rtoplam t noktasinda tiirevlenebilirdir ve
fF+t=f"+g"

saglanir.

ii. Yasabitiigin af: T — R fonksiyonu t’de tiirevlenebilir ve

(@f)*(@®) = af*(®)
saglanir.

iii. f.g: T — R ¢arpimi t noktasinda tiirevlenebilir e

(F© = FADg@®) + f(a(®)g" ()

saglanir.

iv. Eger f (t)f(a(t)) # 0 ise, i’de tirevlenebilir ve

(i)A o L2080 ~ F©.6°®
g(@®).g(a(®)

saglanir [1].

2.2.3. Teorem

o bir sabit ve m € N olsun.

f(t) = (t — @)™ seklinde tanimli bir f fonksiyonu igin,

m-1

) = z (0(6) — @) (t — @)1=

gt) = )m seklinde tanimli bir g fonksiyonu igin,

14

Bu durumda,
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m—1 1
g = - Z) o= G ORI IR

esitlikleri saglanir [1].

2.2.1. Tanim

f:T - R fonksiyonu verilsin. Eger f2 fonksiyonu T* = (T*)¥ tizerinde tirevlenebilir ise,
f fonksiyonunun ikinci tiirevi f24 = (f4)%: T** - R seklinde tammlanir. n. dereceden tiirev
FA" 1 T** > R seklindedir. Sonug olarak, o2(t) = a(a(t)) ve p?(t) = p(p(t)) yazilabilir.
O zaman V n € Nyigin 6™(t) = t + nh ve p"(t) = t — nholur. Ayrica p°(t) = o%(t) =
t>dir [1].

Ornek

Genel olarak f ve g fonksiyonlari iki kez tiirevlenebilir olmasi durumunda bile fg

fonksiyonu iki kere tiirevlenemez. Ciinkdi,
(9t =flg+f7g"
Oldugundan f ve g iki kez tiirevlenebilir ve f¢ tiirevlenebilir ise ve ikinci tiirev alinirsa;
((FH = (Fhg + fg™ = [ + 2" + f7 g* + [ g™
= fBg 4 (FA0 4 fobYgh 4 fO0 goA

elde edilir. Burada f2° = A% seklindedir [1].

2.2.4. Teorem (Leibnitz Formiilii)

S,En), k tane o ve n — k adet A igeren, n uzunlugundaki miimkiin olan tiim dizilerden olusan

bir kiime olsun. Eger her A € S,En) igin f4 mevcut ise, Vn € N igin,

(f)*" = Z IZ £4] g
k=0

m
A€,
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esitligine Leibnitz formiilii denir [1].

Asagida Cizelge 2.4°te zaman skalasinda degisik 6rnekler verilmistir. Zaman skalasini farkli
sectigimizde, se¢ilen zaman skalasina karsilik gelen graniil fonksiyon, ileri ve geri sigrama

operatorlerinin alacagi sonuglar gosterilmistir.

Cizelge 2.4. Farkli zaman skalalarinda operatorler ve tiirev

T R Z

ILERI SICRAMA o(t) t t+1

GERI SICRAMA o) t t—1
GRANUL u(t) 0 1

TUREV A f1® Af(t)

2.3. Zaman Skalasinda Delta integrali

2.3.1. Tamm

Bir f: T — R fonksiyonunun sag yogun noktalarinda sagdan limiti var (sonlu) ve sol yogun

noktalarinda soldan limiti var (sonlu) ise f fonksiyonuna diizenlidir denir [1].

2.3.2. Tanim

Bir f: T — R fonksiyonu zaman skalasinin tiim sag yogun noktalarinda sag siirekli ve tiim sol
yogun noktalarinda sonlu sol limiti varsa bu f fonksiyonuna T tizerinde rd-siirekli denir. rd-
stirekli fonksiyonlar kiimesi Cy4, Crq(T), Crq(T, R) ile gosterilir [1].

2.3.3. Tanim
Bir f : T — R fonksiyonu, bir D c T* bdlgesi i¢in, her t € D noktalarinda tiirevlenebilir
ve T* \D bolgesi sag sagilimli nokta igermeyen sayilabilir bir kiime olsun, bu durumda f

fonksiyonuna D bolgesinde n-tiirevienebilirdir denir [1].
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2.3.1. Teorem

f: T = Rolsun. Bu durumda,

i.  f strekli ise rd-siireklidir.

ii.  f rd-siirekli ise diizenlidir.

lii. o operatorii rd-siireklidir.

iv. f rd-siirekli veya diizenli ise f¢ da bu sekildedir.

v. fsirekli, g: T — R fonksiyonu da rd-siirekli veya diizenli ise fog da bu sekildedir [1].

2.3.2. Teorem

Kapali aralikta her diizenli fonksiyon sinirhidir [1].

Ispat
Varsayalim, f:[a,b] > R fonksiyonu sinirsiz olsun. Yani her n€N i¢in ¢, €
[a, b] ve |f(ty| > nolsun. {t,:n € N} c [a, b] oldugundan {tn,}, oy Yakmsak bir alt dizi

vardir. Yani en az bir t, € [a.b] vardir ki,

olur. {tnk:k € N} c T ve T kapali oldugundan t, € T’dir. Bu durumda t, noktasi izole

olamaz. t, noktasina yukaridan ya da asagidan yaklasan bir alt dizi vardir. Her iki durumda

diizgiinliikkten dolayi, t — t, iken f(t)’nin limiti sonlu olmalidir ki bu bir ¢eliski durumudur.

2.3.3. Teorem

f ve g fonksiyonlar1 T {izerinde tanimli reel degerli fonksiyon olsun. Her iki
fonksiyon D tiirevlenebilir bolgesinde On tiirevlenebilir olsun. O zaman her t €
D igin;

FA®l = g*®

ise r < s olmak tizere Vr,s € T i¢in;
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If () =f(r)I < g(s) —g()

saglanir [1].

fspat

r,s € Tver < solsun.[r,s)\D = {t,:n € n}ile gosterelim. £ > 0 olsun.

Simdi tiimevarim yontemini kullanirsak, her t € [r, s] i¢in,
SO IF (O = fI < g —gr) +¢| ) 27
tn<t
esitsizligini gosterecegiz. Bunu gostererek te ortalama deger teoremi ispatlanmis olacaktir.
Simdi 2.1.1. Teoremi ile verilen tiimevarim ilkesinin kosullarin1 kontrol edelim.

I.  Acik olarak S(r) ifadesi dogrudur.

ii. tsag sagiliml bir nokta olsun ve S(t) dogru olsun. Boylece;
f(e(®) = F@)| = |F(©) + p@®). F2@®) - £ ()
<u@®.|[FAO+1f () = F()

<u®.g*O+g®)—gr)+el|t—r+ Z 27"

ta<t

= g(a(t)) —gn)+elt—r+ Z 2™n
tp<o(t)

< g(a(t)) —gr)+elao(t)—r+ Z 27"
tp<o(t)
olup S(a(t)) dogrudur.

iii. t= ssagyogunnoktada S(t) dogru olsun (o (t) = t). iki durumu da goz dniine alirsak.
Yani teDve t €D igin bakalim. Oncelikle t € D olsun. Bu durumda fveg, t’de

tiirevlenebilirdirler. Dolayisiyla bir U komsulugu vardir, 6yle ki; her t€ U igin;
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(O - F@ = FA©.(c =D <5 le =
ve
9 = 9@ - g*®. (¢ = D] < Sl — <l
olur . Boylece,
O - F@I = [IF2@] +3] It~
ve
9@ - g® - g"®. G~ = It ]

olur. Bu durumda her 7 € U N (¢, o) i¢in,

If@-fMOI<lf@ - fOI+1f@®) = fF

<[ +3]1e = 7l + £ - £

tp<t

= [QA(t) + %] It —z| + g(t) — g(r)e. [t —r Z 2‘”‘
=gA(t).(T—t)+§(r—t)+g(f) —g(r)+e(t—r)+£2 2-n

ta<t

<g@ - g+l —l+50 =0 +g(0) - g() + et 1)

+622‘"

tp<t

T—r+22_"

th<t

=g(@)—gl)+e

olup S(7) ifadesi her € U N (t, ) i¢in dogrudur.

Simdi ikinci durum igin t € D olsun. Bu durumda bazt m € N igin t = t, olur. f ve g 6n

diferensiyellenebilir olduklarindan bir U komsuluklar1 vardir.
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Yani vVt € U igin,
€ -m
f@-fOl =32
ve
€ -m
lg(@) —g(Ol =32
dir. Dolay1siyla,
g —_—
g -9z 527"

olur. Bunlar1 kullanarak;

If@ - fOI<If@ - fFOI+ @) - f()]

€
SEZ‘"+g(t)—g(r)+e t—r+22‘"

ta<t

€
< 2_"+g(r)+§2‘”—g(r)+e T—r+22‘”

tp<t

N| M

=2 M+ g(x)—glr)+e|lt—r+ ZZ‘”

ta<t
<g@x)—-gr)+elr—r+ z 27"
th<t
elde edilir ki S(7), her t € U N (¢, ) igin dogru olur.
(iv) t sol yogun nokta olsun ve her 7 < t i¢in S(t) dogru olsun. Bu durumda;

Umlf () = O < lim 3 g@ - g +ele—r+ > 27

tn<t
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< lirtn_ gr)—glr) +¢ r—r+22_”

ta<t

olup S(t) dogrudur.

2.3.4. Teorem
f bir diizenli fonksiyon olsun. Bu durumda her t € D igin D tiirevlenebilir bolgesiyle

ontiirevlenebilir ve F2(t) = f(t) olacak sekilde bir F fonksiyonu vardir [1].

2.3.4. Tamm

f+ T — Rbir diizenli fonksiyon olsun. Bu durumda, 2.3.2. Teoremindeki gibi olan her bir
F fonksiyonuna f’nin on-anti tiirevi denir. Burada c keyfi bir sabit ve F; f’nin 6n-anti tiirevi

ise,

f F(OAE = F(E) + ¢

bi¢iminde tanimlanan ifadeye diizenli olan f fonksiyonunun belirsiz integrali denir [1].

2.3.5. Tanim
f: T — R fonksiyonu vVt € T*igin F2(t) = f(t) oluyorsa F’ye

f’nin anti tiirevi denir [1].

2.3.6. Tamm

Cauchy integrali Ym,n € T igin;
n
[ rac=rm -y
m

olarak tanimlanir [1].
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Ornek

T = 7Z ve a sabit olmak tizere a = 1 olsun.

oldugundan,

an
fa”Anz +c
a

olarak yazariz. Burda c keyfi sabittir [1].

2.3.5. Teorem
Her bir rd-siirekli fonksiyonun bir anti-tiirevi vardir. Ozel olarak

bir ty € T igin

t

F(O) = j on,

to

ile tanimli fonksiyon f(t)’nin anti-tirevidir [1].

fspat

f rd-siirekli fonksiyon olsun. 2.3.1. Teorem (ii)’den dolay1 f diizenlidir. 2.3.5. Teoreminden
dolay1 6n-anti tiirevi vardir. F(t,) # t, olsun ve her t € D icin F2(t) = f(t) olsun. Burada
F fonksiyonu D de on-diferansiyelenebilirdir. Her t € T® igin F2(t) = f(t) oldugunu
gosterelim. (T \D c T* dir). Dolayisiyla t sag yogun noktadir. Ciinkii T*\D’de sag
sacilimli nokta yoktur. F rd siirekli oldugu i¢in, t noktasinda siireklidir. € > 0 olsun ve bu

durumda bir U komsulugu vardir dyle ki her s € U igin,

If(s)-fOl <&

olur. Simdi 7 € T i¢in



k(1) = F(x) = f(£)(T — to)
tanimlayalim. Dolayisiyla k, D de 6n diferanseyellebilirdir. O halde, 7 € D igin;
kA(T) = FA(D) = f(©) = f(D) = £ (©)
olup, her s € D N U icin,
KA = If () — f®)l < ¢
olur. Bu yiizden;
subsepnu|k(s)| < e
olur.
2.3.1 Teoremden dolayi her r € U igin,
|F(t) = F(r) — f(©)(t —7)
= |h(@) + f(©)(t — to) — [R(r) = () — to)] — fF(O)(E — 1)
= |h(t) = h(r)
= {supsepnu[h* ([}t — 7|
<e¢lt—r|

olup F; t’de diferansiyellenebilirdir ve F2 (t) = f(t) dir.

2.3.6. Teorem
f2(t) = 0ise, bu durumda f fonksiyonu azalan degildir [1].

2.3.7. Teorem

f,g €Cryvep,r,s,a(t) €T ve a € Rolmak iizere asagidakiler saglanir [1].

i. j(f(t)+g(t))At= ff(t)At+jf(t)At
p 1% p

23
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r r

ii.faf(t)At = aff(t)At
P

p

iii. f FOAL = — f F(OAL
p p

iv. Jf(t)Atsz(t)At+ff(t)At
p p s

v. f f(o(0)g*®At = (Fg)(r) ~ (F9)P) ~ f A0 g0
14 14

Vi jf(t)gA(t)At = (fg)(r) — (fg)(p) —ij(t)g(a(t))At
p p

D
vii. | f(t)At =0
/

2.3.8. Teorem

feCqvet €Tise;
a(t)
| r@se=wore
t

olur [1].
Ispat
2.3.5. Teoreminden f’nin bir F antitiirevi vardir ve o(t) > t i¢in

o(t)
f F(AT = F(a(®) - F ()
t

= u(OF(0)



= u(f ()
olur. a(t) = 0ise u(t) = 0 oldugundan esitlik saglanir.

2.3.9. Teorem
m,n € T ve f € C,q4 olsun.

i. Eger T = Rise;

n n
ff(t)At = jf(t)dt
m m
dir. Burda esitligin sagindaki integral Riemann integralidir.

ii. Eger [m, n] aralig1 sadece izole noktalar1 barindirtyorsa, bu taktirde

(z uf@E®) m<n

te[m,n|

ff(t)At=<0 m=n

Z u@®ft) m>n

\te [n,m[

iii. Eger T = hZ = {hk:ke Z}, h > 0 ise, bdylece

h
Z F(kh)h m<n
n kz%
ff(t)At=<O m=n
m %_I
_ Z fFk)h ~ m>n
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iv. Eger T = Z ise boylece

(n—l
. Z f(t) m<n
t=m
ff(t)At=<O m=n
n-I
m
— f() m<n
\ om
elde edilir [1].
2.3.7. Tamm

f fonksiyonu [m, o) araliginda rd siirekli ve m € T, supT = oo ise genellestirilmis integrali

foof(t)At = lim jnf(t)At

Seklinde tanimlanir. Bu integralin limiti varsa genellestirilmis integral yakinsak, Limit yoksa

genellestirilmis integral iraksaktir [1].

2.3.10. Teorem
g:R — Rsiirekli ve g: T = R, de tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Ayrica f: R — R siirekli
tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda [t, o(t)] reel araliginda bir ¢ noktasi vardir

oyle ki,

(fog)®(t) = f'(g())-g° (&)

esitligi saglanir [1].

2.3.11. Teorem
f: T > Rtammh f fonksiyonu siirekli, t,s € T ve t>s olmak iizere, f(s)f(t) <O
saglaniyorsa, € [s,t) i¢in f(r) = 0 veya f(r)f(o(r)) < 0 olur [1].

Asagidaki Cizelge 2.5’te zaman skalasimi farkli kiime segtigimizde, bu zaman skalasina

karsilik gelen integral denklemleri 6zetlenmistir.



Cizelge 2.5. Farkli zaman skalalarinda integral

T

R

INTEGRAL

b
f F(OAE

b
ff(t)dt

i
Juy

f(®)

~+
1
Q

27
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3. DINAMIK SISTEMLER

3.1. Ustel Fonksiyon

3.1.1. Tanim

k > 0 olsun. Buna gore Hilger karmasik sayilarim, Hilger eksenini, Hilger yedek eksenini

ve Hilger sanal ¢emberini sirasiyla asagidaki gibi tanimlariz,

1
C, = eC: ;t——}
h {Z VA k

1
]R{kz{zeck:zEIR{, Z>_E}

1
Akz{ZECk: z€R, Z<_E}

+l=3
TR Tk

Burada k = 0 olursa Cy =c¢, Ry =T, Iy =ir, Ay = @ ile tammlidir. Ayn1 zamanda k >

Ik={ZECk:

0 ve z € Cj oldugunda,

z’nin Hilger reel kismi; Rey (z) = |Zk+kll—1,
z’nin Hilger sanal kismi; Im, (z) = %

ile tanimlaniz [1].

3.1.2. Tamim
p: T — R tamimli fonksiyon olsun. Her t € T¥ i¢in

1+ u(®)p() #0

esitsizligi varsa p fonksiyonu regresiftir denir. Biitlin regresif ve rd-siirekli fonksiyonlarin
ailesini R, R(T) veya R(T, R) ile gosterlir [1].
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3.1.3. Tanim
T tizerindeki tiim regresif ve rd-siirekli fonksiyonlarin ailesi R, her t € T*ve p, g € R i¢in;

(p®q)(t) = p(t) + q(t) + u(®)p(t)q(t)

ile tamml1 toplama @ islemi ““circle plus’’ olarak adlandirilir, ve bu islem altinda regresif ve

rd-siirekli fonksiyonlar ailesi R, Abelyen gruptur ve bu gruba regresif grup denir [1].

3.1.4. Tanim

3.1.3. Tanimda @ islemi altinda p € R’nin toplamsal tersi;

p(t)

Op=- 1+ u(®)p(t)

ile tanimlanir ve R’dedir ve ayrica her t € T i¢in ve p, q € R i¢in;

P © @) = (p®(O 9))(t)

ile tanimlanan “‘circle minus’’ ¢ikarma & islemidir [1].

3.1.5. Tanim

Zaman skalasinda p € R olmak iizere her t,s € T olmak lizere ep (t,s) igin asagidaki silindir

donistimii olan
log(1 + hz)
Eh(Z) = { VA h+0

Z h=0

kullanarak

t
e,(t,5) = exp j £y (P(D)AT

ile tanimlanan fonksiyona iistel fonksiyon denir [1].



3.1.1. Yardimci Teorem
Egerp € Rise herr,s, t € T i¢in
ey (t,m)e,(r,s) = ey(t,s)

yar1 grup ozelligi saglanir [1].

fspat

p € Rveherr,s,t € T olsun. 3.1.4. Tamimdan

t r
e, (t,1)e,(r,s) = exp [f $uy(@(1))At [ exp U fu(t)(P(T))AT]

[t r
= exp | [ fuy @A+ [ 0@

[t
= exp f Euy(p(1)AT

= ey(t,s)

olarak bulunur.

3.1.1. Teorem
p,q € R olsun,
i. eo(a,b) =ey(a,a) =1

i. ey(o(a)b)= (1 + /,t(a)p(a))ep(a, b)

1

iii. e,(a,b)= Pyt egp(b,a)
14

b,a)
iv. ey(a,b)e,(b,c) =e,(a,c)

V. ey(a,bles(a,b) = eygq(a,b)

30
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ep(ab)
VI. eg@b) epoq(a, b)

1 ]A — p(a)

vil. [ep(.,b) T eg(b)

esitlikler saglanir [1].

3.1.6. Tanim

p € R ise birinci mertebeden y 2 = p(t)y lineer dinamik denklemine regresiftir denir [1].

3.1.2. Teorem

Varsayalim 3.1.5. Tamimdaki birinci mertebeden y 2 = p(t)y lineer dinamik denklemi

regresif ve t, € T olsun. Bu durumda e, (., t,) foksiyonu, zaman skalasindaki

yA=p®y y(t) =1

baslangi¢ deger probleminin bir ¢oziimiidiir [1].

3.2. Lineer Dinamik Denklemler

3.2.1. Teorem

pERVe t, €T olmak iizere y * = p(t)y regresif denklemi icin, y, € R olsun.
y(t) = e, (t,to)¥o

ile verilen fonksiyon,

yA=p®y, vty =y, (1)

baslangic deger probleminin tek ¢oziimiidiir [3]. Buradaki e,(t,t,) fonksiyonu distel

fonksiyondur. 3.1.2. Tanmimina iliskin baslangi¢ deger problemi ise;

yA=p®y, y(t) =1 ()
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dir. Bu (2) denkleminin adjointi de asagidaki (3) denklemidir;

xt = —pOx% x(t)) =1 (3)

3.2.2. Teorem

p, regresif ve rd-siirekli olsun, bu durumda (2) denkleminin ¢éziimii tektir [3].

3.2.3. Teorem

p, regresif ve rd-siirekli olsun, bu durumda e,(.,t5) ve eg,(.,ty) sirastyla (2) ve (3)

denklemlerinin tek ¢oziimleridir.
Acikga, p, regresif ve rd-siirekli ise 3.2.3. Teoreminden xgegy, (., to)

x® = —p(t)x?, x(to) = xg (4)

denkleminin tek ¢6zimiidiir. Bunun yam sira K, f rd-siirekli olmak tizere (4) denkleminin

integral carpam olan e, (t, to) yardimiyla;

[xe, (., to)]A = xbe, (., to) + pe, (., t)x? = e, (., to)[x* + pxT] = e, (., to)f

denklemini ¢ozebiliriz. Her iki tarafin t,’dan t’ye kadar integralini alirsak x i¢gin bir formiile

ulasabiliriz.
fla®) = £(®) + u@®f4@®)
esitligini kullanarak;

yA2(®) =p@®y + f(0), y(to) = ¥o (5)

esitligini de ¢ozebiliriz [3].

3.2.4, Teorem

p ve f rd-siirekli ve burada p regresif olsun.



t

Xoeop(t, to) + f eop(t,DF(DA®)

to
ve

t

Yoeop(t to) + j e, (t, (1) (DA

to

fonksiyonlari sirasiyla (4) ve (5)’in ¢ozimiidiir [3].

3.2.5. Teorem
Eger p,q € Rise

ep (-, to)
ed (-, to)

eﬁeq(-; to) = (@ —q)

olur [3].

3.2.6. Teorem

Egerp e Rvea,b,c € Tise

[ep(c, . ]A = —p[ep(c, ' ]G
ve

b

j p(t)ep(c,a(t))At =ey(c,a) —ey(c,b)

a

dir [3].
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3.3. Lineer Dinamik Denklem Sistemleri

3.3.1.Tanim

A, T tizerinde tanimli m x ntipinde bir matris fonksiyon olsun. Eger A’nin her bir

elemani T tizerinde rd-siirekli ise A matrisine rd-siireklidir denir [1].

3.3.2. Tanim

T iizerinde n x ntipinde matris degerli A fonksiyonu igin I+ u(t)A(t) # 0 oluyorsa
A matrisine T iizerinde regresiftir denir. Tiim regresif ve rd-siirekli matris fonksiyonlar ailesi

R ile gosterilir [1].

3.3.3. Tanim
A € R n x n matris fonksiyonu ve t € T igin

YA@) =AY () , Y(t) =1

baglangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim ey (¢, ty) ile gosterilir [1].

3.3.1. Teorem

M ve N n x n tipinde tiirevlenebilir matrisler olsun.

Bu durumda asagidakiler saglanir [1].

i. (M +N)2=M~+NA

ii. (aN)2 =aM?  (asabit)

i, (MN)? = MAN° + MN2 = M°N% + NM2

v.MM? tersinirise (M™% =—-(M%)"1-M M1 = —M~TMA(M7)1

v. Mo(t) = M(¢t) + u(t)M2(t)



3.3.2. Teorem

A ve B, T’de matris degerli fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda asagidakiler saglanir [1].
L ey(a,b) =es(a,a) =1

il. e4(a(a),b) = (I + u(a)A(a))eA(a,b)

iif.ey(a,b) = ey (b,a)

iv.ey(a,b)ey(b,c) = ey(a,c)

35



36

4. KARARLILIK ANALIZI

Potzsche [14], keyfi zaman skalalarinda invaryant lineer sistemlerdeki zaman kararliligi igin
gerek ve yeterli sartlar1 ortaya koyan oncii bir ¢alisma yapmistir. Bu eserdeki tanimlamalar
sistem matrisinin 6zdegerlerinin, kararliligin muhtemelen baglantisiz bir P(T) kiimesine
dahil oldugu ki bu da tizerinde ¢aligilan sistem her bir zaman skalasi igin degisiklik gosterebilir

yeterli kosulunu icermektedir.

Bununla ilgili bir ¢alismasinda [18], zaman skalalar1 {izerindeki zaman invaryantli skaler
dinamik denklem ve zaman degiskenli kararlilik 6zelliklerini ele almistir. Bu keyfi zaman
skalalar1 tizerinde degisken zamanli birinci mertebeden dinamik denklemin karakteristik
davranisini ortaya koyan ilk ¢alisma olmustur. Bu ¢alismanin amaci otonom lineer dinamik
sistemin mevcut sonuclarini, zaman skalalarinin genis bir sinifi tizerinde, otonom olmayan
lineer dinamik sistemin daha bir genel haline genisletmektir. (Ornegin; simrl1 graniil olan

zaman skalalar1 ve supT=00)

Genelde sistem matrisinin Ozdegerlerinin yerlesimi, zaman degiskenli sistemin ({istel
kararliligini ya da kararliligini garanti etmez. Otonom olmayan sistemlerde bu teoriyi
gelistirmek i¢in ayrik dinamik sistemler ve siirekli kararlilik ile ilgili standart caligmalarda
oldugu gibi bir Rus matematik¢i ve miihendis olan Lyapunov’un ‘‘Ikinci (direkt)
Metodu’’nun genel bir zaman skalasi versiyonunu ortaya koyarak diizgiin kararlilik, diizgiin
uistel kararlilik ve diizglin asimptotik kararlilik teoremleri zaman degiskenli sistemler i¢in

birlestiriyoruz.

1892°deki doktora tezinde Lyapunov [7] diferansiyel denklemin kararliligini1 analiz etmek i¢in
iki metot ortaya koymustur. Onun ‘‘ikinci Metodu’> hem diferansiyel hem de fark
denklemlerinde lineer ve lineer olmayan sistemlerin kararlilik analizi i¢in yaygin olarak
kullamlan bir yontem olmustur. Lyapunov’un ‘‘ikinci (direkt) Metot’’ olarak adlandirilan
metodun hedefi sudur: Coziimleri acik olarak bilmeden verilen denklem bigimlerini

kullanarak fark denklemleri ve diferansiyel denklemin kararliligi sorularini cevaplamaktir.

Lyapunov’un ikinci metodu su sekilde 6zetlenebilir;
Bir dinamik sistemin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki 6zelliklere sahip bir

skaler V' (x) fonksiyonunun (Lyapunov fonksiyonu) var olmasidir.
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a) Vix)>0, V'(x)<O, X # X, i¢in

b) Vix)=V'(x) =0, X = X, igin
Burada x, dinamik denklemin sabit(denge) noktasidir.
Miihendislik uygulamalarinda ve uygulamali matematik problemlerinde bir ¢éziim genellikle
ne kolayca elde edilebilir ne de kolayca hesaplanabilir. Lyapunov’un “‘ikinci Metodu’’nun
dogal giizelligi ve seckinligi, tam ¢Oziimiin bilgisinin gerekli olmamasidir. Sistem i¢in ortaya

konulan ¢6ziimiin davranisi kesin bir ¢6ziim hesaplamaksizin arastirilabilir.

Lyapunov’un ‘‘fkinci Metodu’’nu zaman skalalar1 {izerinde otonom olmayan lineer
sistemlerle birlestirip genisleterek ardisik noktalar1 arasinda diizensiz mesafe igeren bir zaman
tanim kiimesinin miimkiinliigii ile kars1 karsiya gelebiliriz. Bu da meselenin 6énemli bir konu

oldugunu kanitlar.
4.1. Genel Tanim ve Teoremler

x(t)’nin Oklidyen normu, n x 1 tipinde bir vektor ve t nin gercek degerli fonksiyonu olarak
Ix@Il = VxT(©)x(¢)
seklindedir.
Al = max )= [IAll
ifadesi bir m x n tipindeki A matrisinin indiikklenmis normudur.
Al = [max||x||=1xTATAx]1/2

ifadesi m x n tipindeki A matrisinin spektral normudur [2].

4.1.1. Tanim
M simetrik bir matris ve x, n x 1 vektor olmak lizere
Eger xTMx > 0 ise pozitif yar: tammlt,

Eger xTMx > 0 ve yalnizca x = 0 oldugunda pozitif tanzm/: olarak ifade edilir [2].
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Simdi diizgiin kararlilik ve diizgiin tistel kararlilik kavramlarini tanimlayacagiz. Bu iki kavram

asagidaki zamana bagl regresif lineer dinamik denklemin ¢oziimiinde sinirlilig1 igerir.

x2(t) = A[®)x(t), x(ty) =xo, to €T (6)

4.1.2. Tanim
Her tyve x(t,) igin
IOl < v]lx o)l t =t

olacak sekilde y > 0 sonlu sabiti varsa (6) zaman degiskenli lineer denklemine diizgiin
kararlidir denir [2].

4.1.3. Tanim
Her tyve x(t,) igin

Ix @Il < vllx(toylle-at. to) . t =t (7)

olacak sekilde y ve A > 0 sonlu sabiti varsa (6) zaman degiskenli lineer dinamik denklemine

diizgiin tistel kararhdwr denir [2].

4.1.4. Tamim

x2(t) = A(t)x(t), x(ty) = x, lineer dinamik denklemi diizgiin kararli ve herhangi bir y >

0, tove x(ty) igin

lxOI < yllxtoll ¢ =t +T ®)

olacak sekilde bir T > 0 varsa (6) zaman degiskenli lineer dinamik denklemine diizgiin

asimptotik kararlidir denir [2].

4.1.1. Teorem

(6) zaman degiskenli lineer dinamik denkleminin diizgiin kararli olmasi igin gerek yeter kosul
her t > tO ve t, tO eT 1@11’1

lpa(t, t)ll < ¥ 9)
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olacak sekilde y > 0 var olmasidir [2].

fspat

Varsayalim (6) zaman degiskenli lineer dinamik denklemi diizgiin kararli olsun. O zaman

her tove x(t,) igin ||x ()| < }/”x(to) |, t=t, olacak sekilde y > 0 sonlu sabiti vardr.

Verilen tyvet, =ty icin x, bir vektor olsun. (6) denkleminin t, baslangic degeri olmak
tizere x(to) = x, bir ¢ozimiidiir. |lx,ll = 1icin [[pa(ta, to)xall = llPpa(ta to)llllxall =
| 4(tq to)l elde ederiz. Yani baslangi¢ durumu x(t,) = x, olan (6) zaman degiskenli lineer

dinamik denkleminin t, zamanindaki ¢6zimii;

Ix @)l = llpata to)xall = lIgalta, to)llllxall < ylixll

seklindedir. ||x,|| = 1 iken |[¢p4(t, to)ll < ¥ oldugunu goriiyoruz. Herhangi bir t,vet, >
to icin x, secilebildiginden her t,ty € T icin ||¢p4(ts to)ll < v oldugunu goriiriiz. Simdi
varsayalm her t,ty € T icin |[¢p4(ts, to)ll <y olacak sekilde bir y var olsun. (6)

denkleminin ¢6ziimii herhangi t, ve x(t,) = x, igin;

Ix(@1I=ll@ 4t to)xoll < llPa(t, t)llllxoll < yllxoll, £ = ¢

seklindedir. Boylece (6) diizgilin kararlidir.

4.1.2. Teorem

(6) zaman degiskenli lineer dinamik denkleminin diizgiin iistel kararli olmasi i¢in gerek yeter

kosul her t > t,ve t,t, € T igin;

lpa(t, t)l < ve_y(t, to)

olacak sekilde A ve y > 0 var olmasidir [2].

Ispat

Ilk olarak (6) denkleminin iistel kararli oldugunu varsayalim. Herhangi bir t, ve x(to) = x,

iciny, 1 > 0ve—1 € Rtvar dyleki |[x(®)|l = [lxollye_s(t, to),
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t > t, olacak sekilde (6)’ya ait uygun ¢oziimler vardir. Yani t, ve t, = t, i¢in bir x, vektor
i¢in (6) denkleminin t, baslangi¢ degeri olmak tizere x(t,) = x, bir ¢éziimidir. ||x,|| =1
igin, 1194 (tar to)xall = 194 (tas to)llllxell = llg4(tar to) | Olsun. Baslangic durumu x(to) =

x4 kosuluna uygun (6) zaman degiskenli lineer dinamik denkleminin t, zamanindaki ¢6ziimii;

lx(t)ll = llpalta to)xall = llpalte to)llllxall < llxallye—a(t, to)

esitsizligini saglar. |[x,|| = 1ve —2 € R¥ iken |[¢p,(t, to)|l < ye_,(t, t,) olur. Herhangi bir
tovety, =t, igin x, secilebildiginden her t,to € T i¢in ||p4(t, to)|l < ye_, (¢, ty)
oldugunu goriiriiz. Simdi varsayalim her t,ty € T igin |[p4(t, to)|l < ve_,(t, ty) olacak
sekilde y, A > 0ve—A € R* var olsun. (6) denkleminin ¢6ziimii herhangi t, ve x(t,) = x,

icin ||x (O] < lpa(t, to)xoll < lpa(t, t)llllxoll < llxgllyea(t, to),t = to olur. Béylece (6)
lineer dinamik denkleminin diizgiin iistel kararlilig1 elde edilir.

4.1.3. Teorem
Her t € T icin ||A(t)|| < a olacak sekilde bir a sabiti var olsun.

(6) zaman degiskenli lineer dinamik denklemi diizgiin istel kararli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul hert,7 € T vet = o(7) i¢in

t
f ba(t, a()IAs < B (10)

olacak sekilde bir § sabitinin var olmasidir [2].

fspat

(6) ile verilen denklemin diizgiin istel kararli oldugunu varsayalim. Teorem 4.1.2°den
hert,t € Tvet = tigin ||¢p,(t,7)|| < ye_,(t, 7)olacak sekilde yved >0 ve —1 € R*

vardir. Her t > o(7) i¢in;

t

t
[Noaeoias < [ yea(totsd)as

T
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= e_a(t,0) — e (&, )]

>JI‘<

[1—e_,(t,7)]

<

>R

sonucuna varilir. Boylece (7) denkleminde g = ;—/’dlr.

Simdi (10) ifadesinin sagladigini varsayalim.
t
Gat, ) =1— f [Pa(t,$)]25As =1+ f da(t,a(s))A(s)As
T

ifadesinin ¢oziim matrisini temsil ettigini goriiyoruz. Boylece hert,t € T vet > a(7) igin

IA(t)|| < « olmak {izere
t
194060l = 1+ [ 94t o) MAGlAs <1+ ap
T
olur. Boylece ispat1 tamamlamak igin her t > o (1) i¢in;

t
bat DI — 1) = f ba(t, DIl As

t
< f ba(t, () Il aa(s), DllAS

< B+ ap) (i)
olur.
SimdiTileT = 2(1+apf)vet =7+ T € T segimi ile
lpaCt, DIl <2 (i)

elde edilir. (i) ve (ii)’deki sinrlart kullanarak keyfi 7 i¢in [t + kT,t + (k + DT]p

bicimindeki zaman skalasinda asagidaki esitsizliklere sahip oluruz.
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lpa(t, DI <1+ ap, telr, 7+ T,
lps(t, DIl = llpalt,t + T)pys(z + T, 1)l

< llgat, T+ Dllllpaz + T,

1+af
2

< , t€[t+T, 7+ 2T)y

lp4(t, DIl = llpalt,t + 2T)Pa(r + 2T, 7 + T)pa(z + T, 7|

< llpat T+ 2Dl + 2T, 7+ Dlllipa(z + T, D

1+apf

<
=z

t€[t+ 2T, v+ 3T)r.

Genel olarak herhangi t € T i¢in;

1+ ap
2

lp,(t, DI < t€[t+ kT, 7+ (k+ D7)y

olur. Simdi azalan iistel sinir elde etmek igin sinirlar segiyoruz. k € Nyilet € [t + kT, T +
(k + 1)T)y igin;

e_,(t, 1) =e_3(t+ (k+ DT, 1) = TS

ifadesine ¢oziim olarak y = 2(1+ aB) ve A(t),(—1€ R*T ) pozitif fonksiyonunu

tanimliyoruz.

t >tiletimt,t €T igin |[p4(¢t, T)|| < ye_;(t,7) olacak sekilde azalan iistel simirlar elde

ediyoruz. Bu nedenle 4.1.2. Teoreminden iistel kararlilik elde edilmis olur.

Ornek olarak T = R oldugu zaman

e~ AMt-1) > p—A(T+(k+DT-1) — e—)l((k+1)T) —
2k+1

goziimdir. k € Ng Ve t € [t + kT, 7+ (k + DT)r igin A = —=In(;) dir.

T = Z oldugu zaman ise,

(1 _ A)t—r > (1 _ A)‘L’+(k+1)T—T — (1 _ A)(k+1)T — Tz
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goziimdiir. k € Ng Ve t € [z + kT, 7+ (k + )T)piginA =1— ()" /rve T = Z oldugunda
—A € RT°dur.

4.1.4. Teorem

x2(t) = A(t)x(t), x(ty) = x, zaman degiskenli lineer dinamik denklemi diizgiin iistel

kararhidir ancak ve ancak diizgiin asimptotik kararhdir [2].

jspat

Varsayalim (6) sistemi diizgiin tistel kararli olsun. Bu t = 7 igin ||¢p,(a(s), )| < ye_;(t,T)

oyle ki —2 € R* olacal sekilde y ve A > 0 sabitlerinin var oldugunu ifade eder. Agikca

diizgiin kararliligi ifade eder. Simdi y > 0 olmak tizere t, + T € Tigin e_ (ty + T, ty) < g
olacak sekilde yeteri kadar biiyiik pozitif T € T segebiliriz. t € T ilet > t, + T ve herhangi
bir t, ve x, igin,
llxCONl = Nl a(t, t2) x|l

< ll@aCe tIxoll

< ye_a(t, to) llxoll

< ye_alto + T, to)llxoll

<Sllxoll, t =ty +T.

Boylece (6) diizgiin asimptotik kararlidir. Simdi tersini varsayalim. Diizgiin asimptotik

kararlilik tanimu ile (6) denklemi diizgiin kararlidir. Béylece t > Tigin ||¢p4(t, 7)|| < y olacak
sekilde y > 0 sabiti vardir. § = %segelim. t =ty + T € Tve(8)icinuygun bir pozitif T sabiti
secelim. Verilen bir t, ve |lxg|l =1 olacak sekilde x, igin ||¢p,(ty + T,to)x.ll =
lpa(to+ T, to)ll. x4 = x, oldugunda x(t)’nin (6) denklemindeki ¢ozimii |[x(t)|| =
ICto + Tl = lbaCto + T to)xall = paCto + T, t)llxall < lixglldir.  Buradan ise
sty + T, to)ll S% elde edilir. Herhangi bir t, i¢in x,’min varligi kolayca goriiliir. Bu

nedenle yukaridaki esitsizlik herhangi bir t, i¢in gegerlidir. Boylece t = T igin ||¢p4 (¢, T)|| <
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y ve bty +T,to)ll S% ifadeleri 4.1.3 Teoremindeki gibi kullanilarak diizgiin tistel

kararlilik elde edilir.

4.2. Zaman Degiskenli Lineer Dinamik Sistemlerde Kararhlik

Bu boliimde
x2(t) = A®)x(t), x(ty) =x5 to €T (11)

formundaki regresif zaman degiskenli lineer dinamik sistemlerin kararliligini ele alacagiz.
Buradaki amacimiz, toplam enerjinin zaman gegtik¢e durumunu gézlemleyerek zorlanmamis
sistemin kararliligin1 incelemektir. Eger zaman gegtikge sistemin toplam enerjisi azalirsa o
zaman durum vektori sifir enerjiye karsilik gelen sabit bir degere (denge noktasina) yaklasir.
Sistemin kararliligi durum denkleminin ¢6ziimiiniin bliylime Karakteristiklerini igerir. Bu
ozellikler durum vektoriinin uygun bir skaler fonksiyonu ile Olgiilebilir. Burada (11)
sisteminin ¢6ziimlerinin t — oo iken sirhilik ve asimptotik davramisi 6zelliklerinden
bahsedecegiz. Bu konu ile ilgili uygun bir skaler fonksiyon elde etmeye calisacagiz. T zaman
skalasint sinirsiz kabul edelim. Baslarken burada (11) lineer denklemin t — oo iken
ll()I? — 0 olan biitiin ¢dziimlerini ele alacagiz. (11) denkleminin herhangi bir ¢dziimii icin

llx ()17 = xT (t)x(t) skaler fonksiyonun t’ye gore delta tiirevi;
(O = x™(©x(0 + £ (£)x4()

= xT@®AT®)x() + xT @) (I + u(®)AT(£))A)x(t)

xT(®[AT(@) + A(®) + (AT (OA®)]x(¢)

seklindedir. Boylece elde edilmis kuadratik form negatif taniml1 ise, yani her t icin [AT (t) +
A(t) + u(t)AT () A(t)] negatif tammlz ise 0 zaman ||x(t)]|?, t artarken monoton azalacaktir.
Her t icin [AT(t) + A(t) + u()AT(t)A(t)] < —vl olacak sekilde bir v > 0 varsa bu
durumda t — o iken |[x(t)||> - 0 olacagini daha sonra gdsterecegiz. BuU arastirmamizi
formiilize i¢in kararliligin analizinde yararli olan zamanla degisen kuadratik formlar
tanimlariz. Bu kuadratik formlara birlesik zaman skalasi kuadratik Lyapunov fonksiyonlar1

deriz. Bir simetrik matris olan Q(t) € C;(T,R™™) icin genel kuadratik Lyapunov
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fonksiyonunu xT(t)Q(t)x(t) seklinde yazabiliriz. Eger x(t), (11) denkleminin ¢6ziimii ise
xT(t)Q(t)x(t) ifadesinin bir skaler sonucu olacagindan amacimz her t >t, icin

xT(t)Q(t)x(t) ifadesinin degerinin davranisim incelemektir.

4.2.1. Tanim
Q(t) € C}4(T, R™™) olacak sekilde bir Q (t) simetrik matrisini alalim. Birlesik zaman skalasi
kuadratik Lyapunov fonksiyonu t > t, igin,

xT()Q®)x(¢) (12)

seklindedir [2]. Bu ifadenin delta tiirevi ise,

[xT(®)Q®)x(D]AT = xT[AT()Q() + (I + u(®)AT () (Q () + Q(DA(®) +
MOLEGY3))

=x(O[AT()Q(t) + QOA() + p(OAT()Q)A(L) +
(I + @A™ (®)QA®)(I + u(®AW®))]x(®)

seklindedir. Her t i¢in elde edilen (12)’nin t’ye gore tiirevi alinarak elde edilen dinamik

denklem;

AT()Q)+ QA(L) + u(AT()QWA® + (I + u(®AT(®))Q*(O(I +
u®A®) =-M, M=M"

seklindedir. Bilindik siirekli matris diferansiyel denklem ve ayrik fark denklemlerinin
birlesiminden elde edilen Rve Z’deki ilgili kuadratik Lyapunov fonksiyonunu kolayca
gorebiliriz. Stireklilik durumu i¢in T = R oldugunda u(t) = 0 olur. Boylece (11) deki siirekli

sistem
x(t) = A(t)x(t), t=t, (13)
seklinde olur. (13) deki kuadratik Lyapunov fonksiyonunun tiirevi
%[xT(t)Q(t)x(t)] = xT[AT(©)Q(t) + Q(A(®) + Q(V)]x(1)

olur. Burada
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ATOQM) +QMA®) + Q) =-M, M=MT

bilindik matris diferansiyel sistemi (13) deki siirekli sistemin tiirevli halidir [5,6,7,8,9]. Z’deki
diferansiyel denklem sistemlerinin 6zdegerli formda geleneksek yazilisint unutmayalim. T =

Z. ayrik durumu i¢in
x(t+ 1) =A,)x(t), t=t, (14)
seklindedir. Fark formu
x2(@) = Ax(t) = x(t + 1) — x(t) = A(@)x(t), t =t

olarak yazilir. Boylece fark formundan yinelemeliye gegmek A(t) matrisi tizerinde bir birim

kaydirma gerektirir. Yani,
x(t+1) = (I +A®))x(t) = Ag()x(t)
burada A = (I + A)’dur.

Simdi birlesik zaman skalasi kuadratik Lyapunov fonksiyonunu gorelim. Burada Z’de u(t) =

1 olduguna dikkat edelim.
xT(O[AT®)Q() + QA() + AT(H)QA(E) + (I + A())AQ(®)(I + A(£))]x(t)

= xT(O[(AR(®) = D) + Q(O)(Ar () = D) + (AR () — DR(O(AR(O) = D +
AR(OAQ(B)AR(D)]x(E)

=xT(O[AR®)Q®) — Q) + Q) AR (D) — Q) + AR QD) Ar(¢) — AR(D)Q(E) —
QM) AR(t) + Q(t) + AR(D)AQ() AR (£)]x(t)

= xT(O)[-Q() + AL Q) AR (t) + AR ()AQ(D) AR (D)]x(¢)
=xTO[-Q®) + AL®QO A (D) + AR(®)(Q(t + 1) — Q1)) A (O)]x(t)
= xT(O[AR(©)Q(t + D AR (D) — Q(O)]x(¢)

elde edilir. Burada A%(t)Q(t + 1)AR(t) —Q(t) = —M, M = MT ifadeleri Bu (14)
yinelemeli sistem iyi bilinen ayrik matris yinelemeli denklemleridir [9,10,11]. Graniil
fonksiyonu olan u(t) zaman degiskenli oldugundan birlesik zaman skalasinda matris dinamik

denklemlerini siirekli ve ayrik olaylarin i¢inde birlestirebildigimizi kolayca gosterebiliriz. Bu
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birlesik zaman skalasinda matris dinamik denklemi, sadece siirekli ve ayrik zamanin iki 6zel
durumunu birlestirmekle kalmaz, ayrica bu kavramlar1 keyfi T zaman skalasina genisletir ve

aragtirmamizda 6nemli bir rol oynar [2].
4.3. Diizgiin Kararhihk

Bu béliimde (11) sisteminin diizgilin kararliligmin kriterlerini sunacagiz. Asagida teoremle
verecegimiz kriterler Lyapunov kriterinin ayrik ve silirekli  davramiglarimin ~ bir
genellestirilmesidir. Diizgiin kararlilik (11) sisteminin ¢dziimlerinin her zaman sinirli olmasini
gerektirmektedir ve siradaki teoremde ise bu sistemin diizgiin kararlilig1 i¢in yeterli kosullar
verilecektir. Stratejimiz, Q (t) matrisi tizerine yeterli sartlar1 bulmaktir 6yle ki karsilik gelen

kuadratik formu diizgiin kararliligin1 versin.

4.3.1. Teorem

Her t € T igin asagidaki dzellikleri saglayan bir Q(t) € C}, (T, R™ ™) simetrik matrisi varsa

(11) sistemi diizgiin kararlidir:

i. NI <Q(t) <pl
ii. AT(©)Q() + (I +u®AT(©))(QA(®) + QAR + u(®QA(MA)) <0

burada 1, p € R* big¢imindedir [2].

Ispat
ii’den ve [1,Tanim 1.71]’den herhangi bir t, ve x(t,) = x ve t > t, igin;

t

xT()Q()x(t) — xT(ty)Q(t)x(ty) = j[xT(s)Q(s)x(s)]AAs <0

to
dir. iden
nllx(@®N1* < x"(©)Q®)x(t) < xT(tx)Q(te)x(ty) < pllx(to)lI?

dir. Bu da
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lx(OIl = jg llx (&)l

oldugunu gosterir. Bu son ifade her t, ve x(t,) = x, i¢in gegerli oldugundan (11) denklemi

diizgiin kararlidir.

Bu teoremi soyle bir 6rnekle agiklayalim:

Ornek

xA(t) = [:i _al( t)]x(t) zaman degiskenli lineer dinamik sistemini diisiinelim ve bu

sistemin diizgiin kararli olmasi i¢in a(t) fonksiyonunun saglamasi gereken kosullar1 tespit

edelim. Burada her t € T i¢in a(t) € C,4(T, R)’dir. Eger Q(t) = I segersek,
xT(OQ®x(t) = xT(Ox(t) = llx(®)II?
olur.n = p = 1 oldugunda 4.3.1. Teoreminin i kosulu saglanir. ikinci kosulu saglamak igin;
AT(0)Q() + (I + u(®AT (1)) (QA(1) + QA + () QAMA()) < 0
esitsizliginde Q(t) = I oldugunda Q*(t) = 0 oldugunu goriiyoruz. Yani;

AT(t) + A(t) + u()AT(D)A(t) <0

olur. Simdi

10=[2 o] 707 ol
ve

HOA (AR = [a(t)s— 2 ;((:))2121
dir. Buradan

5u(t) — 4 (a() — 2)u(®)

T T =
AT() + A(t) + p(AT(DA(L) = (a(®) = 2)u®) (a®)? + Dult) - 2a(d)

elde edilir.
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mq;

. . . . 1Nt i mll
Simdi herhangi bir 2 X 2 tipinde bir M = [m21 My,

] matrisi alalim. Bu matrisin negatif

yari tanimli olmasi i¢in —m, 1, —m,, = 0 ve det(M) = 0 olmalidir. Bizim,
A (t) = AT(t) + A(t) + u()AT () A(D)
matrisimiz igin;

—aj; =4 —5u(t) =0 burada 0 < u(t) <

GEES

—a;, = —((a(t)® + Du(t) — 2a(t)) = 0 ve

det(A*(t)) = 4u()?a(t)? — 4u(t)a(t)? + 4u(t)?a(t) — 10u(t)a(t) + 8a(t) +
u(t)? = 4u(t) 2 0

olmalidir. 0 < u(t) < % araligindaki her bir deger i¢in —aj, = 0 oldugunda det(A*(t)) >0
oldugunu gostermek kolaydir. Bu nedenle sadece ikinci esitsizlikle ilgilenmemiz gerekir. Eger

u(t) =§ ise a(t) fonksiyonunun alacagi tek deger 2’dir. Eger u(t) =% secersek a(t)
fonksiyonunun %S a(t) S% araliginda izin verilen degerlerden olusan araliktadir. Eger
u(t) =§ secersek a(t) fonksiyonunun és a(t) Sz araliginda izin verilen degerlerden

olusan baska bir aralik olustururuz. u(t) — 0 iken araligin sonsuz uzunluga agilmasi ve
0(stfir) ile alttan sinirhi olmasi ilgingtir. Bu nedenle T = R iken a(t) igin tek gereklilik her

a € T icin pozitif olmasidir.
4.4. Diizgiin Ustel Kararhlik

Simdi (11) sisteminin diizgiin tistel kararli olmasi igin yeterli olan kriterleri sunacagiz. Ayrik
ve strekli lineer sistemlerde 4.4.2. Teoremde sunulan kriterler yine diizgiin iistel kararlilik
icin Lyapunov kriterlerinin genellestirilmesidir, buna Hahn [12]’deki klasik metin ile
[7,11]°deki galigsmalar eslik edebilir. Diizgiin kararliliktan diizgiin tistel kararliliga gegerken
basit ama ¢ok gii¢lii bir farklilik vardir. Pozitif tammli Q(t) € C},(T, R™™)’nin simetrik
olmasi Kesin negatif tanimli delta tiirevi ile birlikte, pozitif tanimli matrisler tarafindan alttan

ve tistten sinirlandirilmasini gerektirir. Yani bazi € > 0 igin;
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[xT(®)Q®)x(®)]* = —exT (t)x(¢).

(11)’in ustten sinirlt biitiin ¢éziimlerinin t — oo iken azalan, istel olarak sifira gittigini
gosterecegiz. Bu diizgiin tistel kararlik (11) sisteminin diizgiin kararli oldugunu soyler fakat

tersi dogru degildir. Asagidaki teoremi ispatlamak i¢in Gronwall esitsizligini gdsterecegiz.

4.4.1. Teorem (Gronwall Esitsizligi)

x,f € Crqvep € R*,p = 0olsun. O zaman her t € T igin

t

x(t) < f(t) + jx(r)p(r)Ar

to
esitsizligi, her t € T i¢in
t

X0 < 1O+ [ e(t.0@)r@p@AT

to

esitsizligini ifade eder [1].

4.4.2. Teorem

Her t € T icin asagidaki 6zellikleri saglayan bir Q(t) € C},(T, R™™) simetrik matrisi varsa

(11) zaman degiskenli lineer dinamik sistemi diizgiin tistel kararhdir:

i. nl <Q(b) <pl
i, AT()Q(®) + (I+p(®AT(®) (Q4(®) + QA + p(IQA(BOA®)) < —vI

burada 7, p, v € R*,%’ € R* [2].

Ispat

ii’ den (11)’de herhangi bir baslangi¢ kosulu t, ve x(t,) = x, olan x(t) ¢6ziimii i¢in her t >

to olmak tlizere

[x"(OR®x(O]* = —vllx(®)II?

oldugunu goriiriiz. Ayrica her t > t i¢in i kosulu bize
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xT(®)QM)x(t) < pllx(O)II?

oldugunu soyler. Bdylece her t > ¢, i¢in,
-V
[x"(OQ®)x(D]* < FxT(t)Q(t)x(t)

dir. —71; € R* olarak Gronwall’in 4.4.1. Teoremindeki esitsizliginin zaman skalas1 versiyonunu
kullanabiliriz. t > t, icin;

x"(®QMx(t) < xT(to)Q(to)x(to)e%’(t: to) (15)

i"deki nI < Q(t) ve (15) ifadesine es deger olan n||x(t)]|? < xT () Q(t)x(t) esitsizliginin 7

ile boliinmesinden elde edilen sonug, t = t, i¢in;
2.1 ¢ 1 r
Ix@ll Sﬁx (©)Q(®)x(t) < > (£0)Q(to)x(to)e=v(t, to)
p

elde edilir.

xT(te)Q(to)x(to) < pllx(t)ll?

iken bu durum
p
lx(OII* < ; llx(to) 1% e-v (¢, to)
p

oldugunu ifade eder. Buradan da t > t, igin,

(Ol < llx(to)ll /Be—v(t. o)
n p

elde ederiz. Bu durum keyfi t, ve x(t,) i¢in saglanir. Boylece diizgiin tistel kararlilik elde

edilmis olur.

Diizgiin ve Ustel kararlilik arasindaki farki gostermek igin baska bir 6rnek verelim.
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Ornek

Tekrar x2(t) = [:i _al( t)] x(t) zaman degiskenli lineer dinamik sistemini diisiinelim.

a(t) = sin(t) + 2 alalim, her t € T igin C,.4(T, R)’de oldugu agiktir. Dikkat edilmelidir ki
buradaki siniis fonksiyonu zaman skalasi trigonometrik fonksiyon olan sin;(t,0) degil,

aligilmis siniis fonksiyonudur.
Tekrar Q(t) = I segelim, boylece
xT(OQ®x(t) = xT(Ox(t) = llx(®)II?
dir. 4.4.2. Teoremin i kosulunda p = n = 1 igin saglamr. Ikinci kosulu saglanmast i¢in

AT ) + (I + u(®AT () QA1) + QA + u()QABDAR)) < —vl

esitsizliginde Q(t) = I oldugundan Q*(t) = 0 oldugunu gériiyoruz. Boylece
AT(t) + A(t) + u()AT(®)A(t) < —vI

mqq

saglanir. Herhangi bir 2 X 2 tipinde bir M = [m21

mya - .. .
m ] matrisi alalim. Bu matrisin negatif
22

tanimli olmast i¢in —my; > 0 ve det(M) > 0 olmalidir. Bu matrisimiz igin
A (t) = AT(t) + A(t) + u()AT (D) A(L)

olarak tanimlayalim.
—al, =4—5u(t) >0 veburadan 0 < u(t) < %dir.

det(A*()) = 4sin?(Ou(t)? + 20 sin(t) u(£)? + 25u(t)? — 4sin?(u(t) —
26sin(t)u(t) — 40u(t) + 8sin(t) + 16 > 0

olmalidir. Her t € T i¢in 0 < u(t) < %oldugu slirece det(A*(t)) > 0’dur.
Omegin;
T =Poe, 04 = U[k.k +0.6]
k=0

icin bu zaman skalasinda
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[o0]

(
| O, egert € U[k,k + 0.6]
we) = | =
|k0.4, egert € U[k + 0.6]
k=0

dir. Iste her t € T icin u(t) < % olur. Burada onceki Ornekte izin verilen degerlerin tiim ¢t
degerleri igin % <a(t) < goldugu goriiliir. Herhangi bir t igin A*(t) matrisinin 6zdegerleri
u(t) S% iken —%’den kiigiik bir maksimum degere sahiptir. u(t), 0’a dogru azaldikg¢a
maksimum deger de azalir. Bu nedenle A*(t) matrisinin 6zdegerlerinin maksimumu —i’den
kiigtiktiir. Yani A*(t) negatif tamimlidir. Béylece v = %segebiliriz. —% = —% € R* oldugunu
kontrol ettikten sonra simdi x(t,) baslangi¢ degerine sahip x(t)’nin ¢éziimiiniin normunun

her zaman pozitif azalan zaman skalasi tstel fonksiyonu olan ||x(ty)ll ’e_l(t, to) ile
2

simirlandigimi biliyoruz. Q(t) = I i¢in A*(t) matrisi 4.4.2. Teoreminin i ve ii kosullarini

saglar. Boylece yukaridaki sistem diizgiin tistel kararhidir deriz.

4.5. Q(t) Matrisini Bulma

[k olarak zaman skalasi Lyapunov matris denklemi olan;

AT®Q®) + QA + u(AT(DQAR) = —M (16)

ifadesinin zaman skalasina 6zgii, simetrik ve pozitif tanimli ¢6ziim matrisi igin kapal1 bir form

verecegiz.

Uyart: Zaman skalasi Lyapunov matris denkleminin, T = R durumu igin
XAt)+B(t)X =-M

Sylvester matris denklemi ile ve T = Z durumu i¢in
B(t)XA(t) — X =—M

Stein denkleminin birlesimi olduguna dikkat edelim [13].
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Q(t) matrisinin (16) zaman skalasinda Lyapunov matris denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu

ispatlamak igin 6nce [1]’de bulunan teoremi ve sonucu verelim.

4.5.1. Teorem
A € R(T, R™™) ve C tiirevlenebilir oldugunu varsayalim. Eger
Ch = A(t)C — CoA(t)
matris dinamik denkleminin bir ¢6ziimii C ise
C(t)ea(t,s) = es(t,s)C(s)

olur [2].

Sonuc¢

A € R ve C de bir sabit matris olsun. C, A(t) ile degismeli ise C, e, ile de degismelidir.

Ozel olarak A(t), ey ye gore sabit matris ise A(t), €4y ile de sira bagimsizdir [2].

Simdi 6nemli bir sonug ispatlayacagiz.

45.2. Teorem

n X n tipinde A(t) matrisi her bir t > t i¢in biitiin 6zdegerlere, karsilik gelen Hilger ¢emberi
icinde sahip olsun. Bu durumda her t € T i¢in dyle bir S zaman skalasi vardir ki I := [0, 00)g

tizerinden integrasyon ile (16)’nin tek ¢6ziimii

Q) = j 470, (5, 0) Meage (s, 0)As a7

1

olarak verilir. Ayrica M pozitif tanimli ise her t > t, igin Q (t) pozitif tanimhidir [2].
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Ispat

Oncelikle keyfi bir ¢ € T sabitleyelim. A(t) nin biitiin 6z degerleri ilgili Hilger cemberinde
oldugundan (17) yakinsaktir [14], dolayisiyla Q(t) iyi tanimlidir. Simdi her sabit t € T i¢in

Q(t)’nin (16)’nn bir ¢oziimil oldugunu gosterecegiz.

Durum 1: u(t) > 0. u(t) pozitif bir say1 oldugunda zaman skalasimt S = u(t)N, olarak
tanimlariz. Yani her bir s € Sigin u(s) = u(t) olur. Baska bir deyisle S sabit graniile sahiptir.
Simdi [ = [0,0)g lizerinden integral ile (17)’yi asagidaki gibi elde ederiz;

AT(O)Q) + QAR + u(®AT(QA(L)

= f AT (e sy (s,0)Mey (s, O)As+fAT(t)eAT(t)(s, 0)Mey1)(s,0)As
i I

+ u(t)f AT ()eyr ) (s,0)Mey (s, 0)A(t)As
I

- f AT () eqr (5, 0) Meaqey (s, O [1 + u(OAD]As
1

+ f T (1) (s, 0)Mey (1) (s, 0)A()As
1

_ f AT () eqr ey (5, 00 MI + () AE)]eacey (s, 0)As
1

+ f e,7 (1) (s, 0)MA(t) ey (s, 0)As
i

u(s) = u(t) oldugunda son satir ile devam edelim,

_ f AT () eqr (5, DM + (O A ]eac (s, 0)As
1

+ f 7 () (s, 0)MA(t)es ) (s, 0)As
1
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:J[eAT(t)(S’ 0)]A5Meo-A(t)(S, O)AS+ j eAT(t)(S, O)M[eA(t)(S,O)]ASAS
I

~

= f [ear ) (s, 0 Mey(r)(s, 0)]%As
1

= [ear(s) (s,0)Mey (s, 0)]lg
= —M.

Durum 2: u(t) = 0. u(t) =0 oldugunda S = R zaman skalasin1 tammlariz. Simdi I =
[0, 0)g lizerinden integral ile (17)’yi asagidaki gibi elde ederiz;

AT(O)Q() + QAR + u(®AT QAL
=AT(®)Q() + Q(HA(D)

:fAT(t)eAr(t)(s, O)MeA(t)(s,O)As+J- a7 (1) (s, 0)Mey () (s, 0)A(t)As
1 1

= J- AT(t)eAT(t)‘SMeA(t)‘Sds+.f eAT(t)‘SMeA(t)‘SA(t)ds
1

I

d T T d
— A (t)-s A(t)-s A (t)-s A(t)-s
fds [e ]Me +e Mds [e lds
1

d
— f % [eAT(t)—sMeA(t)—s]dS
1

— [eAT(t)—sMeA(t)—s] |<(>)o
= —M.

(17)’de tamimlanan Q(t) her t € T igin (16)’da bir ¢oziimdiir, burada t € T keyfi ve sabittir.
Simdi Q(t)’nin tek ¢éziim oldugunu gosterecegiz, bunun i¢in Q*(t)’nin (16)’nin baska bir

¢Oziimii oldugunu varsayalim. Burada,
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AT () — QW]+ [Q* (1) — QIAW®) + u(®OAT(D[Q* () — Q()]A() =0

ifadesinden

e,y (s,0) AT ()[Q* () — Q(B)]ear)(s,0) + e (s, 0)[Q* (L) —
Q(D)]A(t)ea(s,0) + u(t)eyr (s, AT ()[Q*(£) —
QM)A ear(s,0) =0, s=0

olur. Buradan da,
[e47() (5, 0)[Q* (1) — Q(D)]eqy(s,0)]% =0, s=0 (18)
elde ederiz. (18)’i [0, )¢ araliginda integrallersek,
[ear ey (s, D[Q" (1) = Q(D]eary (s, V]I = —=(Q*(©) = Q1)) = 0
esitligini elde ederiz. Bu da Q*(t) = Q(t) anlamina gelir.

Son olarak M’nin pozitif tanimli oldugunu varsayalim. Hatirlayalim, x # 0 her n x 1 vektor
icin M pozitif tanimli oldugunda x"Mx > 0 oldugunu ifade eder. Buradan Q(t) agikca

simetriktir. Q(t) nin pozitif tanimli oldugunu ispatlamak igin, M pozitif tanimli oldugundan

AT (OQDx(E) = f XT(D)e4r (s, 0) Meyo (s, 0)x(t)As > 0
I
ifadesi dogrudur, burada x(t)’nin sifirdan farkli herhangi bir n X 1 vektor olduguna dikkat

edelim. Dolayisiyla Q (t) pozitif tanimlidir.

4.6. Yavas Degisen Sistemler

Zaman degiskenli matrislerin 6zdegerlerinin kompleks diizlemdeki yerlesimi sistem
kararliligint veya iistel kararliligin1 garanti etmek igin gerek yeter kosuldur ve zaman
skalasindaki zaman degiskenli lineer sistemin kararliligi ¢ok 6nemli bir ¢alisma olan [14]’te
derinlemesine incelenmistir. Ancak 6zdeger yerlesimi tek basina her zaman degiskenli lineer

dinamik sistemin genel durumunda ne yeterli ne de gereklidir.
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Sistem matrisleri sinirli olan ve 6zdegerleri negatif reel kisimli olan fakat yine de kararsiz olan
zaman degiskenli sistem ornekleri vardir [5,15,9]. Ancak sinirlilik ve yavas degisen sistem
matrisi gibi bazi1 kosullar altinda tistel kararlilik kompleks diizlemde dogru 6zdeger yerlesimi

ile elde edilebilir [6,28,16].

Baslangi¢ olarak zaman skalalarinda zaman degiskenli lineer sistemler i¢in bir kararlilik
bolgesinin tanitildigr bir tanim veriyoruz. Bu tanim aslinda A € C sabitinin ortalama siiresinin
negatif ve her t € T ve 1 + u(t)A # 0 olmasi durumunda A sayisi Ustel kararlilik regresif

kiimesi olan ./ (T) i¢inde kaldigin1 soyler.

4.6.1. Tanim

(11) dinamik sisteminde A(t) = A sabit iken istel kararlilik regresif kiimesi

_ 1 ~ log|1 + s4|
A(T) =44€C: lim sup f lim ———A7 <0 (19)
T—o0 T —ty ) »u@® S
to

olarak tanimlanir. Bu kiime her zaman {1 € C, Re(1) < 0} i¢inde kalir [14].

Asagidaki 6nemli teoremde A(t) zaman degiskenli matrisinin A;(t) 6zdegerlerinin ve i =
1,2,3,...,n ve her t > t, i¢in karsilik gelen Hilger ¢emberinde bulunmasina ihtiyacimiz

vardir. Hilger ¢cemberinin
1 1 .
{/1 eC: |m+ A(t)| < m} c .7 (T

oldugunu hatirlayalim. Son olarak, 4.3.1 Teoremde kullanilmak tizere Kronecker ¢carpiminin

tanimini verecegiz. Kronecker ¢arpim, boyutlardan bagimsiz iki matrisin ¢arpimina izin verir

[2].

4.6.2. Tanim
n, X my boyutlu A matrisi ve ng X mg boyutlu B matrisinin
allB almAB

AQQB=

aTlAl ot anAmA
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olan nyng X mymg matristir [2]

4.6.1. Yardimct Teorem

A € R™ M ye B € R™™ olsunlar;

i A®LU,R®B)=AQRB=U,®B)ARI,)

ii. i=1,23,..,mvej=1,23,..,ni¢in 1; ve y; sirastyla A ve B igin 6zdegerler olsun. Bu
durumda A @ B’nin 6zdegerleri Ajyj’dir. Burada i=1273,..,mvej=123,..,n
seklindedir ve (A®I,) + (I, ® B)’nin 0Ozdegerleri ise A; +y;’dir. Burada i=
1,2,3,..,mvej = 1,23, ..,n seklindedir [17].

Simdi zaman degiskenli yavas degisen sistemler icin diizgiin tistel kararlilik teoremini

verelim.

4.6.1. Teorem (yavas zaman degiskenli sistemlerde tistel kararlilik)

A(t) € CL, (T, R™™) ile (11)’deki regresif zaman degiskenli lineer dinamik sistem igin fqy,
uAmax < oo degerine sahip oldugumuzu varsayalim. ||A(t)|| < a olacak sekilde bir a > 0

sabiti var olsun. Ayrica A(t)’nin her 4;(t) noktasal 6zdegerleri igin Re,[4;(t)] < —£ <0

L < —sabiti var olsun. Bu durumda eger ||A%()|| < B ise (6)

olacak sekilde bir 0 < € < <
Hmax u(t)

sistemi diizgiin iistel kararli olacak sekilde bir § > 0 sabiti vardir [2].

fspat
Her t € T i¢in Q(t) fonksiyonu
AT()Q(t) + QAL + n(AT(OQA(L) = —I (20)

denkleminin ¢oziimii olsun. 4.2.4. Teorem, her bir t i¢in Q(t)’nin varligim, tekligini ve

pozitifligini garanti eder. Ayrica her t € T igin

Q(O) = [ e s Dea (s, 0)as
1
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esitliginin (19) igin bir ¢éziimii olduguna ve burada I := [0, ) Ve S = u(t)N, olduguna
dikkat edelim. Ispatin kalan kismi i¢in Q (t)’nin 4.2.2. Teoreminin kosullarinin saglanabilmesi
icin kullanilabilecegini ve boylece (11)’in diizgiin iistel kararliliginin elde edilebilecegini
gosterecegiz. Q(t) matrisinin simrlih@ gostermek igin Kronecker carpimini ve bazi

ozelliklerini kullanacagiz. v; ile I’ min i. siitunu ve g;(t) ile de Q (¢)’nin i. siitunu gosterelim.

V1 q1(t)
o[} o[
Un Qn(t)

n X 1 vektorlerini tanimlayalim. (20)’deki n X n matris denkleminin n? x 1 vektdr denklemi

O zaman:;

olan
[ATORD+(IQAT(®) +u®(AT () ® AT())]q(t) = —v (21)

gibi yazilabildigi dogrulanabilir. Simdi q(t)’nin iistten sinirli ve her t € T i¢in Q(t) < pl
olacak sekilde bir pozitif p sabitinin var oldugunu kanitlayacagiz. A(t) € R iken, A(t)’ nin
A1 (1), ..., ,(t) noktasal 6zdegerleri de ayrica regresif olur. Ayrica I € R olduguna dikkat

edelim. 4.3.1. Yardimci Teoreminde Kronecker ¢arpimi daha once belirtilen 6zelliklerine
gore (AT(t) @ ND'nin ve (I ® AT(t))’nin noktasal Gzdegerleri de Ay (t), ..., A, (t) dir.
(R(T, R™>*™*), ®) grup oldugundan (A7 (t) ® I), (I ® AT(t)) € R olup buradan her t € T

icin;
AORDBURAT(®) =AU XD+ QA1)
+u@®) AT ® DU AT (1))
=ATOD+(IRA™®D)
Hu@® AT ® AT() € R

olur. Simdi (AT (¢t) ® 1)69(1 ® AT (t)) ifadesinin sifira esit bir 6zdegere sahip olmadigini
gosterelim. Bu durumda det[(AT (t) @ D®(I ® AT (t))] # 0 olacaktir. Elde ettigimiz

AORDBUIRAT®))=ATO) RN+ (IR AT(t)) + ut)(AT(t) ® AT (1))

ifadesinin n? tane noktasal dzdegerleri her i,j = 1,2,3, ..., n icin;
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2:,j(®) = ,OOX®) = 2,(8) + 4(®) + u(OLMO4®) € R
olur.

Hatirlarsak Re, [4;(t)] < —¢ iken |1 + u(t)4;(t)| < 1 oldugunu biliyoruz. Her t € T ve her

i,j =123, ..,nigin;

_ 1+u@@i©®1;(0)]-1
Re” [Al(t)ealj(t)] = " J

_ 1+@Aa@|[1+r(6)2;(0] -1
u(t)

[1+u()2;(8)|-1
u(®)

= Re, [4;(2)]
< -—¢

olur.

Bunedenle 0 < € <

1 1. . o
P < o lein Re, [Ai(t)eﬂj (t)] dir ve

0 < & < Re, [, )] < [L(O® D]

iligkisine sahibiz. Boylece t € T oldugunuda;

|det[(A7 () @ NB(I ® AT(D)]| = H[Ai(t)@zj(t)] > ¢n? (22)
ij=1

olur.

Simdi, (22)’deki determinant her t i¢in sifirdan farkli ve sifirdan farkli sinirlanmis oldugu igin
(22)’deki [(AT(t) @ D®(I ® AT(t))] ifadesinin t € T iken terslenebilir oldugu agiktir A(t)

ve p(t) iistten sinirli oldugu igin (AT (t) @ I) iistten simrhdir ve dolayistyla tersi olan

A RDNBI®AT®)

ifadesi de her t € T i¢in simirhidir. (21)’in sag tarafi sabit oldugundan, her t € T i¢in q(t)’nin

simirli oldugu ve dolayisiyla her t € T i¢in Q(t) < pl olacak sekilde bir p pozitif sabitinin var
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oldugu sonucuna variriz. Q(t) € C},(T, R™™)’nin simetrik oldugu agiktir. Simdi her t € T

icin
AT(DQ() + (1 + pDAT(OQMWAWD) + (I + wDAMD) QAW + u(A®)) < —vI

olacak sekilde bir v > 0 var oldugunu gosterecegiz. Q(t), (20)’yi sagladig i¢in yukaridaki
esitsizlik

0(®) < (1 =) (1 + u®A®)) " (1 +®OA®) ™ (23)
esitsizligine denk ve bu da
(I +u®AD) QAO( + p(®OA®) < (1 — v)I
ifadesini verir.
(19)°un t’ye gore delta tiirevi ile;
AT (DQA(E) + AT (Q(E) + QA(DAT(E) + QDAL (E) + A (DAT ()Q(DA(E)
+u () AA(D) QD A) + p (AT (DQ(DA(E) + p (AT ()Q7 () 42() = 0
elde edilir. Q7 (t) = u(t)Q*(t) + Q(t) esitligini yukarida yazarsak;
AT’ (D)QB() + AT (£)QA (1) + QDA () + QDA (E) + (AT (DQ(A(L)
+u7 (DA (DQA) + p (AT () QA(D)A(E) + u(B)u® (DA™ (D)QA () AL(L)
+u? (DA™ ()Q(D)A () = 0
olur. Bu nedenle;

AT (D)QA() + QA (DA (1) + pu (AT (1) QA(DA(D)
+u(O)u® (DA™ (D) QA ()AL (L)

= —AT (DQ() — QVAA(E) — A (AT (DQDAR) — pu? (AT (H)Q(DA(L)
—u® (AT (£)Q(1)AX(¢)

olur. Yalnizca sol tarafa doniistiirelim, o zaman;
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AT (D)QA() + QA (A7 (1) + pu (AT (1) QA(DA(D)
+u(O)ue (DA™ ()Q*(£)AA(t)
= AT°(£)QA(t) + QA(D)A% (£) + u” (DA™ (D)Q () (A(E) + pu(t) 42(1)
= AT (£)Q (1) + Q(D)A% (t) + u” (DA™ () Q*(1)A° (¢)

esitligi var olur. Boylece, simdi;

AT (DQA(t) + QA A° () + ue (AT (D) QA () A° (B)

= —AT ()Q(t) — Q1) AL(t) — A (AT (D) QDA(L) — u® (AT (£)Q(£)A(L)

—u’ (OAT (OQ()A(t) (24)

esitligini elde etmis oluruz. Basitlik igin;

X = ATN(6)Q (1) + Q(D)AA(E) + uA(DAT () Q(DA(E) + u® () AT (£)Q(H)A(L)

+u’ (AT (D) Q()A2(¢)

diyelim. O zaman (18)’deki matris denkleminin Q2(t) ¢oziimiinii t € T* = T igin;

05(t) = f €49y (5 X eogey (5, 0)s

19

olarak yazabiliriz, burada 17 := [0,00)go Ve S = u? ()N, dir. Simdi Q(t), Q? (¢t), A(t),
AL(Y), Uimgsx V€ 1A,q, 0 sinirliliklarini kullanarak Q2(t)’ye bagl bir sinir elde ediyoruz.

Herhangi bir n x 1 tipinde bir x vektorii ve herhangi bir t igin;
x7e,7011 (5, 0)Xeao(ey (s, 0)x|
= |xTe, o0y (5 DIAT*(DQ(D) + Q)42 (1) + A (DAT(D)Q(DA)
+u (DA™ (DQBAE) + p (DA™ ()QD)AA(E)]egor) (s, 0)x|

< AT (®)Q(£) + Q) AA(E) + uA (AT () Q () A(E) + u® (£)A™" (£)Q()A(L)

+u (DAT’ (£)Q(t) AL (t) ||xTeATa(t) (s, 0)eqo()(s, 0)x.

Boylece;
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|xTQA(t)x| = fxTeATa(t)(s, 0)Xeqo)(s, 0)xAs
I(T

< AT (©)Q(t) + Q)AL () + uA () AT (1) Q(DA(L)
+u? (AT (DQA) + u (AT’ (£)Q(£) AL () ||xT Q7 (£)x
< BIQWII + Uaax @RI + 2tmaxaBllQ (D) INxTQ (t)x

= ”Q @I (2:8+a2.urAnax+2a.3/Jmax)xTQa(t)x

elde edilir. Simdi sag tarafi ||x|| = 1 olacak sekilde biitiin x’ler tizerinden maksimize
edersek

[xTQ*(®)x] < 1QOINQT(DII(2B + a?phax + 2¢B tmax)

ifadesini elde ederiz. Sol tarafi da ||x|| = 1 olacak sekilde biitiin x’ler lizerinden maksimize
edersek t € T* i¢in

”QA(t)” = pz (28 + az.urAnax + 2aB Umax)

elde edilir. @, fhmax, Waax Ve Q(t) ile Q°(t) tizerindeki p norm sir1 kullamlarak ||A2(t)||

lizerinde S sinir1 segilebilir ve boylece (22)’deki v degerini verecek olan Q2(t) smnir

olusturulabilir.

Son olarak her t € T i¢in nl < Q(t) olacak sekilde bir 1 pozitif sabitinin var oldugunu

gosterecegiz. Herhangi bir t ve herhangi bir n X 1 tipinde x vektori igin;
(xTeAr(t) (s,0)eat(s, O)x)AS =xT [AT (£)eyr () (s, 0)eq() (s, 0)
+e,r (s, 0) e (s, 0)AT ()
+u (AT (e (s, 0)eqr (s, 0)A(t)]x
= xTe,r (s, 0)[AT(t) + A(t)
+u(®)AT(A®)]eac (s, 0)x
> (=20 — tinax@®)x" e, (s, 0)eq (s, 0)x

olur. s — oo iken ey (s, 0) — 0 oldugunu biliyoruz, 6yle ki;
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—xTx = j[xTeAT(t)(s, 0)ea)(s, O)x]ASAS > (—2a — Umara®)xTQ(t)x
I

olur. Fakat elbetteki bu t € T i¢in;

0O ——

T —2a — pimaxa®

olur. Yani biz bunu

—2a — .umaxa2

olarak yazabiliriz.

4.7. Bozunum Sonugclari

Genel olarak diizgiin kararli olan bir lineer durum denkleminin bagka bir durum denklemine
“‘yakin’’ oldugu zaman dikkate alinarak incelenmesi yararli olur. Hem [7,11] hem de [9]da
(11) sisteminin kararliligi uygun olan Lyapunov fonksiyonu tarafindan énceden belirlenmis
ise, 0 zaman bozunum matrisi olan F(t) tizerindeki belirli kosullar bozulmus lineer sistem

olan;
z8(0) = [A(t) + F(®)]z(t) (25)

nin kararliligini garanti eder.

4.7.1. Teorem

(11) ile verilen lineer durum denkleminin diizgiin kararli oldugunu varsayalim. Her 7 i¢in;

f IF(s)llAs < B (26)

olacak sekilde bir § > 0 varsa (25)’teki bozulmus lineer dinamik denklemi diizgiin kararlidir

12].
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fspat

Sabitlerin degisimi teoreminden (25)’in ¢6ziimii herhangi t, ve z(t,) = z, i¢in;
t
26) = Ba(tt0)70+ | Balt,0)F(5)2(9)As @7
to

Seklindedir. Burada ¢4(t, t,), (11) sistemi i¢in ¢6ziim matrisidir. (11)’deki diizgiin
kararlilhiktan, t > 7 ile her t,t € T i¢in ||¢p,(t,7)|| < y olacak sekilde y > 0 sabiti vardir.

(27)’deki esitlikte her iki tarafin normu alinarak t > t, da;

t

izl < yllzoll + jY||F(S)||||Z(5)||AS

to

yazabiliriz. 4.4.1. Teorem’deki Gronwall esitsizliginden, [18]’deki sonugtan ve (26)’daki

esitsizlikten t > ticin;

Izl < vllzolleyry (t- to)

t

log(1 + u(s)yIIF (s)ll
=vllzollexp As
u(s)
to
[ log(1 + u(s)YIIF(s)ll
< yllzollexp j As
u(s)
to
< yllzllexp ] VIF(s)lIAs
to
< yllzolle?®

elde ederiz.

y, herhangi bir t, ve z(t,) icin kullanilabildiginden (25)’teki durum denklemi diizgiin

kararlidir.
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4.8. Kararsizlik Kriteri

(11) sisteminin kararsiz olup olmadigim belirlemek igin de birlesik zaman skalasinda
kuadratik Lyapunov fonksiyonunu kullanabiliriz. Bu, uygun bir @Q (t) matrisinin
gelistirilmesinin zor oldugu ve kararsiz bir sistemin ortaya ¢ikmasi olasiligi durumunda ¢ok

yararl bir sonugtur.

4.7.1. Teorem

Her t € T igin simetrik olan n X n tipinde bir Q (t) € C}; matrisi var oldugunu ve asagidaki

iki 6zellige de sahip oldugunu varsayalim.

i le®ll = p,
i, AT(DQ(®) + (I + uOAT(®) (Q2(®) + QVA® +u(QA(DA®)) < —vl,

Burada p,v > 0. Ayrica Q(t,) pozitif yar1 tamiml1 olmayacak sekilde bir t, € T var olsun. O

zaman (11)’deki lineer dinamik denklem diizgiin kararli olmaz [2].

fspat

Varsayalim x(t), baslangi¢ kosullar1 t, = t, ve x(ty) = x(t,) = x4 icin xIQ(t)x, < 0

olan (11)’in ¢6ziimii olsun. O zaman t > t, oldugunda,

t t
xT(®)Q(®O)x () — xFQ(tg)xo = f[xT(S)Q(S)x(S)]ASAS < -v f xT(s)x(s)As < 0
to to

saglanir. Bu esitsizlikten t > t; oldugunda
x"()Q®)x(8) < x5Q(te)xo < 0
olur. t > t, oldugunda ii’den
—pllx@I* < x"(OQOx(t) < xT(t)Q(te)x(to) < 0

olur, bu da

@17 = S " (©Q(®x()] > 0 (28)
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esitsizligine yol acar. Yine ii’den ve t > t, oldugunda

t

v f xT(s)x(s)As < xTQ(ty)xo — xT(£)Q()x(t)

to
< |xFQ(te)xol + 1xT (©)Q(O)x(D)]
< 2|xT(®)Q)x(t)]

olur. (28) kullanarak ve son olarak t > t, oldugunda

t

j xT(s)x(s)As <

to

2py?
v

lx ()12 (29)

elde ederiz.

Ispat1 bitirmek i¢in x(t) nin simrsiz oldugunu gosterecegiz. Smirsiz ¢dziim ile (11)’in diizgiin
kararl olmadiginm sonucuna varabiliriz. Simdi her t > ¢, icin ||x(t)|| < y olacak sekilde bir

y > 0 var oldugunu varsayalim. Buradan (29) denkleminden t > ¢, igin;

t

f xT(s)x(s)As <

to

2py?

elde edilir.

Bu son esitsizlikten t — oo iken ||x(t)|| = 0 olur ve bu da (28) ile gelisir. Boylece x(t)

¢ozlimii sinirl1 olamaz, bu da (11)’in diizgiin kararli olmadigin1 gosterir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda zaman skalasi teorisi ele alinmis olup, karmasik bir yapiya sahip reel say1
kiimeleri olan zaman skalasinda delta tiirev, delta integral, tistel fonksiyon ile beraber lineer
dinamik denklemler ve zaman skalasinda kararlilik durumlar1 incelenmistir. ilgili kiimelerde
kullanilan tanimlarin ve teoremlerin keyfi olarak kapali kiimelere de uygulanabilirligi
bakimindan zaman skalasinin oldukc¢a kullanislh oldugu goriilmistir. Bunlarin ayrik ve
sirekli analizlerin birlesiminde nasil kullanildigi incelenmis ve fonksiyonlarin siireksiz
oldugu noktalarda sigrama operatorleri olan p ve o ile ortaya ¢ikan sorunlar ¢oziilmiistiir.
Tirev alma isleminde bildigimiz tiirev tanmiminda fonksiyonun siireklilik sarti pargali
fonksiyonlarda fonksiyonun tiirevinin alinmasina engel iken bu p ve ¢ operatorleri ile bu

engel ortadan kalkmistir.

Zaman skalasinda iistel fonksiyonlarda @ve © islemlerini tanimlayarak, iistel fonksiyon

islemlerinin klasik iistel fonksiyon islemleri ile benzer 6zelliklere sahip oldugu goriilmiistiir.

Zaman skalasinda kararlilik analizi iizerine ¢alismalar ve adi diferansiyel denklem sistemnin
kararlik ve kararsizlik probleminin tiirevin varligi ya da yoklugu ile iliskilendirilmesinde 6ncii
olan Lyapunov’un *‘ikinci (direkt) Metodu’’ incelendi. Lyapunov, diferansiyel denklemeler
ile caligmaya baslamasindan sonraki siirecte matematikg¢iler kararlilik teorisinin somut
problemlere uygulanabilecegini fark etmislerdir. Lyapunov’un ikinci metodu; skaler bir V (x)
fonksiyonunun x degeri bir denge noktasina esit degilse bu skaler V(x) fonksiyonu pozitif
iken tiirevi olan V'(x) fonksiyonu ise negatif, bu x degeri bir denge noktasina esit ise bu

skaler V (x) fonksiyonu ve tiirevi sifira esit oldugunu soylemektedir.

Burada Lyapunov’un bu metodunun giizel yani tam bir ¢6ziim bilgisinin gerekli olmayisidir.
Lyapunov’un "ikinci metodu™ nu zaman skalalari tizerinde otonom olmayan lineer sistemlerle
birlestirip genisleterek ardisik noktalar1 arasinda diizensiz mesafe iceren bir zaman tanim
kiimesinin miimkiinliigli ile karst karsiya gelinebilmesi durumu konunun Onemini
vurgulamistir. Lyapunov’un bu metodunu zaman skalasiyla birlestirerek genel bir zaman
skalas1 versiyonu ortaya koyup diizgiin kararllik, diizgiin iistel kararlilik ve diizgiin asimptotik

kararlilik kavramlarinin nasil birlestirildigi incelenmistir.

x2() = AOx(t), x(tg)=x¢ to€T (1)
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zaman degiskenli lineer dinamik denkleminin diizgiin kararli, diizgiin iistel kararli ve diizgiin
asimptotik kararli olmasi i¢in gerek yeter kosullarin neler oldugunu incelendi. Daha sonra
yukaridaki (I) formundaki regresif zaman degiskenli lineer dinamik sistemin kararlilik
durumlar1 ve kuadratik form tanimlar: incelendi. Bu tanimlanmuis kuadratik formlara birlesik
zaman skalas1 kuadratik Lyapunov fonksiyonlar1 denilmektedir. Bu birlesik zaman skalas1
kuadratik Lyapunov fonksiyonunun Q(t) € C};(T, R™*™) olacak sekilde bir Q(t) simetrik

matrisini aldigimizda t > ¢, igin,

xT(£)Q()x(t)

seklinde oldugu goriilmiistiir. Bu birlesik zaman skalasi kuadratik Lyapunov fonksiyonunun
T =R ve T =Z oldugunda elde edilen tiirevlerde graniil fonksiyonu olan u(t) zaman
degiskenli oldugundan birlesik zaman skalasinda matris dinamik denklemlerini siirekli ve
ayrik olaylarin i¢inde birlestirebildigimiz goriilmiistiir. Bu birlesik zaman skalasinda matris
dinamik denklemi, sadece siirekli ve ayrik zamanin iki 6zel durumunu birlestirmekle
kalmayip, ayrica bu kavramlari keyfi T zaman skalasina da genisletir. (1) sistemi i¢in diizgiin
kararlilik ve diizglin tstel kararlilik kriterleri olan 4.3.1 ve 4.4.2 Teoremleri incelendi ve
diizgiin kararliligin (11) sisteminin ¢dziimlerinin her zaman sinirli olmasint gerektirdigini ve
diizgiin kararhiliktan diizgiin tistel kararliliga gecerken basit ama ¢ok giiglii bir farkliligin var
oldugunu ve pozitif tamml Q(t) € C.,;(T, R™™) nin simetrik olmasi Kesin negatif tanimli
delta tiirevi ile birlikte, pozitif tanimli matrisler tarafindan alttan ve listten sinirlandirilmasini

gerektigi goriilmiistiir.
Zaman skalas1 Lyapunov matris denklemi olan;

AT(0)Q(t) + QA + p(OAT(D)QWAR) = —M
denkleminin tek ¢6ziimii 4.5.2 Teorem ile incelendi.

Yavas degisen sistemlerde ve bozulmus lineer sistemlerde kararlilik durumlari incelenip, (1)
sisteminin kararsiz olup olmadigimi belirlemek i¢in birlesik zaman skalasinda kuadratik
Lyapunov fonksiyonu kullanilabilinecegini ve 4.7.1 Teoremi ile kararsizlik Kkriterleri
incelendi. Buradan verilen () sisteminin x(t) ¢6ziimii sinirli degil ise bu denklem sisteminin

kararlihgindan bahsedemeyiz. Yani sistemin diizgiin kararli olmayacagi goriilmiistiir.
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