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OZET

IKI KATLI DIZILERIN
AGIRLIKLI ORTALAMALARI ICIN
TAUBER TIPI TEOREMLER

YARASGIL, Ece

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damsmani : Prof. Dr. Ibrahim CANAK
Haziran 2018, 43 sayfa

Bu caligma csas olarak ti¢ boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, Tauber teorisinin tarihsel gelisim siirecinden ve kisaca
toplanabilme metotlarindan bahsedilerek, tek kath ve iki katl dizilerde agirlikh
ortalamalar metodu icin yapilan calismalar ile tezde yapilacak olan caligmalar
hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, ilk olarak tek kath dizilerde agirhkl ortalamalar metodu
icin temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ardindan iki kath diziler icin
agirlikli toplanabilme alanina ait kavramlar tamitilarak Tauber tipi teoremler
ispatlanmigtir.

ﬂgiincii boltimde, iki kath dizilerin treteci kavrami tanitilmis ve daha sonra

bu iirete¢ kavrami kullanilarak Tauber tipi teoremler ispatlanmigtir.

Anahtar Sézciikler: 1ki katli diziler, agirhkl ortalamalar toplanabilme metodu,

Tauber tipi teoremler, yavas azalan diziler, yavag salinimh diziler, iiretec dizileri.
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ABSTRACT

TAUBERIAN THEOREMS FOR WEIGHTED
MEANS OF DOUBLE SEQUENCES

YARASGIL, Ece

MSc in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ibrahim CANAK
June 2018, 43 pages

This thesis essentially consists of three chapters.

In the first chapter, the historical development of Tauberian theory and brief
introduction of summability methods are mentioned, and then previous works on
the weighted mean method of single and double sequences and the results obtained
in this thesis are included.

In the second chapter, firstly basic definitions and theorems with regard to
weighted mean method of single sequences arc given. Later, concepts related
to the weighted mean summability of double sequences are introduced and
Tauberian theorems are demonstrated.

In the third chapter, the concept of generator sequence for double sequences

is presented and Tauberian theorems are proved by using generator sequences.

Key Words: Double sequences, the weighted means method of summability,
Tauberian theorems, slowly decreasing sequences, slowly oscillating sequences,

generator sequences.
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TESEKKUR

Iki yillik bir caligmanin trtni olan bu tezin hazirlanmasi siirecinde,

— sahsim adina tamidigr firsat, oneri ve elestirilerin yani sira ugsuz bilgi
ve tecriibelerini benimle paylagip, daima destegini ve bana olan inancini
hissettirerek basariya olan inancimi arttiran, akademik kariyerime ismi
onderliginde baglamaktan onur duydugum degerli danigmanim Prof. Dr.

Ibrahim CANAK a,

— calismalarim esnasinda beni maddi acidan ”BIDEB 2210/A Genel Yurt Ici
Yiiksek Lisans Burs Programi” aracilig ile destekleyen, bilimin ve bilim

insanmin destekeisi olan TUBITAK a,

— akademik kariyerime attigim ilk adimlarda destekleri ve bana olan inanglar
ile baghlik ve motivasyonumu arttiran, bulgularimi dinleyerek ilgilerini
daima ilk giin oldugu gibi koruyan, maddi ve manevi destegi ile bu yolda

yiikkiimii hafifleterek ylriimemi saglayan aileme ve dostlarima

sonsuz tegekkiirlerimle.

ECE YARASGIL
Haziran 2018
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SIMGELER DIZINi

Aciklama

tek kath reel ya da kompleks say1 dizisi

(uy,) dizisinin sifira yakinsak olmasi

(u,) dizisinin smirl olmasi

bir dizinin agirhkli ortalamalar dizisi
agirlikli ortalamalar metodu

(u,) dizisinin geri fark:

(u,) dizisinin tireteci

An nin tam kismm

(u,) dizisinin alt limiti

(u,) dizisinin tst limiti

dogal sayilar kiimesi

reel sayilar kiimesi

(uy,) dizisinin agirhiklh hareketli ortalamasi
(pn) dizisinin kismi toplamlar dizisi

iki kath reel ya da kompleks say1 dizisi

(Umy) dizisinin sifira P-yakinsak olmasi

(tUmn) dizisinin siirh olmasi

(1,1) anlaminda agirlikli ortalamalar metodu
(1,0) anlaminda agirhikli ortalamalar metodu
(0,1) anlaminda agirhikhh ortalamalar metodu
Umy) dizisinin (N,p,¢;1,1) ortalama dizisi
Umn) dizisinin (N, p, *;1,0) ortalama dizisi
Upy) dizisinin (N, *,¢;0,1) ortalama dizisi
Umn) dizisinin (1,1) anlaminda geri fark:

Umn) dizisinin (1,0) anlaminda geri fark:

Ump) dizisinin (1,1) anlaminda iireteci
Ump) dizisinin (1,0) anlaminda iireteci

Umyn) dizisinin (0,1) anlaminda tireteci
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Toplanabilme teorisi bagligi altinda 18. yiizyildan glintimiize kadar irak-
sak dizilerin davraniglart ve toplanabilme metotlar1 hakkinda bircok calisma
vapilmigtir. Bu calismalarin basglica amaci bazi kosullar altinda iraksak di-
ziler hakkinda bilgi edinmektir. Bu kapsamda bircok toplanabilme metodu
tanimlanmig ve aralarindaki iligkiler incelenmistir. Abel, Cesaro, Holder, Norlund
ve agirlikli ortalamalar bu metotlara ornek olarak verilebilir.

Yakinsak olan her dizi regiiler bir toplanabilme metoduyla yakinsadigi
degere toplanabilirdir. Fakat bir metot tarafindan bir degere toplanabilen dizinin,
ayni degere yakinsak olmasi gerekmez. Bu durumun gerceklesmesi i¢in uygun
kosullara ihtiyag duyulur. Bu alandaki ilk calisma Avusturyali matematikgi Alfred
Tauber (1897) tarafindan Abel metodu i¢in yapilmigtir. Bundan dolay1 gereken bu
kosullara Tauber kogullari ve bu kogullar altinda olusturulan teoremlere de Tauber
tipi teoremler denir. A. Tauber’in baslattigi caligmalar 1giginda toplanabilme
teorisi cesitli toplanabilme metotlar: ile geliserek giintimiize kadar gelmistir. Bu
alandaki caligmalar kapsaminda tek katl dizilerde bircok arastirma yapilmis fakat
son zamanlarda caligsmalar iki katli diziler lizerine yogunlagmistir.

Bu tez kapsaminda tek kath ve iki katl diziler igin agirlikli ortalamalar
toplanabilme metodu ele alinacak ve agirlikli ortalamalar metodu ile toplanabilir
iki kath diziler icin Tauber tipi tcoremler verilecektir.

Bu siireg igersinde tanitilmis olan agirlikli ortalamalar metodu klasik top-
lanabilme metotlarindandir. Benzer olarak bu metot icin de pck ¢ok Tauber tipi
teoremler elde edilmistir. Tek kath dizilerde agirlikli ortalamalar i¢in toplanabilme
alanina katki saglayan baglica isimler; Ananda-Rau (1930), Hardy (1956), Tietz
(1990), Moricz ve Rhoades (1995), Tietz ve Zeller (1998), Canak ve Totur (2011)
olmustur. Daha sonra Stadtmiiller (1999), Chen ve Hsu (2000), Moricz ve Rhoades
(2004), Belen (2017) ile Totur ve Canak (2018) gibi basghca isimler tek katlh
diziler icin verilen Tauber kosullar1 ve Tauber tipi teoremleri genigleterek iki
katli diziler i¢in vermiglerdir. Totur ve Canak (2018) daha sonra diizenli ircteg
dizilerinden yararlanarak iki kath diziler i¢in zayiflatilmis yeni Tauber tipi kosullar
elde etmislerdir.

Bu tezin amaci, iki kath diziler i¢in agirlikli ortalamalar metodunu tanitmak



ve daha once tek katli diziler icin verilmis olan bazi Tauber tipi teoremlerin iki
katli diziler i¢in benzerlerini ispatlamaktir. Giiniimiizde iki kath dizilerin agirlikli
ortalamalar metodu ile toplanabilirligi hakkinda yeterli caligma bulunmamak-
tadir. Hazirlanan bu yiiksek lisans caligmasinin iki kath diziler icin toplanabilme

teorisine katkida bulunmas: beklenmektedir.
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2 AGIRLIKLI ORTALAMALAR METODU ICIN
TANIM VE TEOREMLER

2.1 Tek Kathh Dizilerin Agirlikli Ortalamalar:

Bu boliimde ilk olarak, tez boyunca kullanilacak agirlikli ortalamalar
metodu icin tek kath dizilerdeki temel tanim ve 6zellikler verilecektir. Ardindan,
toplanabilme teorisindeki bazi metot ve kavramlardan bahsedilecek ve bu metot

ve kavramlari iceren bazi Tauber tipi teoremlere yer verilecektir.

2.1.1 Tek Kath Dizilerde Agirlikli Ortalamalar Metodu Icin Temel

Tanimlar

Tanim 2.1 Tamwm kimesi dogal sayilar ve gorunti kimest reel sayilar olan bir
fonksiyona reel sayr dizisi denir. Eger gorintiu kimesi kompleks saylar ise diziye

kompleks sayr dizisi denir. Reel ya da kompleks sayr dizisi (uy,) ile gosterilir.

Tamim 2.2 Bir (u,) reel sayr dizisi verilsin. Her ¢ > 0 i¢in n > N iken
|un, — s| < € olacak sekilde en az bir N = N(¢) varsa (u,,) reel saye dizisi s € R
sayrsina yakinsaktir denir ve

lim u, = s
n—oo

veya u, — s ile gosterilir.

u, = o(1) ifadesi (u,) dizisinin sifira yakinsak oldugunu belirtir.

Tanim 2.3 Her n dogal saysi igin |u,| < C olacak sekilde en az bir C' > 0 reel

sayist bulunuyorsa (u,) dizisine sinarl dizi denir.

u, = O(1) ifadesi (u,) dizisinin sinirh oldugunu belirtir.



Tanim 2.4 (Moricz and Rhoades, 1995) p = (p,) terimleri negatif olmayan bir
dizi olmak tizere, py > 0 ve
Pn::Zpk—>oo,n—>oo (1)
k=0
seklinde tanimlansin.

u = (uy) reel ya da kompleks sayr dizisinin n. mertebeden agurlikly ortalamast

tn(u) == %n > pr (2)

olarak tantmlanar.

Tanim 2.5 (Moricz and Rhoades, 1995) (u,) reel ya da kompleks sayr dizisi,
(pn) terimleri negatif olmayan bir dizi ve pg > 0 olmak tzere (1) kosulu saglansin.
Sonlu bir s degeri icin

lim ¢, = s
n—oo

oluyorsa (u,) dizisine s ye agurlikly ortalamalar metoduna gére toplanabilir denir
ve

Un — 5 (N,p)

ile gosterilir.

Ayrica 6zel durum olarak her n icin p,, = 1 alimirsa, (N, p) metodu (C, 1) (Cesaro)

toplanabilme metoduna indirgenecektir.

Tanim 2.6 Yakinsak olan bir seri ya da dizi yakinsadige degere, herhangi bir

toplanabilme metodu tarafindan toplanabiliyorsa, o metoda regulerdir denir.

(N,p) toplanabilme metodunun regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart (1)
kogulunun saglanmasidir. Yani bu kosul altinda yakinsak olan her dizi ayni degere
(N, p) toplanabilirdir. Fakat (N, p) toplanabilir olan her dizinin yakinsak olmasi

gerekmez. Ozel olarak her n icin p, = 1 alinarak asagidaki ornek verilebilir.

Ornek 2.1 u = (u,) = (Z(—l)k> dizisini alalvm. Bu dizi yakinsak degildir,
k=0
fakat (N, p) toplanabilirdir:



(uy,) dizisini

" 1, n¢ift,

k=0 0, n tek
seklinde ifade edebiliriz, bu taktirde dizinin wraksak oldugu gorulir. Bu dizinin
agerlikly ortalamast alinirsa,

n+2

I\ 2+ 1)
tn 1 f— 1 fr—
) n+1;% 1 n tek

2’

ot

1 1 —
elde edilir ve lim t,(u) = 3 olur. Yani, (u,) dizisi 5 Ve (N,p) toplanabilirdir.
n—oo

Tek kath diziler icin agirlikli ortalamalar toplanabilme metodunda sikca

kullandigimiz bazi ifadeleri tanimlayalim:

(i) (u,) dizisinin geri fark:
Aty = Uy — Up—q , U_1 =10
seklindedir.

(ii)  (uy) dizisinin treteci:

ile gosterilir.
(i)  (uy) dizisi icin agirhkl Kronocker esitligi:
Up — to(u) = Vo (Au) , n€ 1,2, ..
olarak verilir.

(iv)  m yeterince biiylik negatif olmayan tam say1 ve A,, A ve n nin ¢arpiminin
tam kismi olmak iizere (u,,) dizisinin hareketli agirlikli ortalamalar::

A’Vl

1
a. A>1 i¢cin 77 (u) = ——F E PrlUg
)\,n( ) P)\n . Pn Rt
1 n
" An k=MAn+1

seklinde tanimlanir.



Tauber tipi kosullarin zayiflatilmasi siirecinde dizilerle ilgili yeni kavramlara
ihtiya¢ duyulmusgtur. Asagidaki verilecek bu kavramlar ilk defa Schmidt (1925)
tarafindan ortaya atilmistir.

Landau (1910) nun (u,) reel say1 dizisi olmak {iizere Cesaro ve Abel

toplanabilme metodu icin tek tarafli Tauber kosulu,
k(uk — uk_l) > -H s (I{J = 1,2, ) (3)

olacak sckilde en az bir H > 0 sayisinin var olmasidir.

Daha sonrasinda Schmidt (1925) her € > 0 igin
U —Up > —€, Ny <n<k<An (4)

olacak sekilde n; > 0 ve A\ > 1 varsa bu diziyi "yavag azalan dizi” olarak
tanimlamigtir.

(uy,) dizisi Landau (1910) nun tek tarafh Tauber kosulunu sagliyorsa yavas
azalandir (Moricz, 2004).

(4) koguluna denk olarak Schmidt anlaminda yavas azalanligin alternatif bir

tanimi asagida verilmistir.

Tanim 2.7 (Schmidt, 1925) (u,) reel say dizisi

e : B S
Agr{ahrrlri)logfnggn(uk Up) >0 (5)

kogulunu saghyorsa (u,) dizisine yavas azalan denir.

Moricz (2004) (u,,) reel say1 dizisi i¢in (5) kogulunun

lim liminf min (u, —ug) >0
A=17 n=oo Ap<k<n

koguluna denk oldugunu ispatlamistir.

Hardy (1956) sonlu bir degere (C, 1) toplanabilen bir dizinin yavag azalan
olmasi durumunda ayni degere yakinsadigini ispatlamistir.

Moricz and Rhoades (1995) sonlu bir degere (N, p) toplanabilen bir dizi
yavag azalan ise dizinin ayni degere yakinsadigini ispatlamiglardir.

Sonug olarak bir reel say1 dizisinin yavas azalan olmasi bir gesgit Tauber

kosuludur.



(u,) kompleks degerli bir dizi olmak {izere Hardy (1910) nin ¢ift tarafli

Tauber kogulu olarak bilinen
|ty — 1| < H , (n=1,2,...) (6)

kosuludur.

Schmidt (1925) bu kogulu zayiflatarak her ¢ > 0 i¢in
lug — un| <€, o <<k < Ao

olacak gekilde en az bir ng = ng(e) ve \g = Ao(€) > 1 varsa (u,) dizisini "yavag
salimimly dizi” olarak tamimlamigtir.

Yavag salinimlilik kavramina denk agagidaki tanim da verilebilir.

Tanim 2.8 (Schmidt, 1925) (u,) kompleks degerli say. dizisi

lim limsup max |ug —u,| =0
A—1+ n—oo n<k§)\n

kosulunu saghyorsa (uy,) dizisine yavas salinamly dizi denir.

(u,) dizisi, Hardy (1910) nin ¢ift tarafh Tauber kogulunu sagliyorsa yavag
salinimhdir (Moricz, 2004).
p = (pn) terimleri negatif olmayan dizisinin kismi toplamlar dizisi olan (P,)

dizisi icin asagida bazi tanim ve ozellikler verilecektir.

Tanim 2.9 (Karamata, 1933) p = (p,) terimleri negatif olmayan bir dizi olmak

tzere (1) kosulu saglansin. « pozitif olmak tuzere

P
lim =2 = \° (7)

n—oo P, N

kosulu saglaniyorsa P = (P,) dizisine « indeksli dizenli degisimli dizi denir.

(P,) dizisi pozitif « indeksli diizenli degisimli dizi ise birbirine denk olan agagidaki
kosullardan birini saglar:

P
(i) lim inf =2

n—oo P,

>1,



Py
(ii) limsup — < 1.
n—o0 An
Eger bu kosullardan biri varsa (1) kosulu saglanir.

Chen ve Hsu (2000), her n > 0 igin P, # 0 olmak iizere her A > 0
Py,

ve A # 1 i¢in liminf

n—oo n

dizilerinin olugturdugu kiimeye SVA ismini vermis ve bu kiimenin iki alt kiimesini

— 1‘ > 0 kosulunu saglayan tiim kompleks p sayi

tanimlamiglardir. SVA kiimesindeki ttim reel say1 dizilerin olusturdugu alt kiimeye
SVA,, tim negatif olmayan dizilerin olusturdugu kiimeyi de SVA, alt kiimesi

olarak tanimlanmigtir. Agikca goriiliyor ki SVA, C SVA, C SVA dir.

Lemma 2.1 (Chen and Hsu, 2000) p = (p,) kompleks sayr dizisi ve her n igin
P, # 0 olsun. A > 0, A # 1 olmak uzere

Py,

" 1

An

— 1| > 0 < liminf >0

n—oo

lim inf
n—oo

n

dir. Sonug olarak,

" 1

An

p € SVA <= lim inf

n—oo

>0, A>0, M#£1.

Lemma 2.2 (Chen and Hsu, 2000) p = (p,) terimleri negatif olmayan (po > 0)

bir dizi olsun. Eger p € SVA, ise asagidaks birbirine denk kosullar saglanar.

ﬁ)mmﬁﬂn>1,A>1

n—oo P,

Py,

(11) limsup <1, 0<X<1

n—oo n

I
(iii) liminf =~ >1 , 0 <A< 1

n—oo An
o P,
(iv) hmsupp— <1, A>1.

n—00 An

2.1.2 Tek Kath Dizilerde Agirhkli Ortalamalar Metodu I¢in Baz

Tauber Tipi Teoremler

Tezin bu kisminda, tek katli diziler icin agirlikli ortalamalar metodu ile top-

lanabilirlikten yakinsakliga gecen bazi Tauber tipi teoremlerden bahsedilecektir.



Asagida teoremlerin ispatlarinda Onemli rol oynayan bazi esitlikler ve-

rilmigtir.

Lemma 2.3 (Moricz and Rhoades, 2004) (P,) dizisi terimleri pozitif ve azalma-

yan bir dizi olmak uzere asagidaki kosullar denktir:

Py
= >1 A>1
P 7

n

(i) liminf

n—oo

(i1) liminf& >1, 0<XA<1,

n—oo An

Bu boliimde verilecck olan teoremlerin ispati agagidaki Lemma 2.4 ¢ dayanir.

Lemma 2.4 (Moricz and Rhoades, 2004) p = (p,) terimleri negatif olmayan bir
P
dizi ve po > 0 olmak tizere her A > 1 i¢in lim inf % > 1 kosulunu saglasin. Eger
n— oo n

kompleks ya da reel say dizisi (u,) sonlu bir L degerine (N,p) toplanabilir ise

(uyn) dizisinin hareketli ortalamalar: da ayni yere yakinsar. Yani,

A
1 n
) lim ——— w=10 , A>1
(1) Jim Py — P, k:zn;lpkuk
(i) li ! Y L, 0<A<1
11 m ——7—- U — .
w0 P — Py k:Aan ik ’

Teorem 2.1 (Moricz and Rhoades, 2004) p = (p,) terimleri negatif olmayan bir
Py,

dizi ve pg > 0 olmak tizere her A > 1 icin liminf
n—oo

> 1 kosulunu saglasin ve

n

(uy,) reel sayr dizisi sonlu bir L degerine (N, p) toplanabilir olsun. (u,) dizisinin

ayme L degerine yakinsak olmast icin gerek ve yeter kosul,

A

1 n
limsup lim inf —— U — Up) >0 8
it mhee Py — P kz Pilt )= ®)

=n+1
ve

: o 1 -

lim sup lim inf ————— pr(un, —ug) >0 9)

Aot moee Po— Py & ‘.
—\n

sartlarinin saglanmasidar.
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Sonug 2.1 (u,) dizisi yavas azalan ise (8) ve (9) kosullary saglanar.

Sonug 2.2 Landau (1910) nun tek tarafle Tauber kosulu (3), dizinin yavas azalan

olmasu i¢in yeterlidir.

Sonug 2.3 (8) ve (9) kosullarnan simetrik esleri asagida verilmistir:

lim inf lim su U — Up) >0 10
- n_mp PAn kzn-f:—lpk k ( )
ve
lim inf lim sup ———— Z Pt — i) > 0. (11)
AZ1T oo An Al

Yani Teorem 2.1 de (8) ve (9) kosullar1 yerine sirasiyla (10) ve (11) kosullari

alinabilir.

Teorem 2.1 kompleks say1 dizileri i¢in agsagidaki gibi genisletilebilir.

Teorem 2.2 (Moricz and Rhoades, 2004) p = (p,) terimleri negatif olmayan bir
P
dizi ve po > 0 olmak tzere her A > 1 i¢in lim inf% > 1 kosulunu saglasin
n—oo n

ve (u,) kompleks sayr dizisi sonlu bir L degerine (N,p) toplanabilir olsun. (u,)

dizisinin aymi L degerine yakinsak olmast icin gerek ve yeter kosul,

1
largirjf hgl—ilip P =P, kzn;lpk uy, — up)| =0 (12)
ve
1 n
lim inf lim sup | =——— Ppk(tn —ug)| =0 (13)
A—1— n—00 P P>\n ke 1

kosullarindan en az birinin saglanmasidar.

Sonug 2.4 Kompleks diziler i¢in klasik ¢ift tarafle Tauber kosulu (6), (12) wve

(13) kosullar: i¢in yeterlidir.
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2.2 Iki Kath Dizilerin Agirhkli Ortalamalar:

Tezin bu bolimiinde, agirlikli ortalamalar metodunda iki katl diziler icin
yeni tanimlamalar yapilmigtir ve bazi Tauber tipi teoremler iki kath diziler icin

ispatlanmigtir.

2.2.1 1Iki Kath Dizilerde Agirhikli Ortalamalar Metodu I¢in Temel

Tanimlar

Tanim 2.10 ki katle dizi, tanam kiimesi N x N olan bir fonksiyondur. Diziler
gorunti kumelerine gore adlandirilir. Eger iki katle bir dizinin gorintu kimes:
reel sayilar ise diziye ikt katl reel sayr dizisi, kompleks sayilar ise diziye iki katl
kompleks sayr dizisi denir ve (Upy,) veya v = (Uny) ile gosterilir. Ayrica iki kath
bir (Umn) dizisi, birinci indis satirlar, ikinci indis situnlary gostermek dzere bir

matris ile temsil edilebilir.

Tanmim 2.11 (u,,) ki katl bir dizi olsun. Her ¢ > 0 igin m,n > N iken
|umn — 8| < € olacak sekilde en az bir N = N(e) varsa (Umy) ki kath dizisi
s € R sayisina Pringsheim anlaminda yakinsaktir veya P-yakinsak denir. Kisaca

im Uy, = S Veya tnn, — s ile gosterilir. Ayrica Uy, = o(1) ifadesi (tmy)

m,n— oo

dizisinin sifira P-yakinsak oldugunu belirtir.

Iki kath diziler icin yakinsaklik kavrami daima P-yakinsak anlaminda kullanilir.

Tanim 2.12 Her negatif olmayan m ve n tam sayisi i¢in [t,,| < C olacak sekilde
en az bir C > 0 reel sayist bulunuyorsa iki katl (uy,,) dizisine siarl dizi denir.

Ayrica Uy, = O(1) ifadesi (ty,,) dizisinin sinarl oldugunu belirtir.

Tek katli dizilerdekinin aksine iki katl dizilerde yakinsak olan bir dizinin
sinirli olma zorunlulugu yoktur. Asagidaki ornekle P-yakinsak olan bir dizinin

sinirli olmadig1 gosterilmigtir.
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Ornek 2.2
1 4 9 16
2 0 0 O
(umn) =
300 0

dizist sifira P-yakinsaktir, ancak sinirly degildir.

Tek kath dizilerdeki (N,p) ortalamasi iki katli diziler icin (N,p,q;1,1),
(N,p,*;1,0), (N, *,q;0,1) ortalamalar1 olarak ii¢ farkli bicimde incelenir.

Tanim 2.13 p = (p;) ve g = (qi) terimleri negatif olmayan (po, go > 0) ki dizi

olmak izere

Pm::ij—>oo,m—>oo (14)
=0

Qn::qu%oc,n—foo (15)
k=0

seklinde tanimlansin. u = (Upyy) ki katl reel ya da kompleks sayr dizisi olmak

uzere,

(i) (Upmp) dizisinin (N,p,q:1,1) ortalamasu:

tin = Plen Z ijQkujk

7=0 k=0

(i) (Umn) dizisinin (N,p,*:1,0) ortalamass.
P
mn ° Pm prs J=mn

(ii3)  (Umn) dizisinin (N, *,q;0,1) ortalamasu:

01 ._

seklinde tanimlanar.

Tanim 2.14 (w,,,) iki katl bir dizi olsun. Sonlu bir s sayise i¢in (o, B) = (1,1) =
(1,0) ya da (0,1) olmak izere

lim % =g
m,n— 00 mn
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ise (Umn) dizisi s ye agurlikle ortalamalar metoduyla toplanabilirdir denir ve

Umn — 5 (N, D, q; a, B) ile gosterilir.

1 m
Ayrica 6zel durum olarak bu metot da u;;, = u; alinirsa n Z pju; elde edilir.
Her j i¢in p; = 1 alimdiginda da (N, p, ¢; 1, 1) toplanabilme metodu Cesaro (veya

(C,1)) toplanabilme metoduna indirgenir.

Agirlikli ortalamalar metodunda sikca karsilasilan birkac ifadeyi iki katlh

diziler i¢in tanimlayalim:

(i) u = (Ump) iki kath dizisi verilsin. m,n > 1 tam sayilar igin

a. (Upmy) dizisinin (1,0) anlaminda geri farka:

A10Umn, = Umn — Um—1.n
b. (Umn) dizisinin (0,1) anlaminda geri farki:

Ao1Upp 7= U — Um,n—1
. (Upp) dizisinin (1,1) anlaminda geri farka:

At1tmn = A1o(Ao1tmn) = Do1(A1otmn)
olmak tizere,

Allumn = AlO(Aﬂlumn)
= AIO(Umn_um,n—l)

= Umn — um,n—l - um—l,n + um—l,n—l

seklindedir.

a.  (Umy) iki kath dizisinin (1,1) anlaminda treteci:

1 m n
Vi (Au) = [2N0) Z Z Pio1Qp-1Av1ug
M 1 k=1
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b.  (tmn) iki kath dizisinin (1,0) anlaminda iireteci:

1 m
V(lo AU = P_ Z P 1A1()an

Jj=1

¢ (Upy) iki kath dizisinin (0,1) anlaminda tireteci:

O (Au) =

o, Z Qr—1801Umk

scklinde tanimlanir.

(ili)  (Umn) iki kath dizi ve m, n negatif olmayan tam sayilar olmak tizere ()

dizisinin Kronecker esitligi:

U — 10 = VIO (Ay)

olarak verilir.

(iv)  m ve n yeterince biiyiik negatif olmayan tam sayilar ve \,, An nin
tam kismi olmak tizere, iki kath bir (u,,,) dizisinin hareketli ortalamalar

agagidaki sekilde tanimlanir.

. ) 1 m n
a. A>licin7, (u)= P = P Or = O Z Z PjqkWUsjk

j=m+1k=n+1

. 1
b. 0<A<ligint;, (u)= (P = P (G — Ox) Z Z DjkUjk
m = Am A1 k=Ap+1

lim liminf min (w;g — Ump — Wi, + >0 16
Ao 1+ Mmoo m<j§>\m( 7k mk Jn mn) = ( )
n<k<p

kosulu gercekleniyorsa,

ya da denk olarak,
here> 0icinng <m < j < Ay veny <n < k< A, then Wik — Uk —Ujn+Upn > €
olacak sekilde en az bir ny > 0 ve A > 1 varsa (uny,) dizisine (1,1) anlaminda
yavas azalan denir.

(Umn) ki katls reel sayr dizisi igin,

lim liminf min (wjn, — Upw) >0
A—=1T mn—00 m<j<Am
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kosulu gercekleniyorsa (umy,) dizisi (1,0) anlaminda yavas azalandar,

lim liminf min (U — Upmy) > 0
A—1+t mn—o0 n<k<,

kosulu gercekleniyorsa (upm,y,) dizisi (0,1) anlaminda yavas azalandur denir.

Moricz (1994), (tmy,) iki kath dizisi igin (16) kogulunun

lim liminf min (wjk — Umk — Wjn + Ump) > 0
A—1— mn—00 Ay <j<m
An<k<n

kosuluna denk oldugunu ifade etmistir.

Tamim 2.16 (Moricz, 1994) (Umn) tki katle kompleks sayr dizisi igin,

lim imsup max |ujx — Umk — Ujn + Umn| =0
A=1F mon—soo M<J<Am
n<k<Ap

kogulu gercekleniyorsa (umy,) dizisi (1,1) anlaminda yavas salinimbdar,

lim limsup max |ujn, — Umy| =0
A=1T mpsoo M<j<Am

kosulu gercekleniyorsa (umy,) dizisi (1,0) anlaminda yavas salinembidar,
lim lim sup max [t — Umn| = 0

A—1+ m,n—o0 n<k§

kosulu gercekleniyorsa (u,,) dizisi (0,1) anlaminda yavas salinimbider denir.

Her P-yakinsak dizi (1,1), (1,0) ve (0,1) anlaminda yavag salinimhdir. Fakat

tersinin her zaman dogru olmadig1 asagidaki ornekle verilmigtir.

Ornek 2.3 (up,) = (logmlogn) dizisi (1,1) anlaminda yavas salamly bir

dizidir, fakat P-yakinsak degildir: (1,1) anlaminda yavas salinimbk tanimindan,

Ujk — Umk — Ujn + Umn = logjlogk —logmlog k — log jlogn + log mlogn

= logklog (i> — lognlog <l)
m m
= log <i> log <E>
m n
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elde edilir. Her iki tarafin maksimumuna gecilirse,

Am An
max |k — Umk — Ujn + Ump| = log | — | log [ —
m<j<Am m n
n<k<An

esitligine ulastlir. m,n — oo iken yukaridaki son esitligin her iki tarafinin st

limiti alinirsa,

limsup max |ujx — Unk — Ujn + Umn| = log Alog A = log® A
m,n—o0 M<J<Am
n<k<An

olur. Son olarak X\ — 17 iken esitligin her iki tarafinan limiti alinarsa,

. . 2
lim limsup max |ujr — Umk — Ujn + Upp| = lim log" A =0
A=1F mn—oo M<Jj<Am A1+

n<k<Ap

bulunur. Dolayisiyla (Upy) dizisi (1,1) anlaminda yavas salinamiider. Fakat (tpy,)
dizist m,n — oo tken sonlu bir limit degerine sahip olmadigindan P-yakinsak

degildir.

Agirlikh ortalamalar metodu (14) ve (15) kosullar1 altinda regiiler metottur.
Fakat tek katli dizilerden farkli olarak iki katli dizilerin regiilerliginde sinirlilik
kogulu gerekir. Yani iki kath (t,,,) dizisi simrli ve P-yakinsak ise yakinsadigi
degere (N,p,q;1,1) toplanabilirdir. Fakat smirh ve (N,p,q;1,1) toplanabilir
iki kath bir dizi P-yakinsak olmayabilir. Baz1 kosullar altinda (N,p,q;1,1)
toplanabilirlikten iki kath bir dizinin P-yakinsakligina gecilebilir. Bu kosullara
Tauber kosullari ve sonucunda olusan teoremlere de Tauber tipi teoremler denir.

Asagida smirh ve (N, p,¢;1,1) toplanabilir fakat P-yakinsak olmayan bir

dizi ornegi verilmistir.

Ornek 2.4 (up,) = ((=1)™") dizisi siwrbdir ve P-yakinsak degildir. Fokat
sifira (N, p,q:1,1) toplanabilirdir. Ozel olarak p = ¢ = 1 alimarsa

n

1 « :

T 3
j=0 k=0

agurlikly ortalamalar dizisi elde edilir. ((—1)™") dizisi sinirle oldugundan

m,n — oo iken (tL) dizisinin limiti syfirdor.

Tek kath diziler igin verilen Landau (1910) nun tek tarafli Tauber kogulu iki
katl diziler i¢in diizenlenmistir. Ancak tek kath dizilerden farkli olarak bu kosul
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iki kathi (u,) dizisi i¢in (1,1), (1,0) ve (0,1) anlaminda Landau (1910) nun tek
tarafli Tauber kogulu olmak iizere ii¢ farkl bicimde incelenmistir. Iki katli ()

dizisi i¢in (1,1) anlaminda Landau (1910) nun kosulu m,n > k; iken
mn(umn — Um—1,n — um,n—l + um—l,n—l) 2 -

olacak sekilde en az bir H ve k; > 0 sabitlerinin mevcut olmasi olarak verilir.
Iki kath (tpy,) dizisi (1,1) anlamida Landau (1910) kosulunu saglyorsa (1,1)
anlaminda yavag azalandir. Iki kath (w,,) dizisi icin (1,0) anlaminda Landau

(1910) nun kosulu m > k; iken
M (Ump — Upm—1,0) > —H

olacak gekilde en az bir [T ve ky > 0 sabitleri vardir. Tki kath () dizisi (1,0)
anlaminda Landau (1910) kosulunu saghyorsa (1,0) anlaminda yavas azalandir.

Tki katl (tpmy) dizisi icin (0,1) anlaminda Landau (1910) nun kosulu n > k; iken
N(Upmn — Ump—1) > —H

olacak gekilde en az bir [T ve ky > 0 sabitleri vardir. Tki kath (t,) dizisi (0,1)
anlaminda Landau (1910) kosulunu saglyorsa (0,1) anlaminda yavas azalandir

(Moricz, 1994).

2.2.2 1Iki Kath Dizilerde Agirhkli Ortalamalar Metodu Icin Baz

Tauber Tipi Teoremler

Bu kisimda ilk olarak iki kath kompleks say1 dizileri i¢in agirlikli ortalamalar
metodu ile toplanabilirlik ile yakinsaklik arasinda gerek ve yeter kosullar verile-
cektir. Daha sonrasinda bu kogullar iki kath reel say1 dizileri i¢in incelenecektir.

Asagida verilecek olan lemma, Tauber tipi teoremin ispatinda 6nemli rol

oynamaktadir.

Lemma 2.5 (Chen and Hsu, 2000) p,q € SVA ve (upy,) dizisi sonlu bir s
degerine (N, p,q:1,1) toplanabilir olsun. O halde her X > 1 igin

A A

1 e n
lim LU = S 17
A B TG =0y 2 2 ik (17)

j=m+1 k=n+1
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ve benzer sekilde her 0 < X\ < 1 icin

1
li — 18
minrso (B — Py )(Qn — Orl) Z Z PjQetje = 5 (18)

F=Am+1 k=An+1

olur.

Ispat. A > 1 alalm. Béylelikle \,, > m ve A, > n icin

Am,

1 A
(Pr. — Po)(@r, — Q) 2 D Pk

j=m—+1k=n-+1

A m A n
1 m n
= - - DjqrUsk
P~ Pl@n =0 || &= & ( Z) it
1 Am  An Am n
= (Pr. — P)(Qn, — Z ijQkUjk - Z ijQkujk
An 3=0 k=0 3=0 k=0
m  An
— > piaruge + Z ZPJQkUJk
=0 k=0 J=0k=0
1
- (P)\ _ P )(Q)\ _ Q )(PAH‘L an >\7ny>\ P)\m Qn m n mQ)\ntn], )\ + Pantién)
m m n n
— PAm,Q)\n 11 _ P)\m, Q?’l 11
(P)\m - Pm)(Q)\n Qn) P An (P)\m - Pm)(QA Qn) Rl
_ PmQ/\n tll + Pan t11
(Pr,, = Pm)(@Qx, = Qn) ™ " (Py, — Pp)(@x, —@Qn) ™"
P, Qn e >
= 1+ + + il
< (Pr, = Pm)  (Qx, —@n)  (Pr, — Pn)(@Qx, —Qn)) ™"
+ <_ Qn o Pan > t11
(@Qr, —Qu)  (Pr, —P)(@r, —Qn)) 7
+ <_ P'm _ Pan ) t11 PrnQn tll
(Pr,, = Pm)  (Pr,, — Pn)(@Qn, — Qn) (P = Pn)(@Qr, —Qn) ™"
1 1 1
_ 11 11 11 11
= b, t —<ﬂm> - 1txm,xn + —(%&> - 1txm,xn + <ﬁm - 1) (%& - 1) DA
P"L Q'n P"L Q’Il
_ 1 A 1 Al 1 A1
@) G ) @) )
1 1
N G (e
1 1
= it TN o (tae an — toaan) + %—(tiib,,\n -t )
() -1 (%) -1
1
+

11 11 11 11
Py Qx, (tkm,kn - t)\m,n - tAm,An + tmn)
( PV" - 1) ( Q'n - 1)

esitligi elde edilir. Lemma 2.1 den ve (t,, ) dizisi sonlu bir s degerine (N, p, ¢; 1,1)

toplanabilir oldugundan

1 |t)\ A _t A |
Py 1(6‘}"7’\" - t}?’i/\n) < - np - 0, (m,n) — 00
P, - lnf ﬂ —
kzm k
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esitsizligine ulagilir. Ayni durumun esitligin 3. ve 4. terimleri icinde gecerli
olmasindan ve lim t/\ A, = s oldugundan, esitligin her iki tarafinin m,n — oo
m,n—o0

iken limiti alinirsa

m

1
lim Ui = S
mnroo (Py — Br)(Qr, — Qn) )3 Z Pidrtik

j=m+1k=n+1

gosterilmek istenen kosul elde edilir. Her 0 < A < 1 icin de benzer yollar izlenerek

ispat yapilabilir. O

Lemma 2.5 (N,p, ¢;1,1) ortalamalarimin sonlu bir degere vakinsakhiginin,
hareketli agirlikli ortalamalarinin da ayni degere yakinsak olmasi gerektirdigini

gosterir.

Teorem 2.3 (Chen and Hsu, 2000) p,q € SVA ve (Uny) iki katle kompleks sayr
dizisi sonlu bir s degerine (N, p,q;1,1) toplanabilir olsun. (umy,) dizisinin s ye

yakinsak olmasi icin gerek ve yeter kosul

o,
1

(Py,, — Pn)(Qx, — Qn) Z z quk(ujk — Upnp)

j=m+1 k=n+1

lim inf lim sup =0 (19)

A—1+ m,n—00

veya oyle bir X > 1 vardwr ki
A"I AVL

lim U Uppp) = 0 20
m,n—00 (PAm )(Q)\n Qn Z Z quk jk ) ( )

j=m+1 k=n+1

ve benzer sekilde

lim inf lim sup =0 (21)

A=17 mn—oo

1
s (e D DD DI IS IS B

=Am+1 k=An-+1

veya oyle bir 0 < A\ < 1 vardwr ki

m

. 1 -
lim Z Z Pk (Umn — wjg) =0 (22)

=00 (B = Py, ) (@n = @) J=AmA+1 k=Ant1

sartlarindan birinin saglanmasidar.

(20) kosulu bir tane X\ > 1 i¢in saglamyorsa tim A > 1 ler i¢in saglanir. Aym

durum (22) kosulu igin de gecerlidir.

fspat. A>1, A\, >mve )\, >n icin

1
P — PP — P Z ij(]k Ujk — Upn)

] =m+1 k=n+1

~ (P, — P PA - Z ijqku]k

j=m+1 k=n+1
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esitligi elde edilir. C)yleyse

Umn = _(P)\ — Pm P)\ — Z Z ngk Uik — umn)

] =m+1 k=n+1

A
1 m n
B = PP B 2 2 P 9

M j=m41 k=n+1

olur. Elde edilen son (23) esitliginde denklemin her iki tarafina —s eklenirse

Umn — 8§ = _(P)\ —P P)\ —P Z Z ngk Uik — umn)

] =m—+1 k=n+1

]. Am An
" (P, — Pn)(Py, — P) Z Z DjdkUjk — S

] =m+1 k=n+1

esitligi bulunur. Elde edilen son egitlikte her iki tarafin mutlak degeri alinirsa,

(P, — Pn) PA —P,) Z Zp]qku]k Urnn)

] =m+1 k=n-+1

(P)\ _P P)\ — Z ZPJQku]k_S

j=m+1 k=n+1

|umn = 5| S

_|_

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte m,n — oo iken her iki tarafin tst limiti

alinirsa,

. . 1
lim sup |ty — 8| < limsup P PP =) Z Z D5k (Ujk — Umn)

m,n— 00 m,n— 00 m j ot ket 1

1
li —
+ limsup P PP — P Z Z Pjqkujk — S

m,m—o0 ] m+1k=n+1

olur. Bu esitsizlik her A > 1 icin saglandigindan

lim sup |Umn — $|
m,n—00

]. m n
< liminflimsup |— u y
RS mn—)og (P, — Pn) (P, — Z Z PiQk(Ujk — Umn)
J =m+1 k=n+1
1 Am An
+ limsu v — s o
m,n—)olz (P)\m — P P)\ — Z Z Pjqrusk ( )

] =m+1 k=n+1

esitsizligi bulunur. (24) esitsizligi, Lemma 2.5 deki (17) ve (19) kogulundan

lim sup |tpm, — s] <0
m,n— 00
esitsizligine dontisiir. Ayrica

0 < lim inf |ty — s| < limsup |ty, —s] <0
m,n—00 m,n—00
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oldugundan

im |up, —s| =0
m,n—00

bulunur ve buradan lim w,,, = s oldugu gorilir. Diger bir taraftan, 0 < A\ < 1
m,n—oo

i¢in ispat benzer sekildedir. O

Negatif olmayan p ve ¢ dizilerini ele alalim.

A m 1’1

(PA _P P)\ — Z Z pﬂq’“ Ujk — umn)

] =m+1 k=n+1

A’"l 7'1
- Z Z p]Qk Ujk — Umk — Umk — umn)
(P)‘m - P P)‘ - ] =m+1 k=n-+1
1 A'Vﬂ An
< Z Z Pik|tjk — Ukl
(Pr = Pr)(Pa, = Fa) j=m+1 k=n+1
k"l A’Vl
+ Z Z p]qk‘lumk umn|
(Pan = Pn) PA T j=mtl k=n+t1

esitsizligi elde edilir. Sag tarafin maksimumuna gegilirse

(P, — P )(PA" —P,) Z Z Piqk(Ujk — Upn)

] =m+1 k=n+1

< max |ujp — Umk| + MaAX |[Upk — Uma|
m<j<Am n<k<p
n<k</\n

bulunur. Buradan asagidaki (25)-(26) kosullar1 saglanirsa (19) kogulunun

gerceklesmesi gerektigi sonucuna ulasilir:

lim li =0 25

Y s, e~ o =)
n<k<An

lim lim sup max |tk — Umn| = 0 (26)

A—1+ m,n— oo n<k

Eger () dizisi (25) kosulunu gergekliyorsa (u,,) dizisine 1. indise gore
kuvvetli, (26) kogulunu gergekliyorsa (,,,) dizisine 2. indise gore yavas salinimli
denir. Iki kath dizilerde kuvvetlilik kavrami yavag salimmlihgi gerektirir (Chen

and Chang, 2007; Moricz, 2003).

Sonug 2.5 (Chen and Hsu, 2000) p,q € SVA, ve (Uny) iki katle kompleks say
dizisi s degerine (N,p,q;1,1) toplanabilir olsun. (25)-(26) kosullar: saglaniyorsa

(Upn) dizisi s ye yakinsar.
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H sabit ve n; > 0 olmak tzere

jlujn - ) (jvn > nl) (27)
kltmk — tmp—1| < H , (m,k > nq) (28)

kogullar1 sirasiyla (25)-(26) kosullarini gerektirir. (27) kogulunun (25) kogulunu
gerektirdigini gosterelim:

H sabit ve ny; > 0 olmak tizere j|u;, — u;j—1,| < H oldugunu varsayalim.

Ujn = Umn = Ujp — Uj—1n + Uj1n — Uj2n + Uj2n + ... = Umn
j
= Y (Ugn — Up-1a)
k=m+1

esitliginde her iki tarafin mutlak degeri alinirsa
J
|ujn I umn| S 5 |ukn - Uk—l,nl
k=m+1

o
esitsizligi bulunur. Kabuliimiizden dolay1 |ug, — tg—1.,| < T oldugundan

j
H
[tjn = thma| <Y T

1
elde edilir. Ayrica m+1 < k oldugundan —

1
< dir. Son esitsizlikte — yerine
kK m+1 BHSIZA k Y

azilirsa,
m—+1 Y

< H1<~— )
> m] m

olur. Oyleyse her iki tarafin maksimumuna gecilirse,

H
DAty = Upn| < max —(j—m)
bzl .
= %mgljzgmu—m)
H

< E(/\m —m)

clde edilir. Simdi her iki tarafin m,n — oo iken iist limiti alinirsa,

A — M
lim sup max [thjn — Upmp| < Hlimsup ———
m,n—oco M<Jj< m,n—00
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A
bulunur. Sandvic teoreminden lim ~= = X\ oldugundan
m—oo M

limsup max |uj, — Umn| < H(A—1)
m,n—00 m<Gj<Am

oldugu gortiliir. Son olarak A — 1% iken her iki tarafin limitine gecilirse,

lim limsup max |ujn, — Umy| < lim HA—1)=0
A—1+ m,n—00 m<]§)\m A—1+

bulunur.

lim liminf max |uj, — Umys| < lim limsup max |ujm, — Umn| <0
A—1t mn—o00 m<G<An, A—1+ m,n—o0 m<j<Am

oldugundan sandvi¢ teoreminden

lim limsup max |ujn, — Ums| =0
A—1+ m,n— 00 m<]§>\'m,

clde edilir. Yani (25) kosulu gergeklesmis olur.

Yapilan iglemler dogrultusunda Sonuc 2.5 asagida verilecek olan sonucu

dogurur.

Sonug 2.6 (Chen and Hsu, 2000) p,q € SVA, ve (Uny) iki katl kompleks say
dizisi s degerine (N, p, q;1,1) toplanabilir olsun. (27)-(28) kosullar: éyle bir n, >

0 ve H sabiti i¢in saglaniyorsa (Uumy,) dizisi s ye yakinsar.

p,q € SVA, ve { P} ile {Q,}5°, pozitif indeksli diizenli degisimli olsun.

m=0 n=0

P ‘
p, {Pn}e_, ile iligkili indeks olmak tizere lim “Am — )\? oldugundan
m—00 m

0 < limsup Z %

m—0o0 TTL<j§/\m 7

. P, — P,
< limsup —2—™"

m—oo Pm

Py
= limsup == —1
ey Py,

= M-1
esitsizligi elde edilir. Esitsizligin her iki tarafinin A — 17 iken limiti alinirsa,

. . Dj .
0 < lim limsu = < lim \*—-1=0
A1t m_>oop m;}\ Pj A1t
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elde edilir. Ve sandvig¢ teoreminden

lim limsup Z 1;—] =0 (29)

)\—>1+ —
M0 m<i<um

oldugu goriiliir. Benzer gekilde

lim limsup Z (30)

A—1+
n—00 n<k<>\n

oldugu gosterilebilir. Sonug olarak asagida verilecek olan iki kosul sirasiyla (25)-

(26) kosullarini gerektirir.

|Wjn — 10| < HF . (Jon>ny) (31)
J

|umk - Um,k—ll S chg_k s (7n,k > nl) (32)
k

Her j i¢in p; = 1 alinirsa (31) kosulu (27) koguluna, her % icin ¢, = 1 alinirsa
(32) kosulu (28) kosuluna indirgenir.
(31) kosulunun (25) kogulunu gerektirdigini gosterelim:
J

|Uj'n _ umn' S Z |ukn - uk—l,n|
k=m+1

Z Hpk

k=m+1

_ Zpk

k=m+1

IA

(31) kosulu ile yukaridaki esitsizlik clde edilir. Her iki tarafin maksimumuna
gecilirse

p.
max |uj, — Umn| < H E =
m<j<Am - PJ
m<j§)\m

elde edilir. Simdi her iki tarafin m — oo iken st limiti alinirsa

lim sup max |tjn — Umy| < Hlimsup Z by

— m<j< —
m—0o00 m—00 m<]<)\7n

olur. Son olarak her iki tarafin A — 17 iken limitine gecilirse

lim limsup max |uj, — Ums| < H hm lim sup Z bi

A—1+ m<j<Am
m—0o0 m—0o0 Mm<i<Am j

esitsizligi elde edilir. Boylece, (29) esitsizliginden yararlanarak son elde edilen

esitsizligin sag tarafi 0 olacagindan

0 < lim limsup max |ujn — Umy| <0
A=1T moco M<J<Am
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olur ve son olarak sandvi¢ teoreminden istenilen

lim limsup max |ujn, — Ums| =0
A—1+ m—o00 m<]<>‘

sonucuna ulagilir.

Sonug 2.7 (Chen and Hsu, 2000) p,q negatif olmayan iki dizi, {Py}%_, ile
{Qn}52, pozitif indeksli dizenli degisimli dizi olmak tzere (up,y,) iki katl komp-
leks sayn dizisi s degerine (N,p,q;1,1) toplanabilir olsun. (31)-(32) kosullar:

saglanwyorsa (Uy,,) dizisi de ayni s degerine yakinsar.

(N,p,q;1,0) toplanabilme icin (¢!°) dizisi tanimlanirken (N,p,q;1,0)
metodunda ¢ bagimsiz degiskendir. Bunun sonucu dogrultusunda (N, p,¢;1,0)
yerine (N, p, *; 1, 0) vazilabilir. Benzer sekilde (N, p, ¢; 0, 1) metodunda p bagimsiz
degisken oldugundan (N, p, ¢;0,1) yerine (N, , ¢; 0, 1) yazilabilir.

Lemma 2.6 (Chen and Hsu, 2000) p € SVA ve (umn) dizisi s degerine
(N, p,*:1,0) toplanabilir olsun. O halde her X\ > 1 igin

e 3 )
ve benzer sekilde her 0 < \ < 1 i¢in
li n= 34
mnsoe By — Py —PAm AZ Pjtjn =5 (34)
J=Am+1

olur.
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Ispat. X > 1 ve \,, > m icin

A A m
1 - 1 -
P, — P, Z Pjtyn = P, —P, Z_Z>pjuj"
m m j=m+1 m m 7=0 7=0
A m
1 - 1
- Djujn iju]n
P)\m —Im =0 P m  1Im =0
A m
Py, - P,
P)\m(P/\m_Pm);]]n P(PAm_Pm)JZ:J]n

7=0
A A
1 & P, -
= P Zpyujn+P (P — P, Zp]u]n
m ;=0 m m §=0
. P 410
P)\m — Pm mn
P,
_ g0 om0 w0
Am,n P)\m _ Pm Am,n P)\m _dl Pm mn
1

=
csitligi vardir. Lemma 2.3 (i) sikki kullamilarak,
P 1

n

limsup ——"— = limsu
n—>oopp)\n_Pn n—>oop1_Pn

Py,

)2 -1
- {mar (1-50)]

P _1
= 1 — limsup —
{ i Py, }
1

1
= {l-——— ) < (36)

.. P
lim inf ===
n—0o0

esitsizligi elde edilir. (36) esitsizliginden ve (u,,) dizisinin s ye (N,p,*;1,0)
toplanabilir olusundan, m,n — oo iken (35) esitliginin her iki tarafinin limiti
alinirsa, egitligin sag tarafi s ye esit olur. Boylelikle sonug olarak,
1 oL
lim ———r Z Djljn = 5

m,n—r00 P)\m - Pm j=mt1

elde edilir. 0 < A < 1 durumu icin ispat benzer gekilde yapilabilir. a

Teorem 2.4 (Chen and Hsu, 2000) p € SVA ve (Upmy) ki katl kompleks sayr

dizisi s degerine (N,p,*;1,0) toplanabilir olsun. (Um,) dizisinin s ye yakinsak
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olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

>\771
li fli n— Unn)| =0 37
i | 5" 3 i = ) @)
ya da oyle bir X\ > 1 vardwr ki
li n— Umnn) =0 38
m;rngA Zpgua ~ Umn) (38)
] =m+1
ve benzer sekilde
1
li fli —_— mn 2| =0 39
mincimsp e 3 byl ) &
ya da oyle bir 0 < A < 1 vardwr ki
ml%r—l;loo B P)\m Z pJ Umn — ujn) =0 (40)

J=Am+1

sartlarindan birinin saglanmasidar.
(38) kosulu bir tane X\ > 1 i¢in saglanyorsa tim X > 1 ler i¢in saglanyr. Aym

durum (40) kosulu i¢in de gecerlidir.

fspat. Bu teoremin ispat1 Teorem 2.3 ile benzer sekilde verilebilir. O

Negatif olmayan p dizileri igin (27) kogulu saglaniyorsa (25) kosulu saglanir.
Dolayisiyla (33) kosulu saglanir. Béylece Teorem 2.4 {in agagidaki genellestirilmis

sonucunu verebiliriz.

Sonug 2.8 p € SVA, ve (umn) ki katl kompleks sayr dizisi s degerine
(N,p,+;1,0) toplanabilir olsun. (25) veya (27) kosullarmdan biri saglaniyorsa

m,n — oo iken (Umy,) dizisi s ye yakinsar.

Iki katl kompleks degerli say1 dizileri i¢in verilen teorem ve sonuclar iki katli

reel say1 dizilerine indirgenebilir.

Teorem 2.5 (Chen and Hsu, 2000) p,q € SVA, ve (Upmy) ki katl reel say dizisi
s degerine (N,p,q;1,1) toplanabilir olsun. O halde her X\ > 1 icin

1 >\771 AVI

lim inf DiQk(Ujk — Upp) = s — limsup u,y,
m,n—00 (PX m)(QXn - Qn) j Zm;i-l k:zn-f:—l ’ ! ) m,n—00 "

(41)
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ve benzer sekilde her 0 < X\ < 1 i¢in

1 m n
lim inf DiQk(Umn — wjg) = Uminf u,,, — s
m,n—00 (Pm - P/\m)(Qn - QAn) jzkzm:—l—l k:%;—i—l ! I m,n—00
(42)
seklindedar.
Ispat. A > 1, A\n > m ve A\, > n icin
1 A A
P (Wik — Umn
(Pr = P, = 00) 2, 2 P01 )
1 A A
- PidrUjr — Umn
P = P =G 2, 2 P
dir. Her iki tarafin alt limitine gecilirse
1 A An
lim inf PGk (Uit — Umn
m,n—00 (P)\m - Pm)(Q)\n - Qn) jz;—l k;ﬂ ! k( o )
1 A, Y
= liminf PiqrUjr — Umn
imint (=g 2, 2 pae o)
1 A An

j=m+1 k=n+1
elde edilir. Ayrica ty,, — s (N,p,q;1,1) oldugundan Lemma 2.5 geregince

hareketli agirlikli ortalamalar: da ayni s degerine yakinsaktir. Oyleyse

1 Am An

lim inf e (Wi — Uy
m,n—r00 (PAm - Pm)(QA'n - Qn) Z Z pJQk( ]k )

j=m+1k=n+1

= s+ liminf(—umy,)

m,n—00
esitligi bulunur. Son olarak liminf(—u,,,) = — lim sup(t,,) oldugundan
1 A An
lim inf DiQre(Ut — Upmn) = 8 — LiM SUD Uy
m,n—00 (PAm - Pm)(Q)\n - Qn) j;—l k;%l ! ! m,n—00
istenilen sonuca ulagilir. O

(41) ve (42) kosullarinda A — 11 ve A — 17 iken iist limit alinirsa agagidaki

sonuca ulasilir.

Sonug 2.9 (Chen and Hsu, 2000) p,q € SVA, ve (Umy) ki kath reel sayr dizisi
s degerine (N, p,q;1,1) toplanabilir olsun. O halde

A A
1 m n
lim sup lim inf Piqr(Uik — Upp) > 0
A1+ MHN—o0 (P,\m - Pm)(Q)\n - Qn) j;;_l k:zn;-l ! !
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=

s > lim sup U

m,n—00
ve
1 m n
lim sup lim inf D@ (Umn — Uj) >0
A—1— m,n—+00 (‘Pm - P)\m)(Qn - QA") jzg—f—l k;;—i—l
=

liminf u,,, > s

m,n— 00
olur.

Sonug 2.10 (Chen and Hsu, 2000) p, q € SVA, ve (Uny) ki katl reel sayu dizisi
s degerine (N,p,q;1,1) toplanabilir olsun. (tm,) dizisinin s ye yaknsak olmase
icin gerek ve yeter kosul

Am An

1
lim sup lim inf Diqr(Wig — Ump) > 0 43
it mnooo (Py — Br)(Qx, — Q) j:mZ:H k;ﬂ ;qx (Ui, ) (43)

ve

m n

1
lim sup lim inf Z D@k (Umn — uji) >0 (44)
A—1— Mn—oo (Pm — P)\m)(Qn - Q)\n) F=Am A1 k=X +1

sartlarinin saglanmasidar.
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3 AGIRLIKLI ORTALAMALAR METODUNDA
URETEC DIZILERI ICIN TAUBER TIPI
TEOREMLER

Bu boliimde ilk olarak, iki kath (u,,,) dizisinin iireteci olan (V! (Au))
dizisinin baz1 o6zelliklerinden bahsedileccktir. Daha sonra bu tireteg dizisi tizerine
ozel kosullar koyarak (N.p,q:1,1) toplanabilme metodu icin bazi Tauber tipi

teoremler ispatlanacaktir.

3.1 I"Jreteg Dizileri igin Bazi Lemmalar

Caligmanin bu kisminda, ana teoremlerin ispatlarinda kullanilacak bazi

lemmalara yer verilmigtir.

Tek kath diziler icin verilen agirlhikli Kronecker esitligi asagidaki gibi iki
kath dizilere genigletilebilir.

Lemma 3.1 (Canak and Totur, 2018) (tmn) iki kath dizisinin dretect

V(ll) Au) an Z Z 1Qr—1 AU

j=1 k=1
olmak tzere
= 110 — 153 1 418 = VD (A
dir.
Ispat. Tamimlardan vararlanarak,

t(lO) t(Ol) + t(ll)

Umn — mn

Zp Ujn — Q Z QiU + len Z Z Ujk

m]o

1
P
— Q (anumn anpﬂuﬁl_ mZQkumk_I_Zijqku]k)

3=0 j=0 k=0

= Umn —
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= D byt =t~ s+ 1)
an

j 0 k=0
= Q Zng% Umn = k) = (Ujn = ;)]
Frn@n j=0 k=0
= Q ZZ 1A106]k Umk — Ujk)
PnQn j 1 k=0
= Q ZZP] 1Qe—1 A1y,
PnQn j=1 k=1
gosterilmek istenen esitlik elde edilir. O
Sonug 3.1 (Canak and Totur, 2018) V(lo)(Au ZPJ 1A10u;, ve
j =0
Vng(zll)(Au) ZQk 101U 0lmak tizere Lemma 3.1 deki esitlige benzer

Qn_

olarak agurlikls Kronecker esitligi asagidakiler gibt de verilebilir:

(i) Unmn — the) = VSO (Au)

(i) Un — O = ViSOV (Au).

fspat. Esitliklerin ispatlar1 Lemma 3.1 ispati ile benzer sekilde verilebilir. O

Siradaki Lemma (V(lo)(Au)), (V; m%)(Au)) ve ( (Au)) dizileri arasindaki
iligkiyi vermektedir.
Lemma 3.2 (Canak and Totur, 2018)
Vi (AV O (Au)) = VOV (Au)

ve

VOD(AV D (Ay)) = VUD(Ag)

esitlikleri saglanar.
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fspat. Kronecker esitliklerinden ve tﬁ,ll?,) ( 7(7%)) = t%l@) olmasindan yararlanilarak,

Vi AV (Aw)) = VOP (Au) — 5 (VO (Auw))
=t = 1)) = 1) — 190)
= U — T (1) = 150 (1) + 153 ()
— V(A
esitligi elde edilir. Tkinci esitligin ispat1 da birinci ile benzer sekildedir. ad

Lemma 3.3 (Canak and Totur, 2018) Asaqidaki esitlikler saglanar:

Pm—l

m

(i) Aoty (1) = Vi (Au)

(ii) Q" LAt (0) = VO (Aw).

[spat tmn) dizisinin geri farkini m ye gore alirsak,
1 m

B, ijujn

§=0

m 1 m—1

Sy = e 3

0 m=1 oo

1 m m—1

" PPt Pr1)_pitiin = P Y Pjttjn
mdtm—1 =0 =0

Aqotl0 = Ao

§°IH

<.

1 m—1
=75 p Pm—l Z PjUjn + Pm—lpmumn
Pum—l =0

m—1 m—1
— P Z PjUjn — Pm Z PjUjn
j=0 j=0

1 m—1
= ——— | Pru-1PmUmn — U
Pum—l m—1PmUmn — Pm Jgo PjUjn

Pm
= u g u
PP P 1umn — by ]n)

m—1
__ Pm _
B Pum—l 7=0 bt Z p]ujn)
m—1
Pum—l par '\ Umn Jn

Wml Z P] 1A10u]n
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1 m
esitligi elde edilir. Buradan Vn(llf)(Au) =5 Z P;_1A1ouj, oldugundan
=1

Va (AVUEO(Aw)) = VD (Au)

istenilen esitlige ulagilir. (i¢) sikkinin ispat1 da benzer gekilde yapilabilir.

Lemma 3.4 (Canak and Totur, 2018) (Umn) ki katle dizi olsun. Yeterince biiyik m

ve n ler igin

(i) A >1 ise

U — tinp! (1)

— P)\mQ)\n (]_]_) _ (11) (11)

— (Pr, = )@ - Qn> (txm () = 500 () = €05 () 1 610 ()
P

" Py, A—um < (Al"l’)" (u)> y QA?MQTL (tg’ll’lg" (w) - t%}l)(u))

1 Am An
B PO 00 2 2 Pyl — ).

j=m+1 k=n+1

(i) 0 < XA <1 ise

i — £511) ()

P
- (Pn P,\AWS?QAZ - QA,,) (t%)(u) = B8~ 3, () + t(;"ll?h(u))
N P/\m (t(n) (u)> +Q QAZ? (t(“)( = tgA)n( ))
1
* (P — Py, )(Qn — Q) Z Z Pj@k(Umn — Ujk)

J=Am+1 k= Ap+1

egitlikleri saglanar.

fspat. (Ump) dizisinin hareketli ortalamasindan yararlanilarak,

1 m n
’Tr?m(u) = (PAm_ m)(Q)\n Qn Z Z DjaqrUsk

j=m+1k=n+1

1 A om
~ (P, — Pa) (@, — Qu) (Z JZO> <kzzo_ ;})] DjqkUjk

1 Am An
- DjqrUjk — DiqLU
(P, — Pn)(Qx, — Qn) ]ZMZO jdkUjk ]Zo;;) Ak Ujk

Jj= =0 k=

m  An m n
N Z ijqwjk + Z qukujk)
0 k=0 j 0
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1
PP @ =0 (P @t (0 = Praut )

— Pa@u R, (W) + PuQutli)(w)

_ Py, Qx, A () — [ Py, Qn, {3 ()
(Prn,, — Pn) (@, — Qn) B (Pr, — P) (@, — Q) A7

B Py, a1 } B { Py, Qx, (11)
P\, — Py Exrn (V) (Pr, — P)(Qn, — Qn)tm”\"(u)

B Qn, a1 ] [ Py, Qx, (11)
Qx, — Qn G, = 0 im0 F (Px,, — Pm)(@Qx, — Qn)tmn )

B Py, avan . @ Lan (11)
P - P b’ (W) Or. - On by (W) + ) (W)

esitligi elde edilir. Buradan 7,7, (u) — t%,ll)(u) fark: yazilirsa,

T;n(u) - t’l(’l’]l-’:rl’-l,) (’LL)

P TYLQ n
e (40, )~ 7, 0) - 18, () + )

_ B fay oy L Qx, 1),y 1)
" Py, — Pn (tAm’”(u) ti (1) ) * Qx, — @n <tm’A” () =ty (u) )

(45)
bulunur. Ayrica
1 [Am]  [An]
Umnn = T (W) — piqr(ujp — u
mn mn( ) (P[/\m] — Pm)(Q[)\n] — Qn j ;’_116;'—1 J k gk — mn)
oldugundan ve (45) esitliginden,
U =t (1) = (T (W) =t (w))
1 >\'"L >\'IIV
D pige(tjk — tmn)
(P, = Po)(@x, = @n) £ 2=
dir. O

Sonug 3.2 (Canak and Totur, 2018) Lemma 3.4 e benzer olarak asagidaki esitlikler
elde edilir:

(i) A >1 igin

Py, 0

U =t (1) = P P (tg\lm?n(u) - t%?(“))
1 dm

- P, — :Z Pj(Ujn — Umn)
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(i) 0 < XA <1 igin

P
= a0 (0) = 5= (0 () — 107, (W)
m — LAy, m
1 m
+ Rn_—lj)\m Z pj(umn_ujn)-

J=Am+1

Benzer yolla wy,, — tﬁg},)(u) fark: da verilebilir.

Lemma 3.5 (Canak and Totur, 2018) (Py,) ve (Qn) regiler degisimli pozitif indeksli

diziler olmak tzere

(i) (wmn) dizisi s ye (N,p,*;1,0) toplanabilir ve odyle bir C > 0 igin

mel

Pm

A1oUmn > —C kosulu saglanwyorsa (umy) dizisi de ayni s ye P-yakinsaktur.

(i) (Umn) dizisi s ye (N,*.q:0,1) toplanabilir ve éyle bir C > 0 igin

%Amumn > —C kosulu saglanyorsa (umy) dizisi de ayni s ye P-yakinsaktur.

fspat. Bu lemmanin ispat1 Teorem 3.1 in ispatina benzer sekilde yapilacaktir.

3.2 ﬂreteg Dizileri igin Tauber Tipi Teoremler

Bu baglik altinda, agirlikli ortalamalar metodu igin {iretec dizileri kullanilarak

elde edilen bazi Tauber tipi teoremler incelenecektir.

Teorem 3.1 (Canak and Totur, 2018) (Py,) ve (Qn) pozitif indeksli diizenli degisimli

diziler olmak tizere (upmy) ki katl dizisi sinarl ve s degerine (N, p,q;1,1) toplanabilir

olsun. Oyle bir C > 0 icin

b "INV IAD(Au) > —C ve %Amvn%)mu)z—c, (46)
b LAV (Au) > —C ve %Amv,g;ﬂ(Au)z—c (47)
m n

kosullar: saglanwyorsa (umy) dizisi s degerine P-yakinsaktar.

Ispat. (Umn) dizisi smirl ve s degerine (N, p,q:1.1) toplanabilir oldugundan (t%,ll))
dizisi s ye P-yakinsaktir. Ayrica () sinirl oldugundan (N, p.q;1,1), (N,p.*:1,0)
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ve (N, *,¢:0,1) toplanabilme metotlar: regiilerdir. Dolayisiyla (t;,lwll)) sye (N.p,q1,1)

, ( 7(%2)) sye (N,p,q;1,1) ve (tﬁ,%)) s ye (N,p,q;1,1) toplanabilirdir. Bu bilgiler ve

Lemma 3.1 g6z ontinde bulundurulursa,
(Vi (Aw)) = 0 (N,p,q;1,1) (48)
sonucuna ulagilir. $imdi Lemma 3.4 (i) sikkinda w,,, yerine (VT,(llnl)(Au)) yazilirsa,

Vi (Aw) — 3D (VD (Aw))
N Pim) @ (t(”) (VD (Aw) — 1D (A (Ay)
(Pm] = P) (@ — Qn) \ PmlAn] [m]n

0 g (VI (Aw) + 3D (VD (Aw)) )

m,[An

P[)\m] (11) (11) (11) (11)
" Powl — (VD (Aw) = 20D (VID(Aw)))

Qn) (11)
+ (¢t VD (Av)) — DA (A
Qpn] — @n ( ) (Aw)) ( ( u))>

1
(Pom) — Pm)(Qpan

[Am] [An]

—o 2 2 meV(Aw - ViED(aw) - (49)

j=m+1k=n+1

esitligi elde edilir. Ayrica (Pp,) ve (@) pozitif p indeksli diizenli degigimli diziler

oldugundan her A > 1 ve yeterince biiyiik m,n > 0 icin

A Pim 3\
< <
20N —1) = Ppg — Pm 20N — 1)
é é
? < Q) < ?;)\ |
200 =1) 7 Qpn) — Qn ~ 2(M = 1)

(50)

(51)

dir. (48)- (50) ve (51) kosullarindan her A > 1 igin

. Py, @x (11) (11) (11) 11
lim m o t V Au)) —t VD (Ay
m,n—00 (P/\m - Pm)(Q/\,n - Qn) ( )‘m)‘”( ( )) Amvn( ( ))

—0 (O (Aw) + DI (Aw)) =0, (52)

. Py, (11) (1-(11) (11) 1 /(11) _

it B, 2By (VG0 0w <0 69
ve

. Qx, 1) 111 (11) (1,(11) _

Jlim = (6, (VO @) ) (VI @w)) =0 (54)
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egitliklerine ulagilir. (49) esitliginin her iki tarafinin m,n — oo iken tst limiti alinirsa,

limsup(V,) (Aw) — 23 (VI (Aw)))

m,n—00
i Py, Qi (11) (11) (11) 11

< limsu m = on t \%4 Au)) —t VD (Ay
limsup g oo (A, (V! (Aw) 410, (V) (aw)

o, (VIO (@A) + D (VD (Aw)))

m

+limsup —2m__ (e, (VD () = 4D (VI (Aw)) )

m,n— 00 P)\m - Pm Am,m
. Qx, (11) (y,(11) (11) (y/(11)
Hlimsup =2 (1 (VO (Aw) - 63 (VD (aw))

Am An

) 1
+ lim sup (— P P (@ =) Z Z ijk(Vj(kll)(AU) - Vrgnl)(Au)))

m,n—00 j=m+1k=n+1

csitsizligi elde edilir. Ve bu esitsizlik, (52)-(53) ve (54) esitliklerinden

limsup(V,4) (Aw) — ¢4 (V1D (Aw))

m,n—00
Am An

, 1
< limsup (— P = P (Or. — Q) Z Z ijk(‘/}(]jl)(AU) - Vn%]l)(Au))>

m,n—>00 j=m+1 k=n+t1

esitsizligine dontisiir. (46) kogulundan dyle bir C' > 0 igin

lim sup (V) (Aw) — i) (VU (Aw)))

m,n—o0

IN

i ! 11)
limsup | — A A Ay
m,n—>ol<)> ( (Py,, — Pn)(Qx, — Qn) Z Z Pk < Z 10V, (Au)

m j=m+1k=n+1 r=m+1

k
+ > Amvngl;)(Au)))

s=n+1
1 Am An j D k q
< Climsup > ijQk<Z Y S)
m,n— 00 (PAm - Pm)(Q)\n - Qn) j=mt1 k=n+1 —l Pr—l s=ntl Qs—l
esitsizligine ulagilir. Dolayisiyla buradan,
limsup(V,\,) (Au) — ) (VI (Aw)))
m,n—oo
A A
. ! nS Pi— P Qi=Q
< Climsup p'qk< ! =+ )
m,n—00 (PAm - Pm)(QAn - Qn) j:;H k:zn;-l ’ Pm Qn
A A
. Py, — Pn, Q/\ — Qn) 1 — -
< C'limsup < “ + == D;qx
. P)\ - Pm Q/\ - Qn)
= C'limsu w + === 55
m,n—)olg < Pm Qn ( )

bulunur. Ayrica (P,) ve (@) pozitif p indeksli diizenli degigimli diziler oldugundan
clde edilen son (55) esitsizligi

limsup(V,(1D(Aw) — 3D (VI (Aw))) < 20002 — 1)

m,n—00
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esitsizligine doniistir. A — 17 iken her iki tarafin limiti alinirsa,
limsup(V,{D (Aw) — tiD (VI (Aw))) < 0 (56)
m,n—00

elde edilir. Benzer yollarla Lemma 3.4 (ii) sikki kullanilarak,

lim inf (VD (Aw) — tID(V D (Aw))) > 0 (57)

m,n—00

esitsizligi elde edilir. (56)-(57) esitsizlikleri dogrultusunda

Vi) (Au) = o(1) (58)
sonucuna ulagilir. () dizisi s ye (N,p,q;1,1) toplanabilir oldugundan (t;g}l)(u))
agirhkh ortalama dizisi s ye (IV,p, *;1,0) toplanabilir ve ( 5,%93(u)) agirlikli ortalama
dizisi s ye (N, *,¢:;0,1) toplanabilirdir. Sonug olarak Sonug 3.1 (i) sikkindaki esitlikten
(tgg}b)(V(m)(Au))) dizisi sifira (N, p,*;1,0) toplanabilir ve (ii) sikkindaki esitlikten ise
(29 (V0D (Aw))) dizisi sifira (N, %, ¢; 0, 1) toplanabilirdir. Yine Sonug 3.1 (i) csitligini
kullanarak,

LAV (Au) — “2=L A6t 1O (VO (Aw)) = -

m Pm Pm

esitligi elde edilir. (46) ile (58) den ve Lemma 3.2 ile Lemma 3.3 (i) sikkindan &yle bir

Alovn%,tl)(Au)

C > 0 igin
Pm—l

m

AV (Au) > —C, (59)

esitsizligine ulagilir. Hatta 6yle bir C' > 0 i¢in %Algt,g%)(‘/(m)(Au)) > —C dir.

(tg,?}b)(V(Ol)(Au))) dizisi sifira (N, p, *;1,0) toplanabilir oldugundan ve Lemma 3.5 (i)

sikki g6z 6niinde bulundurulursa (t,(g,ll)(V(Ol)(Au))) dizisinin sifira P-yakinsak oldugu

sonucuna ulagilir. Dolayisiyla (Vn(l%)(Au)) dizisinin sifira (N, x,¢;0,1) toplanabilirligi

bulunur. (47) kosulu ve Lemma 3.5 (ii) sikki dogrultusunda
Vi (Au) = o(1) (60)

elde cdilir. Benzer sekilde Sonug 3.1 (ii) gikk:, (58) kosulu, Lemma 3.2 ve Lemma 3.3
(ii) sikkim kullanarak 6yle bir C' > 0 igin

%Amvgﬂ (Au) > —C (61)
R TIon . . s Qpet (10) (1 -(10) . .
esitsizligine ulagilir. Hatta oyle bir €' > 0 i¢in <2=Agitpmy (V7 (Au)) > —C dir.

(t%g)(V(lo)(Au))) dizisi sifira (N, p, *;1,0) toplanabilir oldugundan ve Lemma 3.5 (ii)

sikkindan (tgl?,)(V(lo)(Au))) dizisi sifira P-yakinsaktir. Ve sonucunda (Vn(qlr?)(Au)) dizisi

sifira (N, p, *;1,0) toplanabilirdir. (47) kogulu ve Lemma (3.5) (i) sikkindan

Vi (Au) = o(1) (62)
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dir. Son olarak Lemma 3.1 g6z Oniine alimrsa (58)-(60)-(62) kosullar: ile birlikte

Umpn — S ispatlanmis olur. O

Asagida verilecek olan sonuc¢ Chen and Hsu (2000) nun calismasinda (N, p, ¢;1,1)

toplanabilme metodu icin verilen Hardy-Landau teoreminin bir versiyonudur.

Sonug 3.3 (Canak and Totur, 2018) (P,,) ve (Qn) pozitif p indeksli dizenli degisimli

diziler olmak tzere (umy) tki katl dizisi simarle olsun. Eger (upmn) dizisi s degerine

(N,p,q;1,1) toplanabilir ve dyle bir C > 0 i¢in

P,.—
LA 0tymn > —C, (63)
Qn_lelumn 2 -C (64)

dn

kosullary gercekleniyorsa (upmy) dizisi de aynt s degerine P-yakinsaktur.

Ispat. (Upmn) dizisi s ye (N,p,q:1,1) toplanabilir oldugundan (t,(%?lq)(u)) dizisi de s

degerine P-yakinsaktir. Teorem 3.1 in ispatinda V,gzlnl)(Au) i¢in yapilan iglemler (w,y,)

dizisi i¢in uygulanirsa (u,,) dizisinin s ye P-yakinsak oldugu goriiliir. O

Yukaridaki sonugta her m,n icin p,, = ¢, = 1 alimirsa agagidaki (C,1,1)

toplanabilme metodu igin klasik Tauber kogulu ortaya cikar.

Sonug 3.4 (Moricz, 1994) (Umyn) tki kath dizisi stnarl ve s degerine (C,1.1) toplana-
bilir olsun. O halde dyle bir C > 0 icin

MA10Umn > —C, (65)

nAOlumn Z - (66)

kosullary gercekleniyorsa (umy) dizisi s ye yakinsar.

Teorem 3.2 (Canak and Totur, 2018) (P,,) ve (Qn) pozitif p indeksli diizenli degisimli
diziler olmak tzere (Umyn) tki kath dizisi sinarle olsun. Eger (46) kosulu saglanwyor
ve (Umn) dizisi s ye (N.p.*:1,0) ve (N,*,q;0,1) toplanabilir ise (upmy,) dizisi aym

s degerine P-yakinsaktur.
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Ispat. (Umn) dizisinin s degerine (N,p,*;1,0) ve (N,*,¢;0,1) toplanabilir olma

kosullarindan (uy,,) dizisi s ye (N,p,q;1,1) toplanabilirdir. Teorem 3.1 in ispatinda
oldugu gibi (46) kosulu ve Lemma 3.4 den (V,SL%)(Au)) dizisi sifira (N,p,q;1,1)
toplanabilirdir. (t;,llg)(u)) ve (t;g,lz)(u)) dizileri s ye P-yakinsak oldugundan Lemma 3.1

O

yardimiyla ispat tamamlanir.
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