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OZET

Bu calismada, Volterra ve Fredholm integral denklemleri ve denklem sistemleri igin
Homotopi Perturbation Metodunun (HPM) bir uygulamasi verildi. Bu metodun integral
denklemlerini ¢ozmedeki etkinligi ve pratikligi ¢esitli 6rneklerle degerlendirildi. Bu tez ¢alismasi
dort boliimden olusmaktadir. Tk boliimde inceledigimiz metotlarla ilgili bir literatiir 6zeti verildi.
Ikinci béliimde integral denklemleri tanitildi ve genel bir siniflandirma yapildi. Ugiincii béliimde,
integral denklemlerini ¢6zmek icin kullanilan Adomian Ayristirma Metodu (AAM), Ardisik
Yaklasimlar Metodu (AYM), Direkt Hesaplama Metodu (DHM), Varyasyonel Iterasyon Metodu
(VIM) ve Homotopi Perturbation Metodu (HPM) agciklandi ve bazi integral denklemlere bu
metotlar uygulandi. Doérdiincii boliimde de bir 6rnek tizerinde elde edilen analitik ve sayisal
sonuclara gére HPM nin etkinligi ve pratikligi degerlendirildi.
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AN APPROACH TO INTEGRAL EQUATIONS BY HOMOTOPY PERTURBATION
METHOD
(M. Sc.)

Umit BOZ

AMASYA UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE ENGINEERING AND TECHNOLOGY
June 2019

ABSTRACT

In this study, an application of the Homotopy Perturbation Method (HPM) is provided for
Volterra and Fredholm integral equations and systems. The efficiency and practicality of HPM in
solving the integral equations are examined through some examples. This thesis consists of four
sections. In the first section, a literature review is given about the methods that will be used
throughout the thesis. Secondly, an integral equation is introduced and a general classification is
made. Third section reviews Adomian Decomposition Method (ADM), Successive Approximations
Method (SAM), Direct Calculation Method (DCM), Variational Iteration Method (VIM) and
Homotopy Perturbation Method (HPM) as well as their applications to some integral equations.
Finally, the efficiency and practicality of HPM is investigated with respect to the analytical and
numerical results obtained from an example.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Bu tezde kullanilan bazi simgeler ve kisaltmalar agiklamalariyla birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

A Diferansiyel operator

B Sinir operatorii

L Lineer operator

N Lineer olmayan operator

Q Tanim Kiimesi

r Tanim kiimesinin Sinirt

L,[a,b] [a,b] iizerinde karesi ile integrallenebilir fonksiyonlar
sinifi

Kisaltmalar Aciklama

HPM Homotopi perturbation metodu

AAM Adomian ayrigtirma metodu

AYM Ardisik yaklagimlar metodu

ViM Varyasyonel iterasyon metodu

DHM Direkt hesaplama metodu

€ oy (U(X)) HPM’ye ait hata analizi

e, (ux) AAM’ye ait hata analizi

€, (u(X) AYM’ye ait hata analizi

€, (U(x)) ViM’e ait hata analizi



1. GIRIS
1.1. integral Denklemleri ve Homotopi Perturbation Metodunun Tarihcesi

Integral denklemleri bilinmeyen u(x) fonksiyonunun integral isareti altinda bulundugu

denklemler olarak tanimlanabilir [4]. Integral denklemlerinin standart formu,

h(x)
u(x)=f(x)+A j K(x,tu(t)dt (1.1)
8(x)

seklindedir.

Burada g(x) ve h(x) integrasyon smirlari, A sabit bir deger ve K(x,t) integral

denkleminin x ve t gibi iki degiskene baglh bir ¢ekirdegidir.

Integral denklemlerin incelenmesi, insanin matematiksel anlama arayisinin devaminda ¢ok
etkileyici bir bolimdiir ve bu arastirmanin sonucu hem garpict bi¢imde giizel hem de
gercekten ilgingtir. Integral denklemlerle ilgili ilk caligmalar 19.yiizyilda baslamustir. ilk
olarak 1823 yilinda ABEL‘in mekanik problemlerini inceledigi sirada integral denklemlere
rastlandigr bilinmektedir. Fakat integral denklem deyimi Du Bois REYMOND‘un
(1888)‘de yayinladigi makalesinde kullandigi anlasilmaktadir [1].

Integral denklemler teorisinin biiyilk kismu ise, yirminci yiizyiln baglarinda
gerceklestirilen ¢alismalarda karsimiza ¢ikmaktadir. Integral denklemlerin en &nemli
kategorilerinden biri, {inlii Isve¢li matematik¢i tarafindan isimlendirilen Fredholm integral
denklemidir. Erik Ivar Fredholm’un (7 Nisan 1866 - 17 Agustos 1927) doniim noktasi olan
makalesi "Surune classe d’equation fonctionelles”, 1903'te Acta Mathematica'da
basilmustir. Integral denklemlerinin bir diger dnemli kategorisi, seckin Italyan matematikgi
Vito Volterra'dan (3 Mayis 1860 - 11 Ekim 1940) sonra adlandirilan Volterra integral
denklemidir. Unlii Alman matematik¢i David Hilbert (23 Ocak 1862 - 14 Subat 1943),
"Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen integralgleichungen" kitabinda genel
integral denklem teorisinin temeline biiyiik katkilar saglamustir. Integral denklemler
teorisinin saf matematigin 6nemli bir parcasi oldugu kesin olsa da, bu teorinin fizik

bilimlerindeki problemlere bir¢ok uygulamas: oldugu da bilinmektedir. Ayrica, integral



denklemlerinin alani ile matematigin igindeki lineer cebir, operator teorisi ve diferansiyel

denklemler gibi diger alanlar arasinda da 6nemli etkilesimler vardir [2].

Integral denklemlerine, bilimin ¢esitli alanlarinda ve sayisiz uygulamada (elastikiyet,
plastisite, 1s1 ve kiitle transferi, salimim teorisi, akigkan dinamigi, filtrasyon teorisi,
elektrostatik, elektrodinamik, biyomekanik, oyun teorisi, kontrol, kuyruk teorisi, elektrik
miithendisligi, ekonomi bilimi ilag, vb.) karsilasilmaktadir. Bir¢ok fizik, kimya ve biyoloji
denklemi, deneylerden elde edilen fonksiyonlar1 veya parametreleri igerir ve bu nedenle
kesin olarak sabit degildir. Bu nedenle, bu fonksiyonlarin yapisini se¢gmek, denklemi analiz
etmek ve ¢ozmek daha kolaydir. Tam ¢oziimler ve ¢esitli sayisal, asimptotik ve yaklasik

yontemlerin tahmin hatalarin1 dogrulamak i¢in tam ¢6ziimler kullanilabilir [3].

HPM topolojideki homotopi ve geleneksel perturbation metodunun birlesimi olarak ilk kez
J. H. He tarafindan ortaya konmustur. Bu metotta ¢oziim gercek c¢oziime cok hizl
yakinsayan sonsuz serinin toplami olarak ele alinmistir. HPM lineer olmayan denklemler
ve diger pek ¢ok konularda uygulanmis, 6zellikle integral denklemlerde bilim adamlar: ve
miihendisler tarafindan yogun bir sekilde ¢alisilmistir. Ciinkii bu metot ¢6ziimii zor olan
problemleri basit olan problemlere doniistiiriir. Son yillarda Javadi ve Golbabai, fark
cekirdekli lineer Fredholm integral denklem sistemlerini ¢6zmek icin HPM’yi
uygulamistir. Saeed ikinci tiirden lineer olmayan Fredholm integral denklem sistemlerini

¢ozmek i¢cin HPM’yi kullanmugtir [5].

Integral denklemlerin ¢oziimleri bilim ve miihendislik alanlarinda biiyiik bir role sahiptir.
Fiziksel bir olay diferansiyel denklem, integral denklem veya bir integro-diferansiyel
denklem veya bunlarm bir sistemi ile modellenebilir. Ikinci tiirden lineer Volterra integral
denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢in Galerkin metodu, Collocation metodu, Taylor serisi,
denklemi lineer ve lineer olmayan bir cebirsel denklem sistemine doniistiirme, Legendre
dalgaciklari, Taylor polinomlar1 ve yakin zamanda Chebyshev polinomlari, gii¢ serisi
yontemi ve genisleme yontemi gibi birkag sayisal yontem vardir. Fizik, biyoloji ve
miihendislik alanlarinda ortaya ¢ikan integral denklem sistemlerinin ¢6ziimleri, Euler-
Chebyshev ve Runge-Kutta yontemleri gibi sayisal entegrasyon yoOntemlerine
dayanmaktadir ve son zamanlarda yapilan bir arastirmada, birinci dereceden lineer
Fredholm integral denklem sistemleri; rasyonellestirilmis Haar fonksiyon ve hibrit
fonksiyonlarla Galerkin metodu kullanilarak ¢éziilmustiir. Babolian ve digerleri, dogrusal

Volterra integral denklem sistemleri icin ADM'yi kullanmislardir. Biazar ve digerleri,



ikinci tiirdeki Volterra integral denklem sistemleri ¢6zmek i¢in HPM'yi kullanmiglardir.
Javidi, lineer Fredholm integral denklem sistemlerini ¢6zmek igin degistirilmis HPM'yi
kullanmistir. Son zamanlarda Javidi ve Golbabai, farkli ¢ekirdege sahip lineer Fredholm

integral denklem sistemlerinin ¢6ziimii i¢in HPM'yi uygulanmustir [6].



2. GENEL BILGILER

2.1. Integral Denklemlerinin Smiflandirilmasi

Integral denklemler birgok tiirde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tiirler esas olarak integrasyon

sinirlarina ve denklemin ¢ekirdegine baghdir [7].

2.1.1. Volterra, Fredholm ve integro-diferansiyel integral denklemleri

Integral denklemleri, integral sinirlarinin de@isken veya sabit olmasina gore asagidaki

sekilde smiflandirilirlar.

u(x)= j.(x —tu(t)dt (2.1)
u(x)=x+1+ jfxtu(t)dt (2.2)
d(x)u(x)=sinx — ](.(Xt +t)u’(t)dt (2.3)

seklindeki denklemlere Volterra integral denklemleri denilmektedir.
Bu tiir denklemlerde, integral isaretinin {ist sinirinda (veya siirlarindan birinde) x
degiskeni bulunmaktadir.

x degiskeninin x =b gibi sabit bir degere esit olmasi1 halinde yazilabilecek,

p(x)= j(x +tu(t)dt (2.4)
u(x)= .l[xztu(t)dt (2.5)
u(x)= x.sinx+.|1.ln xtu(t)dt (2.6)
@(x)u(x) =coshx + i(xt —tu(t)dt 2.7)

seklindeki denklemlere ise, Fredholm integral denklemleri denilmektedir. Volterra ve
Fredholm integral denklemleri simir degerlerinin sabit ya da degisken olmasina gore

cesitlenirler.



Icinde bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin bulundugu integral denklemlere Integro-
diferansiyel ~ denklemler  denilmektedir. integro-diferansiyel —denklemlerin  6zel
coziimlerinde verilen baglangi¢ sartlar1 g6z oniine alinir.

Bilinmeyen u(x) fonksiyonun n. mertebeden tiirevinin bulundugu,

u™(x) =f(x)+ 7\.? K(x,t)u(t)dt (2.8)

denklemine Fredholm integro-diferansiyel denklemi ve

u™(x) =f(x)+ AI K(x,t)u(t)dt (2.9)
0

denklemine Volterra integro-diferansiyel denklemi denir. Integral denklemin ¢oziimii icin

baslangi¢ sartlar1 olarak u(0),u’(0),u"(0),..u"”(0) degerleri integral denklem ile birlikte
verilir [4,7].

2.1.2. Integral denklemlerin yapilarina goére simflandirilmasi

Integral denklemler, yapilarina gore ii¢ sinifa ayrilir. u(x) bilinmeyen fonksiyon ve K(x,t)

cekirdek fonksiyonu olmak iizere,
b
P(x) = j K(x,t)u(t)dt (2.10)

seklindeki integral denklemlerine |. tir integral denklemler denir. Bilinmeyen u(x)
fonksiyonu sadece integral iginde mevcuttur. Burada @(x) fonksiyonu bilinen bir

fonksiyondur. Benzer sekilde,

b
P(x)=f(x)+ j K(x,t)u(t)dt (2.11)
seklindeki integral denklemlerde yine I. tiir integral denklemlerdir. Burada ¢(x) ve f(x)
bilinen fonksiyonlardir.

(x—tu(t)dt (2.12)

x° =

O ey

X

e’ =x— [ x*tu(t)dt (2.13)

O t—

gibi denklemler, I. tiir integral denklemlere 6rnek olarak verilebilir.



u(x)= iK(x,t)u(t)dt (2.14)
veya
u(x)=f(x)+ .TK(X,t)u(t)dt (2.15)

seklindeki integral denklemlere ise Il. tiir integral denklemler denir. Goriildiigii gibi,
bilinmeyen u(x) fonksiyonu integralin hem iginde hem de disinda bulunmaktadir.

X

u(x) = [e*u(t)dt (2.16)
ve
u(x)=1-x"+ j-sin(xt)u(t)dt (2.17)

denklemleri bu tiir denklemlere 6rnek olarak verilebilir.

e(x)u(x) =f(x)+ TK(x,t)u(t)dt (2.18)

seklindeki integral denklemlere ise I11. tiir integral denklemler denir.

xu(x)=1-e™* + sztzu(t)dt (2.19)
0

denklemi I11. tiir bir integral denklemdir.

Ozel olarak @(x)’in 0 veya 1 olmasi halinde birinci ve ikinci tiirden integral denklemine

dontisebilir [4,7].

2.1.3. Lineer ve homojen integral denklemler

Integral denklemler ve integro-diferansiyel denklemler lineerlik ve homojenlik
kavramlarma gore diger iki smiflandirma tiirtine ayrilir. Bu iki kavram, ¢o6ziimlerin

yapisinda 6nemli bir rol oynamaktadir.

Lineer integral denklemler

Bir integral denklemde goriilen u(x) fonksiyonu lineer ise; bu denkleme lineer integral
denklemi denir. Aksi takdirde lineer olmayan integral denklemi olarak adlandirilir. Yani

denklemde e", sinhu, cosu, In(1+u) gibi u(x) ‘in lineer olmayan fonksiyonlar1 varsa,



integral denklemi lineer olmayan olarak adlandirilir. Bu kavrami agiklamak i¢in asagidaki

integral denklemlerini g6z dnitinde bulundurabiliriz.

u(x)=2+j-(x—t)u(t)dt (2.20)

u(x) =1+ j(xt +t)u(t)dt (2.21)

seklindeki integral denklemleri lineerdir.

u(x):l+j|£(1—x—t)u5(t)dt (2.22)
u(x)=1+](.(x-t)e““)dt (2.23)

seklindeki integral denklemleri lineer degildir [4,7].

Homojen integral denklemleri

Ikinci tiirden integral denklemleri homojen veya homojen olmayan seklinde adlandirilir.

Eger, ikinci tiirden bir integral denkleminde f(x)=0 ise denklem homojendir aksi takdirde

homojen degildir. Bunun i¢in agagidaki 6rnekleri ele alalim.

u(x) =sinx+ Txtu(t)dt (2.24)
u(x)=x+ j(x—t)z u(t)dt (2.25)
u(x) = _T(1+x —t)2 u(t)dt (2.26)
u(x) = Jl.(xt —tz)u(t)dt (2.27)

Ik iki denklem homojen degildir. Ciinkii f(x)=sinx Vvef(x)=x'dir. Son iki denklem ise

homojendir. Ciinkii her denklem igin f(x)=0'dir [4,7].



2.2. Diferansiyel Denklemler ile integral Denklemleri Arasindaki iligkiler

2.2.1. Diferansiyel denklemlerin integral denklemlere doéniistiiriillmesi

Diferansiyel denklemler yalniz baslarmma bir problemi ifade edemezler. Onlara sinir
sartlarinin da ilave edilmesi gerekir. Integral denklemler ise, bir problemin tam tanimini
verirler. Smur sartlara ihtiya¢ yoktur. Ancak, sinir sartlar1 da uzayin biitiiniinde onlarin
ilgilenilen bolgeye etkisinin dolayli yollarla denklemlere eklenmesi olarak
diistintilebileceginden, integral denklemler ile diferansiyel denklemler arasinda yakin bir

bag vardir.

Integral ve integro-diferansiyel denklemler bir¢ok bilimsel miihendislik uygulamasinda
ortaya cikar. Volterra integral denklemleri ve Volterra integro-diferansiyel denklemleri,
baslangi¢ deger problemlerini 6ngodriilen baslangi¢c degerlerine doniistiirerek elde edilebilir.
Bununla birlikte, Fredholm integral denklemleri ve Fredholm integro-diferansiyel
denklemleri, verilen simir kosullariyla sinir deger problemlerinden tiiretilebilir. Baslangic
deger problemlerini Volterra integral denklemlerine doniistirmenin ve Volterra integral
denklemlerini baslangic deger problemlerine doniistiirmenin literatiirde yaygin olarak
kullanildigin1  belirtebiliriz.  Ancak, smir deger problemlerini Fredholm integral
denklemlerine doniistiirmek ve Fredholm integral denklemlerini esdeger sinir deger

problemlerine dontistiirmek nadiren kullanilir [7].
2.2.2. Cok kath integrallerin tek kath integrallere diisiiriilmesi
Baslangi¢ deger problemlerini ve diger problemleri integral denklemlere doniistiirmek i¢in

cok katli integralleri tek katli integrallere indirgememiz gerekecektir. Bu sebeple ilk olarak

asagidaki ifade kullanilarak cift katli integralin tek katli bir integrale indirgenebilecegini

gosterecegiz.
[ [F(tydtdx, = [(x-t)F(t)de (2.28)
00 0

esitligini ispatlayalim. Bunu iki yolla yapabiliriz. ilk olarak,

G(x)= j(x —t)F(t)dt (2.29)



G(0)=0 'dir. (2.29) denkleminin her iki tarafinin tiirevini alir ve Leibnitz kuralini

kullanirsak,
G'(x) = [F(t)dt (2.30)
0

seklinde elde edilir. Simdi son denklemin her iki tarafinin 0'dan x'e integralini alalim.

G(x) = H F(t)dtdx, (2.31)

denklemi elde edilir ki sonug olarak (2.29) ile (2.31) esdegerdir.

Ikinci yolda ise, asagida uygulandig1 sekilde kismi integrasyon yontemini kullanacagiz.

XX1

[ [F(tydedx, = xlT F(tdt] - jxllz(xl)clx1
- ij(t)dt — j‘xlF(xl)dx1 (2.32)

= I(x —t)F(t)dt,

O halde x, =t i¢in ispat tamamlanmis olur. Dolayistyla bu kurali genellersek asagidaki

ifade elde edilir.

X X

X n-1 B 1 X -

“; ‘([ u(x )dx dx .dx = (1) ‘([(X —t)" u(t)dt. (2.33)
Bunun sonucu olarak da,

”j(x —t)u(t)dtdt..dt = ljf(x —t)"u(t)dt, (2.34)
00 O n! 0

n tane integral

esitligini yazabiliriz [7].

2.2.3. Baslangi¢ deger probleminin Volterra integral denklemine doéniistiiriilmesi

Bu béliimde, baslangic deger problemini (BDP) esdeger Volterra integral denklemine ve
Volterra integro-diferansiyel denklemine doniistiirecek teknigi inceleyecegiz. Bu islemi,

asagida verilen ikinci mertebeden bir baslangi¢ deger problemine uygulayalim.
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y"(x)+p(x)y'(x) +q(x)y(x) =g(x)
y(@)=a,y'(x)=8 (2.35)

Baslangi¢ kosullarindaki a ve B sabit iki degerdir. p(x) ve q(x) analitik iki fonksiyon,
g(x) inceledigimiz aralikta siirekli bir fonksiyon.

y'()=u(x) (2.36)
olarak belirleyelim. Burada u(x) siirekli bir fonksiyondur.

Simdi denklemin her iki tarafinin 0’dan x’e integralini alalim.

y'(x)-y'(0>=Iu<t)dt (2:37)
veya

Y=+ u(ddt (2.39)
elde edilir.

Denklemin her iki tarafinin tekrar 0'dan x'e tekrar integral alinirsa,

y(9)-y(0)=px+[ [u(d)dedt (2.39)
veya

y(X)=a+Bx+ T(X -t)u(t)dt (2.40)
bulunur.

(2.36), (2.38) ve (2.40) denklemleri (2.35) denkleminde yerine yazilirsa;
u(x)+px)[b+ ](.u(t) dt]+ q(x)[a+ bx+ ](.(x- tu(t)dt]=gx) (2.41)

denklemi elde edilir.

Son denklemi (2.42) seklinde standart Volterra integral denklemi formunda ifade edelim.

u(x)=f(x)- ](.K(X,t)u(t)dt (2.42)
Burada

K(x,t) =p(x) +q(x)(x-t) (2.43)
ve

f(x) =g(x)-[Bp(x) +aq(x) +Bxq(x)] (2.44)

seklindedir [7].
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3. MATERYAL-METOT

Integral denklemler genel olarak ¢dziilmesi zor denklemlerdir. Bu nedenle bu denklemleri
¢ozmek i¢in ¢ok sayida metot kullanilmaktadir. Bu metotlardan, Homotopi Perturbation
Metodu ile bu metodun kullanilishiligint ve etkinligini karsilastiracagimiz metotlardan
Adomian Ayristirma Metodu (AAM), Direkt Hesaplama Metodu (DHM), Varyasyonel
Iterasyon Metodu (VIM) ve Ardisik Yaklasimlar Metodunu (AYM) inceleyelim.

3.1. Volterra ve Fredholm Integral Denklemleri

3.1. Teorem: (Fredholm Alternatif Teoremi)

u(x)= AjZK(x,t)u(t)dt (3.1)
homojen Fredholm integral denklemi her zaman u(x)=0 asikar ¢6ziimiine sahiptir. Fakat
u(x)=f(x)+ ?\j. K(x,t)u(t)dt (3.2

homojen olmayan Fredholm integral denklemi daima tek ¢oziime sahiptir. Bu teorem

Fredholm alternatif teoremi olarak bilinir [7].

3.2. Teorem:
Eger,
u(x)=f(x)+ A_T K(x,t)u(t)dt (3.3)

Fredholm integral denklemindeki K(x,t) ¢ekirdegi a<x<bve a<t<b karesinde simrli,
reel degerli ve siirekli bir fonksiyon ve f(x) siirekli, reel degerli bir fonksiyon ise

Fredholm integral denkleminin tek bir ¢6ziimiiniin olmasi i¢in gerekli kosul,

A|M[b—a|<1 (3.4)

olmasidir. Burada ‘K(x,t)‘ <M, M€ER’dir [7].

3.3. Teorem:

f(x)eL,[a,b] , x,ye[ab] icin K(x,y) c¢ekirdeginin siirekli oldugunu ve buradan

‘K(x,y)‘ <M seklinde sinirli oldugunu varsayalim. Bu durumda,
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u(x) —A[K(x, u(t)dt = f(x) (3.5)
0

Volterra integral denklemi Vf(x),A<L,[a,b] i¢cin u(x) seklinde tek bir ¢dziime sahiptir

[8].

3.1.1. Adomian ayristirma metodunun Volterra integral denklemlerine uygulanmasi

Adomian Ayristirma Metodu, George Adomian tarafindan 1980’lerin basinda gelistirilen
adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir metottur. Bu metodu

kullanarak integral denklemlerin yaklasik ¢éziimlerini elde etmek miimkiindiir. Simdi,

u(x)=f(x)+ ?\I‘ K(x,t)u(t)dt (3.6)

seklinde II. tiirden Volterra integral denklemini ele alalim.

AAM’de u(x) bilinmeyen fonksiyonu,
u(x)ziun(x), n>0 (3.7)
n=0

seklinde sonsuz bir seri olarak distinilir. Buradaki u (x) bilesenleri tekrarlama

bagintisiyla elde edilir. (3.7) sonsuz serisi u(x) ’de yerine yazilirsa,

Su (x)= f(x)+;\TK(x,t)[iun(t)dtJ (3.8)
ya da
u,(x)+u, (X)+u,(x)+---=f(x)+ )\](. K(X,t)[u0 (O +u, () +u,(t)+-- -]dt (3.9)

elde edilir. Bu esitliklerden faydalanarak u(x) bilinmeyen fonksiyonu tekrarlama bagintisi
asagidaki sekilde elde edilir.
u,(x)=f(x) (3.10)

u ()= AIK(X,t)un(t)dt , =0 (3.11)

Olusturulan tekrarlama bagintis1 kullanilarak integral denkleminin ¢éziimii,
u(x)=u,(x)+u,(x)+u,(x)+.. (3.12)

seklinde bulunur [7,16].



Ornek 3.1.1. Adomian Ayristirma Metodunu kullanarak
u(x) =1- [u(t)dt

0
Volterra integral denklemini ¢ozelim.

Coziim:

(3.7) denklemi u(x) yerine yazilirsa,
iun(x)zl—j(iun(t)jdt
n=0 0 \ . n=0

Uy (O + U, (O + U, (O = 1= [ (1, (D) +, (O +u, () + -+t

denklemleri elde edilir. Buradan tekrarlama bagmtisini yazarsak,

u,(x)=1

un+1 (X) = _J.[ un(t) t’ nz= 0
0 \ .n=0

ifadesi elde edilir. Sonug olarak,

u,(x)=1,
u,(x)= —](‘uo (tHdt = —I-ldt =-X
u,(x)= —Iul(t)dt = —.:[(—t)dt = %XZ

_ Cfl, 1,
u3(X)——£u2(t)dt——£Zt dt=—2x

bulunur. O halde seri ¢6ziimii yazilirsa,
u(x):1—>(+lx2 —lx3 +..
2! 3!

=u(x)=e"

olarak bulunur.

13

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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3.1.2. Ardisik yaklasimlar metodunun Volterra integral denklemlerine uygulanmasi

Picard iterasyon yontemi de denilen ardisik yaklasimlar yontemi, baslangic deger
problemleri ya da integral denklemlerini ¢6zmek i¢in kullanilabilecek bir yontemdir. Bu
yontem, bir baslangi¢c yaklasim degeri ile baslayarak basarili tahminlerle denklemi ¢ozer.
Baglangic yaklasim degeri diger yaklasimlari belirlemek icin bir tekrarlama bagintisi

olusturan gergek degerli herhangi bir fonksiyondur [7].
u(x) = f(x) + ij(x,t)u(t)dt (3.20)
0

seklinde I1. tiirden lineer bir Volterra integral denklemi verilsin.

Burada u(x) belirlenecek olan bilinmeyen bir fonksiyon, K(x,t) ¢ekirdek ve A sabit bir

deger olmak tizere Ardisik Yaklasimlar Metodunun tekrarlama bagintisi,
u, () =f(x)+A[K(x,0u,_,(H)de, n>1 (3.21)
0

seklindedir.

Burada baslangic deger olan u (x) herhangi reel degerli bir fonksiyon olabilir. Biz

genellikle u,(x) i¢in 0, 1 veya x ‘i segecegiz ve (3.20) denkleminde yazarak ardisik u_

yaklagimlar1 elde edecegiz. (n>1)

u, (x)=f(x)+ ATK(X,t)uO(t)dt,
u,(x)=f(x)+ )\](‘ K(x,t)u, (t)dt,

u, (x) = f(x)+ AI K(x,u, (t)dt, (3.22)

un+1

(x)=f(x) + AI K(x,t)u_(t)dt,

Olusturulan tekrarlama bagintis1 kullanilarak integral denkleminin ¢6ziimii,

u(x)= Lgmw u (%) (3.23)

seklinde elde edilir.
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Ornek 3.1.2.
Ardisik Yaklasimlar Metodunu kullanarak,
u(x) =1-[(x—tu(t)dt. (3.24)
0
Volterra integral denklemini ¢ozelim.
Coziim:
Sifirinct baslangic yaklasimai igin

u,(x)=1 segelim.

Ardisik  Yaklasimlar Metodu i¢in asagidaki tekrarlama formiiliinii kullanacagiz.

u (x)=1- I.(X —t)u(t)dt, n=0 (3.25)
n=0i¢in; u, (x)=1 —J'(x —t)u,(t)dt=1 _%XZ

I F . 1, 1,
n_]‘lgln' uz(X)_l_.([(X_t)ul(t)dt—1—ZX +ZX

(3.26)
=2 igin; 1| —tu, ()t =1 - x4 Lt~ Ly
n=2i¢in; u,(x)= _([(x Ju,(t)dt = 2!X 4!x 6!X
elde edilir. Sonug olarak,
n y X2k
=>» (-1 3.27
u, (%) kZ(;( ) 20! (3.27)
denklemi elde edilir. Buradan da ¢oziim,
u(x)=limu__ (x)=cosx (3.28)

olarak bulunur.

3.1.3. Direkt hesaplama metodunun Fredholm integral denklemine uygulanmasi

Bu metot Fredholm integral denklemlerine dogrudan yaklasir ve ¢dzlimii seri olarak degil

tam olarak verir. Bu yontem yalnizca,
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K(x,t) = Zi:gk (x)h, (t). (3.29)

seklinde dejenere veya ayrilabilir ¢ekirdekler i¢cin uygulanabilir.
Ayrilabilir ¢ekirdek drnekleri x —t,xt,x*—t*,xt’ +x’t seklinde verilebilir.
Direkt Hesaplama Metodu asagidaki adimlar takip edilerek uygulanabilir.
1) (3.29) ayrilabilir ¢ekirdegini,
b
u(x) =f(x) + j K(x,t)u(t)dt (3.30)

Fredholm integral denkleminde yazalim.

2) (3.29) denklemindeki ayrilabilir ¢ekirdek yerine yazilirsa,
b b b
u(x) =f(x)+g, (O h, (Ou(t)dt + [h,(Ou(t)dt +:-+g, () [h, (Du(t)dt. (3.31)

elde edilir.
3) Sag taraftaki her integral, sadece t i¢in sabit integrasyon sinirlart olan t degiskenine

baghidir. Bu, her integralin bir sabite esit oldugu anlamina gelir. Buna gore (3.31)

denklemi,
u(x) =f(x)+Aa g, (x) +Aa,g,(x)+--Aa_(x) (3.32)
seklinde ifade edilebilir. Burada

b
o =[h(Du(t)dt, 1<i<n (3.33)
seklindedir.

4) (3.32)’nin (3.33) ‘e doniistiiriilmesi a, 1<i<n sabitlerini belirlemek i¢in ¢dziilebilecek
bir cebirsel denklem sistemini verir. Elde edilen a, sayisal degerleri (3.32)’de kullanilarak

Fredholm integral denkleminin u(x) ¢6ziimii kolayca bulunabilir [7].

Ornek 3.1.3.:

1
u(x)=3x+3x"+ % Ixztu(t)dt (3.34)

0

Fredholm integral denklemini Direkt Hesaplama Metodunu kullanarak ¢dzelim.
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Coziim:

K(x,t) =x’t ¢ekirdegi ayrilabilirdir. Bu sebeple (3.34) denklemini,
1 1
u(x)=3x+3x*+ EXZ Itu(t)dt (3.35)
0

seklinde yazabiliriz.
Sag taraftaki integral bir sabite esittir. Ciinkii sadece t degiskeninin sabit integrasyon

sinirlari olan fonksiyonlarina baglidir. Sonug olarak (3.35) denklemini,
u(x) =3x+3x" + %ocx2 (3.36)
seklinde yazabiliriz. Burada

a= j'tu(t)dt (3.37)

seklindedir.
o ’yi1 elde etmek i¢in (3.36) denklemi (3.37) denkleminde asagidaki gibi yerine yazilirsa,

1
a:_[t(3t+3t2+%octzjdt (3.38)

0

denklemi elde edilir. Buradan integral hesaplandiginda,

a=l+1lq (3.39)
4 8

ve

a=2 (3.40)

elde edilir. Burada elde edilen (3.40) denklemi (3.36)’da yerine yazildiginda,
u(x) =3x+4x° (3.41)

tam ¢Oziimii elde edilir.

3.1.4. Varyasyonel iterasyon metodunun Fredholm integral denklemlerine

uygulanmasi
Bu metot Ji-Huan He tarafindan gelistirilen bir metottur. Sistem igin bir diizeltme
fonksiyoneli olusturmasi bu metodun temel 6zelligidir. Lineer olmayan denklemlerin

¢oziimiinde etkili bir metottur [7,18,21].

u(x)=f(x)+ .TK(X,t)u(t)dt (3.42)
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ya da
u(x)=f(x)+ g(x)jzh(t)u(t)dt (3.43)

denklemini ele alalim.

(3.43) denkleminin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
b
u'(x) =f'(x) +g'() [h(t)u(t)de (3.44)

denklemi elde edilir.

(3.44) integro-diferansiyel  denklemi igin  fonksiyonel  diizeltme  yapilirsa
X b

u,, () =un(x)+Ix(z)(u;(a—f’(z)—g'(z) | h(r)ﬁ(r)dr)}dz (3.45)
0 a

denklemi elde edilir.
Burada 1.mertebeden Integro-diferansiyel denklemi icin Lagrange Carpani A(E) = —1

kullanilir. Belirlenen A, sinir degisikligi olmadan (3.45) denkleminde yazilirsa,
X b

u,, (=100~ (u;(z) - -g®] h(r)ﬁ(r)dr)jdz (3.46)
0 a

denklemi elde edilir. Ardigik yaklagimlarin belirlenmesi i¢inn>0 olmak iizereu_(x)
ifadeleri kullanilir. ug sifirinci yaklasim segilen herhangi bir deger olabilir. u(0) baslangig
degeri tercihen u(0)=0 olarak kullanilabilir. Sonu¢ olarak ¢6ziim asagidaki sekilde elde
edilir.

u(x)= }g{: u_(x) (3.47)

Ornek 3.1.4.:
Varyasyonel Iterasyon Metodunu kullanarak asagidaki Fredholm integral denklemini

¢ozelim.

u(x)=sinx-x+x|u(t)dt (3.48)

O Cmm—yro | 3
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Coziim:
Denklemin her iki tarafinin X ’e gore tiirevini alalim.

2
u'(x)=cosx—1+ [u(t)dt
0

(3.49)
Bu denklemin diizeltme fonksiyonu asagidaki sekilde elde edilir.
u,, (0 =u ()~ [| u/(§)-cost+1-[u (r)dr dg (3.50)

Birinci dereceden integro-diferansiyel denklemleri i¢in A=-1 olarak alacagiz.
u (x)=u(0)=0 baslangi¢ kosulu, (3.50) diizeltme fonksiyonunda yerine yazilirsa asagidaki

ardisik yaklasimlar elde edilir.

u,(x)=0, (3.51)
ul(x)zuo(x)—j ug(E)—cosE+1—iu0(r)dr dé
2 y (3.52)
=sinx—x
uz(x):ul(x)—j' u;(E)—cosE+1—iul(r)dr dg
0 0 (3.53)
:(sinx—x)+(x—%zx)
u3(x):u2(x)—jf u’Z(E)—cosE+1—‘2[u2(r)dr dé
’ Poon (3.54)

. T
=(SlnX—X)+(X—§X)+(§X—aX)
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Giiriilti terimleri yok sayilirsa ¢oziim,
u(x)=sinx (3.55)

olarak bulunur.

3.1.5. Homotopi perturbation metodu

Homotopi Perturbation Metodu integral denklemlerini ¢6zmede etkili bir metottur ve bu

metotla c¢esitli lincer ve lineer olmayan integral denklemlerini ¢ozebiliriz. Bunun igin

asagidaki (3.56) lineer olmayan diferansiyel denklemi ele alalim.

A(w)—f(r)=0, reQ (3.56)
B(u,a—uJ=0, rel (3.57)
on

Burada A diferansiyel operator, B sinir operatorii, f(r) bilinen analitik bir fonksiyon ve T

da Q bolgesinin siniridir. A operatorii L ve N seklinde iki pargaya boliinebilir. Burada L

lineer N’de lineer olmayan kisimdir. Dolayisiyla (3.56) denklemi,

L(w)+N(u) —f(r)=0 (3.58)
seklinde yazilabilir. Homotopi teknigiyle,

H(v,p) =(1-p)[ L") —L(w,) |+ p[ AW) - £(r) |=0 (3.59)
yada

H(v,p) = L(v) - L(u,) +pL(u,) +p| N(v) —f(r) | =0 (3.60)

ifadelerini saglayan,
v(r,p):x[0,1] >R
seklinde bir homotopi kurabiliriz. Burada; pe[O,l] bir gdbmme parametresidir. u, ’da

genel olarak sinir kosullarin1 saglayan (3.56) denkleminin baglangi¢ yaklagimidir. A¢ik bir
sekilde (3.59) yada (3.60)’dan,

H(v,0)=L(v)-L(u,)=0 (3.61)
H(v,1)=A(v)—f(r)=0 (3.62)
elde edilir.

p=0 oldugunda (3.59) denklemi lineer bir denklem ve p=1 oldugunda orijinal lineer

olmayan denklem olur. Boylece 0’dan 1’¢ p-nin degisim siireci L(v)-L(u,) ’dan
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A(v) —f(r)orijinal denklemine deforme oldugunu gosterir. Bu, homotopi metodunun
temel fikridir. (3.59) denkleminin ¢6ziimii igin v, perturbation teknigi kullanilarak (3.63)
seklinde p’nin bir kuvvet serisi formunda yazilabilir.

V=V, +pV, +pV,+-- (3.63)
p=1 alirsak (3.56) nin yaklasik ¢6ziimii,

u=lpi£rllv=vo+v1+v2+--- (3.64)

seklinde olur. (3.63) serisi p —1 iken ¢oziim bolgesinin tiimiinde yakinsak olabilir.

Homotopi Perturbation Metodu geleneksel perturbation metodunun kisitlamalarini yok
etmistir [10,19,20,21].

Homotopi perturbation metodunun Fredholm integral denklemlerine uygulanmasi

b

u(x) = () +A [ K(x, u(t)dt (3.65)
seklinde ikinci tir Fredholm integral denklemi ele alalim. (3.65) integral denklemi igin
F(u) ve L(u) operatort,

F(u) =u(x)—-f(x)

b (3.66)
L(w) = u(x) — f(x) = A [K(x, Hu(t)dt =0

esitligi ile ifade edilsin. (3.65) integral denklemi i¢in homotopi,
H(u,p)=(1-p)F(u)+pL(u)=0. (3.67)
seklinde ifade edilir. Bu homotopi denkleminde p gémme parametresi, tanimli oldugu
p EI:O,l:I araliginda diizenli olarak artar. HPM bu genislemenin kullanimini ortaya koyar.
Bu sayede H(u,0)=F(u), H(u,1)=L(u) oldugu kolayca goriilebilir.

u=u,+pu, +p°u, +--- (3.68)
serisi (3.67) homotopi denkleminde yerine yazildiginda,

H(u,p)=(1-p)((u, +pu, +p°u, +---) - f(x))
(3.69)

b
+p| (u, +pu, +p°u, +--)—f(x) - AJ-K(X,t) (u, +pu, +p’u, + ...)dtJ =0

denklemi elde edilir. p’nin aym1 kuvvete sahip terimleri bir araya getirildiginde;
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H(u,p) =p°(u, - f(x))+p’ (ul - Aj.l((x,t)uodt} +p’ [uz —Aj.l((x,t)uldt} R (3.70)

ifadesi elde edilir. Buradan,

p’: u,(x)-f(x)=0=u,(x)=1(x)
p'iu (x)= Aj)‘ K(x,t)u, (t)dt

p*:u,(x)= Ajl K(x,t)u, (t)dt

b
™ 1w, (0 =A[K(x,t)u, (6)dt,n 20

(3.71)

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla ele alinan integral denklemin HPM ile ¢6ziimii;
u(x) =u,(x)+u, () +u,(x) +-- (3.72)
olarak bulunur [7,10,11,16].
3.1.Tanim
u,,u,,u,,.. bir fonksiyon dizisi olsun. Eger,
s, (x)=> u,(x) (3.73)

k=1

ile tammlanan (S,) kismi toplamlar dizisi u ’ya yakinsak ise, Y u, serisi de u ’ya
n=1

yakinsaktir, denir [12].
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3.4. Teorem

(3.65) denklemini ¢6zmek igin
s,(x)=f(x),

Spa () =)+ ATK(X:t)Sn(t)dt (n=012.) (3.74)

seklinde SH(X) ardisik iterasyon dizisini ele alalim. Ayrica,

bb
[ [K*(x,t)dxdt =B* <o (3.75)

ve f(x)el'(a,b) olsun. Bu durumda, eger |}\|<l ise yukaridaki iterasyon I’(a,b)
B

normunda (3.65) denkleminin ¢6ziimiine yakinsaktir [12].

Ornek 3.1.5. Homotopi Perturbation Metodunu kullanarak
1

u(x) =/x + A xtu(t)dt (3.76)
0

Fredholm integral denklemini ¢6zelim.

Coziim:

Once operatorleri tanimlayalim.

F(u) = u(x) —x
) 3.77
L(w) =u(x) -x - [ xtu(t)dt (377)

0
Simdide asagidaki konveks homotopiyi olusturalim.
H(u,p) =(1-p)F(u) + pL(u) =0. (3.78)

H(u,p) = u(x) ~vx —p[ xtu(t)dt =0 (3.79)
Buradan (3.76) denkleminin tekrarlama bagintist,
1
5,1 () =\x +A[(xO)s, (D). (3.80)
0
seklindedir. Ayrica u (x)= \/; ve (3.80) denkleminden dolay1

u(x) = \/; + p)xj xtu(t)dt (3.81)
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yazilabilir.

(3.68) serisini (3.81) denkleminde yerine yazarsak asagidaki sonuglari elde ederiz.
P’ i1, (x) =vx

h 21
p': u,(x)= jxt\/;dt = ?x,
0

1 2
p’ u,(x) ijt%tdt :%x,
0 (3.82)
o 2N 228
i, (%)= | xt=——tdt = —x,
piu, (=] 15 45

0

elde edilir. Buradan,

sn(x):\§+( 2 y4 2 i 2 7\3+---]x—\§+[g > [&]XJ (3.83)

5.3° 5.3 5.3° i1
¢Ozliimiinii elde ederiz.
Eger ‘)\‘ <3 ise, yukaridaki dizi yakinsaktir.

Burada sunu da not etmek gerekirse Teorem 3.4.’den,

:[_EKZ(X,t)dxdt = (Xt)z dxdt = % = B2, (3.84)

O Ly
O L

bulunur. ‘7\‘<3 ise (3.76) denklemi yakinsaktir.

3.5. Teorem

Adomian Ayrigtirma Metodu
b
H(u,p) = u(x) —f(x) —p[K(x, t)u, ()dt =0 (3.85)

seklinde verilen konveks homotopisi ile bir Homotopi Perturbation Metodudur [7].
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3.2. Volterra ve Fredholm integral Denklem Sistemleri

3.2.1. Adomian ayrnistirma metodunun Volterra integral denklem sistemlerine

uygulanmasi

Lineer veya lineer olmayan integral denklem sistemleri miihendislik, fizik, kimya ve
popiilasyon biiyiime modellerinde ve bilimsel uygulamalarinda karsimiza c¢ikmaktadir.
Integral denklem sistemleri calismalar1 uygulamali bilimlerde ¢ok ilgi ¢ekmistir. Bu

sistemlerin genel goriisleri ve temel 6zellikleri genis uygulanabilirlige sahiptir [7].

Volterra integral denklem sistemleri iki tiirde kargimiza ¢ikar. Birinci tiir Volterra integral
denklem sistemleri i¢in, bilinmeyen fonksiyonlar yalnizca integral isareti altinda goriiliir.

Buna 6rnek olarak asagidaki sistem verilebilir.

f(x)= I(Kl(x,t)u(t) +K, (x,t)v(t) +- -)dt

f,(x)= T(KZ(X,t)u(t) +K,(x,t)v(t) +-- .)dt
0 (3.86)

Ikinci tiirden Volterra integral denklem sistemlerinde ise bilinmeyen u(x) fonksiyonu

integral isaretinin i¢inde ve disinda bulunur. Asagidaki sistem buna Ornek olarak

gosterilebilir.

u, x)= fl(X) + ](.(Kl(X,t)ul(t) + KI(X,t)uz(t) 4. .)dt
’ (3.87)

u,(x)=f,(x)+ I(Kz(x,t)ul(t) +K, (%, ), () +-- -)dt.

Burada K (x,t) ve K,(x,t) ile f(x), (1=1,23,---) fonksiyonlar: reel degerli

fonksiyonlardir.
Simdi ikinci tiirden bir Volterra integral denklem sistemi i¢in Adomian Ayrigtirma

Metodunun nasil uygulandigini gosterelim.
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Ornek 3.2.1. Asagidaki Volterra integral denklem sistemini Adomian Ayristirma

Metoduyla ¢6zelim.

ul(x)=x—%x‘* +I((X—t)zul(t)+(x—t)u2(t))dt,

(3.88)
u,(x) =x° —1—12x5 +E[((x—t)3u1(t)+(x—t)zuz(t))dt.
Coziim:
Adomian Ayristirma Metodunda u, (x) ve u,(x) lineer terimleri
u,(x)=> ", (%), u,(x)=>u,(x) (3.89)
n=0 n=0

seklinde sonsuz serileri ile ifade edilir.
Burada u, (x) ve u, (X) fonksiyonlari u (x) ve u,/(x) fonksiyonlarmin tekrarl

bilesenleridir.

(3.89) denklemleri (3.88)'de yerine yazilirsa,

ium(x)=x—1x4+I((x—tfium(t)+(x—t>iu2n<t>jdt,
n=0 6 0 n=0 n=0 (3.90)

ium(x) =x’ —1—12X5 +T[(X—t)3iu1n(t)+(x—t)ziu2n(t)]dt_

denklemleri elde edilir. Sifirinci bilesenler u, (X) ve u, (X) integral isareti altinda

bulunmayan tim terimler tarafindan tanimlanir ve (3.90) denklemi asagidaki sekilde

tekrarli olarak ifade edilebilir.

u,(x)=x —lx4 )
6 (3.91)

U, (0 :I.((x—t)zulk(t)+(x—t)u2k(t))dt, k>0,

ve



1
2 5
uzo(x):x —Ex ,

u2(k+1)(x) = ](.((X - t)3 u, (D)+x- t)Zqu (t))dt , k>0,

Bunun sonucunda,

u (x)=x——x", u (x)=—x —x’,
10(0) 6 (%) 6 280
ve
1 1 11
w (X)=x’——x°, u (x)=—x"— x2.
20( ) 12 (%) 12 10080

seklinde elde edilir.
1

Burada agik olarak goriiliir ki giiriiltii terimleri +=x*

6
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(3.92)

(3.93)

(3.94)

u,,(X) ve u,(x) arasindadir.

Ayni sekilde giriiltii terimleri + Ly u, (x) ve u,(x) arasindadir. Bu giiriiltii
12

terimleri denklemden atilirsa u, (x) Ve u,(x) tam ¢oziimleri elde edilir. Yani,

(u1 (x),u, (x)) = (X,x2 )
seklindedir.

3.2.2. Direkt hesaplama metodunun Fredholm

uygulanmasi

(3.95)

integral denklem sistemlerine

Ikinci tiirden Fredholm integral denklem sistemlerini ¢6zmek i¢in Direkt Hesaplama

Metodunun uygulanacagi adimlar1 agagidaki sekilde 6zetleyebiliriz [7].

Direkt Hesaplama Metodu,

K (x,t)= Zn:gk (x)h, (t) ve K, (x,t)= Zn:rk (x)s, (t)

(3.96)

gibi dejenere veya ayrilabilir ¢ekirdekler i¢in uygulanacaktir.

1) ilk olarak ayrilabilir ¢ekirdege sahip Fredholm integral denklemlerini belirleyelim.
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u,(x)= fl(x)+T(Kl(x,t)ul(t)+Kl(x,t)uz(x,t))dt,

(3.97)
u,(x)=£,(x) + _T(Kz(x,t)ul(t) +K, (%, Du,(x,0) [t
2) (3.96) denklemlerinin esiti (3.97)’de yerine yazilirsa,
U, (0=, + ng(x)fhk@)ul(t)dt v :Zlgk(xﬁﬁk(t)uz(t)dt, -

u,(x) =f,(x)+ Z":rk (X)_Tsk(t)ul(t)dt + z":fk(x)igk(t)uz(t)dt.

elde edilir.
3) (3.98) denklemlerinde sag taraftaki her integral, sadece t igin sabit integrasyon sinirlari
olan t degiskenine baglidir. Bu, her integralin bir sabite esit oldugu anlamina gelir.

Buradan (3.98) denklemi,
u, () =fx)+o,g X))+ +a,g (X)+B,g X))+ - +B,8, (%),

(3.99)

w(x)=f,x)+yrx)+-+yrx)+8r(x)+--+8 I (x),
seklinde yazilir ve buradan da,

b
o, = [h,(Du,(D)dt, 1<i<n,

b ~
B, = [h,(Du,(t)dt, 1<i<n,

a (3.100)

b
v, =[50y, (Ddt, 1<i<n,

b
8, = [5,(Du,(Hdt, 1<i<n,

seklinde elde edilir.

4) a,B.,v,,8, sabitlerini bulmak i¢in (3.100) denklemi (3.98) denkleminde yerine yazilirsa
dort bilinmeyenli bir denklem sistemi elde edilir. Elde edilen bu sabitler (3.98)
denkleminde tekrar yerine yazilirsa (3.96) Fredholm integral denklem sisteminin ¢6ziimi

elde edilir.
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Ornek 3.2.2. Asagidaki Fredholm integral denklem sistemini Direkt Hesaplama Metoduyla

cozelim.

(tantu, (t) +sectu,(t) )dt,
) (3.101)

u,(x)= —(1 + \E) +tanx + i(sectul(t) + sectuz(t))dt.

u, (x)=secx—2+

o t——w|A

Coziim:
Direkt Hesaplama Metodunun ¢éziim adimlari kullanilirsa,

u (x)=secx—2+a, +f,,

3.102
u2(><):tanx—(1+\/§)+oc2+B1 ( )
seklinde ifade edilebilir. Burada,

3
a, = [tantu, (t)dt,
0
3
a, = [sectu, (D)dt, (3.103)

o

B, = | sectu,(t)dt.

ce—uwla

seklindedir. (3.103) denklemleri (3.102) denkleminde yerine yazilarak

a,=1, a,=+3, B, =1 (3.104)
olarak elde edilir. Elde edilen (3.104) sabitleri tekrar (3.102) denkleminde yerine yazilirsa

Fredholm integral denklem sisteminin ¢6zimii,
(ul(x),uz(x)) = (secx,tanx) (3.105)

seklinde elde edilir.
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3.2.3. Ardisik yaklasimlar metodunun Fredholm integral denklem sistemlerine

uygulanmasi

u, () =f,(x)+ T(Kl(x,t)ul(t) +K, (%, Du,(x,0) dt,

(3.106)
b ~

u,(x)=f,(x)+ j (K,(xDu, (0 +K,(x,Du,(x,0) .
Fredholm integral denklem sisteminin AYM ile ¢6ziimiinii gosterelim.
AYM ‘nin tekrarlama bagintist,

b ~
u, () =f (x)+ j (Kl(x,t)ul(nfl)(t) + Kl(x,t)uZ(nfl)(x,t))dt,

a n=1,2,3, - (3.107)

u,, () =£,60+ [(K,(x, 0, , (0 +K,(x,0u,, , (x,0) jdt.

seklindedir. Burada uw(X) ve uzo(X) reel degerli fonksiyonlar olarak segilebilir.
Genellikle bu baslangig degerlerini 0,1 ve x olarak sececegiz ve (3.107) denkleminde

yazarak u,, (x) ,u,, (x) (k>1) yaklasimlarini elde edecegiz.

ul(n+1)(X) =f,(x)+ T(Kl(x,t)uln(t) + Kl(x,t)uZH(X,t))dt,
a (3.108)

Uy, () =F,(0) + _T(Kz(x,t)uln(t) +K,(x,Du,, (x,0) Jdt.

Olusturulan tekrarlama bagintist kullanilarak Fredholm integral denklem sisteminin
¢Ozumi,

u, (x)=lim ul(ml)(x)

n—oo

u,(x)=limu X
2( ) N 2(n+1)( ) (3109)

seklinde elde edilir [7,13].
Ornek 3.2.3.

u, (x) =sinx+cosx —4x + T(xul(t) + Xuz(t))dt
0 (3.110)

u,(x)=sinx —cosx+ T(ul(t) —uz(t))dt

Fredholm integral denklem sistemini Ardisik Yaklagimlar Metoduyla ¢ozelim.
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Coziim:

(3.110) Fredholm integral denklem sisteminin AYM i¢in olusturulan tekrarlama bagintist,

Uy
u, (X)=sinx+cosx—4x+ J.(xul(n_l)(t) + xuz(n_l)(t))dt
0

(3.111)
u, (X)=sinx—cosx+ J‘(uum)(t) - uz(nfl)(t))dt
0
seklindedir. Burada,
Uy () =0 (3.112)
u,,(x)=0
olarak secilirse,
u,, (x) =sinx +cosx —4x
n=1 1(,‘11’1, u21(X) =sinx —cosx (3113)
u,(x)=sinx+cosx — 2m’x
n =2icin; {U,,(X)=sinx—cosx—2mn*+4 (3.114)
u,,(x) =sinx +cosx — 'x — 21°x + 47X
n=3icin; {U,,(X)=sinx—cosx—m" -2’ +4m+4
(3.115)
elde edilir.
Buradan ¢6ziim,
u, (x) :limul(m)(x) =sinXx+cosx
ne (3.116)

u,(x) :}g{:uz(m)(x) =sinx —cosx

seklinde bulunur.
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3.2.4. Homotopi perturbation metodunun integral denklem sistemlerine uygulanmasi

Fredholm ve Volterra tipindeki integral denklem sistemlerinin HPM ile ¢ozimii i¢in

asagidaki denklemleri secelim.

u(X)=f(x)+z (X,u(x))+ivi (x,t,u(t))dt, i=1(Dn,
; (3.117)

u(X)=f(x)+z (X,u(x))+jivi (x,t,u(t))dt, i=1(Dn,

Burada u(x)=(u,(x),u,(x),..,u (x)) seklindedir.

(3.117) sistemlerinin ¢6ziimlerinin bulundugunu varsayalim. Bu sistemlerin ¢6ziimiiniin

varlig1 [23] nolu referansta mevcuttur.

Ik énce HPM’nin

L(u)=0 (3.118)

seklinde genel denklemini ele alalim. Burada L bir integral veya diferansiyel operatoriidiir.

Simdi konveks homotopiyi kuralim.

H(u,p) =(1—p)F(u) + pL(u) =0, (3.119)

Burada F(u) ¢oziimii bilinen bir operatordiir. H(u,0)=F(u) Ve H(u,1)=L(u)

seklindedir. Bu bize H(u,p) 'nin H(v,,0) baslangic noktasindan H(u,1) ¢oziim

fonksiyonuna dolayli olarak tanimlanmis bir egriyi siirekli takip ettigini gosterir. Gomme

parametresi p monoton bir sekilde 0’dan 1’e artar. Burada 6nemsiz F(u)=0 fonksiyonu

orijinal L(u)=0 fonksiyonuna deforme olur. p gomme parametresi elde edilecek bir

genisleme parametresi olarak diisiiniilebilir.

Coziimi,

u:Zw:piui =u, +pu, +p’u, +--- (3.120)
i=0

seklinde arayalim.

p—1 giderken (3.119), (3.117)’e karsilik gelir ve (3.117)’in yaklasik ¢6ziimiinii verir.

O halde ¢6zlim,

u:limu=Z:ui (3.121)
i=0

p—1

seklinde elde edilir. Buradan, (3.117) integral denklem sistemlerinin ¢dziimii,
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ul(x):zpluli :u10 +pu11 +p u12 o
i=0

uz(x)=Zpiu2i =u,, +pu,, +pu,, + (3.122)

i=0

seklinde elde edilir [14].

Ornek 3.2.4. Tam ¢dziimleri

u (X)=x",u(X)=-X+X +X’ (3.123)
olan
1 11 2, 1.4 { 3 2
U (X)=——+—x——x*+ =X+ [((x—t)%u, (t) + (x—t)*u (1) )dt
()=t ox - ox o !((x )’u, (8) +(x =) u, (1)) 120

1 19 17 , 11 , 1, ¢ . ,
U(X)=———X+—X" ——X +—X + |[{(x—t)"u, (t)+(x—t) u,(t)|dt
()= 55— Xk - !(( )1, (0)+(x—t)u, (1))

(3.124) Fredholm integral denklem sistemini Homotopi Perturbation Metodu ile ¢ozelim.

HPM ile H(u,,u,,p) konveks homotopiyi kuralim.

1 11 2, 1,

f(x)=——+—=x-=x"+=X

20 30 3 3 (3.125)
1’2(x)=i—gx+gxz—Ex3+lx4

30 60 20 12 3

olmak tizere,
H,(u;,u,,p)=(1-p)(u,(x)—f (x)) +p(u,(x)-f (X))

_pj‘((X—t)3u1(t)+(x_t)2u2(t))dt:O
0 (3.126)

H,(u,,u,,p)=(1-p)(u,(x) ~£,(x)) +p(u,(x) -f,(x))

_pj((X—t)4ul(t) +(X_t)3u2(t))dt _0

seklindedir.
(3.122) denklemi (3.126) denkleminde yerine yazildiginda ve p ’nin ayni kuvvete sahip

terimleri esitlendiginde,
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1 11 2 1

U (X)=——+—Xx——X +-X
. w () 20 30 3 3
D (3.127)
1 19 17 11 1
u, (x)=—-——X+—X ——X +-X'
30 60 20 12 3

89 11 161, 61 ,

u,(X)=———+—x——X"+ X
. 1800 30 240 180
p: (3.128)
209 1601 41 , 133 , 61 ,
U, (X)=——-——X+—X ——X +—X
6300 5040 48 144 180

1 1 163 , 1
u,(x)=- + X+ X" — X
, 1600 2016 50400 200
p: (3.129)
53 11 101 , 571 , 1 ,
u, (x)= + X— X + X ———X
252000 20160 33600 100800 200
17 73 263 |, 83
u,(x)= - X+ X - X
, 252000 151200 288000 151200
p:
19 2629 2279 7571 83
u, (x)=— + X— Xt + x* - x* (3.130)
378000 6048000 2016000 6048000 151200

esitlikleri elde edilir. Bu sekilde sistemin tiim terimlerini elde etmek giictiir. Bu sebeple,

P,(x)= iuik (3.131)

seklinde ilk 3 terim toplam1 kesilerek yaklasik ¢oziim asagidaki sekildedir.

1 1 671987 , 1
+ X+ X+

(p13(x):_504000 75600 672000 151200X
(3.132)
1 6048071 2016061 , 6047831 , 1 .
@, (x)= - X+ X+ X + X
756000 6048000 2016000 6048000 151200

Bu yaklasik ¢oziime ait sonuglar Cizelge 3.1.’de gosterilmistir. Ayrica Cizelge 3.1.’de N
degeri arttikca hatanin azaldigi N=5 secilerek ifade edilmistir.



Cizelge 3.1. Ornek 3.2.4. ¢ ait hata analizi

N=3 N=5
§ €y (U, (X)) €y (U,(X)) €y (U, (X)) €y (U, (X))
0 6,9444¢-5 5,1587-5 1,53536-9 7,0862e-10
0.2 3,0952¢-6 6,1905¢-7 2,3699€-10 3,5258¢-10
0.4 15317¢-5 8,9524¢-6 5,0233¢-10 3,7698¢-10
0.6 1,2460e-5 2,8413¢-6 1,8660e-10 1,7621e-10
0.8 1,5000e-5 9,6190e-6 2,1573¢-10 1,7889%-10
1 4,9603¢-5 4,1667e-5 1,5157¢-9 1,3582¢-9
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4. BULGULAR

Bu béliimde birer Fredholm integral denklem sistemi, Volterra integral denklem sistemi ve

Fredholm integral denklemi HPM ve bahsi gecen diger metotlarla ¢oziilecektir.

Ornek 4.1. Asagidaki Fredholm integral denklem sistemini Adomian Ayristirma Metodu,

Homotopi Perturbation Metodu ve Direkt Hesaplama Metodu ile ¢ozelim.
Tam ¢dziimleri u (x)=x+1 ve u,(x)=x"+1 olan

1
0,0 =+ L4 XY (4 () u,(0)dt,
18 36 1 3 1)

u,(x) =x" _%x+1+'Ixt(u1(t)+u2(t))dt.

(4.1) Fredholm integral denklemini 6nce Adomian Ayristirma Metodu ile ¢6zelim.
Ayrigtirma yontemini kullanarak ¢dziimleri tiiretmek i¢in asagidaki Adomian semasini

kullanabiliriz.
u,, (%) =%+¥ 10,0556x +0,4722,
(4.2)

u,,(x) =x* —%X+1 1x*-1,5833x+1

ve

1x+t

Uy, 0= T(ulm(t) +u,, (D)dt,
0 (4.3)

uZ(m+1)(X) = _[Xt(ulm(t) + uzm(t))dt: m= 0,1,2,...

0

Buradan 1. iterasyon,

1
0,00 = [ 2 (1, (0 4y (9)dt = 2 x+ 123 0,3472x+0,1590,
3 12" 648
0 (4.4)
1

103
u,, () = [xt(u,, () +u,,(6))dt = 1 X1 04769,

0

seklinde elde edilir. Iki terim i¢in olusan ¢oziim ise,
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¢@,(x)=u,,(x)+u, (x)00,4028x +0,6312,
(4.5)
@,,(x)=u, (x)+u, (x)0 x*-1,1065x +1.

seklindedir. Siradaki terim,

1
0,00 = X5 (w0, (0 +u,, (0)dt = —2x+7110,1903x +0,1181,
e 972" 144 (46)

1
u,, () = [xt(u,, (D) +u,,(0)dt = %x [10,3542x.
0
seklinde bulunur. Bu terimle beraber olusan ¢oziim ise,
¢, (x)=u (x)+u (x)+u,(x)00,5931x +0,7492,
4.7)
@, (x)=u, (x)+u, (x)+u, (x)U x’ =0,7523x + 1.
seklinde bulunur.
Aynmi yolu izleyerek @, (x) ve ¢, (x) bilesenleri k=3,4,... i¢in bulunabilir. 11 terimli
¢cozlim asagidaki gibidir.
¢, ,(®)=u, (X)+u,(X)++u, (x)[0,9813x+0,9885,
(4.8)
@, 1, () =1, (X) +u,, () +---+u,, (X)) x* —0,0345x +1.
X ’in bazi degerleri ve bunlara karsilik gelen mutlak hatalar i¢in yaklasik ¢oziimler Cizelge
4.1.'de ifade edilmistir [14,15].



38

Cizelge 4.1. Ornek 4.1.’e ait sayisal sonuglar ve hata analizi.

N=11 N=11
" 0K | @y () | e @) | w® | @y (X)) | e (1)
0 1 0,988498 |  1,15e-2 1 1 0

0.1 11 | 1,086632 1,33e-2 1,01 | 1,006549 |  3,45e-3

0,2 12 | 1,184766 | 1,52e-2 1,04 | 1,033099 |  6,90e-3

03 13 | 1,282899 | 1,71e-2 1,09 | 1,079648 1,03e-2

04 1,4 | 1,381033 | 1,8%-2 1,16 | 1,146198 1,38e-2

0,5 1,5 1,479167 2,08e-2 1,25 1,232747 1,72e-2

0,6 1,6 1,577301 2,26e-2 1,36 | 1,339296 2,07e-2

0,7 1,7 1,675435 2,45e-2 1,49 | 1,465846 2,41e-2

08 1,8 | 1,773569 | 2.64e-2 1,64 | 1612695 | 2.76€-2

0,9 19 | 1871702 | 28282 181 | 1,778945 | 3,10e-2
1 2 1,060836 | 30262 2 1065404 | 3.45e-2

Simdi de Homotopi Perturbation Metodunu kullanarak ¢6ziimii bulalim.

HPM ile H(ul,uz,p) konveks homotopiyi kuralim.

H,(u,,u,,p) =ul(x)—fl(x)—ijT“(ul(t)wz(t))dt =0,
0 (4.9)

H,(u,,u,,p)= uz(x)—fz(x)—pjxt(ul(t)+u2(t))dt =0.

(3.119) denklemi (4.9) denkleminde yerine yazildiginda ve p ’'nin aymi kuvvete sahip
terimleri esitlendiginde,
x 17
u (x)=f,(x)=>u, (x)=—+-—-010,0556x+0,4722,
o 18 36
p: (4.10)

u, (x)=f,(x) = u,,(x) =x —%X-ﬂ—l 1x*-1,5833x+1
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1
u, (%) =jXT”(ulo(t)+u20(t))dt = u,,(x)[] 0,3472x+0,1590,
p': 0 (4.11)

u,, ()= jxt(uw(t) +u,,(0))dt = u,, (x)[1 0,4769x.

0

tX+t

u, ()= T(un(t)+u21(t))dt =u,,(x)[10,1903x +0,1181,
p’: ’ (4.12)

u,,(x)= j‘xt(un(t) +u,,(t))dt = u,,(x) 0 0,3542x.

0

1X+t

u,(x)= IT(ulz(t) +u,,(t))dt = u,,(x)[10,1301x+0,0802,

3. 0

u,,(x)= jxt(ulz(t) +u,,(0))dt = u,,(x) [ 0,2405x.
0 (4.13)

selinde elde edilir. Buradan,

u, (%) =iu1n(x), uz(x)ziuh(x). (4.14)

kullanilarak (4.1)’in yaklasik ¢6ziimii elde edilebilir. Fakat (4.14)’lin tim seri terimleri
belirlenememektedir. Bu nedenle asagida kesilen serilerle ¢6ziimiin bir yaklasimini

kullanacagiz.
m-1 m-1

@,,00=2 1, (), @)= u, () (4.15)
n=0 n=0

Ik 11 terime ait yaklasim ¢dziim asagidaki sekildedir.

@11, ()11 0,9813x+0,9885,

2 (4.16)
@0, (X) 0 x"-0,0345x + 1.

AAM ile HPM’nin (4.1) denklemine ait hata analizi Cizelge 4.2.'de gosterilmistir [14,15].
Cizelge 4.2.'de gorildiigii gibi AAM ile HPM ayni sonuglart vermistir. Bu durum daha

once ifade ettigimiz Teorem 3.5. ile ac¢iklanmaktadir.
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Cizelge 4.2. Ornek 4.1.’e ait AAM ve HPM'nin karsilastirmali hata analizi.

X € an (ul(x)) € an (uz(x)) €pu (ul(x)) erM(uz(X))
0,0 1,15e-2 0 1,15e-2 0
0,1 1,33e-2 3,45e-3 1,33e-2 3,45e-3
0,2 1,52e-2 6,90e-3 1,52e-2 6,90e-3
0,3 1,71e-2 1,03e-2 1,71e-2 1,03e-2
0,4 1,89e-2 1,38e-2 1,89%-2 1,38e-2
0,5 2,08e-2 1,72e-2 2,08e-2 1,72e-2
0,6 2,26e-2 2,07e-2 2,26e-2 2,07e-2
0,7 2,45e-2 2,41e-2 2,45e-2 2,41e-2
0,8 2,64e-2 2,76e-2 2,64e-2 2,76e-2
0,9 2,82e-2 3,10e-2 2,82e-2 3,10e-2
1,0 3,02e-2 3,45e-2 3,02e-2 3,45e-2

Simdi de Direkt Hesaplama Metodunu kullanarak ¢6ziimii gosterelim.

u (x)—i +—+

17 1x+t(
18 36

(O +u,(D)dt,
0 (4.17)

u,(x) =x" _%x+1+ixt(ul(t)+uz(t))dt

denklem sisteminin ayrilabilir ¢ekirdeklerini ayirarak ¢oziime baglayalim.

u, ()= —+ 17,15, t(u, (O +y, (t))dt+1x_[(u (1) +u,(D))dt,
18 36 34 (4.18)
, 19 h
u,(X)=x —EX+1+x!t(u1(t)+u2(t))dt
Burada o ve B denklemlerini agagidaki gibi belirleyelim.
1
:It(ul(t)+u2(t))dt
0 (4.19)

B=[(u,(©)+u,(0)d

Bu durumda (4.18) denklemleri,
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u(x)—i +£+1 += B

18 36 3 (4.20)
uz(x)zx2 —%X+1+ax

seklinde elde edilir.
(4.20) denklemleri (4.19)’da yerine yazilirsa,

1

19
jt —+ a+ Bt+t —Zt+1+at dt
) 12

a=
(4.22)
1
B= A Bt+t 2 19 et e
o\18 36 3 12
denklem sistemi, buradan da integraller alindiginda,
108a —24 =103
a-24p (4.22)
60B— 60 =75
denklem sitemi elde edilir. Sonug olarak,
19 17
=, = 4.23
5 B=— (4.23)
olarak bulunur.
Elde edilen a ve 3 degerleri (4.20) denkleminde yerine yazilirsa,
u, (x)=x+1 (4.2)

u,(x)=x"+1

tam ¢oziimleri elde edilmis olur.

Ornek 4.2. Asagidaki Volterra integral denklem sistemini Adomian Ayristirma Metodu,

Homotopi Perturbation Metodu ve Ardisik Yaklagimlar Metodu ile ¢ozelim.

Tam ¢dziimleri u (x)=x" Ve u,(x)=x olan

u, (x)=—x" _2gg xu, (x) +2j(xu1(t) + uz(t))dt
3 0 0<x<1.  (4.25)

uz(x)zx—%x2+§xs+%x4 —(x+x)u,(x)-= I(u (t)-u (t))

(4.25) Volterra integral denklem sistemini 6nce Adomian Ayristirma Metodu ile ¢ozelim.
Ayristirma yontemini kullanarak ¢oziimleri tiiretmek i¢in asagidaki Adomian semasini

kullanabiliriz.
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ulO(X) = _XZ - §X4'

(4.26)
1, 2, 1,
w (X)=x-=x"+-x +-x".
20( ) 4 3 2
ve
1 1 7}
ul(k+1) (X) = EquR (X) - &J.(uu( (t) - tuzk (t))dt;
0
(4.27)

X

Uy, (X) = —%(x +x* )ulk(x) —% j (ulk(t) —~ qu(t))dt. n=0,1,2,..

0

Bu tekrarlama bagintisi kullanilarak bazi sayisal sonuglar Cizelge 4.3.'te gosterilmistir.

Cizelge 4.3. Ornek 4.2.¢ ait AAM'nin sayisal sonuglar.

n u;(0,1) | uy(0,2) | u1(0,3) | u(0,4) | u(0,5) | uy(0,1) | uy(0,2) | uy(0,3) | uy(0,4) | uy(0,5)
2 0,01021 | 0,04356 | 0,10935 | 0,22594 | 0,4244 | 0,10005 | 0,20083 | 0,30449 | 0,41506 | 0,53849
3 0,01001 | 0,04028 | 0,09254 | 0,17236 | 0,29298 | 0,19999 | 0,19952 | 0,29580 | 0,37960 | 0,42837
4 0,00999 | 0,03988 | 0,08841 | 0,14994 | 0,20662 | 0,1 0,19995 | 0,29935 | 0,39553 | 0,47954
5 0,00999 | 0,03999 | 0,08971 | 0,15731 | 0,23427 | 0,1 0,20002 | 0,30033 | 0,40298 | 0,51705
6 0,01 0,40001 | 0,09012 | 0,16137 | 0,25958 | 0,01 0,2 0,30007 | 0,40088 | 0,50682
7 0,01 0,2 0,09003 | 0,39961 | 0,49633 | 0,1 0,2 0,29999 | 0,39985 | 0,49810
8 0,01 0,39999 | 0,08999 | 0,15983 | 0,24804 | 0,1 0,2 0,29999 | 0,39985 | 0,58398
9 0,01 0,04 0,09 0,15992 | 0,24882 | 0,1 0,2 0,3 0,40005 | 0,50074
10 0,01 0,04 0,9 0,16002 | 0,25032 | 0,1 0,2 0,3 0,40002 | 0,50048

Simdi de Volterra integral denklem sistemini Homotopi Perturbation Metodu ile ¢6zelim.

f(x)=—x" —zx“,

1 (4.28)
f,(x) =X—ZX2 +§X3 +EX4
olmak iizere konveks homotopiyi
H, (u,,u,,p)=u, (x)—f (x)—p| xu,(x) +ZI(Xul(t) + uz(t))dt =0,
0 (4.29)

H,(u,,u,,p) =u,(x)~f,(x) - p —%(X+x2)u1(x)—%I(ul(t)—uz(t))dt =0

seklinde kurabiliriz. (4.29) denkleminde (4.15)’i kullanarak terimleri p ’nin &zdes

kuvvetleriyle esitleyerek,
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u (x)=f,x)=>u,,(x)= -x* —-=x*,
D 3 (4.30)

Uy () =00 =, (0 =x - 3¢ + 23 2,

u, (%)= Lxuz(k_l)(x) 2ty (O uz(k_l)(t))dt},
° (4.31)

X

u,, () :—%(X+X2)u1(k1)(x)—% [ (ul(H)(t)—uz(kfl)(t))dt

0

tekrarlama bagintist olusturulur. Buradan yaklasik c¢oziimler (4.15) denklemleri
kullanilarak elde edilir ve sonuglar AAM ile birlikte karsilastirmali olarak Cizelge 4.4.'te
gosterilmistir [15].

Cizelge 4.4. Ornek 4.2.’ye ait AAM ve HPM'nin sayisal sonuglari.

x | 4o | w0 | (W), | (W), | (W), | (),
0,1 0,01 0,1 0,01000 0,10000 0,01000 0,10000
0,2 0,04 0,2 0,04000 0,20000 0,04000 0,20000
0,3 0,09 0,3 0,09000 0,30000 0,09000 0,30000
0,4 0,16 0,4 0,16002 0,40002 0,16002 0,40002
0,5 0,25 0,5 0,25032 0,50048 0,25032 0,50048

Simdi de Volterra integral denklem sistemini Ardisik Yaklasimlar Metodunu kullanarak
¢Ozelim.

Sifirinca baslangi¢ yaklasimi olarak,
uw(x) =0

(=0 (4.32)

secelim. Ardisik Yaklasimlar Metodu icin asagidaki tekrarlama bagintisin1 kullanacagiz.
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2
u, (x)=—x"- §X4 + XU, (X)

+ Zj(xul(k_l)(t) Uy, (D)dt,
0

0<x<1. (4.33)
qu(X)Z);—%XZ +§x3 S N
_ E(x +x° )ul(k—l)(x) — E.([(ul(kl)(t) — uz(k71)(t))dt'
Burada (4.32) denklemi (4.33)’de yerine yazilirsa,
2
u (x)=-x"—=x*
11( ) 3
(4.34)

1, 253 1,
u X)=X——X +—X +—X
» () 4 3 2

elde edilir. Ayni sekilde olusan bu ardisik terimler (4.33) denkleminde yazilarak,

ulz(x)_XZ_E 3_§ 4 %XS_E 6
(4.35)
31 ; 13, s 1 ¢
W (X)=x+—x+—x"+—x"+-x
22( ) 12 20
u13(x)=x2+%x4+%xs+%x6+%x7—%xs
(4.36)

Bl 49 0 T3 5 2
60 240 420 15

27
u,.(x) =X+6—4X
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503

7,83 . 1379 ,
720

963 5+527X6 + x® + X
1680 4320

16 1o
X X
1600 360

135

u,(x)=x"+

(4.37)

7 76,
640 45

449 , 4013 , 1601 , 4
X — X — X+ X
480 4480 3024 105

u24(x):X

elde edilir. Bu sekilde elde edildigin tiim terimleri elde etmek giictiir. Bu sebeple AYM'nin
N=5 secilerek elde edilen sonuclarinin hata analizi HPM ve AAM ile birlikte
karsilagtirmali olarak Cizelge 4.5.'te gdsterilmistir. Bu sonugtan da goriilecegi gibi HPM

cozlime daha hizli yakinsamistir.

Cizelge 4.5. Ornek 4.2.°e ait HPM, AAM ve AYM'nin karsilastirmali hata analizi.

HPM (N=5) AAM (N=5) AYM (N=5)

" e (W (X)) | e, (u,(x) | e, (uE) | e, W) | e, )] e,W/Xx)
0,0 0 0 0 0 0 0
0.1 0 0 0 0 7,4135-66 | 1,3061-€5
0.2 0 2,0-e5 0 2,0-e5 2,7762-e4 | 4,8538-e4
03 2,9-e4 3,3-e4 2,9-e4 3,3-e4 2,3857-e3 | 4,2757-€3
04 2,69-e3 2,98-63 2,69-e3 2,98-e3 | 1,1118-e2 | 2,0917-e2
05 9,58-e3 1,705-e2 9,58-e3 1,705-e2 | 3,6924-2 | 7,4244-e2

Ornek 4.3. Asagidaki Fredholm integral denklemini AAM, AYM, VIM ve HPM ile

¢Ozelim.
1

u(x)=€* —x+x j tu(t)dt (4.38)
0

Ik olarak Adomian Ayristirma Metodunu kullanarak ¢ozelim.

Ayristirma serisini asagidaki sekilde tanimlayalim,

u(x)=> u, (x) (4.39)

n=0
:>u(x)=u0(x)+u1(x)+u2(x)+....... (4.40)

Tekrarlama bagintisin1 kurmak i¢in (4.39) serisini (4.38) Fredholm integral denklemine

yerlestirelim.
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iun (x)=e"~x +xi(tj§un (t)}dt (4.41)

n=0
Bu sekilde olusan tekrarlama bagintist,

_aX
u,(x)=e"-x

1 (4.42)
U, (X) = xjtun(t)dt
0
seklindedir. Sonug olarak,
u,(x)=e"-x
1 1 2
u, (%) =x] tu (O)dt =x [ t(e' —t)dt = 2%
0 0
1 1 2
u,(x)=x|tu, (t)dt=x|= =— 4.43
()=x[t, R (4.43)
025, 2
w,(x)=x|tu (t)dt =x|—-t"dt =—x%,
OB j ,(©) j Stdt=—
elde edilir. O halde,
« 2 2 2
u(x)=e" —X+—X+—X+—X+...
3 9 27
2 1 1
=e" —x+=x(1+=+—= +—+ ..... 4.44
FXAH gttt (4.44)
= eX
¢Ozliimiinii elde ederiz.
Simdi Ardisik Yaklasimlar Metodunu kullanalim.
u, (x) sifirinci baslangi¢ yaklasimi igin, u (x) =0 secelim.
1
u  (x)=e*—x+ x_[tun (t)dt,n>0 (4.45)
0

tekrarlama bagntis1 kullanilarak,
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1
u,(x)=¢" —X+xjtu0(t)dt =e* —X
0
b X
u,(x)=¢e" —X+XJ.tu1(t)dt =e* -3
0

1
u,(x)=e"—x+ xjtuz(t)dt =e* —g (4.46)
0

1
1
u (x)=e"—x+ xjtun (t)dt=e* - 3_nX
0

ifadeleri elde edilir. O halde,
u(x)=limu_,(x)=e" (4.47)

¢Oztiimii bulunur.

Simdi de Varyasyonel Iterasyon Metodunu kullanalim.

(4.38) Fredholm integral denkleminin her iki tarafinin x gore tiirevini alalim.
1

u'(x)=e* —1+[tu(tdt (4.48)
0

Bu denklemin diizeltme fonksiyonu asagidaki sekildeki gibi olusur.
X 1

u  (x)=u (x)- j[u;(i) —e'+1- I ru_ (r)dr}iz (4.49)
0 0

Baslangi¢ kosulu olarak u (x)=u(0)=1 segebiliriz. Bu se¢imle asagidaki ardisik
yaklagimlar elde edilmektedir.
u,(x)=1,

u, (x) :uo(x)—I[u;(E)—eE +1—j.ru0(r)dr dé¢=¢" —%x,

0

u,(x)=u,(x)- .:[(u’l(i) —e’+1- Irul(r)dr di=e* - %x,




u,(x)=u,(x)— ':[(u’z(ﬁ) —e'+1- ':[ruz(r)dr]di =e" - 2.132 X,

O halde,
u(x)=limu (x)=¢€"

¢Oziimii elde edilir.

Simdi de Homotopi Perturbation Metodu ile ¢6ziim bulalim.

Ilk olarak operatdrleri tanimlayalim.
F(u)=u(x)—e* +x
1
L(w) = u(x)—e" +x—x [ tu(t)dt
0
Simdi asagidaki sekilde bir konveks homotopi olusturalim.
H(u,p)=(1~p).F(uw)+pL(u)=0

H(u,p)=u(x)—e* +x— p.xjtu(t)dt =0

O halde tekrarlama bagmtisini kullanirsak,

u,(x)=e"-x

2
—X

u,(x)= x‘([tuo(t)dt =X‘([t(et —t)dt = :

1 Lo , 2
u,(x) :XJ.tul(t)dt :X.[gt dt :5)(
0

(=}

1 1
2., 2
w(x)=x|tu (t)Mdt=x|=tdt=—x
,(X) ?.[ ,(td ?.[9 57

ifadeleri elde edilir. Buradan,

48

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)
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< 2 2 2
u(x)=e" —X+—-X+—X+—X+...
3 9 27

=e —x+zx(1+1+l+i+ ..... ) (4.55)
3 3 9 27

¢Oziimii bulunur.
Simdi de bu dort metotla elde edilen ¢6ziimlerin hata analizini Cizelge 4.6.'da ifade edelim.
Cizelge incelendiginde HPM'nin diger metotlara gore ¢6ziime daha yakin sonuglar verdigi

sOylenebilir. Ayrica HPM ile AAM Teorem 3.5.'ten dolay1 ayn1 sonuglar1 vermektedir.

Cizelge 4.6. Ornek 4.3.’e ait HPM, AAM, VIM ve AYM' nin karsilagtirmali hata analizi.

HPM (N=5) | AAM(N=5) | ViM (N=5) AYM (N=5)

T 00 | @) | e, @) ey (1C)
0,0 0 0 0 0

0,1 4,1152-e5 4,1152-e5 6,1728-e4 1,2345-e3
0,2 8,2304-e5 8,2304-e5 1,2345-e3 2,4691-e3
0,3 1,2345-e4 1,2345-e4 1,8518-e3 3,7037-e3
0,4 1,6460-e4 1,6460-e4 2,4691-e3 4,9382-e3
0,5 2,0526-e4 2,0526-e4 3,0864-e3 6,1728-e3
0,6 2,4691-e4 2,4691-e4 3,7037-e3 7,4074-e3
0,7 2,8806-e4 2,8806-e4 4,3209-e3 8,6419-e3
0,8 3,2921-e4 3,2921-e4 4,9382-e3 9,8765-e3
0,9 3,7037-e4 3,7037-e4 5,5555-e3 1,1111-e2
1,0 4,1152-e4 4,1152-e4 6,1728-e3 1,2345-e2
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5. SONUC

Bu tezde, Fredholm ve Volterra integral denklemleri ve denklem sistemleri tanitilmistir.
HPM, AAM, AYM, DHM, VIM agiklanarak bulgular boliimiinde Fredholm integral
denklem sistemi, Volterra integral denklem sistemi ve Fredholm integral denklemine birer
ornekle uygulanmistir. Elde edilen sayisal ¢oziimler ¢izelgede karsilastirilmistir. Sonug
olarak, Homotopi Perturbation Metodunun tam ¢6ziime hizli yakinsamada etkili bir metot
oldugu ve integral denklem ve denklem sistemleri icin gii¢lii bir metot oldugu sonucuna

varilmistir.
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