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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZINi

Bu ¢alismada kullamilan bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalan ile birlikte asagida
sunulmustur.

Simgeler Aciklama

K(x) Egrinin egrilik fonksiyonu

T(x) Egrinin burulma fonksiyonu

T(x) Egrinin birim teget vektor alam
N(x) Egrinin birim normal vektér alam
B(x) Egrinin binormal vektor alam

Q(x) Yiizeyin teget-normal vektor alam
n(x) Yiizeyin birim normal vektér alam
Kg(x) Egrinin jeodezik egrilik fonksiyonu
K, (x) Egrinin normal egrilik fonksiyonu
T,(x) Egrinin jeodezik burulma fonksiyonu
Kisaltmalar Aciklama

R™ n- boyutlu reel vektér uzay

G; 3- boyutlu Galile uzay1

u..v Iki vektorim Galile ¢arpimi

uxgv Iki vektorim Galile vektérel ¢arpimi



1. GIRIS

Geometri; nesnelerin sekillerini, 6zelliklerimi ve birbirleriyle olan iliskilerini inceleyen,
matematigin bir dalidir. Geometri adi, Yunanca “yerin Olgilmesi” anlamina gelen
kelimelerden tiretilmistir.

Geometri ile ilgili bilinen ¢alismalar eski Misir da M.O. 3000 yillanina kadar gitmektedir.
Eski Misirlilar geometri ¢alismalarim kare tabanli piramitlerin yapiminda ve astronomide
kullanmuslardir. M.O. 300 de Euclid yazmus oldugu “Elements” adli eserle, geometriyl
aksiyomatik bir formda ilk kez sistematik olarak tamimlayarak geometri alaminda ¢ok
6nemli bir gelismeye yol agmustir. Daha sonrasinda Oklid geometrisi olarak bilinen
geometrik sistemin temelleri kurulmustur. Euclid geometrik sistemini postulat denilen bazi
kabullere dayandirmuistir. Bunlardan birisi paralellik postulati olarak bilinen besinci (5.)
postulattir. Bu postulat “bir dogruyu kesen iki dogrunun kestikleri dogruyla yaptiklar
acilarin toplamm bir dogru agidan kiigiikse, bu durumda bu iki dogru mutlaka kesigirler”
seklindedir.

Geometri tarithinde ¢ok 6nemli gelismelerden bir digeri de 17. yiizyilda Rene Descartes’in
koordinat geometrisimi kesfetmesidir. Daha sonrasinda adiyla anilacak kartezyen koordinat
sistem1 Matematik ve Fizik bilimlerinin gelismesinde ¢ok 6énemli bir yere sahiptir.

Binlerce yil Oklid geometrisinin tek geometrik sistem olduguna inamlmustir. Fakat bu
mmants 19. yiizyilda Carl Friedrich Gauss, Nikolai Lobachevsky ve Janos Bolyai nin yaptigi
c¢aligmalarla yikilmustir. Bu bilim insanlari Euclid’in beginci (5.) postulatiin yani
paralellik postulatimin farkli olabilecegim dusiinerck ve paralellik postulatim degistirerek
OKlid geometrisi kadar gegerli yeni bir geometrik sistem kesfetmislerdir. Bu yeni geometri
hiperbolik geometridir. Hiperbolik geometrinin kesfedilmesiyle Oklid geometrisi disinda
gecerli bir geometrik sistemin daha var oldugu kamtlanmis oldu. Fakat Oklid geometrisi
disinda gegerli tek geometrinin hiperbolik geometri oldugu diigiincesi ¢ok uzun siirmedi.
1870 yilinda ise Cayley-Klein’in Erlanger Programu cergevesinde yaptiklan galismalar
sonucunda, diizlemde Oklid geometrisini de igeren 9 farkli geometrik sistemin daha var
oldugu gosterildi. Bu geometrik sistemler, agilarin ve uzunluklann; eliptik, parabolik ve
hiperbolik 6l¢illmesine gore adlandinldi. Asagidaki tabloda bu 6lgiimlere gore geometrik
sistemin hangi sistem oldugu gosterilmistir. Ornegin; Oklid geometrisi agin eliptik ve

uzunlugun parabolik Olgiilmesiyle elde edilen bir geometri iken bizim tezimizin ana



calisma alam olan Galile geometrisi ise a¢imin ve uzunlugun parabolik olgiillmesiyle elde

edilen bir geometrik sistemdir.

Cizelge 1 : Ag1 ve uzunluklarn 6l¢iilerine gore geometriler (Yaglom, 1979).

GEOMETRILER UZUNLUKLARIN OLCUSU
ACILARIN
OLCUSU ELIPTIK PARABOLIK HIPERBOLIK
ELIPTIK Eliptik Geometri Oklid Geometri | Hiperbolik Geometri

Co-Minkowski

PARABOLIK Co-Eliptik Geometri Galile Geometri Geometri
HIBERBOLIK Co-Hiperbolik Minkowski Doubly Hiperbolik
Geometri Geometri Geometri

Geometrik sistemlerin metrik yapisindaki farklilik, bu sistemlerde baz kavramlarin
6zelliklerinin farkli olmasinin nedenidir. Ornegin Galile geometrisinde vektérlerin nokta
carpimumin  lineer oOzelligi genel olarak yoktur. Dolayisiyla o6zellikle bu g¢arpimin
kullamuldig1 islemlerde dagilma ozelliklerine ¢ok dikkat edilmesi gerektigi agiktir. Bu
farkliliklar her zaman olumsuzluklar olarak karsimiza ¢ikmamaktadir. Yani bu farkliliklar
bazen zorluklara bazen de basitliklere yol agmaktadir. Ornegin bir geometrik sistemde gok
kolay bir sekilde ¢ozilebilen olan bir problem, bagka bir geometrik sistemde
¢Ozillemeyebilir. Daha agik bir 6rnek verecek olursak bir egrinin egrilik fonksiyonlarina
gore genel konum vektoriniin belirlenmesi problemi Oklid geometrisinde genel
durumlarda ¢oOzilemezken Galile geometrisinde egrimn tirtine bagh olmaksizin
¢Ozillebilirdir (Ali, 2012a).




Bu ¢alismada Galile geometrisinde bazi 6zel egriler incelenecektir. Bilindigi gibi egriler
diferansiyel geometrinin 6énemli bir smfim olustururken aym zamanda birgok bilim
alaninda da karsimiza c¢ikarlar. Ornegin; biyolojide; DNA yapisinda, fizikte; fiziksel
problemlerin ¢6ziimiinde, mithendislikte; karayolu dizaymnda vs. (Allman ve Rhodes,
2004). Fiziksel olarak egri, hareketli bir pargacigin yoriingesi olarak, matematiksel olarak
1se; diferansiyellenebilen bir fonksiyon olarak tammlamr. Yiizey tizerindeki egrileri
incelemek i¢in en 6énemli araglardan biri hareketli ¢ati kavramidir. Bir egri verildiginde bu
egrinin egrilikleri Frenet ¢att formiileri yardinmyla elde edilebilir. Fakat egrilik
fonksiyonlan verildiginde bu egrilik fonksiyonlarina sahip olan egrinin konum vektortini
bulmak her geometride her zaman mimmkiin degildir. Ornegin; Oklid veya Minkowski
uzayinda bir egrinin konum vektoriiniin belirlenmesi problemi ancak egrinin; dogru, helis,
slant helis olma 6zel durumlar igin ¢oziilebilirdir. Fakat bu problem Galile uzayinda genel
bir egri i¢in ¢oéztlebilirdir.



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

Bu ¢alismada egrilerin Darboux ¢atisina gére konum vektorleri incelenmistir. Konum
vektorlert 1le ilgili farkli uzaylarda, farkli ¢atilara gore birgok ¢alisma yapilmistir. Asagida
bu ¢alismalardan bazilan kisaca tamtilmaktadir.

Ali, (2010) c¢alismasinda Minkowski uzayinda spacelike genel helislerin konum

vektorlerini incelemustir.

Ali, (2012a) ¢alismasinda Galile uzayinda herhangi bir egrinin konum vektoriini
incelemistir. Ilk olarak egrilerin Frenet ¢atisim belirlemis, daha sonra da herhangi bir
egrinin egrilik fonksiyonu ve burulma fonksiyonu cinsinden konum vektériimi elde
etmistir. Ayrica dairesel helis, genel helis, Salkowski egrisi ve Anti-Salkowski egrisi gibi

ozel egriler i¢in konum vektorlerim belirlemistir.

Ali, (2012b) calismasinda ise Oklid uzayinda slant helislerin konum vektérlerini
aragtirmustir.

Bu c¢alismada 1se; 3-boyutlu Galile uzayinda bir yiizey tizerindeki herhangi bir egrinin

Darboux elemanlarina gére konum vektérleri incelenmektedir.

Asagida bu ¢alismada kullanilan bazi temel tamim ve teoremler ifade edilmistir.

2.1. Tamm

G5 uzayinda hareket doniisiimleri asagidaki gibi tamimlamr:

X=a+x
¥ =b + cx + ycosO + zsinf 2.1

Z =d+ ex—ysinf + zcost

burada a, b, ¢, d e ve 6 reel sayilardir.

G; hareketler grubu 6-parametreli bir gruptur. G; uzayindaki hareket dontisiimleri;
oteleme, dénme ve burkulma hareketlerinin bileskesidir. Daha aymnntili bilgi ig¢in
Yaglom’un ¢alismasina bakilabilir (Yaglom, 1979).



2.2. Tamm
Galile uzayinda bir B(x) egrisinin Frenet gati elemanlan {T(x), N(x), B(x)}, egrilik ve
burulma fonksiyonlan sirasiyla x(x) ve 7(x) olsun. Burada x(x) ve 7(x) fonksiyonlar

sabit fonksiyon ise; £ (x) egrisine dairesel helis denir (Ali, 2012a).

2.3. Tamum

Galile uzayinda k (x) egrilik ve 7(x) burulma fonksiyonuna sahip bir f(x) egrisi i¢in %

fonksiyonu sabit fonksiyon ise; f(x) egrisine genel helis denir (Ali, 2012a).

2.4, Tamm
Galile uzayinda, egrilik fonksiyonu sabit ve burulma fonksiyonu sabit olmayan bir regiiler
egriye Salkowski egrisi denir (Ali, 2012a).

2.5. Tamm
Galile uzayinda, burulma fonksiyonu sabit ve egrilik fonksiyonu sabit olmayan bir regiiler

egriye Anti-Salkowski egrisi denir (Ali, 2012a).

Diferansiyel geometrinin egriler i¢in bilinen énemli bazi sonuglarim asagida bir tablo ile

verecek olursak f(x) egrisi i¢in sunlar séyleyebiliriz.

Cizelge 2 : Genel bir egrinin 6zel durumlari

B(x) egrisi i¢in durumlar
Jeodezik Egri = k,=0
Asimptotik Egri = K, =0
Egrilik Cizgisi =3 Tp=0

Asagidaki gizelge ile egrilik fonksiyonlarin ile egrilerin bazi 6zel halleri arasindaki bilinen
baz1 denklemler verilmistir.



Cizelge 3 : Bazi egrilerin egrilik ve burulma fonksiyonlarina gore durumlari

B (x) egrisi i¢in 6zel durumlar

K=0 = B bir dogrudur .
T=0 = B bir dizlemsel egridir.
K =sabit > 0,7 = sabit> 0 had B bir dairesel helisdir.
E = sabit < B bir genel helisdir.
Kk = sabit , T # sabit 5= B bir Salkowski egrisidir.
k # sabit, T = sabit o b bz A.Il’[l-Saﬂ(OWSkl
egrisidir.

Asagidaki tammlarda Galile uzayindaki islemler ve 6zellikleri verilmistir.

2.6. Tamm
G, uzayinda u = (uy, u,, u3) ve v =(v,,v,, ;) gibiiki vektorin Galile ¢garpimu asagidaki

gibi tamimlanir.

o wyvy, u, # 0 veya v{ # 0 )
“6V T luv, +ugv, ., u, =0vev, =0 (22)
Burada u.; v = 01se u ve v vektorlerine ortogonaldirler demir (Yaglom,1979).
2.7. Tamm
G, uzayinda iki vektorin vektorel garpimu
0 e, e
U U uz|l; u #0veyav, #0
vy Uy Vs
u xXg v= e, €, e (2.3)
Uy U Ug|; uy=0vev, =0
vy Uy Vs

seklinde tarmmlidir (Aziz ve Saad, 2015).



2.8. Tamm

Bir A =(x, y, =) vektériiniin normu

x| , x#0
lAllg = W x =0 (2.4)

seklindedir. Burada A =(x, y, =) vektoriine x = 0 1se izotropik , x#0 ise non-izotropik
vektor denir (Yaglom,1979).

2.1. Teorem
B :IcR — Gy birim izl egrisi
Bx)=(x, y(x), z(x)) (2.5

seklinde verilir. Bu egrinin Frenet ¢ati elemanlan

T(x)= p'(x)

NG = gy B () (2:6)
Ziin 1 rr
—ﬁﬁ (x)

B(x) = T(x) x¢ N(x)

B % (0,—2"(x), " (x))

seklindedir. Burada k(x) egrilik fonksiyomu rx(x) = \/W olarak tammlamr.
T,N, B vektorlerine sirasiyla teget vektér alami, normal vektér alam ve binormal vektor
alam denir.

fspat

(2.2) ve (2.4) denklemlen kullanilarak istenilenler elde edilir.

2.2. Teorem

Frenet-Serret formiilleri ve tiirevleri arasindaki iliski matris formunda



r

T 0 x O]T
N|=[0 0 <7||N 2.7)
B 0 —t O0JIB

seklindedir.

fspat

{T,N,B} Frenet vektor alanlariun (2.6) esitliklerinden tirevleri alindiginda, egrilik ve
burulma fonksiyonlann cinsinden yukaridaki esitlikler elde edilir. Burada k(x) =

P e
)

JO"M?% + (2?2 egrimin egrilik fonksiyomu ve t(x) = decyo¥ o ¥ )

T egrinin burulma
fonskiyonudur. m

Galile uzayinda ylizey uizerindeki egriler incelenirken Frenet ¢atis1 disinda baska bir
cat1 daha kullamlir. Egrinin bir P noktasinda teget vektor alaru T ve bu noktadaki yiizeyin
birim normal vektér alam n olsun. Bu durumda n X; T = Q vektér alam T ve n
vektorlerine dik olan birim bir vektér alamdir. O halde bu vektér alanlarimin olusturdugu

{T, Q,n} catisina “Darboux ¢at1 alam™ veya “teget normal ¢at1 alam™ denir.

2.3. Teorem
p:Ic R— M c G, birim luzh bir egri ve {T, Q, n}, M ylizeyinin Darboux ¢at1 alam

olmak iizere f egrisinin Frenet formilleri matris formunda

238

o -

olarak elde edilir (Sahin, 2013).
2.4.Sonug

Darboux ¢at1 alanlarimn egrilik fonksiyonlar ile Frenet ¢ati alanimn egrilik fonksiyonlari

arasinda

' ’

2 _ .2 2 _ Kgkn —Kg Kn

K _Kg-l-Kn; T = TQ+W (29)
o n

bagintilar vardir.



fspatﬁ
(2.7) ve (2.8) denklemleri kullanilarak (2.9) bagintilar elde edilir. m
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3. BULGULAR VE TARTISMA
3.1. G; Uzayinda Darboux Catisina Gore Bir Egrinin Konum Vektorii
Bu béliimde G5 uzayinda bir ylizey iizerindeki herhangi bir egrinin Darboux ¢atisina gore

konum vektoriinii inceleyecegiz.

3.1. Teorem
G5 uzayindaki bir yizey uzerindeki egrinin Darboux ¢atisi {T, Q, n} ve jeodezik egriligi
K4 (x), normal egriligi k., (x) ve jeodezik burulmasi ise 7, (x) # 0 olan birim izl bir

[ (x) egrisinin konum vektort;,

B(x) = (x+c)T
N {_ (x + ¢ )Ky (%)

T, (x)

+ (c2 - J‘ f(x) 14 (x) sin[t(x)]dx) sin[t(x)]
—|cs + f f(x)tg (%) cos[t(x)]dx) cos [t(x)]} Q

(
+ {(Cz - J‘ f()Tg(x) sin[t(x)]dx) cos[t(x)]
(

+|c3+ f f(x)tg (%) cos[t(x)]dx) sin [t(x)]} n.

3.D
: : _ _ Grtenieg () ((x+c1):cg(x))' 1 _
seklindedir. Burada f (x) _— s e ve t(x) frg (x)dx
seklindedir.
fspar:

Gz uzayinda bir yiizey tizerinde keyfi bir f(x) egrisim alalim. Bu durumda f(x) egrisinin
konum vektéri {T, Q, n} ¢ati oldugundan

Bx) =y, ()T (x) + v, (x)Q(x) + y;(x)n(x) (3.2)
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seklinde ifade edebiliriz. Burada y,, ¥,, y; reel degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

Simdi bu denklemin x degiskenine gére tiirevi alimrsa,

B'(x) = y1()T(x) + vy ()T (x) + v, (x)Q(x) + v (x)Q" (x) + y3(x)n(x)
+y3(0)n’ (x)

denklemi bulunur. Bu denklemde (2.8) Frenet denklemleri kullanilirsa,

T() = ViOT@) + 711 () (16, (0Q () + 1, (X)) + 13 ()Q () + 72 ()7, ()

F50n@) + 73 (1) (~1,0Q ()

esitigl elde edilir ve bu esitlikten gerekli diizenlemeler yapilirsa,
0= — DT+ (yakg + 3 —v375)Q + (Vakn +v27, +v3)n
denklemi bulunur. T, @, n vektér alanlan lineer bagimsiz oldugundan,
i—1=0,
Yikg +V2 —VaTy =0, (3-3)
Vikn +V2Tg +y3 =0

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ilk denkleminden integral
aliirsa

&) =x+c¢ (3.4)

elde edilir. Ikinci ve tigiincii denklemleri ¢6zmek igin t(x) = [ 1,(x) dx degiskenini
kullanarak parametre degistirirsek bu durumda x degiskenine baglh bitiin fonksiyonlar t
degiskenine bagh fonksiyonlara doniisiir.

t=jrg(x)dx
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esitliginden tiirev alinirsa,

dt = 7,(x)dx
at
dx 9 (x)

elde edilir. (3.3) denklem sisteminin tigiincii denklemi

Y2 (x) = =1 (0K, (x) — ¥ (X)74(x)

seklinde olup burada t degiskenine gore tirevi " " simgesi ile gostererek y;(x)

fonksiyonunun t degiskenine gore tiirevi alinirsa,

. _dys dysdx _ 1 yiky
¥8a="0 = 0y dr (—J’lffn —Yz'fg)g_ = 7, )z
elde edilir. Bu denklemden y, (x) fonksiyonu g¢ekilirse
y, =B —y; 3.5

Tg
denklemi bulunur. Bu esitlikte x degiskenine gére tiirev alinirsa,
dya _ dya dt _ dy, Yikn) _ . ee
—_—= = =T = —_— —_ T
dx dat dx dt 9 (( Ty ) € ) g

elde edilir. Bu denklemde (3.3) denklem sistemindeki ikinci denklem kullamlarak,

Vikn) ..
YlKg'l'((_ ;n) —]/3)Tg—}’3fg=0

g

bulunur. Bu denklem diizenlenirse,

Vikn o
ylxg+(— . n) Tg— VY3 Ty —¥sTg =0
g
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elde edilir. Bu denklemde y, fonksiyonuna bagh terimler esitligin bir tarafinda yazilirsa,

iy =t (— *l) (3.6)
g g
bulunur. Bu denklemde,
K Kn\
ViKg _(_}’1 n) - f(O)
Tg g

denilirse, bu durumda (3.6) diferansiyel denkleminin genel ¢o6ziimii,
y3@®) =[c; — [f(®)sintdt]cost + [c; + [ f(t) cost dt]sint (3.7)

olarak elde edilir. ¥, fonksiyonunu bulmak i¢in (3.5) denklemimi kullamiriz. Bunun igin
gerekli olan y;(t) fonksiyonunu bulmak i¢in ¢6ziim fonksiyonunun tirevini alarak,

va(t) = (—f(t) sint)cost + [cz — ff(t) sintdt] (—sint) + f (t)costsint

+ [63 + J‘f(t) costdt] cost

elde edilir. Bu ifade diizenlenerek,

ys(t) = — [C2 - ff(t) sintdt] sint + [(.'3 + J‘ f(t) cos tdt] cost

denklemi bulunur. Ayrica buifade (3.5) denkleminde yani

141 (t)Kn(t)

Y2(t) = —
esitliginde yerine yazilirsa,

G ® [c; — [ f(®) sin tdt]sint — [c3 + [ f(t) costdt]cost (3.8)

Tg(t)

y2(t) =
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olarak bulunur. Burada  f(t) = L5 T (}ﬁ) seklindedir. Bu denklemlerden x
Tg

Tg

degiskenine gegilir ve y, fonksiyonu yerine yazilirsa;

ys(x) = |:C2 - f ((x + ¢ )i, — ((x':l)’c“)!) sin U 7, dx) dx] cos (f B dx)

+ [cg + [ ((x + 1)Ky — (%)!) cos(f 7, dx)dx|sin(f 7, dx) (3.9

elde edilir. Benzer sekilde

o T .0
Tg

Cy — J‘ ((x + &)k, — ((x-:_:l)xn),) sin (J‘ %y dx) dx‘ sin (J‘ T dX)

+

g

+ [63 + f((x + 1)Ky — (M)r) ezl [r dx)dx‘ cos([ 7, dx) (3.10)

olarak bulunur. Burada

¥ (0 g () (yl(x)xn(x))' 1
%Y= — ve t=[7,(x)dx
fx) T4(%) 74(x) Ta(x) J74()

alimrsa, (3.9) ve (3.10) denklemleriyle verilen y, (x) ve y3(x) fonksiyonlar sirasiyla

v, (x) = —M+ [cz — ff(x)fg sin[t(x)] dx] sin[t(x)]

Tg

—[es + J f(x)7, cos[t(x)] dx] cos[t(x)] (3.1D)



15

1@ = [ = [ F@gg sinleo) de] cosleol

+[cs + [ f ()T, cos[t(x)] dx] sin[t(x)] (3.12)
olarak bulunur. Sonug olarak (3.2) denklemiyle verilen f(x) egrisi
Bx) =1 (T (x) + v, ()Q(x) + v )n(x)

seklinde olup (3.4), (3.8) ve (3.9) denklemlerinde elde edilen y,,y,,¥s fonksiyonlar

yerine yazilarak,

B0 = (x +¢)T
N {_ (x + €1k ()

()

+ (c2 — J f(x) T (%) sin[t(x)]dx) sinf[t(x)]
—|cs + J f(x) T4 (x) cos[t(x)]dx) cos[t(x)]} Q

(
+{(c2 - J' £, (%) sin[t(x)]dx) cos[t(x)]
(

+(c3 + J f(x) T4 (x) cos[t(x)]dx) sin[t(x)]}n

seklinde bulunmus olur.

3.2. G3 Uzayinda Standart Catiya Gore Bir Egrinin Konum Vektorii

Bu kisimda Galile uzayinda bir ylzey tizerindeki herhangi bir egrinin standart ¢atiya gore
konum vektoriini, egrinin jeodezik, normal egrilik ve jeodezik burulma fonksiyonlarina
gore elde edecegiz.

3.2. Teorem

Galile uzayinda bir yiizey iizerindeki birim izl bir egrinin standart ¢atiya gore jeodezik
egrilik, normal egrilik ve jeodezik burulma fonksiyonlarina bagh konum vektorii;
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LIUGﬁw—MIQ%ﬂﬂm+m
J{J(%C%_KHI%G%¢Qd4dx

seklindedir. Burada ~ C;, = cos|[[t,(x)dx] ve Se, = sin[f7,(x)dx]  olarak
almmustir.

Bx) =

3.2. Ispat

G, uzayinda bir yiizey tzerindeki birim hizli herhangi bir egri f(x) olsun. Darboux
¢atisina gore (2.8) Frenet denklemlerinden

Q' (x) = 75 (x)n(x)
oldugunu biliyoruz. Bu denklemden n(x) fonksiyonu yalmz birakilirsa,

1

7y (%)

n(x) =

Q'(x)

esitligi elde edilir. Burada x degiskenine gore tiirev alinirsa,

I _ 1 ] r
n'(x) = (Tg L (x))

elde edilir. Tekrar (2.8) Frenet denklemler kullamularak n’ yerine yazilirsa,

(IQ'(x)) = —7,(x)Q (x) (3.13)

Tg(x)

bulunur. Dolayisiyla Q (x) vektor alanina gore

Tg(x)

1 I
( Q'(x)) +7,()Q(x) =0

adi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu esitlikte t(x) = [ 7,(x)dx dontsimii yapilip

gerekli tirevler alimrsa,
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1 dQ
(Tg(x)a()) d(T (x)o()) d(r—g(x)ﬁrg(x)) s0

dx = dt dx dt Ty

elde edilir. Buldugumuz ifade (3.13) denkleminde yerine yazlirsa,

2

Q
Ty (x) ~+7,(x)Q(x) =0
esithig elde edilir. Buradan, 7,(x) # 0 oldugundan,

dzz 2210=0 (3.19
denklemi bulunur. Buradan @ normal vektoriini

Q = (0,cos[8(t)],sin[8(D)]) = (0,04, Q2) (3.15)

seklinde yazabiliriz. Bu Q vektoriindeki ikinei ve tigiincii bilesenler Q, ve Q, olmak iizere
gerekli tiirevler alinirsa

Q1 = —sin[0(8)]0"(t)

Qi" = —(cos[6(D)]16°*(t) + sin[6(t)]6°* (t))
Q; = cos[B(1)]6°(t)

Q;' = —sin[6(6)10°*(t) + cos[0(£)]6™* (¢)

denklemleri elde edilir. Bu denklemler, Q, ve Q, i¢in (3.14) denkleminin bir sonucu olan

d%Q, a?Q,
dt2 +QI=0 > dt?‘+Qz=0
esitliklerinde yerine yazlirsa,

—cos[B(t)]8°2(t) —sin[8(t)]8°* (t) + cos[B(t)] = O

(1-672(t)) cos[6(6)] — 6 (E)sin[6 ()] =

—sin[0(t)]6°*(t) + cos[0(t)]0°*(t) + sin[8()] = 0
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(1 _ G'Z(t)) sin[0(6)] + 6 (t)cos[6(t)] = 0

denklemleri bulunur. Buradan;

1-6%(t)=0
sonucu elde edilir. Dolayisiyla,
o(t) =+t
bulunur. Sonug olarak,
6(t) =F [ 7, (x)dx (3.16)

esitligi elde edilir. Genelligi bozmadan, 8(t) i¢in pozitif igaretli olam alabiliriz. Daha sonra
(3.15) denkleminde (3.16) kullanilirsa,

Q(x) = (0,sin|[ 7, (x)dx], cos[[ 7, (x)dx]) (3.17)

denklemu bulunur. Bu denklem (2.8) Frenet denklemlerinde normal vektérimin tirevinde
yerine yazilarak

n'(x) = —1,(x)Q(x)
n'(x) = —1,(x)(0, sin[ [ 7, (x)dx], cos[[ 7, (x)dx]) (3.18)
elde edilir. (3.8) denkleminin integrali alinarak diizenlenirse,
n(x) = (0,— [ 7,(x) sin[[ 7, (x)dx]dx, — [ 7,(x) cos[[ 7, (x)dx] dx) (3.19)
denklemi elde edilir. (3.19) denkleminde igerideki integraller hesaplandiginda,
n(x) = (0,cos|f 7, (x)dx],— sin[[ 7,(x)dx]) (3.20)

seklinde bulunur. (2.8) Frenet formiillerinde teget vektor alamimn tirevinde (3.17) ve
(3.20) denklemler1 kullamlirsa,



19

T'(x) = kg (x)Q(x) + K, (X)n(x)

= Kq4(x) (0, sin U‘ Tg(x)dx] ,COS U T (x)dx])

+ Kk, (x) (0, — J‘ T4(x) sin J‘ Ty (x)dx] dx, — J‘ 74(x) cos [j g (x)dx] dx)

elde edilir. Bu denklem diizenlenirse,
T'(x) = (0,K,(x)sin U T (x)dx] — K, (x) f 7, (x) sin U /o3 (x)dx] dx,

Ky (x) cos| [ 7,(x)dx] — Kk, (x) [ 7,(x) cos[ [ 7,(x)dx]dx ) (3.2D)

denklemi bulunur. Bu durumda C;, = cos[f 7,(x) dx] ve Sey = sin[f 7, (x) dx]
kisaltmalar yapilirsa, (3.21) denklemu

T'(x) = (0, i (8) S, —~Hal®) Jr,(x) S, dx, 15 () Cr ), — 1 () fz,(x) Cr, dx) (3.22)

seklinde olur. Bu denklemden integral alinarak teget vektdr alana,

T(x) = ( f 0dx, f (Kg(x)STg —k, (x) f 7, () Stgdx)dx, f (Kg(x)CTg
e f 7, (x) Ctgdx) dx)

olarak bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
160 = 1, [ (5 @S, — k() [ 7,05, 1)

[ (1, (0C, = 1 () [ 74(0) Copdx ) dx) +d (3.23)

seklinde elde edilir. Egri birim hizli oldugundan g’ (x) = T (x) olup bu esitlikten
B'(x) = (1, f (Kg (x)STg — Kk, (x) J T, (x) Sl.gdx) dx,

[ (kGO — a(x) [ 74(2) € dx ) dx) (3.24)



20

olarak bulunur. (3.24) denkleminde bir kez daha integral alinarak, egrinin standart ¢atiya
gore jeodezik, normal egrilik ve jeodezik burulma fonksiyonlarina bagl konum vektort;

B(x) = (x,f U (Kg (x)STg — i, (%) J T;(x) Stgdx) dx] dx,

IS (kg @)Ce, = 1 0) [ 74 () €, dix) dix| dx) (3.25)
seklinde elde edilir. m

3.3.G; Uzayinda Bir Yiizey Uzerindeki Bilinen Baz1 Ozel Egrilerin Konum Vektorleri

Bu kisimda yiizeyler iizerinde bilinen 6zel egrilerden jeodezik, asimptotik ve egrilik
¢izgilerinin konum vektorlerim ifade edecegiz. Ayrica bu egrilerin dairesel helis, genel
helis, Salkowski ve Anti-Salkowski egrileri olma o6zel halleri i¢in karakterizasyonlar
verecegiz.

3.3.1.Teorem

Galile uzayindaki jeodezik egnler ailesinin konum vektériinii 8, (x) olarak alirsak,

B,(x) = (x, — [ 1, (x) [ 1,4 (x)S,, dxdxdx, — [ e, (x) [T,(x) C,, dxdxdx ) (3.26)
seklindedir.
fspat

Teorem 3.2 de verdigimz konum vektériinde x;(x) = 0 alirsa yukandaki denklem elde
edilir. Simdi asagida sirasiyla jeodezik egrilerin dairesel helis, genel helis, salkowski ve
anti-salkowski egrisi olma durumlarim birer sonug olarak ifade edecegiz. Bu sonuglarin her

birt Teorem 3.3.1 de verilen jeodezik egrilerin konum vektoriinde Tablo 1 de verilen sartlar
ve (2.9) denklemi kullamlarak elde edilebilir.

3.3.2.Sonu¢

[ egrisi jeodezik ve dairesel helis olsun. Bu durumda egrinin konum vektort,
- 2 € G 2
By, (x) = (x, — C—zcos(cx +c)+ext+ex+ e3,C—251n(cx +c)+ fix + fox + f3)

seklindedir.
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3.3.3 Sonuc¢

[ egrisi jeodezik ve genel helis olsun. Bu durumda egrinin konum vektéri,

Bggn(x) = (x, f f Kp (X) [cos(d f i, (%) dx) +d1]dxdx,

—ﬂ e (%) [sin (dfxn(x) dx) +d2]dxdx)

seklindedir.
3.3.4.Sonug

[ egrisi jeodezik ve salkowski egrisi olsun. Bu durumda egrinin konum vektorti,

55,00 = (xm f f (cos ( f 7,(dx) +m, )
- mﬂ (sin U rg(x)dx) + mg)dxdx)

seklindedir.
3.3.5.Sonu¢

[ egrisi jeodezik ve anti-salkowski egrisi olsun. Bu durumda egrinin konum vektori,

B,..(x) = (x, f (e, () [cos(bx + by) + b,])dxdx,

- f (ic,, () [sin(bx + by) + bg])dxdx)

seklindedir.

3.3.6.Teorem

Galile uzayindaki asimptotik egriler ailesinin konum vektérimii 5, (x) olarak alirsak,
B.x) = (x, I kg (x)sin(f T, (x)dx)dxdx ,Jf Kkg(x)cos (f Tx) dx)dxdx ) (3.27)

seklindedir.
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fspat

Teorem 3.2 de verdigimiz konum vektoriinde K,, (x) = 0 alinirsa yukaridaki denklem elde
edilir. Simdi asagida sirasiyla jeodezik egrilerin dairesel helis, genel helis, salkowski ve
anti-salkowski egrisi olma durumlarm birer sonug olarak ifade edecegiz. Bu sonuglarin her

birt Teorem 3.3.1 de verilen jeodezik egrilerin konum vektoriinde Tablo 1 de verilen sartlar
ve (2.9) denklemi kullamlarak elde edilebilir.

3.3.7. Sonu¢

[ egrisi asimptotik ve dairesel helis olsun. Bu durumda egrinin konum vektorti,
e e
Ba,, (x) = (x, —C—zsin(cx +c)+cx+c3,— C—zcos(cx +c)+cx+cs )
seklindedir.
3.3.8.Sonug
[ egrisi asimptotik ve genel helis olsun. Bu durumda egrinin konum vektor,

Ba,, () = (x, —%J‘ cos (kj Kg(x)dx) dx + kx + k,, %J sin (k f Ky (x)dx) dx

+k3x+k4)

seklindedir.
3.3.9.Sonug¢

[ egrisi asimptotik ve salkowski egrisi olsun. Bu durumda egrinin konum vektori,

Bo,(x) = (x, ﬂ (esin ( f rg(x)dx)) dxdx, ﬂ (ecos ( f rg(x)dx))dxdx)

seklindedir.
3.3.10.Sonuc

[ egrisi asimptotik ve anti-salkowski egrisi olsun. Bu durumda egrinin konum vektort,
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Baes @ = (x, f f (i, G)sin(dx + d,)) dxdx, J f (g ) cos(x + ) dxx )
seklindedir.
3.3.11.Teorem

Galile uzayindaki egrilik ¢izgisi egriler ailesinin komum vektorimii B, (x) olarak alirsak,

Bp(x) = (x, If (C1 Ky (%) — CoKp (x)) dxdx, |[ (c3 Ky (x) — c4kp (x)) dxdx) (3.28)
seklindedir.

fspat

Teorem 3.2 de verdigimiz konum vektériinde 7,(x) = 0 alimrsa yukaridaki denklem elde
edilir. Simdi asagida sirasiyla jeodezik egrilerin dairesel helis, genel helis, salkowski ve
anti-salkowski egrisi olma durumlarim birer sonug olarak ifade edecegiz.

3.3.12.Sonc

[ egrisi egrilik ¢izgisi ve dairesel helis egrisi olsun. Bu durumda asagidaki diferansiyel
denklem sistemi,

kg (kg (x) + Kp (X)Kp (x) = 0

K ()i (%) — kg (K (x) = 0
elde edilir.
Ozel Durum:
Kg(Xx) ve K,(x) sabit fonksiyonlar olarak alimrsa yukaridaki denklem sisteminin
saglanacag1 agiktir. Bu durumda, x,(x) ve x,(x) egrilikleri sabit olan bir egrilik ¢izgisinin
dairesel helis olmasi durumunda konum vektor,

Bp, (X)) = (x,a:x* + ayx + a3, by x* + byx + b3 )

seklindedir.
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Ayrica baska bir 6zel durum olarak x,(x) ve x,(x) fonksiyonlarimn sirasiyla sin(x) ve
cos(x) olmasi durumu i¢in de konum vektérii 1fade edilebilir.
3.3.13.Sonug
[ egrisi egrilik ¢izgisi ve genel helis olsun. Bu durumda,

" 3 .01

1 3 1 2 2 N 12 12
Ry 10y " K Ky K ™ 0 S Ky = 30, K Ky — 3K, Kt o IR0, R, TR

+ 3K, KKy = 0

diferansiyel denklemi elde edilir.

3.3.14.Sonug

[ egrisi egrilik ¢izgisi ve salkowski egrisi olsun. Bu durumda,
Kgkg + Kpkp =0

diferansiyel denklemi elde edilir. Yani k2 + kj = c(sbt) olur. Dolayistyla 3.3.12.

Sonugta verilen 6zel haller burada da gegerli oldugu agiktir.
3.3.15.Sonug
[ egrisi egrilik ¢izgisi ve anti-salkowski egrisi olsun. Bu durumda,

2
KoK 2K K, — KK — KK 2 — 200, KK+ 2K KEK 2 — 2K K ®

3 Zx;lzxg K, =0
diferansiyel denklemi elde edilir.

3.3.16.0rnek
Bir ¢ yiizeyi,

u—sin(u+v)cos(u+v) sin? (u+v)—u?
4 ! 4

o) (u+v.

seklinde ve ¢ yiizeyi lizerinde bir f(x) egrisi x = sinx ve T = I olan bir jeodezik egri

olsun. Bu durumda bu egri



—sinxcosx sinzx—xz)

ﬁ(x):(x, : 4 ! 4

seklindedir. Asagida bu ylizey ve egrinin grafigi verilmmstir.

Sekil 1 : ¢ (u,v) yiizeyi

Sekil 2 : B(x) egrisi

25
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4. SONUC

Sonug olarak, bu ¢alismada 3-boyutlu Galile uzayinda bir ylizey Gzerindeki birim hizh
egrilerin Darboux catisina gére konum vektori elde edildi. Bu konum vektoru kullanilarak
ylzey uzerindeki 6nemli dzel egrilerin 6rnegin; jeodezik, asimptotik ve egrilik gizgilerinin
de konum vektorleri elde edildi. Bu tezdeki konum vektorleri kullanilarak bilinen énemli
egri ciftlerinin konum vektorleri de elde edilebilir. Bu egrilere baglh olarak verilen
denklemler, konum vektérleri kullanilarak daha genel denklemler olarak da ifade
edilebilir.
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