E.U FEN BILIMLERI ENSTITUSU

EGE UNIVERSITESI

YUKSEK LIiSANS TEZI

ESNEK TOPOLOJIK UZAYLAR

Ozlem ARSLAN

Tez Damsmani: Doc. Dr. Aysegiil CAKSU GULER

Matematik Anabilim Dal

Sunus Tarihi: 09. 10. 2018

Bornova-iZMiR
2018







EGE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

(YUKSEK LiSANS TEZI)

ESNEK TOPOLOJIK UZAYLAR

Ozlem ARSLAN

Tez Damismani: Doc. Dr. Aysegiil CAKSU GULER

Matematik Anabilim Dah

Bilim Dah Kodu: 403.04.01
Sunus Tarihi: 09. 10. 2018

Bornova-iZMiR

2018






Ozlem ARSLAN tarafindan Yiiksek Lisans Tezi olarak sunulan “Esnek
Topolojik Uzaylar” baslikli bu calisma E.U. Lisansiistii Egitim ve Ogretim
Yonetmeligi ile E.U. Fen Bilimleri Enstitiisti Egitim ve Ogretim Yonergesi’ nin
ilgili hiikiimleri uyarinca tarafimizdan degerlendirilerek savunmaya deger

bulunmus ve 09.10.2018 tarihinde yapilan tez savunma sinavinda aday oybirligi/

oyeoklugu ile basarili bulunmustur.

Jiiri I"Jyeleri:

Jiiri Baskam : Doc. Dr. Aysegiil CAKSU GULER
Raportir Uye : Prof. Dr. Oya BEDRE OZBAKIR
Uye : Dr. Ogr. Uyesi Esra DALAN YILDIRIM







EGE UNIVERSITESI FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

ETIK KURALLARA UYGUNLUK BEYANI

iy

Lisans Tezi olarak sundugum “Esnek Topolojik Uzaylar” baslikli bu tezin kendi ¢alismam
oldugunu, sundugum tiim sonug, dokiiman, bilgi ve belgeleri bizzat ve bu tez calismasi
kapsaminda elde ettigimi, bu tez calismasiyla elde edilmeyen biitiin bilgi ve yorumlara atif
yaptigimi ve bunlari kaynaklar listesinde usultine uygun olarak verdigimi, tez ¢alismasi ve
yazimi sirasinda patent ve telif haklarini ihlal edici bir davranisimin olmadigini, bu tezin
herhangi bir boliimiinii bu {iniversite veya diger bir tiniversitede baska bir tez ¢alismasi iginde
sunmadigimi, bu tezin planlanmasindan yazimina kadar biitiin sathalarda bilimsel etik
kurallarina uygun olarak davrandigimi ve aksinin ortaya ¢ikmasit durumunda her tiirlii yasal

sonucu kabul edecegimi beyan ederim.

09/10/2018

WIS

Ozlem ARSLAN






vii

OZET

ESNEK TOPOLOJIK UZAYLAR

ARSLAN, Ozlem

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Dog. Dr. Aysegiil CAKSU GULER
Ekim 2018, 65 sayfa

Esnek topolojik uzaylar ile ilgili literatiirdeki bazi bilgilerin sunulmasini

amaglayan bu tez esas olarak alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, tez konusu tanitilmis, ikinci boliimde tezin anlasilmasini
kolaylagtirmak igin esnek kiime, esnek nokta, esnek doniisiim kavramlari ve bu

kavramlarla ilgili baz1 6zellikler verilmistir.

Ucgiincii boliimde, esnek topolojik uzay kavrami tanimlanmistir. Ayrica,
esnek kapanis, esnek i¢ kavramlari ve bu kavramlarin bazi 6zellikleri incelenmistir.
Doérdiincti boliimde, farkli esnek nokta kavramlarina gore esnek komsuluk

ozellikleri ifade edilmistir.

Besinci boliimde, farkli esnek nokta kavramlarmma gore esnek stireklilik
kavrami ve bazi 6zellikleri incelenmistir. Ayrica, esnek agik, esnek kapali doniisiim

kavramlar1 tanitilmistir.

Altinct boliimde ise, esnek teta acik kiime tanimi, bu kiimeler yardimi ile
elde edilen esnek teta topoloji tanim1 ve dzellikleri sunulmustur. Ayrica, esnek teta
stireklilik kavrami verilmistir. Bunlara ek olarak, konuyla ilgili o6rneklerle

caligmaya katki saglanmistir.

Anahtar Sozciikler: esnek kiime, esnek topolojik uzay, esnek komsuluk,

esnek siireklilik, esnek teta topoloji, esnek teta siireklilik






ABSTRACT

SOFT TOPOLOGICAL SPACES

ARSLAN, Ozlem

M.Sc in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Aysegiil CAKSU GULER
October 2018, 65 pages

This thesis aiming to present some knowledges in the literature about soft

topological spaces basically consists of six chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced and in the second
chapter, in order to make the thesis understand easily, the concepts of soft set, soft

point, soft mapping and some properties of these notions are given.

In the third chapter, the concept of soft topology is defined. Moreover, the
concepts of soft closure, soft interior and some properties are investigated. In the
fourth chapter, soft neighborhood properties in terms of different soft points are

expressed.

In the fifth chapter, the concept of soft continuity in terms of different soft
points and its some properties are examined. Moreover, the concepts of soft open,

soft closed mapping are defined.

In the sixth chapter, the definition of soft theta open set, the definition of
soft theta topology by using this notion and its some properties are presented.
Moreover, the concept of soft theta continuity is given. Additionally, some

examples are given related to the subject.

Keywords: soft set, soft topological spaces, soft neighborhood, soft

continuity, soft theta topology, soft theta continuity
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Simgeler Aciklama

Ve (x) X in e-esnek agik komsuluklarinin ailesi
vg, (x) X in e-6 esnek ag¢ik komsuluklarinin ailesi
Cl((F, E)) (F, E) nin esnek kapanisi

Int((F, E)) (F, E) nin esnek ici

Jou Esnek dontisiim

T Esnek topoloji

Ty Esnek 6 — topoloji

(tx)eg X tizerindeki esnek 8 — topoloji



1.GIRIS

Gegmisten gilinlimiize matematiksel belirsizlikleri ortadan kaldirmaya
yonelik olarak birgok teori ortaya atilmistir. Ancak, matematiksel belirsizlikler
konusundaki g¢alismalarin baslangicini 17. yy da ortaya atilan olasilik kavrami
olusturur. 1930 lara kadar oran ve limit bigiminde tanimlanmis olan olasilik
kavrami Kolmogorov aksiyomlar1 (Kolmogorov, 1933) denen aksiyomlar
verilerek doniisiim bigiminde tanimlanmistir. Bu tarihten sonra, Kolmogorov’ un
bu yaklagim tarzina benzer sekilde caligmalar yapilmaya baglanmistir. Bu
calismalar icerisinde fuzzy(bulanik) kiimeler (Zadeh, 1965) modern anlamdaki
belirsizliklerin modellenmesinde déniim noktasi olmustur. Birgok arastirmaci bu
teoriyi kullanarak hem teorik hem de uygulamali alanda bir¢ok c¢alisma yapmastir.
Ancak Zadeh’ in ortaya attigi bu teoride belirli iiyelik derecelerine bagimlilik
gerektiginden belirsizlikler tam olarak yok edilememistir. Dolayisiyla, bu
teorideki eksiklikler farkli teorilerin olusmasina zemin hazirlamistir. Son
zamanlarda, kaba(rough) kiime (Pawlak, 1982) , vague kiime (Gau ve Buhrer,
1993) ve aralik matematigi (Atanassov, 1994) gibi kavramlar ortaya atilmistir. Bu
kavramlar karar verme analizi, yapay zeka, bilisim, tip gibi bircok alanda
kullanilmistir. Ancak iiyelik derecelerine bagimlilik bu kavramlarda da bulundugu
icin matematiksel belirsizlikler yine tam olarak yok edilememistir. Daha sonra,
Molodstov 1999 yilinda belirsizlikleri tam olarak gideren ve digerlerinden
bagimsiz bir yaklasim metodu olan esnek kiime kavramini ortaya atmistir. Ayni
zamanda, bu kavramin oyun teorisi, 6l¢lim teorisi, Riemann integrali ve Perron
integrali gibi bircok alanda uygulamasini vermistir. Bunlara ek olarak,
parametrelendirilmis bir kiime yardimiyla olusturulmus doniisim olan esnek
kiime kavrami belirli bir tyelik derecesine bagimlilik gerektirmedigi ic¢in
ekonomi, bilisim, tip, ¢evre ve karar verme problemleri gibi birgok alanda da
kullanilmigtir. Maji ve arkadaslar1, 2003 yilinda esnek kiimelerde iglemleri verip
karar verme problemine uygulamislardir. 2005 yilinda, Pei ve Miao esnek
kiimelerde islemler {izerine ¢alismislardir. Ali ve arkadaslari, 2009 yilinda bir
esnek kiimenin tiimleyen tanimin1 vermisler, Kharal ve Ahmad, 2011 yilinda, bir
esnek kiimenin goriintii ve ©On goriintiisii ile esnek donilisim kavramlarini

tanimlayip bir tip probleminde bu kavramlarin uygulamasini yapmislardir.



Esnek topolojik uzaylarla ilgili ilk c¢alismayi ise, 2011 yilinda, esnek
topolojik uzayr tamimlayarak Shabir ve Naz baslatmistir. Ayrica bir esnek
kiimenin kapanisi ve esnek alt uzay kavramlarini tanitmislardir. 2012 yilinda,
Zorlutuna ve arkadaslari, 2013 yilinda ise, Nazmul ve Samantha esnek nokta ve
esnek siireklilik kavramini farkli bicimde sunmuslardir. Ayrica 2013 yilinda,
Georgiou ve arkadaglar1 esnek 6 —acik kiimeyi tanimlayarak bu esnek kiimeler
yardimiyla esnek 6 —topoloji ve esnek 6 —siireklilik kavramlarini vermisler ve bu
kavramlar {izerine ¢alismislardir. 2014 yilinda ise, Georgiou ve Megaritis esnek

siireklilik kavramini farkli bicimde ifade etmislerdir.

Bu tezde, ilk olarak diger boliimlerde kullanilacak esnek kiime, esnek
nokta gibi temel kavramlar verilmistir. Sonrasinda, esnek topolojik uzay kavrami
tanitilmis ve bu kavramla ilgili bazi 6zellikler incelenmistir. Daha sonra, farkl
esnek nokta tanimlarina gore esnek komsuluk 6zellikleri ve esnek siirekliliklerle
ilgili bilgiler verilmistir. Ayrica, esnek 8 —topoloji ve esnek 6 —siireklilik tizerine

calisiimistir.



2. ON BIiLGILER

Bu boéliimde tezin daha kolay anlasilmasi i¢in bazi temel tanim ve

teoremlere yer verilmistir.
2. 1. Esnek Kiimeler

Bu tez boyunca, aksi sOylenmedik¢e, X bostan farkli evrensel kiime, E

parametre kiimesi ve A € E bostan farkli parametre kiimesi olarak alinacaktir.

Tanim 2.1.1. (Molodstov, 1999) X bostan farkli evrensel kiime, E

parametre kiimesi ve A c E olsun. Burada F,
F:A — P(X)

ile verilen bir donisiim olmak tizere, (F,A) ikilisine X {izerinde esnek kiime
denir. Bir esnek kiime X in kuvvet kiimesine ait degerlerin parametrelendirilmis
ailesi olarak disiiniilebilir. Yani, e € A icin F(e) kumeleri (F,A) nm
e —yaklagimli elemanlarinin bir kiimesi olarak diisliniilmelidir. O halde, esnek
kiimeyi klasik anlamda bir kiime olarak diisinmek dogru olmayacaktir. Yani,

(F, A) esnek kiimesi asagidaki gibidir:
(F,A) ={(e,F(e)):e € A, F(e) € P(X)}.

Ornek 2.1.2. X = {hy, hy, hs,h,} bir iilkede yasanan trafik kazalari

kiimesini ve
E = {e,, e, e3,¢e,} = {alkol, asirt hiz, surtci hatast, k6t hava }

parametre kiimesi bu kazalarin nedenlerini gostersin. A = {e;, e,, e,} € E olmak
tizere, (F,A) bu kazalarin hangi sebepten kaynaklandigini gostersin. Burada

F: A — P(X) dontisimi asagida bigimdedir:

F(alkol) = {hy, h,} ; "Alkoliin neden oldugu kazalar h;, h,dir."



F(aswrt hiz) = {h3}; "Asirt hizin neden oldugu kazalar hstiir."
F(koti hava ) = {h,}; "Koti havanin neden oldugu kazalar hdiir. "
O halde, (F, A) esnek kiimesi
(F,A) = {(alkol,{hq, h,}), (asirt hiz, {hs3}), (koti hava ,{h,})}
bigimindedir.

Bu tez boyunca, bostan farkli X evrensel kiimesi iizerindeki tiim esnek

kiimelerin ailesi S(X) ile gosterilecektir.

Tanmm 2.1.3. (Maji et. al. , 2003) A c Eolmak iizere, (F,A) X tizerinde
esnek kiime olsun. Her e € A igin F(e) = @ kosulu saglaniyorsa, (F,A) ya bos

(null) esnek kiime denir ve bu esnek kiime @ ile gosterilir.

Tamm 2.1.4.(Maji et. al. , 2003) A c Eolmak fizere, (F,A) X lizerinde
esnek kiime olsun. Her e € A ig¢in F(e) = X kosulu saglaniyorsa, (F,A) ya

evrensel esnek kiime denir ve bu esnek kiime X ile gosterilir.

Tammm 2.1.5. (Nazmul and Samantha, 2014) E evrensel parametre
kiimesi olmak tizere, (F,E) X lizerinde esnek kiime olsun. Her e € E igin F(e)

sonlu kiime ise, (F, E) ye sonlu esnek kiime denir.

Tamim 2.1.6. (Maji et. al. , 2003) A C E olmak tizere, (F,A) ve (G,A) X
tizerinde iki esnek kiime olsun. Her e € A i¢cin F(e) € G(e) ise (F,A) (G,A)

ninesnek alt kiimesidir. Kisaca, (F,A) € (G, A) bi¢giminde gosterilir.

Tamm 2.1.7. (Maji et. al. , 2003) A C E olmak tizere, (F,A) ve (G,A) X
tizerinde iki esnek kiime olsun.(F,A), (G,A) nmn esnek alt kiimesi ve (G,A),
(F,A) nin esnek alt kiimesi ise, (F,A) ve (G,A) esnek esittir denir. Kisaca,
(F,A) = (G, A) bigiminde gosterilir.



Tammim 2.1.8. (Maji et. al. , 2003) A,B C E bostan farkli parametre
kiimeleri olmak tizere, (F,A) ve (G,B) X lizerinde esnek kiime olsun. Bu
durumda, (F,A) ve (G, B) esnek kiimelerinin birlesimi, C = AUB olmak iizere,

her e € C i¢in

F(e), e € A\B,
H(e) =1 G(e), e € B\A,
F(e)UG(e), e € ANB.

ile tanimli H: C — P(X) doniistimiiyle olusturulan (H,C) esnek kiimesidir ve

kisaca, (H,C) = (F,A)U(G, B) seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.9. (Pei and Miao, 2005) A,B c E bostan farkli parametre
kiimeleri olmak tizere, (F,A) ve (G,B) X iizerinde iki esnek kiime olsun. Bu
durumda, (F,A) ve (G, B) esnek kiimelerinin farkli kesisimi, C = ANB olmak
tizere, her e € C i¢in H(e) = F(e) N G(e) ile tanimhi H:C — P(X)
dontisiimiiyle olusturulan (H,C) esnek kiimesidir ve kisaca, (H,C) = (F,A) N
(G, B) bi¢iminde gosterilir.

Tanmm 2.1.10. (Ali et. al. , 2009) A c E olmak iizere, (F,A) X lizerinde
esnek kiime olsun. Bu durumda, (F,A) nin (F, A)€ ile gosterilen (F,A) ya gore
timleyeni, her e € A ig¢in F¢(e) = X \F(e) ile tanimlidir ve kisaca, (F,A)¢ =
(F€¢,A) bigiminde gosterilir. Burada F¢: A — P(X) dontisimiine F in esnek
timleyen doniisiimii denir. Ayrica, (F€)¢ = F ve ((F,A)¢)¢ = (F,A) dir.

Tamim 2.1.11. (Shabir and Naz, 2011) E evrensel parametre kiimesi olmak
tizere, (F,E) X tizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, (F, E) ve (G, E) esnek
kiimelerinin farki, her e € E i¢in H(e) = F(e)\G(e) ile tanimhi H: E — P(X)
doniisiimiiyle olusturulan (H, E) esnek kiimesidir. Kisaca, (H,E) = (F, E)\(G, E)

biciminde gosterilir.

Tamm 2.1.12. (Shabir and Naz, 2011) E evrensel parametre kiimesi olmak

tizere, @, X in bostan farkli alt kiimesi olsun. Bu durumda, her e € E igin



Q(e) = Q ile tanimlanan (Q,E) X iizerinde esnek kiimedir ve kisaca, Q ile

gosterilir.

Tamm 2.1.13. (Shabir and Naz, 2011) E evrensel parametre kiimesi olmak
tizere,(F, E) X lizerinde esnek kiime ve Q, X in bostan farkli alt kiimesi olsun. Bu

durumda, Q iizerindeki (F,E) nin esnek alt kiimesi, her e € E igin Fj © =

QNF(e) ile tanimlidir ve kisaca, (FQ, E ) = QN(F, E) biciminde gosterilir.

Onerme 2.1.14. (Zorlutuna et. al. , 2012) E evrensel parametre kiimesi
olmak iizere, (F,E) ve (G,E) X iizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler saglanir:

i) (F,E) € (G,E) olmas: igin gerek ve yeter kosul (F,E)N(G,E) =
(F,E) olmasidir.

i) (F,E) € (G,E) olmas: i¢in gerek ve yeter kosul (F,E)U(G,E) =
(G,E) olmasidir.

Teorem 2.1.15. E evrensel parametre kiimesi olmak tizere, (F,E) ve (G, E)

X tizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidakiler saglanir:

i) (F,E) € (G,E) olmasi igin gerek ve yeter kosul (G,E)¢ € (F,E),
(Zorlutuna et. al. , 2012)
iy (F,E)U(F,E)°=X.(Aliet.al.,2012)

Tammm 2.1.16. (Zorlutuna et. al.,, 2012) E evrensel parametre kiimesi
olmak tizere, | herhangi bir indeks kiimesi ve A = {(Fy, E): k € J} S(X) in bostan

farkl: alt ailesi olsun.

i) A ailesine ait esnek kiimelerin kesisimi, her e € E i¢in H(e) =
ﬂke](Fk(e)) ile tanomhi (H,E) esnek kiimesidir. Kisaca, (H,E) =

Nie 1 (Fy, E) bigiminde gosterilir.



i) A ailesine ait esnek kiimelerin birlesimi, her e € E i¢in M(e) =
Uke](Fk(e)) ile tamimli (M, E) esnek kiimesidir. Kisaca, (M,E) =

Uke (Fi, E) bigiminde gosterilir.

Teorem 2.1.17. (Zorlutuna et. al. , 2012) E evrensel parametre kiimesi ve
J indeks kiimesi olmak tizere, her k € J i¢in (F, E) X lizerinde esnek kiime olsun.

Bu durumda, asagidakiler vardir:

) (Mg B)) = Ukes (F E)°,

i) (Uees (Fo B)) = Piee) (i, E)°.

Tamm 2.1.18. (Nazmul and Samantha, 2013) A = {(F,,E):k €]}, X

tizerindeki esnek kiimelerin bostan farkli alt ailesi olsun. Bu durumda,

1) A ailesine ait esnek kiimelerin kesisimi, her e € E i¢in

(NkesFi) (@) = Nies(Fe(e))
bigimindedir.

i) A ailesine ait esnek kiimelerin birlesimi, her e € F igin

(UkEJFk)(e) = Uke](Fk(e))
bicimindedir.

Tammm 2.1.19. (Zorlutuna et. al. , 2012) E evrensel parametre kiimesi
olmak iizere, X tizerindeki (F,E) esnek kiimesi i¢cin e € E i¢in F(e) +# @ ve
e’ € E\{e} icin F(e') = @ kosullar1 saglaniyorsa, (F,E) esnek kiimesine X

uzerinde esnek nokta denir. Yani:

_{F(e)qt(z), eE€EE ,
°F =g, e’ € E\{e}.



Tammm 2.1.20. (Zorlutuna et. al. , 2012) E evrensel parametre kiimesi
olmak tuizere, (G, E) X lizerinde esnek kiime ve her e € E icin F(e) c G(e) ise eg

esnek noktasi (G, E) esnek kiimesine aittir ve kisaca, ey € (G, E) ile gosterilir.

Onerme 2.1.21. (Zorlutuna et. al. , 2012) E evrensel parametre kiimesi
olmak iizere,(G, E) X iizerinde esnek kiime ve er € X olsun. Eger er € (G, E) ise,

er & (G,E)€ dir.

Not 2.1.22. Onerme 2.1.21. in tersinin genelde dogru olmayacagina rnek

asagida verilmistir.

Ornek 2.1.23. X = {hy,h,, h3,h,} ve E ={ej,e,} olsun. X iizerinde
eZF = {(62, {hz, h3})} ESHEK noktas1 ve (G, E) = {(el,X), (62, {hl, h3})} eSHEK
kiimesi verilsin. Bu durumda, e, & (G,E)¢ = {(eq, 0), (ey, {hy, hy})} olmasina

ragmen e, & (G, E) dir.

2012 wyilinda Zorlutuna ve arkadaslari tarafindan verilen esnek nokta
tanimin1 2013 yilinda Nazmul ve Samantha daha 6zel halde asagidaki bigimde

ifade etmislerdir.

Tamm 2.1.24. (Das and Samantha,2013; Nazmul and Samantha, 2013;
Lin, 2013) E evrensel parametre kiimesi ve x € X olmak {lizere, her e € E i¢in
W(e) ={x} ve her e'(#e) €EE i¢gin W(e') =0 ile tammh W:E — P(X)
dontisiimiiyle olusturulan X tizerindeki (W, E) esnek kiimesine esnek nokta(esnek

eleman) denir ve kisaca, W* ile gosterilir. Yani, W: E — P(X) dontisimii

W(el) — {{x}’ e = e’!

o, e+e'.

bicimindedir. X evrensel kiimesi tizerindeki tiim esnek noktalarin ailesi € ile

gosterilecektir.

Tammm 2.1.25. (Das and Samantha, 2013; Nazmul and Samantha,

2013) E evrensel parametre kiimesi olmak iizere, (G, E) X tlizerinde esnek kiime



ve x € G(e) olsun. Bu durumda, X iizerindeki W, esnek noktasi (G, E) esnek

kiimesine aittir denir ve kisaca W,* € (G, E) ile gosterilir.

Onerme 2.1.26. (Das and Samantha, 2013) X iizerindeki her (G, E)

esnek kiimesi W,* € (G, E) olacak bigimdeki esnek noktalarin birlesimi seklinde
ifade edilebilir.

(G,E) = Uwgé(G,E)Wex

Tamm 2.1.27. (Kharal and Ahmad, 2011) E ve K sirasiyla bostan farkli X
ve Y evrensel kiimeleri lizerindeki evrensel parametre kiimeleri olsun. u: X — Y
ve p: E — K iki doniisim olsun. S(X), S(Y) sirasiyla X ve Y fizerindeki tiim
esnek kiimelerin ailesi olmak fiizere, f,,:S(X) — S(Y) doniisiimiine esnek

dontisiim denir ve esnek kiimelerin goriintiileri ve 6n goriintiileri asagidaki gibidir:

i) (F,A), X ftzerinde esnek kiime olmak iizere, (fpu((F,A)),B) ile
gosterilen (F,A) nm f,, esnek doniisiimii altindaki goriintiisii her
B € B =p(A) igin

U u(F(a)) . T lBNA=0
fpu((F' A))(:B) = aep~1(B)NA

[0)] , diger durumlarda

i) (G,B), Y luzerinde esnek kiime olmak iizere, (fpu_l((G,B)),D) ile
gosterilen (G, B) nin f,,, esnek doniisiimii altindaki 6n goriintiisii her

a €D =p 1(B) Cc E igin

fpu_l((G,B))(a) = {u_l (G(p(a))) ’ p(a) € B,
)

, diger durumlarda
Eger A=E ve B =K ise, (F,A) nin f,, doniisiimii altindaki goriintiisii
olan (fpu((F, A)),B) esnek kiimesi kisaca j;,u((F, A)) bi¢iminde; (G, B) nin fp,,

dontisiimii altindaki 6n goriintiisti olan (fpu_l((G,B)),D) esnek kiimesi ise

fou ! ((G, B)) bigiminde gdsterilecektir.
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Tamm 2.1.28. (Kharal and Ahmad, 2011) E ve K sirasiyla, bostan farkli X
ve Y evrensel kiimeleri tizerindeki evrensel parametre kiimeleri olsun. S(X), S(Y)
sirastyla X ve Y {lizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi, u: X — Y, p:E — K
olmak iizere, fu,:S(X) — S(Y) esnek doniisiim olsun. A,B < E olmak iizere,
(F,A), (G,B) X iizerinde esnek kiimeler olsun. Bu durumda, her f € K i¢in

asagidakiler tanimlidir:

) (Fu((F.)T5u((6.8))) (B) = fyu(F, D) (B (G BY) (B,
i) (Fou(F, D)5 (6. B))) (B) = fyua((F, ) (BIN £ (G, BY) ()

Tamim 2.1.29. (Kharal and Ahmad, 2011) E ve K sirastyla, bostan farkli X
ve Y evrensel kiimeleri tizerindeki evrensel parametre kiimeleri olsun. S(X), S(Y)
sirastyla X ve Y lzerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi; w: X — Y, p:E — K
olmak iizere, fyy:S(X) — S(Y) esnek doniisiim olsun. D,R € K olmak iizere,

(F,D), (G,R) Y tlizerinde esnek kiimeler olsun. Bu durumda, her a € E igin

) (fou " ((F.0))T0 o™ ((G.R))) (@) = o™ ((F, D)) (@)U ((GR)) (@),
i) (fpu_l((F: D))ﬁfpu_l((G' R))) (a) = fpu_l((F' D))(a)nfpu_l((G’R))(a)-

Teorem 2.1.30. (Kharal and Ahmad, 2011) E ve K sirasiyla, bostan farkli
X ve Y evrensel kiimeleri tizerindeki evrensel parametre kiimeleri olsun. S(X),
S(Y) sirasiyla X ve Y lizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi, w: X — Y, p: E —
K olmak iizere, f,y,: S(X) — S(Y) esnek doniisiim olsun. Bu durumda, her k € J
icin A, € E ve A,B c Eolmak tizere, X lizerindeki her (F;,A), (F,, B) esnek
kiimeleri ve her k € J i¢in, her (F, Ay) esnek kiimeleri igin asagidakiler saglanir:

) fou(®) =0,

i) fru(X)CY,

iii) (Fy, A) € (Fy, B) ise fp,((F1, 4)) € f,u((F,, B)) dir,

iv) fou ((Fu AYT(F2, B)) = fou((Fu, ) Ufp (2, BY)

V) fou(F ) (P, B)) € fo ((F1 DACFL B,
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Vi) fou (GkE](Fk'Ak)) = Ukey (ﬁau((Fk'Ak)))'
ViD) o (Pees (Foo 410)) € Pikey (fou((Foo41)) )

Tamm 2.1.31. (Zorlutuna et. al. , 2012) E ve K sirasiyla, bostan farkli X
ve Y evrensel kiimeleri iizerindeki evrensel parametre kiimeleri olmak iizere,
w:X —Y, p:E — K doniistimleri verilsin. u ve p doniisiimleri Ortense
fou: S(X) — S(Y) esnek doniisiimiine orten, u ve p 1-1 ise f,,, doniisiimiine 1-1

dir denir.

Teorem 2.1.32. (Kharal and Ahmad, 2011) E ve K sirastyla bostan farkli
X ve Y evrensel kiimeleri tizerindeki evrensel parametre kiimeleri olsun. S(X),
S(Y); X ve Y ilizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi olmak iizere, fp,: S(X) —
S(Y) esnek doniisiim olsun. Bu durumda, her k € J i¢in D, € K ve D,R c K
olmak tizere, Y tizerindeki her (Gy,D), (G,, R) ve her k € J i¢in (Gy, D;) esnek

kiimeleri i¢in asagidakiler saglanir:

) fou ' (8) =0,
i) £ (V) =X,
iii) (G1, D) & (Go, R) ise £, '((G1, D)) € £, ((Go, R)) di,
V) fou ™" ((61,0)0(G2,R)) = fou ™ (61, D)) TF (G2, R)
V) fou (G, DINGS R)) = fo ™ (G2, DI)NF (G2, R)),
Vi) fo”* (Ukes (G0 D)) = Uiy (fo ™ ((Gio D))

i

(
Vii) for ™ (Miees (G D)) = Nicey (fou™* ((Gi D)) -

Onerme 2.1.33. (Zorlutuna et. al. , 2012) E ve K bostan farkli X ve Y
evrensel kiimeleri tizerindeki evrensel parametre kiimeleri olsun. S(X), S(Y)

sirastyla, X ve Y lizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi olmak iizere,
fou: S(X) — S(Y) esnek doniisiim olsun. Bu durumda, Y iizerindeki her (G, K)

esnek kiimesi i¢in agsagidakiler saglanir:
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) fou (G K = (fou ™ ((G,K)))

i) foufou ((GK)) E (G, K).
Ayrica, fp,, esnek doniisiimii rtense fp,, fpu_l((G, K )) = (G,K) dir.

Onerme 2.1.34. (Zorlutuna et. al. , 2012) E ve K bostan farkli X ve Y
evrensel kiimeleri tizerindeki evrensel parametre kiimeleri olsun. S(X), S(Y)

sirastyla, X ve Y lizerindeki tiim esnek kiimelerin ailesi olmak {izere,
fou:S(X) — S(Y) esnek doniisiim olsun. Bu durumda, X iizerindeki her (F,E)

esnek kiimesi i¢in

) (F.E) € fo fou((F, D),
i) f,u esnek doniisimii 1 — 1 ise £, ' fou((F, E)) = (F, E).

2012 yilinda Zorlutuna ve arkadaslari tarafindan iki esnek kiime ailesi
arasinda tanimlanan esnek doniisiim tanimi yerine, 2013 yilinda Nazmul ve
Samantha bostan farkli iki kiime arasinda bir doniisiim vererek bir esnek kiimenin

esnek gorilintii ve ters goriintiilerini asagidaki bi¢imde tanimlamiglardir.

Tamm 2.1.35.(Nazmul and Samantha, 2013) X ve Y bostan farkli iki
kiime, u:X — Y doniisim olsun. Bu durumda, X iizerindeki (F,E) esnek
kiimesinin esnek goriintiisii ve Y tzerindeki (G,E) esnek kiimesinin ters

goriintiisti asagidaki gibidir:

i) Her e€E i¢in [u(F)](e) =u[F(e)] olmak tizere, u(F,E)=
(w(F),E);

ii) Her e € E i¢in [u™1(G)](e) = u~1[G(e)] olmak iizere, u~1(G,E) =
(w™(6),E).

Onerme 2.1.36. (Nazmul and Samantha, 2013) X ve Y bostan farkl iKi
kiime, u: X — Y doniisim olsun. Bu durumda, X iizerindeki (F,E) ve (G,E)

esnek kiimeleri i¢in asagidakiler vardir:
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i) (F,E) € (G,E)iseu((F,E)) € u((G E))dir,
i) u((F,E)UG,E)) = u((F,E))0u((G, B)),
iii) u ((F, NG, E)) € u((F, E))Nu((G, ),

iv) U 1-1 bir donissimse u ((F, E)YV(G, E) ) = u((F, E))Nu((G, E)) dir.

Onerme 2.1.37. (Nazmul and Samantha, 2013) X ve Y bostan farkl: iki
kiime, u: X — Y bir doniistim olsun. Bu durumda, Y tizerindeki (H, E) ve (M, E)

esnek kiimeleri i¢in asagidakiler vardir:

) (H,E)E (M,E)iseu *((H,E)) Cu (M, E)) dir,
i) u (1, E)T(M, E)) =u*((H, ) Uu~* (M, E)),

i) u= (H, E)YA(M, E)) = u~* ((H, £)) N~ ((M, E)) .

Onerme 2.1.38. (Nazmul and Samantha, 2013) X ve Y bostan farkl1 iKi
kiime, u: X — Y bir doniisim olsun. Bu durumda, Y tizerindeki (H,E) esnek

kiimesi i¢in asagidakiler saglanir:

) uu"t((H,E)) & (HE).

ii) U esnek doniisiimii drtense uu~1((H,E)) = (H,E) dir.

Onerme 2.1.39. (Nazmul and Samantha, 2013) X ve Y bostan farkl1 iKi
kiime ve u: X — Y bir doniisiim olsun. Bu durumda, X tizerindeki (F, E) esnek

kiimesi i¢in

) (F,E) €uu((F,E)) dir,
i) u déniisiimii 1 — 1 ise u™tu((F,E)) = (F,E) dir.
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3. ESNEK TOPOLOJIiK UZAYLAR

3.1. Esnek Topolojik Uzay

Bu boliimde, ilk olarak 2011 yilinda Shabir ve Naz tarafindan verilen
esnek topolojik uzay kavrami tamitilmistir. Daha sonra, esnek topolojik uzaylarla

ilgili baz1 temel kavramlar ve teoremler sunulmustur.

Bu boliim ve sonrasinda, bostan farkli X ve Y evrensel kiimeleri
tizerindeki bostan farkli evrensel parametre kiimeleri sirasiyla E ve K ile

gosterilmistir.

Tammm 3.1.1. (Shabir and Naz, 2011) 7, X tizerindeki esnek kiimelerin bir
ailesi olsun. Asagidaki Ozellikleri saglayan t ailesine X iizerinde esnek

topoloji,(X, 7, E) tgliisiine ise esnek topolojik uzay denir.

) 0,Xe€er,
il) T ya ait iki esnek agik kiimenin kesisimi T ya aittir,

iii) T ya ait herhangi sayida esnek ag¢ik kiimenin birlesimi 7 ya aittir.

Burada 7 nun elemanlarina X {izerinde esnek agik kiime ya da T —esnek agik
kiime denir. (F,E)¢ nin esnek acik kiime olmasi durumunda ise (F,E) ye X
tizerinde esnek kapali kiime ya da t —esnek kapali kiime denir. Esnek kapali

kiimelerin ailesi kisaca X ile gosterilir.

Onerme 3.1.2. (Shabir and Naz, 2011) (X,7,E) esnek topolojik uzay

olsun. Bu durumda, asagidakiler vardir:

) 0,X€x,
i) XK ye ait iki esnek kapali kiimenin birlesimi K ye aittir,

1) K ye ait herhangi sayida esnek kapali kiimenin kesisimi K ye aittir.
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Not 3.1.3. (Shabir and Naz, 2011) X iizerindeki tiim esnek kiimeleri i¢eren
esnek topolojiye esnek ayrik topoloji ve sadece @, X y1 iceren esnek topolojiye

esnek kaba topoloji denir.

Ornek 3.1.4. X ={hy, hy, h3},E ={ej, e;e5} ve © = {6,X} U
{{(eli {hli h3 })r (eZi {h1; hz}), (83, {hZ})}! {(eli {hl})'(eZ' {hS})r (83, {hlrhz}}' {(elr
{hli hg}), (leX)i (83, {h1; hz})}, {(81; {h1}),(ez' ®)' (63' {hz})}} olsun. O haldev T

ailesi X tizerinde esnek topolojidir.

Onerme 3.1.5. (Nazmul and Samantha, 2014) X sonsuz kiime, E bostan
farkli parametre kiimesi ve T = {(F, E): (F, E)° sonlu }U{@} olsun. Bu durumda,

7 ailesi X {izerinde esnek topolojidir.
Ispat:

t;) X¢ = @ sonlu oldugundan X € 7 dur.
t,) (F,E) ve (G,E), T —esnek agik kiimeler olsun. Bu durumda, (F, E)€ ve

(G, E)* sonludur. Dolayisiyla, (F,E)° U (G,E)° = ((F,E)\(G,E)) de

sonlu esnek kiimedir. Yani, (F, E)N(G, E) T —esnek agik kiimedir.
t3) {(Fy,E):k € J} € 7 olsun. Bu durumda, her k € J igin (Fy, E) T —eshek
Agik kiimedir. Yani, her k € ] igin (Fy, E)€ sonludur. Dolayisiyla,

Niey (Fu E)9) = (Uke](Fk, E))C sonludur. O halde, Uye; (F\, E) T —

esnek agik kiimedir.

Sonug olarak, verilen 7 ailesi X {izerinde esnek topolojidir.

Not 3.1.6. (Nazmul and Samantha, 2014) Onerme 3. 1. 5. te verilen esnek
topolojiye esnek sonlu tiimleyenler (cofinite) topolojisi denir.

Onerme 3.1.7. (Shabir and Naz, 2011) (X,7,E) esnek topolojik uzay

olsun. Bu durumda, her e € E igin
¢ ={F(e):(F,E) € 1}

ailesi X tlizerinde topolojidir.
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Ispat:

t;) @, X € 7 olsun. Bu durumda, her e € E i¢in @, X € € dir.

t,) Her e € E igin F(e), G(e) € t° olsun. Bu durumda, (F,E), (G,E) T —
esnek agik kiimeleri vardir ve 7, X iizerinde esnek topoloji oldugundan
(F,E)N(G,E) T —esnek agik kiimedir. Dolayisiyla, her e € E igin
F(e)NG(e) € 1€ dir.

t3) {Fi(e): k € J} t° deki kiimelerin bir ailesi olsun. Bu durumda, her k € J
icin Fi(e) € ¢ dir. Dolayisiyla, her k € ] i¢in (Fy, E) T —esnek agik
kiimesi vardir ve 1, X Tzerinde esnek topoloji oldugundan

Dke ](F wE) T —esnek acik kiime elde edilir. O halde, her e € E igin,

Ures (F(e)) € = dir.

Yani, her e € E igin t¢ aileleri X {izerinde topolojidir.

Not 3.1.8. (Shabir and Naz, 2011) Onerme 3.1.7. deki ¢ topolojisine X
tizerinde e-parametre topolojisi denir.

Not 3.1.9. Onerme 3.1.7. deki durumun tersinin genelde dogru olmayacagina
ait ornek asagida verilmistir.

Ornek 3.1.10. X = {hy, hy, h3}, E = {e;,e,} olsun. Bu durumda, 7¢ =
{0, Xx3U{{h,}, {ha, hs}} ve 7% = {0, XJU{{h.}, {hy, hs}} aileleri X iizerinde
topolojidir. Ancak, T = {6,X} U {{(91,{}11}),(92,{}11'h3})}' {(e1, {h2, h3}), (ez,
(e, {1 D}, (e, {hi D}, {(er, (R}, (e, {1 D} {(er, {h2, h3}), (92'{h1'h3})}} X
tizerinde esnek topoloji degildir. Cinki, {(es,{h{}),(es, {hi, 3D} N
{(e1, {ha, h3}), (e, {he})} € T dur.

Not 3.1.11. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, 7, E) esnek topolojik uzay1
verildiginde, Onerme 3.1.7. den E parametre kiimesinden X iizerindeki tiim
topolojilerin ailesine e — ¢ seklinde bir doniisiimiin var oldugu elde edilir.
Onerme 3.1.7. deki durumun tersinin de saglanmasi icin gerekli 6nerme ise,
asagida verilmistir.

Onerme 3.1.12. ( Nazmul and Samantha, 2013) (X, , E) esnek topolojik

uzay olsun. 7¢, Onerme 3.1.7. deki bigimde verilsin. Ayrica,

* ={(G,E) € S(X):G(e) € 1¢,Ve € E}
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olsun. Bu durumda, 7* ailesi X iizerinde her e € E i¢in [t*]¢ = ¢ Kosulunu

saglayan esnek topolojidir.
Ispat:

i) Her e € E i¢in @(e) = @ € 7€ oldugundan @ € T* dir ve her e € E
icin X(e¢) = X € 7° oldugundan X € 7* dur.

i) (F,E), (F,,E) t° —esnek agik kiime olsun. Bu durumda, her e € E igin
F;(e),F,(e) € t¢ dir. Dolayisiyla, her e € E i¢in F,;(e)NF,(e) € ¢
oldugundan H(e) = (F1 ﬁFZ)(e) € 1¢ elde edilir. O halde, (H,E) * —
esnek acgik kiimedir.

iii) Her k €] i¢in (F,,E) 7" —esnek agik kiime olsun. Her k € ] igin
Fi(e) € ¢ oldugundan Uy, (Fi(e)) € 7° dir. Bu yiizden, her e € E
icin H(e) = (Ukeij)(e) € t° elde edilir. O halde, her e € E igin
(H,E) t* —esnek a¢ik kiimedir.

Yani 7%, X tizerinde esnek topolojidir. [t*]¢ = t° oldugunu gosterelim. G,

[t*]¢ —acik kiime olsun. Bu durumda, G = U(e) € 1€ olacak bi¢imde bir (U, E)
7" —esnek agik kiimesi vardir. Dolayisiyla, [t*]¢ < ¢ elde edilir. Diger yandan,
G, 1¢ — agik kiime olsun. Bu durumda, G = U(e) olacak bi¢imde bir (U,E) T —
esnek acik kiimesi vardir. Dolayisiyla, her e’ # e igin F(e) = U(e) ve F(e') = @
olacak bi¢cimde bir (F,E) esnek kiimesi elde edilir. O halde, (F,E) t* —eshek
acik kiimedir ve her e € E i¢in G = F(e) = U(e) € [t¥]¢ olur. Yani, t¢ c [t¥]¢

dir. Sonug olarak, her e € E i¢in [1*]¢ = 1, elde edilir.

Onerme 3.1.13. (Shabir and Naz, 2011) (X,7,,E), (X,7,,E) iki esnek

topolojik uzay olsun. Bu durumda, 7, N7, ailesi X lizerinde esnek topolojidir.

Not 3.1.14. X {izerindeki iki esnek topolojinin birlesiminin genelde esnek

topoloji olmayacagina ait asagida 6rnek verilmistir.

Ornek 3.1.15. X = {hy, h,, h3}, E = {e4,e,, e3} olsun. X iizerindeki esnek

kiimelerin iki ailesi sirastyla
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T ={61X} U {{(e1l{h1}), (ez, {hy, h}), (es, {hs})}, {(eq,{h2}, (ez, {hy,
hs}), (es, {haD}, {(eq, {hy, ha}), (€2, X)), (e3,{hy, h3})}, {(e1, D), (€2, {h2}), {(es,
0} ve 1, = {B, XIU{{(e1, {ho}), (ea, {hy, R}, (es, {h3 13} olsun. Bu durumda,
T, Ve T, aileleri X tizerinde esnek topolojidir. Ancak, t,Ut, ailesi X iizerinde
esnek topoloji degildir. Ciinkil, {(ey, {h1}).(ez, {h1, h2}), (e3, {hsD} N {(ey, {h2)),
(ey,{hy, hy}), (e3,{h3})} € T dur.

Tamm 3.1.16. (Shabir and Naz, 2011) X bostan farkli kiime, E bostan
farkli parametre kiimesi olsun. t; ve 7, , X iizerinde iki esnek topoloji ve 71 C 7,

olsun. Bu durumda, 7, esnek topolojisi 7, esnek topolojisinden daha incedir denir.

Tamim 3.1.17. (Shabir and Naz, 2011) (X, t, E) esnek topolojik uzay ve

Q, X in bostan farkl1 alt kiimesi olsun. Bu durumda,
79 ={(Fo,E): (F,E) € 1}

ailesine Q tlizerinde esnek relatif topoloji denir. Burada, (FQ,E) =Q ﬁ(F, E)

seklindedir. (Q, 70, E ) ye ise (X, T, E) nin esnek alt uzayi denir.

Onerme 3.1.18. (Shabir and Naz, 2011) (X,t,E) esnek topolojik uzay,
(Q, 70, E ), (X, 7, E) nin esnek alt uzay, (F,E) 1, — esnek acik kiime olsun. Eger

0, T —esnek acik kiime ise (F, E) T —esnek acik kiimedir.

Teorem 3.1.19. (Shabir and Naz, 2011) (X, 1, E) esnek topolojik uzay,
(Q, 70, E ) , (X, 1, E) nin esnek alt uzay1 ve (F, E), Q iizerinde esnek kiime olsun.

Bu durumda,

i) (F,E) nin 1y —esnek agik kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul
(F,E) = QN(G,E) olacak bicimde (G,E) 7 — esnek agik kiimesinin
bulunmasidir.

i) (F,E) nin Q tizerinde esnek kapali kiime olmasi igin gerek ve yeter
kosul X iizerinde (F, E) = QN (L, E) olacak bigimde (L, E) esnek kapali

kiimesinin bulunmasidir.
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Tamm 3.1.20. (Nazmul and Samantha, 2013) X ve Y bostan farkli kiime,
Ty Ve Ty sirastyla, X ve Y lizerindeki esnek topolojiler, u: X — Y doniisiim olsun.
Bu durumda, tz, nin u doéniisimii altindaki 6n goriintiisii ve 7y in ualtindaki
goriintiisii sirastyla u~(ty) ve u(ry) ile gosterilir ve asagidaki bigimde

tanimlidir;

i) ul(ry) = (u((G,E)) = W (G),E): (G,E) € 1y},
i) u(ty) = {(G,E) € S():u"((G,E)) = (w(G),E)} .

Teorem 3.1.21. (Nazmul and Samantha, 2013) X, Y bostan farkli kiime,
Ty Ve Ty sirasiyla, X ve Y lizerindeki esnek topolojiler, u: X — Y doniigiim olsun.

Bu durumda, asagidakiler saglanir:

i) u~1(zy) X iizerinde esnek topolojidir.

ii) u(ty) Y ilizerinde esnek topolojidir.
Ispat:

i) t;) @ €1y olsun. Tanim 2.1.35. ten her e € E i¢in [u‘l(a)](e) =
u~(@(e)) =u () = @ dir. Dolaysiyla, u™*(3,E) = (w (@) ,E) =0 €
u~'(ty) elde edilir. Benzer sekilde, ¥ € 7y alalim. Tanim 2.1.35 ten her
e €E igin [u}(Y)](e) = v (Y(e)) = u3(Y) = X oldugundan X €
u~t(zy) dir. Dolaysiyla, u™ (Y, E) = u~(¥) € u™(zy) elde edilir.

t2) (Hy, E), (Hy E) € u™t(ty) olsun. Bu durumda, (Hy, E) = u™((Gy, E))
= W (Gy),E) ve (Hy E) = u (G4, E)) = (W™ 1(Gy), E) olacak bigimde
(G, E), (G,, E) Ty —esnek acik kiimeleri vardir. (G4, E), (G,, E) Tty —esnek
acik kiime oldugundan (G, E)N(G,, E) de 7, —esnek acik kiimedir ve her
e €E icin G,(e)NG,(e) = H(e) seklindedir. Yani, (G, E)N(G,, E)
(H,E) seklindedir. Dolayisiyla, Tamm 2.1.35. ten (Hy, E)N\(H,, E)
u (G, E))Nu (G5, E)) = W NG, )N N(G,), E) elde edilir.
Ayrica Onerme 2.1.37. den u™*((Gy, E)) N u (G5, E)) =u (G, E) N
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(G2, E)) = u ((H,E)) ve Tanim 2.1.35. ten u*((H,E)) = (w™'(H),E)
dir. O halde, (H,, E)N\(H,, E) € u™'(zy) dir.

t3) Her k €] icin (Hy, E) € u=(zy) olsun. Bu durumda, her k € J igin
(H, E) = u((Gy, E)) = (w™1(Gy), E) olacak bigimde (Gy, E)ty — esnek
acik kiimeleri vardir. Her k €] icin (G, E) ty —esnek acik kiime
oldugundan Uy 1(Gy, E) de Ty —esnek agik kiimedir ve her e € E igin
Ure;(Gi(e)) = H(e) seklindedir. Yani, Upe;(Gi, E) = (H,E) dir.
Dolayisiyla, Uke](Hk,E) = Uke]u_l((Gk,E)) = erj(u_l(Gk),E) elde
edilir. Ayrica, Upe,u™2((Gr, E)) = Ure,(w (G, E) ve u™t (Upg
(G, B)) = u™*((H,E)) dir. Tamum 2.1.35. ten u*((H,E)) = (u"(H),E)
dir. O halde, Uye;(Hy, E) € u™'(zy) dir.

Sonug olarak, u~1(zy) X iizerinde esnek topolojidir.
ii) Benzer sekilde yapilir.

Tamm 3.1.22. (X, 7, E) esnek topolojik uzay ve (F,E) X iizerinde esnek
kiime olsun. Bu durumda, (F,E) nin esnek i¢i ve esnek kapanisi sirasiyla

asagidaki gibidir:

i) (Zorlutunaet. al. , 2012)
Int((F,E)) = U{(G,E): (G,E) E (F,E),(G,E) € 1}.
i) (Shabir and Naz, 2011)
Cl((F,E)) = N{(K, E): (F.E) € (K,E),V(K,E) € X}.

Dolaysiyla, Int((F,E )) nin (F,E) nin kapsadig1 en biiyiik 7 —esnek agik
kiime oldugu ve Cl((F, E)) nin de (F,E) yi igeren en kiiciik T —esnek kapali

kiime oldugu aciktir.

Onerme 3.1.23. (X, 7, E) esnek topolojik uzay, (F,E) ve (G,E) X iizerinde

esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidakiler saglanir:
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i) (F,E) € (G,E) ise Int((F,E)) & Int((G,E)), (Zorlutuna et. al. ,
2012)

i) (F,E)&(G,E) ise CL((F,E)) & CI((G, E)) dir. (Shabir and Naz,
2011)

Onerme 3.1.24. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, t, E) esnek topolojik
uzay, (F,E) ve (G,E) X lizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidakiler

saglanir:

i) ((F,E)) nin 7 —esnek agik kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul
Int((F,E)) = (F, E) olmasidr,

i) Int (Int ((F, E))) = mt((F,E)),

iii) Int(@) =0, Int(X) =X,

iv) Int((F, )0\ Int((G,E)) = Int ((F, E)N(G, E)).

Teorem 3.1.25. (Shabir and Naz, 2011) (X,t,E) esnek topolojik uzay,
(F,E) ve (G,E) X fizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidakiler

saglanir:

) ClB)=0cluX)=X;
i) (F,E) nin X tizerinde esnek kapali kiime olmasi igin gerek ve yeter

kosul (F,E) = CL((F,E)) olmasidir,
iii) Cl (Cl((F, E))) = CI((F,E)),
iv) cL((F, E)UG, E)) = CU((F, £))U CI((G, E)),
v) cL((F, BN, E)) & ci((F, EN CI((G.E)).

fspat: v) (F,E)N(GE)E (F,E) ve (F,E)N(GE)E(GE) den

Cl((F, EYA(G.E)) € CI((F, E)) ve CL((F, E)A(G, E)) E CL((G, E)) elde edilir.

vani, CL((F, E)A(G, E)) € 1((F, E))N CL((G, B)) dir.
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Tamim 3.1.26. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X, 7, E) esnek topolojik uzay ve
er, X tzerinde esnek nokta olsun. Eger e € (H,E) € (G,E) olacak bigimde

(H,E) T — esnek agik kiimesi varsa ep € (G, E) nin esnek i¢ noktasi denir. Yani:

er, (G, E) nin esnek i¢ noktasidir :< (3(H,E) €1):er € (H,E) € (G,E)

Onerme 3.1.27. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X, 1, E) esnek topolojik uzay,
(G,E) X iizerinde esnek kiime ve her e € E icin er € X olsun. Bu durumda,

asagidaki ifadeler saglanir:

i) Her ep € (G, E) esnek noktasi esnek i¢ noktadir,

ii) Her e € Ei¢in [e];: E — P(X) doniigiimii

N _ | G(e), e=e
feloted ={ ool

olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda, [e]; (G, E) nin esnek i¢ noktasidir. Yani,

(G, E) nin her e esnek i¢ noktast icin [e]; = Uep tir,

iii) Ueerlels = (G E).
ispat:

ii) (G,E) t —esnek agik kiime oldugundan [e]; esnek i¢ noktasi, (G, E) nin

e € E ile belirlenen en biiyiik esnek i¢ noktasidir. O halde, [e]; = Uep tir.

Onerme 3.1.28. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X, 1, E) esnek topolojik uzay
ve (G, E), X tizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, Int((G, E)) her e € E i¢in

(G, E) deki ep esnek noktalarmin birlesimidir.

Ispat: (S,E) € (G, E) olacak bigimdeki her (S,E) t —esnek acik kiimesi
icin H(e) = U,eg S(e) olmak iizere, Int((G, E)) = (H,E) olsun. Int((G,E))
7 —esnek acik kiime oldugundan Onerme 3.1.27. geregince Int((G,E)) =
Ueerlely dir ve her [e]y igin [e]y € nt((G,E)) € (G,E) oldugundan [e]y
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(G,E) nin esnek i¢ noktasidir. Bu yiizden, Int((G,E)) c UQEE{eF:here €

E icin eg, (G, E) nin esnek i¢ noktast} dir.

Diger yandan, her e € E igin ep, (G,E) nin esnek i¢ noktast olsun. Bu
durumda, ep, é(K,?k,E) € (G,E) olacak bicimde (K,?k,E) T — esnek agik
kiimesi vardir ve her e € E igin Ukepk c Uk(Kﬁk,E) C (G, E) dir. Dolayisiyla,
UecrUrfer,} € Upep Ui (Ke  E) € (G, E) elde edilir. O halde, U,y Uy
(Kﬁk, E) T —esnek acik kiimedir ve Int((G,E)) (G,E) nin kapsadig1 en biiyiik
T —esnek agik kiime oldugundan U,ez{e;: Her e € E iciner, (G, E) nin esnek
i¢ noktasi} € Int((G,E)) elde edilir. Yani, Int((G,E)) her e € E igin (G,E)

deki ep esnek noktalarnin birlesimidir.

Onerme 3.1.29. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X, 1, E) esnek topolojik uzay

ve (G,E) X iizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, her er € (G,E) i¢in
[e]; = Uer olmast icin gerek ve yeter kosul (G,E) nin T — esnek acik kiime

olmasidir.

Ispat: Onerme 3.1.27. ve Onerme 3.1.28. geregince ispat agiktir.
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4.ESNEK KOMSULUKLAR UZERINE

Bu boliimde, 2012 yilinda Zorlutuna ve arkadaslar1 ile 2013 yilinda
Nazmul ve Samantha tarafindan farkli esnek nokta tanimlarina gore verilen esnek

komsuluk 6zellikleri incelenmistir.
4.1. Zorlutuna ve Arkadaslarina Gore Esnek Komsuluklar

Tamim 4.1.1. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X, t,E) esnek topolojik uzay,
(F,E) ve (G,E) X tizerinde esnek kiime olsun. Eger (G,E) € (H,E) € (F,E)
olacak bigimde (H, E) T —esnek agik kiimesi varsa (F,E) ye (G, E) nin bir esnek

komgulugu denir. Yani:

(F,E), (G, E) nin .=  (QAH,E)€1):(GE)E (HE)E (FE)

esnek komsulugudur

Tamm 4.1.2. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X, 1, E) esnek topolojik uzay ve
(G, E) X iizerinde esnek kiime olsun. Eger er € (H,E) € (G, E) olacak bigimde
(H,E) © —esnek acik kiimesi varsa (G, E) ye er € X esnek noktasmin bir esnek

komsulugu denir. Yani:

(G,E) € Ne(ep) :=  (3(H,E) €1):ep € (H,E) € (GE)

Burada V;(er) er esnek noktasmin tiim komsuluklarinin ailesidir ve bu

aileye er esnek noktasinin komsuluklar sistemi denir.

Ornek 4.1.3. X = {hy, hy, hs}, E = {1, e;} ve 7 = {8, X} U {{(ey, {hs}),
(e, (ho1)}, {(eq, (), (e2, {hs))}, {(er, {hy, h3)), (ez, {ha, h3})}} olsun. (H,E) =
{{(e1, {hy, h3}), (e, {hy, h3}}} olmak iizere, e,, = {(ez, {hy, h3})} bigimindeki
e,, € X esnek noktast alindiginda e, ,, esnek noktasmin tiim esnek komsuluklari
N:(ez,,) = {{(er, {he, h3)), (e2, XD}, {(er, {hy, h3)), (ez, {ha, h3D)}, {(e1, X), (ez,
{hy, h3})}, X} dir.
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Onerme 4.1.4. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X, 7, E) esnek topolojik uzay ve

er € X olsun. Bu durumda, {V,(e): er € X} ailesi icin asagidakiler vardir:

i) Her (F,E) € N,(ep) i¢in e € (F,E) dir,
i) (F,E)€ N,(er)ve (F,E) C (G,E)ise (G,E) € N,(ep) tir,
iii) (G,E), (H,E) € N.(ep) ise (G, E)N(H,E) € N.(ep) tir,
iv) (G,E) € N,(ep) ise her e’y € (M,E) i¢in (G,E) € N,(e'y) olacak
bi¢cimde bir (M, E) € N;(er) vardir.
Ispat:

1) Aciktir.

i) Aciktir.

iii) (G,E), (H,E) € N,(er) olsun. Bu durumda, er € (M,E) € (G,E) ve
er € (U,E) € (H,E) olacak bigimde (M, E), (U, E) snek acik kiimeleri
vardir. 7, X iizerinde esnek topoloji oldugundan (M,E)N(U,E)
7 —esnek acik kiimedir. Ayrica, ep € (M, E)N(U,E) € (G,E)N(H,E)
dir. Yani, (G, E)N\(H, E) € N, (er) elde edilir.

iv) (G,E) € N,(er) olsun. Bu durumda, er € (H,E) € (G,E) olacak
bicimde bir (H,E) 7 —ac¢ik kiimesi vardir. (H,E) = (M,E) alalim.
Dolayisiyla, her e’y € (M,E) igin e’y € (M,E) € (G, E) dir. O halde,
(G,E) € N, (e'y) elde edilir.

4.2. Nazmul ve Samantha’ ya Gore Esnek Komsuluklar

Tammm 4.2.1. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, 1, E) esnek topolojik
uzay, (F, E) X iizerinde esnek kiime olsun. Eger (G,E) € (H,E) € (F,E) olacak
bi¢imde bir (H,E) 1 —esnek ag¢ik kiimesi varsa (F,E) ye (G, E) nin bir esnek
komsulugu denir. (G,E) = W,* ise (F,E) ye W,* in esnek komsulugu denir. W,*

in tiim esnek komsuluklarinin ailesi kisaca NV, (W;¥) ile gosterilmektedir. Yani:

(F,E) e N,(W)) := @QH,E)€1):WSEHE)C(FE)
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Ornek 4.22. X ={hy,hy,h3}, E={e,e;} ve v = {3,X} U

{{(91» {hiD,(ez, {haD)}, {(eq, {hy, h3}) (e, {h1 D)}, {(e1, {hq, h3}), (e2, {hy, h2 D)},
{(e1, {h11),(e5, ®)}} olsun. O halde, WEZZ € X esnek noktasi alindiginda Wezz
esnek noktasmin tim esnek komsuluklari J\/‘T(Welez) = {{(el,{hl}), (e, {h D},
{(e1, {h1}), (ez, {ha, h3D)}, {(eq,{hy, ho}), (€2, {hy, ho D)}, {(e1, {he}).(e2, XD}, {(ey,
{h1, h3}), (ez, {h2})}, {(er, {ha}), (e2,{h1, h})}, {(eq, {hy, ho}).(e2, {R2D)}, {(ey,
{hi, h2}), (e2,X)}, {(e1,{hy, ha}).(ez {ha, ha})}, {(e1, X),(e2,{h1, ho})} {(ey,
{h1, h2}), (2, {ha, h3})}, {(e1, {hy, h3}), (e2,{h1, R D)} {(e1, X)), (e2,{h D}, {(ey,
{h1, h3)), (e2, X3, {(e1, X), (ez, {hp,hs 1)}, X3 dir.

Onerme 4.2.3.(Nazmul and Samantha, 2013) (X, t,E) esnek topolojik
uzay, (F, E) X iizerinde esnek kiime olsun. (F, E) nin T —esnek agik kiime olmasi
icin gerek ve yeter kosul her W;* € (F, E) i¢in (F, E) nin W,* in esnek komsulugu

olmasidir

Ispat: (F,E) 7 —esnek acik kiime ve W* € (F,E) olsun. Bu durumda,
WX € (F,E) € (F,E) oldugundan (F,E) W} in esnek komsulugudur. Diger
yandan, W, € (F,E) ve (F,E) W) in esnek komsulugu olsun. O zaman,
W € (G,E) € (F,E) olacak bi¢imde bir (G,E) 7 —esnek agik kiimesi vardir.
Ayrica, (F,E) = U {ep:er € (F,E)} oldugundan (F, E) T —esnek ag¢ik kiimelerin
bir birlesimidir. O halde, (F, E) T —esnek a¢ik kiimedir.

Onerme 4.2.4. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, 7, E) esnek topolojik

uzay ve W,* € X olsun. Bu durumda, {WV,(W,*): W* € X} ailesi icin asagidakiler

vardir:

i) Her WX € Xicin M,(W*) =0,

ii) Her (F,E) € N, (W) i¢in WX € (F,E),

iii) (F,E) € N;(W,)*) ve (F,E) € (G,E) ise (G, E) € N.(W,) dir,

iv) (F,E), (G, E) € N,(W¥) ise(F,E)N (G, E) € N, (W) dir,

V) (F,E) € Ny(W¥) ise her W2 € (G,E) i¢in (G,E)e N, (W) ve
(G,E) € (F,E) olacak bigimde bir (G, E) € N, (W,¥) vardur.
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Ispat: Onerme 4.1.4. e benzer sekilde yapulir.
Tamim 4.2.5. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, 7, E') esnek topolojik uzay

olsun. P(S(X)) X iizerindeki esnek kiimeler ailesinin biitiin alt kiimelerinin ailesi
olmak tizere, asagidaki kosullar1 saglayan v:e — P(S X )) doniistimiine €

tizerinde bir esnek komsuluk operatorii denir.

i) Her W € ¢ i¢in v(W~) # @ dur,

ii) Her (F,E) € v(W)) i¢in W € (F,E) dir,

iii) (F,E) € v(WX) ve (F,E) € (G,E) ise (G, E) € v(WX) dir,

iv) (F,E), (G,E) € v(W)X) ise (F, E)N(G, E) € v(WX) dir,

v) (F,E) ev(WX) ise her W) E(GE) icin (GE)ev(W)) ve
(G,E) € (F,E) olacak bigimde bir (G, E) € v(W,*) vardur.

Ispat: v) (F,E) € v(W}) olsun. Bu durumda, (F,E) € N,(W)*) dir.
Ayrica, Onerme 4.2.4. (v) ve v:ie — P(S(X)) tanimi geregince her W, € (G, E)
icin (G,E) e v(W)) ve (G,E) € (F,E) olacak bigimde bir (G,E) € v(W,")

vardir.

Onerme 4.2.6. (Nazmul and Samantha, 2013) (X,t,E) esnek topolojik
uzay olsun. v: ¢ — P(S(X)) doniigiimii, her W,* € ¢ i¢in v(W,*) = N, (W,*) ile

taniml1 bir esnek komsuluk operatoriidiir.

Onerme 4.2.7. (Nazmul and Samantha, 2013) v: ¢ — P(S(X)) doniisiimii
¢ lizerinde esnek komsuluk operatorii ve her W,* € ¢ i¢in v(W;*) W)X in tiim T —

esnek komsuluklarinin ailesi olmak iizere, X {izerinde bir esnek topoloji vardir.

Ispat: 7= {(F,E) € S(X):(F,E) e vIWS), YW} € (F,E)} olsun. Bu

durumda,

i) @ higbir esnek elemam igermediginden her W;* € @ i¢in @ € v(W,¥)
dir. Yani, @ €7 dur. W} € X olsun. Bu durumda, v komsuluk
operatorii  oldugundan v(WX) =@ dir. (F,E) € v(W) olsun.
(F,E) € X oldugundan X € v(W;*) elde edilir. O halde, X €  dur.
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ii) (F,E),(G,E)et ve WJXE(F,E)N(GE) olsun. Bu durumda,
(F,E),(G,E) ev(W}) dir. Dolayisiyla, v komsuluk operatorii
oldugundan  (F,E)N(G,E) e v(W¥)  elde  edilir.  Yani,
(F,E)N(G,E) € 7 dur,

iii)  Her bir k € J i¢in (F,E) €7 olsun. Uye;(Fy, E) = (F,E) alalm.
W) € (F,E) alindiginda W)* € (FkO,E) olacak bi¢imde bir k, € |
vardir. Ayrica, (FkO,E) € T oldugundan (FkO,E) € v(W) dir.
Dolayistyla, W* € (Fy,,E) € (F,E) elde edilir ve her W* € (F,E)
icin (F,E) € v(W,) dir.

O halde, t ailesi X tizerinde esnek topolojidir. (F,E) € N;(W.*) olsun. Bu
durumda, W,* € (G,E) € (F,E) olacak bicimde (G,E) 7 — esnek acik kiimesi
vardir. Dolayisiyla, (G,E) € v(W*) dir. Ayrica, (G,E) € (F,E) oldugundan
(F,E) € v(W,¥) elde edilir. Diger yandan, (F,E) € v(W;*) olsun. O zaman, v bir
esnek komsuluk operatorii oldugundan her W;f € (G,E) icin (G,E) € (F,E) ve
(G,E) € V(Wj) olacak bi¢imde bir (G,E) € v(W,}*) vardir. Yani, (G,E)
7 —esnek acik kiimedir. (G, E) € v(W,¥) alalim. Bu durumda, W,* € (G, E) dir ve
buradan W,* € (F,E) elde edilir. Dolayisiyla, (F,E) € N;(W,*) dir. O halde,

v(W¥) W in tiim T — esnek komsuluklarinin ailesidir.

Tanim 4.2.8. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, t,E) esnek topolojik
uzay ve B c t olsun. t ailesine ait her esnek kiime £ ya ait esnek kiimelerin bir

birlesimi seklinde yazilabilirse f ya t i¢in agik tabandir denir.

Ornek 4.2.9. X bostan farkli kiime, E parametre kiimesi ve 7, X iizerinde

esnek ayrik topoloji olsun. g = {W,*: W* € X} ailesi 7 icin acik tabandir.

Onerme 4.2.10. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, 7, E) esnek topolojik
uzay ve B, T nun esnek agik kiimelerden olusan alt ailesi olsun. £ nin 7 igin agik
taban olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her (F,E) T — esnek agik kiimesi ve her

W € (F,E) i¢cin W) € (G,E) € (F,E) olacak bi¢cimde (G, E) € B bulunmasidir.
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Ispat: B 7 icin acik taban, (F,E) 7 — esnek agik kiime ve W,* € (F,E)
olsun. B t igin agik taban oldugundan (F,E) B daki elemanlarin bir birlesimi
olarak yazlabilir. WJ* € (F,E) oldugundan WJ* € (B,E) € (F,E) olacak
bi¢imde (B,E) € B vardiwr. Diger yandan, (F,E) 7 — esnek acik kiime ve
W € (F,E) olsun. Hipotezden, W,* € (B,E) € (F,E) olacak bicimde (B,E) €
pB vardir. Dolayisiyla, (F,E) = UWe erp)Ws € UWexg(F,E)(B,E) C (F,E) elde

edilir. Yani, (F,E) = UWé’Xg(F’E) (B, E) dir. O halde, B 7 i¢in agik tabandir.

Onerme 4.2.11. (Nazmul and Samantha, 2013) B, X iizerindeki esnek
kiimelerin bir alt ailesi olsun.  nin X iizerinde verilen bir esnek topolojinin agik

tabani olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki kosullarin saglanmasidir:

) Dep,

ii) X, p daki esnek kiimelerin bir birlesimi olarak yazilabilir,

iii) (Fy, E), (F,, E) € B ise WX € (F3,E) € (F,, E)N(F,, E) olacak bigimde
bir (F3,E) € B vardur.

Ispat: (=): B, © esnek topolojisi icin agik taban olsun. Bu durumda,
@,X € T oldugundan (i) ve (ii) durumu vardir. (F;,E), (F,, E) € B. olsun. Bu
durumda, (F;,E) ve (F,,E) T — esnek acik kiimelerdir. Buradan, 7 X iizerinde
esnek topoloji oldugundan (F, E)N\(F,, E) T —esnek agik kiime elde edilir.
Ayrica, B T icin agik taban oldugundan (Fy, E)N(F,,E) de B ya ait esnek

kiimelerin bir birlesimi seklinde gosterilebilir. O halde, (ii1) durumu da saglanir.

(=): v ={(F,E):(F,E) = Uye;(By, E), 3k € ], (B}, E) € B} olsun. (i) ve

(ii) durumlarindan @,X € t dur. Her k € J icin (F,, E) T —esnek acik kiime ve

(F,E) = Uyc;(Fy, E) olsun. Bu durumda, her k € J icin (F, E) esnek kiimeleri
kej Uk k

B deki esnek kiimelerin bir birlesimi olacak sekilde B, < [ alt ailesi vardir.

Dolayisiyla, B = Uy B elde edilir. O halde, (F,E) t — esnek agik kiimedir.
(Fy, E), (F,, E) T —esnek agik kiime ve (Fy, E)N(F,, E) # @ olsun. Bu durumda,
ailesinin W;* € (F,,E) :D(G,E)e31 (G,E) ve W) E (F,E) = U(H,E)Eﬁz (H,E)

olacak bicimde By, B, C B alt aileleri vardir. Dolayisiyla, W € (Fy, E)N(F,, E)
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= (Ooen@.B) A (Owwsrep,.)) = Ute.mrep, Ummres, ((G.E) T
(H,E)) elde edilir. Ayrica, (G,E) € B, ve (H,E) € B, oldugundan (G, E), (H,E)
€ B dir ve hipotezden WX € (P,E) € (G, E)N(H, E) olacak bi¢imde (P,E) € B
vardir. Buradan, (G, E)N\(H,E) B ya ait esnek kiimelerin bir birlesimi seklinde
gosterilir. Yani, (Fy,E)N\(F,,E) B ya ait esnek kiimelerin bir birlesimi
seklindedir. O halde, (Fy, E)N(F,, E) T —esnek agik kiimedir. Sonug olarak, 7 X

iizerinde esnek topolojidir.
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5. ESNEK SUREKLILIKLER UZERINE

Bu boliimde, 2012 yilinda Zorlutuna ve arkadaglar1 ile 2013 yilinda
Nazmul ve Samantha tarafindan farkli esnek nokta tanimlarina gore verilen esnek

stireklilik kavramlar1 incelenmistir.
5.1. Zorlutuna ve Digerlerine Gore Esnek Siireklilik

Tammm 5.1.1. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X,ty4,E), (Y,7y,K) esnek
topolojik uzay, f,,: S(X) — S(¥) esnek ddniisiim ve ep € X olsun. f,,(ex) in
her (G, K) esnek komsulugu i¢in er in olacak bigimde bir (F, E) esnek komsulugu
varsa fy,, doniistimii ey te esnek siireklidir denir.

fpu erp te

esnek

= (V6K € M, (fuler) ) (BE B)) € N, ((€0)): fou((F.B)) E (6, )

stureklidir

Eger f,, doniistimii her e € X icin esnek siirekliyse fou X lizerinde esnek

sureklidir denir.

Ornek 5.1.2. X ={hy,hy,h3}, Y ={my,my,ms} ve E ={e;, e, e3},
K = {ky, k,, k3} srastyla X ve Y tlizerindeki parametre kiimeleri olmak {izere,
p(el) = ki, pley) =k,, p(es) =kz ile tanmh p:E — K ve u(hy) =
m,, u(hy) = ms,u(hg) = my ile tanimh u: X — Y doniisiimleri verilsin. X ve Y
iizerindeki esnek topolojiler swasiyla, 7y = {B,X} U {{(ey, {hy, b)),
(e2,{hz, hs}), (e3, {he, h3})}, {(eq, {ha, hs}), (e, {hy, ho}), (€3, tha, 3D}, {(eq, X)),
(e2,X), (e, {hy, hs})}, (e, (h2}), (€2, {h2), (es, {hy, h3 D} ve 7y = {B,7} U
{(ky, (g, m3}), (ka,Y), (ks {my,moD)}, {(ky, {my, m3}), (kp {ma,ms}), (ks,
)}, ks, {ms}), (kz,{mzms}), (ks {my, mob}, {(ky,Y), (kz, Y), (ks {my,
my D}, {(ky, {my, m3}) , (ky, {my, ms}), (kz, {my, mob}, {(ky, {mq, m3}), (k2, V),
(k3, V)}, {(ky, {mq, m3}), (k2 {ms}), (ks, {mq, moD}, {(k1{my, m3}), (ka,{ms,
ms}), (ks, {my, mo}}, {(ky, {ms}), (kz, {my, m3}), (ks, {my, mo}, {(ky, {ms}),
(k2 {m3}), (k3, {my, myD}, {(ky, {my, m3}), (ka, V), (ks, {my, mo})}, {(ky, {ms}),
(ky,Y), (k3,{m,, mz})}} olsun. Bu durumda, e, ,, = {(eq, {hy, h,})} esnek noktasi
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alindiginda f,,: S(X) — S(¥) esnek doniisiimii e, ,, de esnek siireklidir. Ciinki,
foulery) = (ky, {mz,mD)} iin tim esnek komsuluklart ;. (fu(er,)) =
{0y, V), (k. V), (k3, {my,mp)}, {(ky, Y, (k2 YD, (s, {my, ma )}, {(key, (my,
ms}), (kp,Y), (kg {my,moD)}, {(ky, {ma,ms}),(kp, V), (k3, V)L, Y} ve ey, =
{(es,{h1,h;})}  nin  tim  esnek  komsuluklart N (eq,)

{{Ce1, {h1, ho}),(ez, (ho, hs)), (e3, {he, h3D)}, {(e1, X), (€2, {ha, h3)), (e, XD}, {(ey,
{h1, h2o}), (€2, X), (3, XD}, {(e1, {hy, ha}), (€2, {ha, hs}), (€3, XD}, {(e1, X)), (€2, {ha,
hs}), (es, {hy, hs})}, {(e1, X), (e2,X), (€3, {hy, hsD}, {(e1, {hy, ho}), (2, X)), (es,
{h1, hsD}, {(e1, X), (€2, {hz, hs}), (es, {h1, hs})}, {(e1, {h1, ho}), (€2, X), (e5,{hy,
ha} {(ey, {hy, ho}), (€2, {hy, hs}), (e3, XD}, X} bigimindedir. Dolayisiyla, f,,
(e1,,) nin her (G, K) esnek komsulugu igin f,, ((F,E)) € (G,K) olacak bigimde

bir (F, E) esnek komsulugu vardir.

Teorem 5.1.4. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X,ty4, E), (Y,1y,K) esnek
topolojik  uzay, f,y:S(X) — S(Y) esnek doniisim olsun. Bu durumda,
asagidakiler denktir:

1) fpu er te esnek siireklidir,

i) fpu(ep) in her (G,K) esnek komsulugu icin er in (H,E) €
fpu_l((G, K )) olacak bi¢imde bir (H, E) esnek komsulugu vardir.

iii) fpy(ep) in her (G, K) esnek komsulugu igin ﬁ,u_l((G,K)) er in esnek

komsulugudur.

Teorem 5.1.5. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X,t4,E), (Y,7y,K) esnek
topolojik  uzay, f,y:S(X) — S(Y) esnek doniisiim olsun. Bu durumda,
asagidakiler denktir:

1) fpu esnek siireklidir,
i) Her (G,K) ty — esnek agik kiimesi i¢in fpu_l((G, K)) Ty — esnek acik

kiimedir,
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iii) Her (L,K) ty — esnek kapali kiimesi igin ﬁ,u_l((L, K)) 4 — esnek
kapal1 kiimedir.

Ispat: i)=ii) (G,K) 1y —esnek agik kiime ve ep € ﬁ,u_l((G,K)) olsun.

Bu durumda, fo,(er) € foufou ((GK)) dir ve (G, K) fou(er) in esnek

komsulugu olur. Ayrica, f,, esnek siirekli oldugundan e in fpu((H JE )) c (G,K)

olacak bi¢imde bir (H,E) esneck komsulugu vardir. Dolayisiyla,

er € (H,E) € £, ”((G,K)) elde edilir. O halde, f,,, ' ((G,K)) ep in esnek

komsulugudur.

i) =iii) (L,K) 1y — esnek kapali kiime olsun. Bu durumda, (L,K)¢ 7y —

esnek agik kiimedir. Dolayisiyla, hipotez geregince, fpu_l((L, K)¢) 14 — esnek
c

acik kiime elde edilir. O halde, fpu_l((L, K)¢) = (fpu_l((L, K))) oldugundan

fpu_l((L, K)) T4 — esnek kapali kiimedir.

i) = i) e € X ve (G, K) fpu(er) in esnek komsulugu olsun. Bu durumda,
fouler) € (H,K) € (G,K) olacak bi¢imde bir (H,K) 7y — esnek acik kiimesi
vardir. Dolayisiyla, hipotez geregince, fpu_l((H, K )) Ty — esnek acik kiimedir ve
er € fou, '((H,K)) € £, '((G, K)) elde edilir. Yani, f,,,”*((G,K)) e in esnek

komgulugudur. O halde, f,,, esnek stireklidir.
iii)=>1ii) i) =1ii) onermesine benzer sekilde yapilir.

Teorem 5.1.6. (Zorlutuna et. al. , 2012) (X,tx,E), (Y,ty,K) esnek
topolojik  uzay, f,y:S(X) — S(Y) esnek doniisiim olsun. Bu durumda,

asagidakiler denktir:

1) fpu esnek siireklidir,
i) X tzerindeki her (F,E) esnek kiimesi i¢in j;,u((F, E)) nin her esnek

komsulugunun ters goriintiisii (F, E) nin esnek komsulugudur,
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iii) X tizerindeki her (F,E) esnek kiimesi ve j;,u((F, E)) nin her (G,K)
esnek komsulugu i¢in (F,E) nin fpu((H, E)) € (G, K) olacak bigimde
bir (H, E) esnek komsulugu vardir.

Ispat: i)=ii) f,, esnek siirekli doniisiim olsun. (H,K), fo,((F,E)) nin
esnek komsulugu olsun. Bu durumda, f,,,((F,E)) nin f,,((F,E)) € (M,K) €
(H,K) olacak bicimde (M,K) 1y — esnek acgik komsulugu vardir. Dolayisiyla,
fo (Fou((F.BD)) E o (M) E £, ((H,K)) elde edilir. Aynca,
(F,E) c fpu_1 (fpu((F, E))) ve fpu_l((M, K)) Ty —esnek agik kiimedir. O

halde, fpu_l((H, I()) (F, E) nin esnek komsulugudur.

il)=1) (G,K) ty —esnek agik kiime olsun. Bu durumda, fpu_l((G, K)) X
iizerinde esnek kimedir. (F,E), fpu_l((G, K )) nin esnek alt kiimesi olsun.
Dolayisiyla, (G, K) fpu((F JE )) nin 7y —esnek agik komsulugu olur ve hipotez
geregince, fpu_l((G, K)) (F, E) nin esnek komsulugudur. O halde, Teorem 5.1.5.

geregince fpu_l((G, K)) T4 —esnek acik kiimedir.

il)=iii) (F,E), X lzerinde esnek kiime ve (G,K), fpu((F, E)) nin esnek
komsulugu olsun. Hipotez geregince, fpu_l((G, K)) (F,E) nin esnek
komsulugudur. Dolayisiyla, (F,E) € (H,E) © fpu_l((G,K)) olacak bi¢imde
(H,E) esnek komsulugu vardir. O halde, (F,E) nin f,,,((F,E)) € f,,,((H,E)) €

fou ( fpu_l((G, K ))) olacak bigimde bir (G, E') esnek komsulugu vardir.

iii)=ii) (G,K), fpu((F, E)) nin esnek komsulugu olsun. Bu durumda,
(F,E) nin fpu((H, E)) € (G, K) olacak bigimde (H,E) esnek komsulugu vardir.

Dolayisiyla, jfpu‘l(fpu((H, E))) & £, NG, K)) dir ve (H,E) € £ (fou

((H, E)) elde edilir. O halde, f,,,"*((G,K)) (F, E) nin esnek komsulugudur.
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5. 2. Nazmul ve Samantha’ ya Gore Esnek Siireklilik

Tamm 5.2.1. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, 7y, E), (Y, 1y, E) esnek
topolojik uzay, u: (X, 7y, E) — (Y, 1y, E) doniisim ve W;* € S(X) olsun. u(W,¥)
in her (G, E) esnek komsulugu i¢in W,* in u((F, E)) € (G, E) olacak bi¢imde bir

(F, E) esnek komsulugu varsa u dontisimii W, *de esnek stireklidir denir. Yani:

uW,* de
esnek
sureklidir

1= (V(G,E) € Ny, (uWe)) ) (3CF, E) € Ny, WD) u((F, E)) € (G, E)

Eger her W* € X igin u esnek siirekliyse U doniisiimii X iizerinde esnek

sureklidir denir.

Ornek 5.2.2. X = {hy,hy, h3}, Y = {my,my, m3} ve E = {e;, e;5,e3}, X ve
Y zerindeki parametre kiimesi olmak itizere, u:(X,7x,E) — (Y,7y,E)
doniisimi u(h;) = ms, u(h,) = my, u(h;) = m, bi¢ciminde tanimlansin. X ve Y
lizerindeki esnek topolojiler sirasiyla, Ty = {’(5,)‘(‘} U {{(el, {hy, h, D), (e, {h3}),
,(e3,{h:})}, {(eq, {ha, hs}), (e2,{hy, h3}), (e3,{ha, h3})}, {(e1, X)), (€2, {hy, h3}),
(e3, XD}, {(eq, (h2}), (ez, {hs)), (e3, 8)3} ve 7y = {,7} U {{(es, (my,m3}), (ez,
,{ma,ma}), (e3,{ms})}, {(e1, {my, ma}).(ez, {my,m3a}), (e3,{my,mep}, {(ey,
{m,}), (e5, {m,, m3}), (e5,0)}, {(e,Y),(e,, {m,, m3}), (e, Y)}} olsun. Bu durum-

da, w:(X,t4,E) — (Y, 7y, E) dOnisimii WeZZ de esnek siireklidir. Ciinkii,
u(l/l/ezz) nin tiim esnek komguluklar1 MV, (u(l/l/ezz)) = {{(el, {m,,m,}),

(€2, {mz, m3}), (e3,{my, mo}}, {(e1, Y), {(e2, {mz, m3}), (e3,Y)}, {(e1, {my,my}),
(e2,Y), (e3,{my, my}}, {(e1,Y),(e2,{mz, m3}), (e3,{my, mz)}, {(e1, {my, m,}),
(s, V), (e3,7)}, {(e1,Y), (e Y), (3, {my,myP}, ¥} ve WeZZ nin tim esnek
komsuluklart N, (We;?) = {{(ex, {ha, ha}).(ez, {hy, ha}), (es, tha, s}, {(en,
{ha, h3}), (e3,Y)}, {(e1, thy, ha}), (e2,Y), (3, {ha, h3})}, {(e1,{h2, h3}), (e2,Y),
(e3,Y)}, {(e1,Y),(e2,{h1, h3}), (e3, {hy, hs D}, {(e1, V), (2, {hy, h3}), (e3, 1)}, (e
V), (e5,Y), (e3,{h,, h3}}, Y} dir. Dolayisiyla, u(WeZZ) nin tim (G,E) esnek
komsuluklar i¢in u((F JE )) € (G, E) olacak bigimde bir (F, E) esnek komsulugu

vardir.
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Not 5.2.3. (Nazmul and Samantha, 2013) u: (X,tx,E) — (Y, 1y, E)
doniisiim ve WX € S(X) olsun. u(W,*) i iceren her (G, E) ty — esnek agik kiimesi
icin W,* i igeren ve u((F, E)) € (G, E) olacak bigimde bir (F,E) Ty — esnek acik
kiimesi varsa u W,* de esnek siireklidir. u doniisiimii her W, € S(X) de esnek

stirekliyse u dontigiimii esnek siireklidir denir.

Teorem 5.2.4. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, tx, E), (Y, Ty, E) esnek
topolojik uzay ve u:(X,ty, E) — (Y, Ty, E)doniisim olsun. Bu durumda,

asagidakiler denktir:

i) u esnek siireklidir,

il) Y tizerindeki her (G, E) Ty — esnek agik kiimesi igin u_l((G, E)) Ty —
esnek acik kiimedir,

iii) Y tzerindeki her (L, E) Ty — esnek kapali kiimesi igin u_l((L, E )) Ty —
esnek kapali kiimedir,

iv) X tzerindeki her (F,E) esnek kiimesi igin u(Cl((F,E))) c

ct(u((F,E))) di.

Ispat: i)=ii) u esnek siirekli olsun.(G,E) 7y —esnek acik kiime ve
W € u1((G,E)) olsun. Bu durumda, uw(W;") € (G,E) dir. (G,E) ty —esnek
acik kiime oldugundan (G,E) u(W.*) in esnek komsulugudur. u esnek siirekli
doniisiim oldugundan W;* in wu((F,E)) € (G,E) olacak bigimde (F,E)
Ty —esnek komsulugu vardir. Dolayisiyla, W € (F,E) € u((G,E)) elde
edilir. Ayrica, (F,E) W;* esnek komsulugu oldugundan u‘l((G,E)) WS esnek
komsulugudur. O halde, u"l((G, E )) Ty — esnek agik kiimedir.

ii)=iii) (L,E) ty —esnek kapali kiime olsun. Bu durumda, (L,E)€ ty —
esnek agik kiimedir. Dolayisiyla, hipotezden u~1((L, E)€) 74 —esnek agik kiime
elde edili. O halde, u*((L,E)°) = u"*((L,E))" oldugundan u~? ((L, E))

Ty —esnek kapali kiimedir.

iii) = iv) (F,E) X tizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, hipotezden

Cl(u((F, E))) 7y —esnek kapali kiimesi i¢in u~! (Cl(u((F,E)))) Ty —esnek
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kapali kiimedir. Dolayisiyla, (F,E) € u™! (Cl(u((F,E)))) dir ve buradan

CU((F,E)) € u? (Cl(u((F, E)))) olur. O halde, Onerme 2.1.38. den u(Cl ((F,

E))) & u(u(Cl(u ((F, E))))) & ct (u((F, E))) elde edilir

iv) = i) W € S(X) olmak iizere,(G, E) u(W,*) in bir esnek komsulugu
olsun. Bu durumda, u(W)*) € (H,E) € (G,E) olacak bi¢cimde bir (H,E)
Ty —esnek ag¢ik kiimesi vardir. Bu yiizden, (H€, E) Ty, —esnek kapali kiimedir ve
hipotezden, u(Cl(u™t[(HS, E)])) € Cl(u(u™[(HS E)])) € CU([(HSE)]) =
(HC, E) elde edilir. Dolayisiyla, u™*[Cl(u™[(HS, E)D] € u™? [Cl(u(u™t [(HE,
E)D)] € ut[Cl([(HE, E)D] = u*[(HS, E)] dir ve buradan u™*[(H, E)] t —
esnek kapali kiime olur. O halde, (u™1[(H, E)])¢ 74 —esnek kapali kiimedir. Yani,
u[(H,E)] 71x —esnek acik kiimedir. Ayrica, u(W}*) € (H,E) € (G,E)
oldugundan W € u~[(H,E)] € u~[(G, E)] elde edilir. O halde, u™[(H, E)]
W in esnek komsulugudur ve Onerme 2.1.38. den u[u‘l((H, E))] c (HE) c

(G, E) elde edilir. Sonug olarak, u doniisiim esnek siireklidir.

5.3. Esnek Acik ve Esnek Kapah Doniisiimler

Bu béliimde, 2013 yilinda Nazmul ve Samantha tarafindan verilen esnek
acik doniisiim, esnek kapali donilisim ve esnek homeomorfizm kavramlar
tamitilmistir.  Ayrica, bu kavramlarin esnek siireklilikle iliskisi Orneklerle

aciklanmustir.

Bu boliim ve sonrasinda, bostan farkli X ve Y kiimeleri iizerindeki
Ty —esnek kapali kiimeler ile 7y —esnek kapali kiimelerin olusturdugu esnek

topolojiler sirasiyla 5y ve Ky ile gosterilecektir.

Tanmim 5.3.1. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, ty,E), (Y, 1y, E)esnek

topolojik uzay ve u: (X, tx, E) — (Y, Ty, E) doniisiim olsun.

i) Her (U,E) tx —esnek agik kiimesi i¢in u((U, E)) Ty —esnek agik kiime

ise U ya esnek a¢ik doniisiim denir. Yani:
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u esnek acik doniisiimdiir N (Y(U,E) € tx): u((U,E)) € 1y

i) X {izerindeki her (L,E) 7y —esnek kapali kiimesi igin u((L,E))

Ty —esnek kapali kiime ise u ya esnek kapali doniisiim denir. Yani:

u esnek kapali dontligiimdiir e (V(L,E) € Kyx): u((L, E)) € Ky

Teorem 5.3.2. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, 1y, E), (Y, 1y, E)esnek
topolojik uzay ve u:(X,tx,E) — (Y,7y,E) dontsim olsun. Bu durumda,

asagidakiler saglanir:

i) U nun esnek agik doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X {izerindeki

her (F, E) esnek kiimesi i¢in u (Int((F, E))) C Int (u((F, E))) olmasidir.

i) u nun esnek kapali doniisim olmasi igin gerek ve yeter kosul X
tizerindeki her (F,E) esnek kiimesi i¢in Cl (u((F, E))) c u(Cl((F, E)))

olmasidir.

Ispat: i) (F,E) X iizerinde esnek kiime olsun. u esnek agik doniisiim
oldugundan u(lnt((F, E))) T, —esnek acik kiimedir ve u(lnt((F, E))) &
u((F,E)) elde edilir. Yani, u(znt((F,E)))aznt(u((F,E))) dir. Diger
yandan, (F,E) tx —esnek agik kiime olsun. Bu durumda, hipotez geregince
u((F,E)) = u(Int((F,E))) € Int (u((F, E))) & u((F,E)) dir. Dolaysiyla, u

esnek acgik doniisiimdiir.
ii) Benzer sekilde yapilir.

Tamm 5.3.3. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, 1y, E), (Y, 1y, E) esnek
topolojik uzay ve u: (X, 1y, E) — (Y, 1y, E)doniisiimii 1-1, 6rten, esnek siirekli ve

tersi esnek siirekli olsun. O halde, u doniisiimiine esnek homeomorfizm denir.
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Teorem 5.3.4. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, tx, E), (Y, Ty, E) esnek
topolojik uzay ve u: (X,7x,E) — (Y, Ty, E) doniisimii 1-1 ve orten olsun. Bu

durumda, asagidakiler denktir:

i) uesnek agik doniisiimdiir,
ii) u esnek kapali doniisiimdiir,

i) u™t: (Y, 1y, E) — (X, 1y, E) esnek siireklidir.

Teorem 5.3.5. (Nazmul and Samantha, 2013) (X, 1y, E), (Y, 7y, E) esnek
topolojik uzay ve u: (X,7x,E) — (Y, Ty, E) doniisimii 1-1 ve orten olsun. Bu
durumda, asagidakiler denktir:

i) uesnek homeomorfizmdir,

i) uveu 1:(Y,17y,E) — (X, Ty, E) esnek siireklidir,

iii) u esnek siirekli ve esnek agik doniisiimdiir,

IV) u esnek siirekli ve esnek kapali doniistimdiir,

V) X tizerindeki her (F, E) esnek kiimesi i¢in u (Cl((F, E))) = Cl((F, E))

dir.

Not 5.3.6. Esnek agik ve esnek kapali doniisiimlerin genelde esnek stirekli

doniisiim olmayacagina ait 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 5.3.7. X ={h;,hy, h3,h,}, Y ={m;,m,,ms} ve E ={eje,}
parametre kiimesi olsun. X ve Y {izerindeki esnek topolojiler sirasiyla 74 =
{8, XJU{{(ey, {hy, h2}), (e, (ha D} {(eq, (ha, had), (g, (he o, ha DY) Ve 7y =
8,7} U {{(er, {my, m3}), (2, {m2])}, {(ey, (my, my)), (€2, {my, m3})}, {(ey,
{mi1}), (ez, @)}, {(e1, {m2}), (e2,{m1, m3}}, {(e1, {ms}), (ez,{m,}}, {(e1, {m,,
m3}), (5, Y)}} olsun. Bu durumda, Xy = {8, X} U {{(ey, {hs, ha}), (e, {hy, Ry,
ha})}, {(er, {hy, ho}), (ez, {hs D3} ve Ky = {8, 7} U {{(eq, (m2}), (e, (my,m3})},
{(e1,{m3}), (e2,{m;})}, {(eq, {mz,m3}), (€2, V)3, {(eq, {mq, m3}), (2, {m2 1},
{(es, {my,m,}), (e5, {mq, ms}), {(e1, {my}), (e, Q))}} bigimindedir. Dolayisiyla,
her e € E i¢in u(hy) = u(hy) = my, u(h,) = my, u(hy) =m, ile verilen

u: (X, 7y, E) — (Y, 1y, E) esnek agik ve esnek kapali doniisimdiir. Ancak, u
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esnek siirekli doniisim  degildir.  Ciinkii, u '({(e;,{m,}),(e;,8)}) =
{(ell {hl; h4}), (32, @)} $ Ty dlr

Not 5.3.8. Esnek siirekli dontistimlerin genelde esnek kapali ve esnek agik

donilislim olmayacagina ait 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 5.3.9. X ={hy,hy, h3,h,}, Y ={m;,my,,ms} ve E ={e;e,}
parametre kiimesi olsun. X ve Y iizerindeki esnek topolojiler de sirasiyla 74 =
{8,X} U {{(e1, (o)), (e2,8)}, {(e1, D), (e, (D}, {(ey, {hs, hu}), (2, )3, {(ey,
{ha, hs, ha}), (2, {hi})}, {(e1, {ha, hs, hy}), (€2, 8)}, {(e1, {ha}), (ez, {R1 D}, {(ey,
{h3,had), (2, (DY} ve Ty = {B, ¥} U {{(er, (m2}), (e2, (mi 1}, {(ey, (ma, m3)),
(e2,8)}, {(er{my}), (e2,®)}, {(eq, {my,m3}), (e, {m;})}} bigiminde tanimli
olsun. Bu durumda, Ky = {8, X} U {{(ey, {h1, hs, ha}), (e2, XD}, {(e1, X), (€2, (N,
hs, hab}, {(e1, thy,ha}), (e2, XD}, {(eq, {h, h3, hal), (€2, {hy, hs, haD} {(e1, {R1}),
(e2,X)}, {(e, {h1}), (e2, Tha, hs, ha)}, {(en, {hy, ho}), (ez, {ha, hs, ha})}} ve Ky =
{8,7} U {{(e;, {my, m3}), (ez, {ma, ms))}, {(e, (my}), (e2, V)3, {(eq, {my,m3}),
(eZ,Y)},{(el,{ml}),(ez,{mz,m3})}} bi¢imindedir. Dolayisiyla, her e € E igin
u(hy) = my,u(h,) = my,uCh;) = m,,u(h,) = m, ile verilen u: (X, 7y, E) —
(Y,ty,E) esnek siirekli doniisiimdiir. Ancak, u esnek agik ve esnek kapali

doniistim degildir.

Not 5.3.10. Esnek ac¢ik dontisiimlerin genelde esnek kapali ve esnek siirekli

donilislim olmayacagina ait 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 5.3.11. X ={h,hy,h3}, Y ={m;,my,mg} ve E ={ee,}

parametre kiimesi olsun. X ve Y iizerindeki esnek topolojiler de sirastyla 7y =
{8,X} U {{(e1, {1, ho}), (e, {ha, h3D}, {(e1, X), (e2,{h3])}, {(e1, X), (e, {ha,
h3D3, {(er, {he, ho}), (e2, {hs D ve 1y = {B,7} U {{(e1, (m1, m,}), (e, (M)},
{(e1,{mz, m3}), (€2, {m; D)}, {(e1, V), (e2, {11}, {(e1, {m,}), (ez, {my1)}} olsun.
Dolayisiyla, Ky = {8, X} U {{(e1, ®), (ez, {h1, B2 1)}, {(e1, {h3}), (€2, {h: )}, {(e,
{h3}), (ex{hi, ho D}, {(e1,0),(e2, (DY} ve Ky = (6,7} U {{(er, (m3)), (e,
{mz, ms})}, {(e1, 0), (2, {mz, m3H}, {(er, {m1}), (€2, {mz, ms})}, {(e1, {my, m3}),
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(ey,{m,, mg})}} bi¢imindedir. Bu durumda, her e € E i¢in u(h,) = m,, u(h,) =
u(hy) =my ile verilen u: (X,74,E) — (Y,7y,E) esnek acik doniisiimdiir.
Ancak, u esnek kapali ve esnek siirekli doniisim degildir. Ciinkdi,
u({(ey, {hs}), (ea, (DY) = {{(ey, Ims}), (e, (MDY} € Ky ve u™({(ey, {my,
m,}), (e2,{m1})}) = {(e1, X)), (e2, {hz, h3})} & Txdir.

Not 5.3.12. Esnek kapali doniisiimlerin genelde esnek agik ve esnek siirekli

doniisiim olmayacagina ait 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 5.3.13. X ={hy,hy,h3,h,}, Y ={m;,my,,m3} ve E ={e;e,}
parametre kiimesi olsun. X ve Y iizerindeki esnek topolojiler de sirasiyla T4 =
{8,X} U {{(ey, {hs, ha}), (e2, {ha, hs1)}, {(eq, (he, ha}) (€2, 8D}, {(eq, (ha}), (ez,
)}, {(e1, (h1, hs, had),(ez, {ha, h3DY} ve 1y = {8, 7} U {{(ey, {m3}), (ez, 93,
{(ey, {m,, m3}), (ez,{mz})}} olsun. Dolayisiyla, Ky = {6, )?} U {{(el, {hy, h,}),
(2, {h1, hy}), {(e1, {h2, h3}),(e2, XD}, {(e1,{h1,hz , h3}), (2, XD}, {(eq, {h2}), (e,
{hy, haD}} ve K= {8, 7} U {{(ey, {mi}),(ez, {my, m3})3}, {(e1, (my,ms}), (ez,
Y)}} bicimindedir. Bu durumda, her e € E i¢in u(h,) = u(h,) = my, u(hz) =
m, ,u(h,) = my ile verilen u: (X, 17y, E) — (Y, 1y, E) esnek kapali dontistimdiir.
Ancak, u esnek agik ve esnek siirekli doniisiim degildir. Cilinki, u({(ey, {hy, h,}),
(e2, {hy, haDY) = u({(ey, (ho}), (e, {hy, La}}}) = {(eq, {mu}), (ez,{my, m3})} €
¥y ve u({(ey, {hy, ha}).(e2, )} = u({(ey, {hy, hy, hs}), (e2,Y)}) = {(ey, {my,
m,}), (e2,Y)} € Ky; u({(ey, {hs, ha}), (ez, thy, ha})} = {(e1, {ma, m3}), (e2, {my,

m,})} € 1y ve u~ ({(ey, {my, m3}), (e2, {my, m3}}) = {(e1, {hsz, hy}), (ez, {h3})}
¢ 1y dir.
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6. ESNEK 8 —TOPOLOJIK UZAYLAR

Bu béliimde, Georgiou ve arkadaglarinin 2013 yilinda yayimladiklar1 On
Soft Topological Spaces makalesindeki esnek 6 —topoloji kavrami tanitilmis ve
bu kavramla ilgili baz1 6zellikler incelenmistir. Esnek 6 —agik kiime kavramini
verebilmek igin ilk olarak Georgiou ve Megaritis tarafindan tanimlanan e —esnek

acik komsuluk kavrami ve bu kavramin bazi 6zellikleri ele alinmustir,
6. 1. Georgiou ve Megaritis’ e Gore Esnek Topolojideki Baz1 Ozellikler

Tamm 6.1.1. (Georgiou and Megaritis, 2014) (X, , E) esnek topolojik
uzay, e € E, x € X olsun. x € G(e) olacak bi¢imdeki (G,E) t —esnek acik

kiimesine x noktasinin e —esnek ag¢ik komsulugu denir.

Kolaylik agisindan x noktasinin e —esnek acik komsuluklarinin ailesi

v, (x) ile gosterilecektir.

Ornek 6.1.2. X = {hy, hy, h3}, E = {ej, e;} ve T = {6, X} U {{(er, {h2}),
(ez,tha, hsD}  {(er, {hy, o), (e2, (ha D} {(en, {he, ha}), (2, {ho, hsDY, {(en,
{ho]), (eq,{hy)}} olsun. Bu durumda, v, (hy) = {{(es, {hs, ho}), (e2, {R2 1)},
{(e1, {h1, h2}), (ex{h, R} XY Ve Ve, (hy) = ve,(hy) = {{(e1,{h1, h3)), (e,
{h21}, {(er, {h2}), (e, {ha, hs})}, {(e1, {hy, ha}), (€2, {h2, hs})}, {(e1, {h2}), (e,
AR} XY ve v, (hy) = {{(e1,{hy)), (ez, {hy, h3D)}, {(er, {he, h2)), (ez, {hy,
h3)}, X} ve v, (h3) = v,,(hy) = {X} dur.

Onerme 6.1.3. (Georgiou and Megaritis, 2014) (X, 7, E) esnek topolojik
uzay olsun.(G, E) nin T — esnek agik kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul her
e€E ve x€G(e) i¢in x noktasinin (G(e,x),E) C (G,E) olacak bigimde

(G(ex) E) e —esnek agik komsulugunun bulunmasidir.

Ispat: (G,E) t —esnek acik kiime olsun. Her e € E ve x € G(e) igin
Gex) = G olmak iizere, (G(e,x),E) esnek kiimesini alalim. Bu durumda,

(G(e‘x), E ) X noktasinin e —esnek agik komsulugudur. Diger yandan, her e € E ve
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X € G(e) i¢in x noktasinin (G(e’x),E) € (G,E) olacak bigimde (G(e,x),E) e —
esnek agik komsulugunu alalim. O zaman, her r € E igin G, )(r) € G(r) dir.
J ={(e,x):e € E,x € G(e)} olsun. Dolayisiyla, her (e,x) €] igin G )(r) C
G(r) elde edilir. Yani, U{G(e’x)(r) : (e,x) e]} c G(r) dir. y € G(r) olsun.
Hipotez geregince, y noktasinin (G(m,),E ) € (G,E) olacak bi¢imde bir
(G(r‘y),E) e —esnek agik komsulugu vardir. Dolayisiyla, y € G-,y(r) © U
{Gexy():(e,x) €J} elde edilir O halde, (G,E)= U{(Gex)E): (e x)€J}

olacagindan (G, E) T —esnek ag¢ik kiimedir.

Tanmim 6.1.4. (Georgiou and Megaritis, 2014) (X, t, E) esnek topolojik

uzay ve e € E, x € Xolsun. x noktasinin her (G, E) e —esnek a¢ik komsulugu igin
(F,E)N(G,E) # @ ise, x noktasina (F,E) nin e —kapanis noktas: denir. (F,E)

nin tim e —kapanis noktalarinin kiimesi, kisaca CI(F, e) ile gosterilir. Yani:
x € CI(F, e) 1= (V(GE) V() : (F,E)N(G,E) # §

Ornek 6.1.5. X = {hy,hy, h3}, E ={e;, e5,e5} ve T = {6,X} U {{(e,,
{hi, h2}), (e, (h2}), (es, (ha)}, {(eq, (h3)), (ez, (hy, h3)), (es, {hy, hs})}} olsun.
Bu durumda, ve, (hy) = v, (hy) = ve, (hy) = v, (hy) = {{(ey, {hy, h2}), (€2, {h2})
(e, (hiDLXY  ve v (ha) = v, (hy) = v, (h3) = Ve, (h) = v, (hs) =
{{(ey, {hs}), (e, {hy,hs)), (es, {hy, hs}), X} dir. Dolayisiyla, (F,E) = {(ey, {hy,

yh2}), (e2,{h2}), (e3, {h,})} olmak iizere, CI(F,e;) = {hy, hy}, CI(F,e;) = {h,}
ve CL(F,e;) = {h,} elde edilir.

Onerme 6.1.6. (Georgiou and Megaritis, 2014) (X, , E) esnek topolojik

uzay ve (F,E), X iizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, R gy: E — P(X)
doniisiimii her e € E i¢in Rz g(e) = F(e)UCL(F, e) olmak iizere, CI((F,E)) =
(R k), E) bigimindedir.

ispat: i) Once, (F,E) € (R(sp), E) oldugunu gésterelim. Her e € E igin
F(e) c F(e)UCI(F,e) = R g)(e) oldugundan (F,E) € (R(F,E),E) elde edilir.
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i) (R(F,E),E)C nin T —esnek acik kiime oldugunu gosterelim. p € E ve
x € Rpp‘(p) = (F(e) U CI(F, e))c olsun. Onerme 6.1.3. geregince, x
noktasinin (G(p,x), E ) c (R(F'E),E )C olacak bi¢cimde bir (G(p’x),E) p-esnek agik
komsulugunun var oldugunu gostermeliyiz. x € CI(F,e) olsun. Bu durumda, X
noktasinin (F, E )ﬁ(G(p'x),E ) = @ olacak bicimde hicbir (G(p‘x),E ) p-esnek acgik
komsulugu yoktur. Yani, her e € E i¢in F(e) N G x)(e) = @ dir. Dolayisiyla, her
e €E icin Geyy(e) c (F(e))° elde edilir. e € E olmak iizere, y € Gy (e)
alalim. O zaman, (G(p'x),E) esnek kiimesi y noktasinin (F, E)ﬁ(G(p,x),E) =0
olacak bigimdeki e-esnek agik komsulugudur. Yani, y € (CI(F, e))c dir. O halde,

her e € E igin Gy (e) © (F(e)) N (CI(F,e))" = (F(e)UCL(F,e))  elde edilir.

iii) Son olarak, (F,E) € (L,E) olacak bigimde (L,E) esnek kapali
kiimesini alalim. (R ), E) € (L, E) oldugunu géstermeliyiz. Yani, her e € E
i¢cin R py(e) = F(e) UCI(F,e) ve F(e) c L(e) oldugundan her e € E igin
CI(F,e) c L(e) veya (L(e))c = (Cl(F,e))C oldugunu gostermeliyiz. y €
(L(e))c ve y € Cl(F,e) olsun. O zaman, (L,E)¢ esnek kiimesi y noktasinin
(F,E)N(L,E)¢ #+ @ olacak bigimdeki e-esnek agik komsulugudur. Ancak, bu

durum (F,E) € (L, E) olmasiyla geliseceginden y € (Cl(F, e))c elde edilir.

Not 6.1.7. (Georgiou et. al. , 2013) Her e € E i¢in F(e) c CI(F,e)
oldugu Onerme 6.1.6. dan elde edilir. Dolayisiyla, her e € E igin Rz g)(e) =
CL(F,e) dir.

Tamim 6.1.8. (Georgiou and Megaritis, 2014) (X, 1, E) esnek topolojik
uzay ve 8 c 7 olsun. Bu durumda, £ nin 7 igin taban olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul bostan farkli her (G,E) t —esnek acik kiimesi i¢in (G,E) = U {(By, E):
k € J} olacak bigcimde k € ], (B, E) € B bulunmasidir.

Onerme 6.1.9. (Georgiou and Megaritis, 2014) (X, 7, E) esnek topolojik

uzay ve f c tolsun. § nin T esnek topolojisi i¢in taban olmasi igin gerek ve yeter
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kosul her e € E, x € X ve x noktasinin her (G, E) e —esnek agik komsulugu igin

(G(e,x),E ) € (G, E) olacak bigimde (G(e,x),E ) € B nin bulunmasidir. Yani:

B Tigin o (ve€E)vx € N)(V(G,E) € v,(0))(3(Grey E) € B): (Gie E) E (G, E)
tabandir

Ispat: B, T esnek topolojisi igin taban, e € E, x € X ve (G, E), X noktasinin
e-esnek acik komsulugu olsun. Bu durumda, x € G(e) dir. B, T icin taban
oldugundan (G, E) = U{(Bx, E): k € J} olacak bi¢imde k € J, (By, E) € B vardir.
Dolayisiyla, G(e) = U{Bk0 (e): ko € J} ve ko €] olmak iizere, x € By, (e) elde
edilir. Yani, (B, E) x noktasinn (By,,E) € B ve (B, E) € (G,E) olacak
bigimde e-esnek agik komsulugudur. Diger yandan, f < t olsun. Bu durumda,
hipotezden her e € E, x € X ve x noktasinin her (G, E) e-esnek agik komsulugu
igin (G(e,x),E) C (G,E) olacak bigimde (G(e,x),E) € B vardir. § nin T esnek
topolojisinin bir tabani oldugunu gostermek icin (G,E) # @ olacak bigimde
T —esnek acgik kiimesi alalim. I = {(e,x):e € E,x € G(e)} olsun. O zaman,
Tamm 6.1.8. den (G,E)= U{(Gx), E): (e,x) € I} elde edilir. O halde, her

(e,x) €] igin (G(e,x),E) € B oldugundan B, 7 igin tabandir.

Tamim 6.1.10. (Georgiou and Megaritis, 2014) (X, ty, E), (Y, Ty, K) esnek
topolojik uzay, x € X ve u: X — Y, p: E — K iki doniisiim olsun. Her e € E ve
u(x) in her p(e) —esnek agik komsulugu i¢in x noktasinin fpu((F,E)) c (G,K)
olacak bigimde (F,E) e —esnek agik komsulugu varsa u doniisiimiine X

noktasinda esnek e-siireklidir denir. Yani:

u x de
esnek e 1 (Ve € E) (V(G,K) € vy (u®)) (A(F, E) € V.()):fyu((F, E)) E (6,K)

sureklidir

Eger u doniisimii her x € X noktasinda esnek e-siirekliyse u esnek e-

stureklidir denir.
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Onerme 6.1.11. (Georgiou and Megaritis, 2014) (X,tx,E), (Y,ty,K)
esnek topolojik uzay ve u:X — Y, p:E — K iki doniisim olmak iizere,

asagidakiler denktir:

1) U doniisimii esnek e —siireklidir,

ii) Her (G,K) 1y —esnek agik kiimesi i¢in ﬂ,u_l((G,K)) Ty — esnek agik
kiimedir,

iii) Her (L,K) 1y, —esnek kapali kiimesi igin ﬂ,u_l((L,K)) Ty — eshek
kapal1 kiimedir,

iv) X iizerindeki her (F,E) esnek kiimesi igin f,, (Cl((F,E))) c

CL(fou(F, ED)) dir.

Ornek 6.1.12. (Georgiou and Megaritis, 2014) X = {hy,h,,h3}, ¥ =
{my,my,m3} ve E ={ey, e;}, K ={e;, €3 €3} olsun. 75 = {6,X}U{{(€1,{h3}),
(e2,{h1, ha1)}, {(e1, B), (e2, hs D}, {(er, {h3}), (e2, XD}} ve 7y = {6, ¥} U {{(ey,
{m1}), (ez,{m3}), (e3, 0)}, {(e1, {my1, my}), (e, {m3}), (93' Y)}} olsun. Bu durum-
da, u:X — Y donisimi u(hy) = u(hy,) =my, u(hy) =my ve p:E —>K
dontisimii p(e;) = e,, p(e,) = e; bigiminde tanimli olmak {izere, u dontisimu
esnek e —siireklidir. Ancak, po: E — K dontsimii py(e;) = ey, poley) = e;

bigiminde alinirsa u: X: — Y doniisiimii esnek p, —siirekli degildir.

Onerme 6.1.13. (Georgiou and Megaritis, 2014) (X, 1y, E), (Y,7y,K)
esnek topolojik uzay ve u: X — Y, p: E — K iki doniisim olsun. By, Ty igin

esnek taban olsun. Bu durumda, asagidakiler denktir:

i) udoniistimii esnek e —siireklidir,

ii) Her (G,K) € By i¢in f,,, " "((G, K)) tx —esnek agik kiimedir.
Ispat: i)= ii) Onerme 6.1.11. den ispat agiktir.

i) = i) (G, K) ty —esnek agik kiime olsun. Bu durumda, Tanim 6.1.8. den

(G,K) =U {(B,K):ke€J} olacak bicimde (By,K) € By, k €] vardr.
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Dolayisiyla, Teorem 2.1.32. den £, ((G,K)) = fo,  (U{(Bix, K):k €J}) = U

{fpu_l ((Bk, K)) k€ ]} Ty —esnek acik kiimedir.

6.2. Esnek 0-Topoloji

Tanim 6.2.1. (Georgiou et. al, 2013) (X, 7, E) esnek topolojik uzay, (F, E)
X tizerinde esnek kiime ve e € E, x € X olsun. x noktasinin Cl((G,E)) c (F,E)
olacak bi¢imde bir (G, E) e —esnek a¢ik komsulugu varsa x noktasina (F, E) nin
e — 0 i¢ noktasi denir. (F,E) nin tim e —@ i¢ noktalarinin kiimesi Intq(F, e) ile

gosterilir. Yani:
x € Inty(F, e) (e (3(G,E) € v (x)): CI((G,E)) € (F,E)

Tamim 6.2.2. (Georgiou et. al, 2013) (X, t,E) esnek topolojik uzay v
(F,E), Xiizerinde esnek kiime olsun. Her e € E i¢in R gy(e) = Inty(F,e) ile
tanimli Rz y: E — P(X) doniisiimii ile olusturulan Intg((F , E)) = (R(F’E),E )

esnek kiimeye (F, E') nin esnek 6 — igi denir.
Tanim 6.2.2. g6z Oniine alindiginda Intg ((F JE )) C (F,E) oldugu agiktir.

Ornek 6.2.3. X = {hy, hy, b3}, E = {ey, 5,65} ve 1= {8, X} U {{(ey, {hy,
h.}), (e2,{hs}), (e3, X)}, {(er, {ha}), (e, {h3}), (e3, X}, {(er, {hy, hs}), (e, {hy,
h,}), (e3,0)}, {(e1, {hs}), (€2, {h1, h2}), (e3, D)}, {(e1,{h1}), (€2, D), (e3,8)}, {(ey,
{h,, h3}), (e5,X), (e3,X)}} olsun. Bu durumda, v, (h;) = ve,(h3) = v,,(hy) =
Vs (h2) = Ve (h3) = {{(eq, (hy, h2), (62, {h3)), (e3, XD}, {(eq, (R2]), (ea, {h3)),
(e3, XD} ,{(ey, {ha ha}), (e, X)), (€3, XD}, X} ve v, (h3) = v, (hy) = v, (hy) =
{{(e1, {hy, hs}), (ez, {hy, o)), (e5,0)}, {(er, {ha}), (ez, (hy, ho)), (es,, B)}, {(ey,
{ha, hs}), (e2,X), (e3,X)}, X} ve ve, (hy) = {{(ey, {hy, ho}), (ez, {h3}), (e3, XD},
{(eq, {1y, h3}), (ez,{y, h2}), (e3,)}, {(er, {1 }),(e2, D), (e3,8), X} dur. (F,E) =
{(e1, {hy, h3}),(e5, {hy, ha}), (e3, X)} alimirsa, Inty(F, e1) = {hq, hs}, Intg(F,e;) =
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{h1, hy}, Inte(F,e3) = @ elde edilir. Dolayisiyla, Intg((F,E)) = {(e1, {hy, hs}),
(ey, {hy, hy}), (e5, @)} bigimindedir.

Tamim 6.2.4. (Georgiou et. al. , 2013) k € ] olmak iizere, (Fy, E) X
lizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, N {F:k€J}: E— P(X) ve U
{Fy:k € J}: E — P(X) dontisiimleri sirasiyla, asagidaki gibidir:

i) Heree€Eicin N{F,:keJ}e)=N{F,(e):ke]}
ii) Here € E i¢in U{F,: k € I}(e) = U{F,(e): k € J}.

Not 6.2.5. (Georgiou et. al. , 2013) (N{Fy: k € J},E) ve (U{F: k € J},E)

esnek kiimeleri i¢in asagidakiler saglanir:

) (N{Fe:k €J}E) = N{(F. B):k €]},

i) (U{F:k € J},E) = U{(F E): k € ]},

iii) (G, E), X lizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda,
(N{Fe: k€3 E) U (G,E) = (N{FUG: k€ J},E),

iv) (G, E), X lizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, (U{F}: k € J},E) N
(G,E) =(U{F,NG: k € J}E)

Onerme 6.2.6. (Georgiou et. al. , 2013) (X,t,E) esnek topolojik uzay,
(F1, E) ve (F,, E) X tizerinde iki esnek kiime ve e € E olsun. Bu durumda,

i) Intyg(Fy,e)NInty(F,, e) = Intg(F,NF,,e),

i) U{Inty(Fy,e):k € J} c Inty(U{F:k € ]}, e).

Ispat:

i) x €lIntg(F;,e)NIntg(F,,e) olsun. Bu durumda, x noktasinin

Cl((Gl,E)) c (F,,E) ve Cl((GZ,E)) € (F,,E) olacak bicimde (Gq,E),

(G,, E) e —esnek agik komsuluklari vardir. Dolayisiyla, (G, E)N(G,, E) X

noktasinin e —esnek agik komsulugudur ve Cl ((Gl, EYN(G,, E )) c

Cl((GLE)) N CU((Gy E)) & (FLE)N(Fyp, E) = (FyNF,,E) elde edilir.
Yani, Intg(F;,e)NIntg(F;,e) < Intg(F;NF,,e) dir. Diger yandan,
x € Inty(F,NF,, e) olsun. Bu durumda, x noktasinin Cl((G,E)) c (F, N
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F,,E) olacak bigcimde bir (G,E) e —esnek acgik komsulugu vardir.
Dolayisiyla CL((G,E)) € (Fy, E), (Fy, E) elde edilir. Yani, Intg(F,NF;,e)
C Intg(F;,e)NInty(F,, e) dir.

i) x € U{Inty((Fy, e)):k € J} olsun. Bu durumda, x € Int,(Fy,, ) olacak
bicimde bir k, € J vardir. Dolayisiyla, x noktasinin C l((G, E )) (- (FkO,E ) c
(U ke ]Fk,E) olacak bi¢cimde (G,E) e —esnek a¢ik komsulugu vardir. O
halde, U{Int,(F,,e):k € J} c Inty(U{F,: k € ]}, e) dir.

Sonug 6.2.7. (Georgiou et. al. , 2013) (X, t, E) esnek topolojik uzay1 i¢in

asagidaki durumlar saglanir:
i) Inty((Fy, E))Nintg((Fy, E)) = Inte((FyNF,, E)),
i) O{into((Fi E)):k €]} & Inty(U{F, : k€ J},E).
Ispat: Onerme 6.2.6. dan ispat agiktir.

Tanim 6.2.8. (Georgiou et. al. , 2013) (X, t, E) esnek topolojik uzay olsun.
ITltg((F ) E)) = (F,E) olacak bi¢imdeki (F,E) esnek kiimesine esnek 0 —acik

kiime denir. Yani:

(F,E)esnek 6 —agik . (e € £): Inty(F,e) = F(e)

kiimedir

Onerme 6.2.9. (Georgiou et. al. , 2013) Tiim esnek 6 — agik kiimelerin

ailesi, X lizerinde esnek topolojidir ve kisaca 7g4 ile gosterilir.
Ispat:
(t1) Inte(0) = @, Inty(X) = X oldugundan @ € 79, X € 74 dur.

(ty) (F,E), (G,E) 19 —esnek acik kiime olsun. (FNG,E) nin 749 —esnek
acik kiime oldugunu gostermeliyiz. (F,E), (G,E) Tt —esnek acik kiime
oldugundan Intg((F, E)) = (F,E) ve Intg((G, E)) = (G, E) dir. Ayrica, Sonug.
6.2.7. den (FNG,E) = (F,E)N(G,E) = Inty((F, E))Ninty((G,E)) = Inty ((F
N G, E)) elde edilir. Yani, (F, E)N(G, E) t¢ — esnek agik kiimedir.
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(t3) Her k € ] igin (G, E) Tty —esnek agik kiime olsun. (U{Gy:k € J},E)
nin 7o —esnek agik kiime oldugunu gostermeliyiz. Yani, Intg(U{Gy:k € J},E) =
(U{Gy: k € J},E) oldugunu gostermeliyiz. Her k € J icin (G, E) Tg —€Snek agik
kiime oldugundan Intg((Gk,E)) = (G, E) dir. Ayrica, Sonug¢ 6.2.7. den
(U{Gi:k € J3,E) = U{(Gy, E): k € J} = Ufinty((Gr, E)): k € J} & Inty {U{Gy:
k € J},E)} elde edilir. Diger yandan, Intg{U{Gy:k € J},E)} € {U{Gy:k €
J},E)} dir. O halde, Uye;(Gy, E) To —esnek agik kiimedir. Yani, 7, ailesi X

izerinde esnek topolojidir.

Onerme 6.2.10. (Georgiou et. al. , 2013) (X,,E) esnek topolojik uzay

icin agagidakiler saglanir:

) 9Cr,
i) T2 19D (t9)g 2 ((Te)g)e 2--- >

iii) X tizerindeki her (F, E) esnek kiimesi i¢in Inty ((F, E)) €T,

iv) X iizerindeki her (F,E) esnek kiimesi i¢in Inty((F,E)) = U{(GE) e
7:Cl((G,E)) € (F,E)}

Ispat:

i) (G,E) 1y —esnek acik kiime olsun. Onerme 6.1.3. ten her e € E ve
x € G(e) i¢in X noktasinin (G(e,x), E) € (G, E) olacak bigimde (G(e,x), E) e-
esnek acik komsulugunun var oldugunu gostermeliyiz. e € E ve x € G(e)

olsun. O zaman, x € Inty(G,e) dir. Dolayisiyla, x noktasinin
Cl ((H(e,x),E) € (G,E) olacak bigimde bir (Hy) E) e —esnek agik

komsulugu vardir. Yani, (H(e,x),E) C (G, E) elde edilir. O halde, (G,E) T —

esnek agik kiimedir.
ii) Onerme 6.2.9. ve (i) den ispat agiktir.

iii) (F,E) X iizerinde esnek kiime olsun. Onerme 6.1.3. ten her e € E ve
x € G(e) ic¢in x noktasinin (G(e,x),E) c Intg((F, E)) olacak big¢imde

(G(e,x), E ) e-esnek agik komsulugunun var oldugunu gostermeliyiz.e € E,
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x € Intg(F,e) alalim. Bu durumda, x noktasinin CI ((G(e‘x),E)) c (F,E)

olacak bi¢imde (G(e‘x), E ) e —esnek a¢ik komsulugu vardir. Dolayisiyla, her
e €EE igin Gy (e) C Intg(F,e) elde edilir O halde, Intg((F,E))

T —esnek acik kiimedir.
iv) Tanim 6.2.1. , Tanim 6.2.2. ve (iii) ten ispat agiktir.

Not 6.2.11. (Georgiou et. al. , 2013) Intg((F,E)) nin genelde 7o —esnek

acik kiime olmayacagina ait 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 6.2.12. (Georgiou et. al. , 2013) X = {1,2, ...}, E = {e;, e,,e5} Ve
T = {6, X} U {(G,, E):n € {1,2, ...}} olsun. X iizerindeki (G, E) esnek kiimeleri
her e € E i¢in G, () = {n,n + 1, ...} bigiminde taniml1 G,,;: E — P(X) doniisimii
ile verilsin. Bu durumda, t X {izerinde esnek topolojidir. Ayrica, Tg = {5, X}dir. O
halde, n = 1 igin Inty (Intg((GyE))) = Intg(X) =X # (GiE) ven =23, .,
icin Intg( ITltg((Gn, E))) = Inty (5) = @ # (G, E) oldugundan her n €

{1,2, ...} i¢in ITltg((Gn, E)) Tg —esnek agik kiime degildir.

Ornek 6.2.13. (Georgiou et. al. ,2013) X = {h,, hy,h3}, E = {e;,e,} ve T =
{5, X} U {{(81; {hl})l (821 {hll hZ})}' {(61, {hZI h3})' (62' {h3})}} olsun. Bu
durumda, (F,E) = {(eq,{hy, h3}), (e, {hs, h3})} olmak tlizere, Inty (Intg((F,
E))) = Into({(es, thz, hs}), (e, {hs)Y) # (F,E) oldugundan Inte((F,E))

T¢ —esnek acgik kiime degildir.

Not 6.2.14. Onerme 6.2.10. daki (i) ve (ii) durumlarin tersinin genelde

saglanmayacagina ait 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 6.2.15. Ornek 6.2.12. de verilen (X,7,E) esnek topolojik uzay
alindiginda 74 = {6, X} dir. X iizerindeki (G, E) esnek kiimeleri T —esnek agik

kiime olmasina ragmen 7y — esnek agik kiime degildir. Clinkii, n € {1,2, ...} i¢in
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Intg((Gn, E)) # (G, E) dir. Dolayisiyla, T ¢ 79 & (t9)g & ((t9)g)g & ---€lde

edilir.

Tamim 6.2.16. (Georgiou et. al. , 2013) (X, 1, E) esnek topolojik uzay,
(F,E) X iizerinde esnek kiime ve e € E, x € X olsun. x noktasmin her (G, E)
e —esnek acik kiimesi i¢in (F, E)ﬁCl((G,E)) + @ ise x noktasina (F,E) nine —
esnek 6 —kapanis noktast denir. (F,E) nin tim e —esnek 6 —kapanis

noktalarinin kiimesi, kisaca Clgy (F, e) ile gosterilmektedir. Yani:

xECly(Fe) o (V(G,E) € v,(x)): (F, E)NCI((G,E)) # D

Dolayisiyla, Tanim 6.2.16. g6z Oniine alindiginda her e € E i¢in F(e) C
Clg(F, e) oldugu agiktir.

Tamim 6.2.17. (Georgiou et. al. , 2013) (X, 1, E) esnek topolojik uzay ve
(F,E), X tizerinde esnek kiime olsun. Her e € E i¢in R gy(e) = Clg(F,e) ile
tammlt Repgy: E — P(X) doniisimii ile tanimlanan (R(F_E),E) b Clg((F,E))

esnek kiimesine (F, E') nin 6 —kapanisi denir.

Dolayisiyla, Tanim 6.2.17. g6z 6niine alindiginda (F,E) € C le((F JE )) ve
Cl((F, E)) c Clg((F, E)) oldugu aciktir.

Ornek 6.2.18.X = {hy, hy, hs}, E ={es,e5e53 ve v = {3,X} U
{(ey, {1, h2}), (e, {hs}), (es, {hy, hsD)}, {(er, (ha)), (ez, {hy, ha}), (es,{ha})},
{(e1, @), (e2,{h2}), (e3, {h2 1)}, {(e1, {h, h2}),(e2, {h2, h3}), (€3, {hy, h3})}} olsun.
Bu durumda, v,, (hy) = ve, (hy) = Ve, (hy) =Ve,(h3) = Ve, (h3) = {{(el,{hl,hz}),
(e2, {hs}), (es, {hy, hsD)} {(eq, {1, ho}), (e2,{ha, h3}), (es,{hy, 3D} X} 5 Ve, (hs)
= Ve, (1) = {{(ey, {hs)), (ez, {hy, h2}), (e3,{ha D)} X 5 ve, (ha) = {{(ey, {hs)), (ez
{h1, ho}), (e3,{ha})}, {(er, 8),(e2, {h2}), (e3, {ha 1)}, X3 Ve v, (hy) = {{(er, {hs}),
(e2,{h1, ho D)}, (e3,{h2 D)}, {(e1, ),(e2, {h2}), (€3, tho ]}, {(eq, {he, h2}), (e, (hy,
hs}), (es, {hy, hsD}L XY di (FE) = {(ey, {hy, ho}),(e2,{ha}), (es,{hy, hs})}
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almirsa, Clg(F,eq) = {hy,hy}, Clg(F,e;) = {hs}, Clg(F,e3) ={hy, h3} elde
edilir. Dolayisiyla, Cly((F,E)) = {(e1, {hy, h2}),(e2,{h3}), (€3, {hy, h3})} diir.

Tanmim 6.2.19. (Georgiou et. al. , 2013) (X, t,E) esnek topolojik uzay
olsun. Cly((F,E)) = (F,E) olacak bigimdeki (F,E) esnek kiimesine esnek

6 —kapal1 kiime denir.

Bu kisim ve sonrasinda esnek 6 —kapali kiimelerin ailesi ¥y ile

gosterilecektir.

Onerme 6.2.20. (Georgiou et. al. , 2013) (X, , E) esnek topolojik uzay

olsun. Bu durumda, asagidakiler vardir:

i) 3,X € Ky,

i) K ya ait iki esnek kapali kiimenin birlesimi Ky ya aittir,

iii) Ko ya ait herhangi sayida esnek kapali kiimenin kesisimi Ky ya
aittir.

Ispat: Onerme 6.2.9 a benzer sekilde ispatlanir.

Onerme 6.2.21. (Georgiou et. al. , 2013) (X, t,E) esnek topolojik uzay

olsun. Bu durumda, asagidakiler saglanir:

i) (F,,E) ve (F,, E), Xiizerinde esnek kiime ve e € Eolsun. Bu durumda,
Clg(F1,e)UClg(F,,e) = Clg(FLUF,)(e)

dir,

i) Her k €] icin (F, E) X ilizerinde esnek kiime ve e € E olsun. Bu

durumda,
Clo(N{F,:k €J},e) c N{Clg(Fy,e):k € J}

dir.
Ispat: i) x € Cly(F;,e) UCly(F,,e) ve (G,E), x noktasinin e- esnek agik
komsulugu olsun. x € CI(F,, e) alalm. Bu durumda, Cl((G,E))U(Fl,E) + @ dir.

Dolayisiyla, (F, E)Ncl ((G,E)) = @ olur. Yani, (F,UF,, E)NCl ((G,E)) +
dir. O halde, x € Clg(F,UF,, e) elde edilir. Diger yandan, x € Clg(F,UF,,e) ve
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(G,E) x noktasmin e-esnek acgik komsulugu olsun. Bu durumda,
(FLUF,, E)NCL((G,E)) # @ dir. Dolayisiyla, (F, E)NCI((G,E))# @ veya
(F,, EYNCL((G,E)) #  elde edilir. O halde, x € Cly(F;,e)UCly(F, e) dir.

ii) x € Clg(N{Fy: k € J},e) ve (G, E), x noktasinin e-esnek agik komsulugu
olsun. Bu durumda, (N{F,:k E]},E)ﬁCl((G,E)) + @ dir. Dolaysiyla, her
k € ] igin (Fy, EYNCL((G,E)) # @ ve x € N{Cly(Fy, e): k € J} elde edilir.

Sonug 6.2.22. (Georgiou et. al. , 2013) (X, 7, E) esnek topolojik uzay olsun.

Bu durumda, asagidakiler saglanir:

i) Clo((Fy, B))UCle((Fy, E)) = Clo((FLUF,, E)),
i) Cly(N({Fe:k €} E)) E N{Cly((F, E)) : k €]}

Ispat: Onerme 6.2.21. geregince ispat agiktir.

Onerme 6.2.23. (Georgiou et. al. , 2013) (X, 1, E) esnek topolojik uzay,
(F,E) X tzerinde esnek kiime ve e € Eolsun. Bu durumda, Cly(F€,e) =
X\Inty(F,e) dir.

Ispat: x € Cly(F¢, e) olsun. Bu durumda, x noktasinin her (G, E) e —esnek
acik komsulugu i¢in CI((G, E))N(F, E)¢ # @ dir. x € Intg(F,e) alalm. O halde,
X noktasmin C l((H, E)) C (F,E) olacak bigimde bir (H,E) e —esnek agik
komsulugu vardir. Dolayisiyla, Cl((H, E))ﬁ(F, E)° =0 elde edilir. Bu ise,
X € Clg(F¢ e) olmasiyla celisir. Yani, x € X\Intg(F,e) dir. Tersine, x €
X\Intg(F,e) ve (G,E) x noktasinin e —esnek agik komsulugu olsun. Bu
durumda, x € Intg(F,e) oldugundan x noktasinin Cl((G,E)) c (F,E) olacak
bi¢imde (G,E) e —esnek agik komsulugu yoktur. Bu yiizden, CI(G,e,) & F(ey)
olacak bi¢imde bir ey € E vardir ve buradan (X\F(el))ﬂCl(G, e;) = @ elde
edilir. O halde, (F, E)CﬁCl((G,E)) + @ dir. Yani, x € Cly(F€, e) dir.

Sonug 6.2.24. (Georgiou et. al. , 2013) (X, 1, E) esnek topolojik uzay ve

(F,E), X tizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, asagidakiler saglanir:

i) Cly((F,E)) = Cly(F¢,E) = (Intg((F, E)))

C
)
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ii) (F,E) ninesnek 68 — agik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (F, E)¢
nin esnek 8 —kapali1 kiime olmasidir.

Ispat: Onerme 6.2.23. ten ispat agiktir.

Onerme 6.2.25. (Georgiou et. al. , 2013) (X, t,E) esnek topolojik uzay
olsun. Bu durumda, asagidakiler saglanir:

) Ko C XK,

i) K 2Ky 2 (Kglg 2,

iii) X iizerindeki her (F,E) esnek kiimesi i¢in Clg((F,E)) esnek kapali

kiimedir.

Not 6.2.26. Cly((F,E)) nin 74 ya gore esnek kapali kiime olmayacagina ve
K cKove K C Ky C (Kg)g C -+ durumlarinin genelde saglanmayacagina ait
Ornek 6.2.27. verilmistir.

Ornek 6.2.27. (Georgiou et. al. , 2013) X = {hy, h,,h3} ,E = {e;,e,} Ve
T= {6»X}U{{(€1; {h1}), (ez, {hy, R} {(eq, tha, h3)), (92'{}13})}} olsun.  Bu
durumda, v, (hy) =ve,(hy) = v,,(hy) = {{(ey, {R1 D), (€2, {hy, R D}, X} Ve
Vel(hz) = Vel(h3) = Vez(h3) = {{(91, {h2, h3}),(ez, {h D}LX} dir. (F,E) = {(ey,
{hi}), (es, {hy})} alinirsa, Clg(F,eq) ={hy}, Clg(F,e;) ={hy,h,} dir.
Dolayisiyla, Clg((F,E)) = {(ey,{h.}), (ez, {hy, ho})} # (F,E) elde edilir.Yani,

K ¢ Ky dir. Aynea, Clg (Clo((F,E))) = Clo({(er, (1)), (ez {hy, ha)}) #
(F,E) dir. O halde, Clg((F,E)) Tgya gore esnek kapali kiime degildir.

Tamim 6.2.28. (Georgiou et. al. , 2013) (X,t,E) esnek topolojik uzay,
e€E ve x€X olsun. x € F(e) olacak bigimdeki (F,E) Ty —esnek agik
kiimesine x noktasinin e —esnek 8 — agik komsulugu denir.

Kolaylik olmasi agisindan, x noktasinin tim e —esnek 6 — acik

komsuluklarmnin ailesi kisaca vg_(x) ile gosterilecektir. Yani:
(F,E) € vg,(x) e (A(F,E) e ty):x € F(e)

Ornek 6.2.29. X = {hy, hy, hs}, E ={e;, e} ve v = {6,X} U {{(es,
{h1, h2}), (ez,{hs})} {(erdhs} (ex, {hy, hod)} {(e1, @), (ez,{hy, ha}), {(e1, {hy,
ho}), (e2,X)}} olsun. Bu durumda, Inte({(e;,®), (e, {hy,hD)}) = @+
{(e1, D), (ez,{hy, ho DD} ve Intg({(e1, {hy, ha}), (€2, X)) = {(e1,{h1, h2}), (ez
{hsD} # {(e1,{hy, hy}),(e3, X)} oldugundan {(e,, @), (e, {hi, h, )} & 19 Ve
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{(ey, {hy, h2}), (e2,X)} & Ty dir. Dolayisiyla, 79 = {@, X} U {{(ey, {hy, h2)), (ea,
{hsD}, {(e1,{h3}]), (€2, {1, ho 13} dir. O halde, vy, (hy) = ve, (hy) = vy, (hs) =
{{(e, (hy, ha}), (e2{haD)}  {(eq, (he, ha}), (e2, XD}, X} ve vy, (hs) = {{(en,{ha}),
(e, {h1, ho1)}, X} ve vy, (hy) = vy, (hy) = {{(er{hs}, (e, (he, K]}, {(ey,
{hy, hyD), (e, X))}, X} elde edilir.

Onerme 6.2.30. (Georgiou et. al. , 2013) (X, 1, E) esnek topolojik uzay
olsun. Bu durumda, (G, E) nin 74 —esnek ag¢ik kiime olmasi icin gerek ve yeter
kosul her e € E ve x € G(e) i¢in x noktasinin (G x), E) € (G, E) olacak bigimde

(Gex)E) e —esnek 6 — agik komsulugunun bulunmasidr.
Ispat: Onerme 6.1.3. ispatina benzer sekilde yapilir.

Onerme 6.2.31. (Georgiou et. al. , 2013) (X, t,E) esnek topolojik uzay

olsun. (G, E) nin 74 —esnek agik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul here € E
ve herx € G(e) i¢in x noktasinin Cl ((G(e,x), E)) € (G,E) olacak bigimde

(Gex) E) e —esnek agik komsulugunun bulunmasidir.

Ispat: Onerme 6.1.6. ispatina benzer sekilde yapilir.

6.3. Esnek 0 —Siireklilik

Bu bolimde, esnek 6 —siireklilik kavrami tamitilmis ve esnek

0 —stireklilikle ilgili baz1 6zellikler incelenmistir.

Tammm 6.3.1. (Georgiou et. al. , 2013) (X,tyx,E), (Y,7y,K) esnek
topolojik uzay, x € X ve u:X — Y, p:E — K doniisim olsun. Her e € E ve

u(x) in her (G,K) p(e)—esnek agik komsulugu i¢in x noktasinin
fou (CL((F,E))) € CU((G,K)) olacak bigimde bir (F,E) e —esnek agik

komsulugu varsa u doniisiimii x noktasinda esnek e—8 —siireklidir denir. Yani:
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;IS):ledkee- = (vx € X)(ve € ) (V(G'K) € Up(e)(u(x))):(a(F, E)e ve(x)):
6 —siirekli fou (CU(F. B))) E €16, )
dir

Her x € X i¢in u doniistimi esnek e — 6 —siirekliyse u doniisiimii esnek

e — 0 —sureklidir denir.

Ornek 6.3.2. X ={hy,hy,hs}, Y ={m;,my,m3} ve E ={e;e,}
K = {ky, k,} sirasiyla X ve Y iizerindeki evrensel parametre kiimeleri olmak
tizere p: E — K ve u: X — Y doniistimleri p(eq) = kq, p(e;) = k, ve u(hy) =
my, u(hy) =m,, u(hz) =mz biciminde verilsin. X ve Y izerindeki esnek
topolojiler sirasiyla, Ty = {5,)? } U {{(el, {hi, hy}), (es, {h3})}, {(es, {h3)),
(e2, {1 D}, {(e1, {hy, ha}), (€2, XD}, {(eq, X),(e2, {hy, h3D)}, {(e1, @), (e, {hy, ho D}
A(er, {hs}), (e, (he, ho 1)}, {(er, 8, (g, {a D}, {(ex, (he, o}, (ea, {he, hs 1D} ve
Ty = (0,7} U {{(ky, (my, m3)), (e, (m3 )}, {(ky, {m2)), (kz, {m3})}} olsun. Bu
durumda, u doniisiimii h, noktasinda esnek e; — 6 ve esnek e, — 6 siireklidir.
Ciinkii, Vp(e,y(Mz) = {{(ky, (g, m3}), Uz, (MDD} {Uer, (m2), (kez, (m3})}, 73 ve
Vp(e,)(M2) = {Y} bigimindedir. Ayrica, u(h,) = m, noktasmn tiim (G, K) p(e;)
ve p(e,) —esnek komsuluklart icin f,, (CI({(ey, {hy, hy}), (€2, {hsDD)) = {(ky,
{my, m,}), (ky, {msN} € CI((G,K)) dir.

Onerme 6.3.3. (Georgiou et. al. , 2013) (X,tx,E), (Y,7y,K) esnek
topolojik uzay, x € X ve u: X — Y, p: E — K iki doniisiim olsun. Bu durumda, u

doniistimii esnek e- siirekliyse esnek e — 8 — siireklidir.

Ispat: e € E, x € X ve (G, K) u(x) in p(e) —esnek acik komsulugu olsun.
u donligimii x noktasinda esnek e —siirekli oldugundan x noktasinin

ﬁ,u((F JE )) € (G, K) olacak bigimde bir (F,E) e —esnek agik komsulugu vardir.
Onerme 6.1.11. geregince f,, (Cl((F, E))) cCl (j;,u((F, E))) dir. Dolayisiyla,
fou (Cl((F, E))) & C1((G,K)) elde edilir. Yani, u déniigimii esnck e — 6 —

sureklidir.
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Onerme 6.3.4. (Georgiou et. al. , 2013) (X, E), (Y,ty,K) esnek
topolojik uzay, x € X ve u: X — Y, p: E — K iKi doniisiim olsun. Her e € E ve
u(x) in her (G,K) p(e)—esnek ac¢ik komsulugu icin x noktasinin
fpu((F, E)) c Cl((G, I()) olacak bigimde (F,E) e —esnek 6 —ag¢ik komsulugu

varsa u doniisiimii x noktasinda esnek e — 8 — siireklidir.

Ispat: e € E ve (G, K) u(x) in p(e) —esnek acik komsulugu olsun. Bu
durumda, hipotez geregince, x noktasinin fpu((F, E)) € Cl((G,K)) olacak
bicimde (F,E) e —esnek 6 —acik komsulugu vardir. Ayrica, Onerme 6.2.31.

geregince, x noktasinin Cl ((H(e,x),E)) € (F,E) olacak bigimde bir (H(e_x),E )
e —esnek acik komsulugu vardir. Dolayisiyla, Teorem 2.1.30. dan
fou(CL((Heey, B))) € fou((F.E)) & CI((G,K)) elde edilir. O halde, u

doniisiimii X noktasinda esnek e — 8 — siireklidir.

Onerme 6.3.5. ( Georgiou et. al. , 2013) (X,1y, E), (Y, 7y, K) esnek
topolojik uzay, x € X ve u: X — Y, p: E — K iki doniisiim olsun. Her (G,K)

Ty — esnek agik kiimesi i¢in fpu_1 (Cl((G,K))) (tx)g —esnek acik kiime ise u

doniisiimii esnek e — 6 —siireklidir.

Ispat: x € X olsun. Onerme 6.3.4. i kullanarak her e € E ve u(x) in her
(G,K) p(e) —esnek komsulugu i¢in x noktasinin ﬂ,u((F, E)) c Cl((G,K))
olacak bi¢imde bir (F,E) e —esnek 6 —agik komsulugunun var oldugunu

gostermeliyiz. e € E ve (G,K) u(x) in p(e) — esnek agik komsulugu olsun. Bu
durumda, u(x) € G(p(e)) veya x €u! (G(p(e))) cu?! (Cl (G,p (e))) dir.
(F,E) = fpu_1 (Cl((G,K))) oldugunu gostermek icin her e € E i¢in F(e) =
u (CL(G,p (e))) oldugunu goéstermeliyiz. Yani, x € u~1(CI(G,p (e))) = F(e)
oldugunu gosterelim. fpu_1 (Cl((G,K))) (1x)e —esnek acgik kiime oldugundan
hipotez geregince, X noktasmin e — @ esnek acik komsulugudur. Ayrica, Onerme
2.1.33ten £, ((F,E)) = ,g,u(fpu‘l(cz((c,x)))) & CU((G,K)) dir. O halde, u

doniisiimii x noktasinda esnek e — 8 — stireklidir.
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Sonu¢ 6.3.6. (Georgiou et. al. , 2013) (X,1x,E), (Y,ty,K) esnek
topolojik uzay, x € X, p : E — K, u: X — Y iki doniisiim olsun. Her (L, K) Ty —
esnek kapali kiimesi i¢in ﬂ,u_l((L,K)) (tx)g —esnek kapali kiime ise u

doniistimii esnek e — 6 — siireklidir.

Onerme 6.3.7. (Georgiou et. al. , 2013) (X,7y,E), (Y,7y,K) esnek
topolojik uzay, x € X, p:E — K, u: X — Y iki donisim olsun. u doniisiimii

esnek e — 0 —siirekli ise X iizerindeki her (F,E) esnek kiimesi i¢in

fou (Clo((F.))) € Cly (Fpu((F. ED)) i,
Ispat: Her e, € K icin

U{u(Clo(F,e)):e €Ep~t(ey)}, p(ey) %0,
)]

"% { ) p~'(ey) = 0.

ve

U{u(F(e)):e ep~t(ey)}, p l(ey) 0,
1)

Nler)= { ) p~t(ey) = 0.

olmak tizere, f,y (Cle((F, E))) = (M,K) ve fpu((F, E)) = (N,K) alalim. Ispat
icin (M,K) € C le((N, K)) oldugunu ya da buna denk olarak her ey € K igin
M(ey) c Cly(N,ey) oldugunu gostermeliyiz. ey € K olsun. p~*({ey}) = @
iseM(ey) = Clg(N,ey) = @ dir. p~*({ey}) # @ olsun ve y € M(ey) alalim. Bu
durumda, y € u(Cle (F, e)) olacak bicimde bir e € p~1({ey}) vardir. x €
Clg(F,e) olmak tizere, y = u(x) olsun. y € Clg(N, ey) oldugunu gostermek igin
y nin (G,K) ey —esnek komsulugunu alalim. (N, K)ﬁCl((G,K)) + @ oldugunu
gosterirsek ispat biter. ey = p(e) ve u x noktasinda esnek e — 6 —siirekli
oldugundan x noktasinin f,, (Cl((H, E))) c Cl((G,K)) olacak bi¢imde (H,E)
e —esnek agik komsulugu vardir. Ayrica, x € Clg(F, e) oldugundan C l((H JE )) N

(F,E) # @ dir. Dolayisiyla, Teorem 2.1.30.dan fou ((F, E)Ncl ((H,E))) € fou
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(F.B)) N fo (Cl((H,E))) = (K) N fou (Cl((H,E))) dir ve (N,K) N
fou (CL((H,ED)) # B elde edilir. O halde, f,, (CL((H,E))) € CI((G.K))

oldugundan (N, K)ﬁCl((G,K)) + @ dir.

Sonu¢ 6.3.8. (Georgiou et. al. , 2013) (X,7x,E), (Y,ty,K) esnek
topolojik uzay olsun. p:E — K, u: X — Y doniigiimleri verilsin. u doniisimi

esnek e — 0 —siirekli ise Y tlizerindeki her (G,K) esnek kiimesi ig¢in

Cly (fyu (6 10)) € fou™ (Clo ((6,50)) dir.

Ispat: (G,K) Y iizerinde esnek kiime olsun. Bu durumda, Onerme 6.3.7.
den £, (cz(9 (@ K)))) & cly (fpu (@ K)))) & cly ((6,K)) dir.

O halde, Onerme 2.1.34. ten Cly (fpu_l((G,K))) € fou  (FHruClo(f 1 ((G,

K))))) & fou ™t (Cl ((6,K)) ) elde edilir.

Onerme 6.3.9. (Georgiou et. al. , 2013) (X,7y4, E), (Y,7y,K) esnek
topolojik uzay, u:X —Y ve p:E — K iki doniisim ve u donlisimii esnek

e — 0 — stirekli olsun. Bu durumda, her (G,K) ty —esnek agik kiimesi igin

o (6, K)) € Intg(fpu‘l(Clg((G,K)))) dir.

Ispat: Her e € E icin F(e) = u™?! (G(p(e))) ve H(e) = u Y(Cly(H(p

(e)))) olmak iizere, fo, ((G,K)) = (F.E), fou ™" (Clo((G.K))) = (H,E)
alalm. (F,E) C Intg((H, E)) oldugunu ya da buna denk olarak her e € E igin
F(e) c Intg(H,e) oldugunu gostermeliyiz. e € E i¢in x € F(e) olsun. Bu
durumda, u(x) € u(F (e)) dir. Ayrica, u doniisiimii x noktasinda esnek e — 6 —
siirekli oldugundan u(x) in her (G, K) p(e) —esnek komsulugu igin x noktasinin
fou (Cl((M, E))) c Cl((G, K)) olacak bigimde (M, E) e —esnek a¢ik komsulugu

vardir. O halde, Teorem 2.1.30, Teorem 2.1.32 Onerme 2.1.34 ve
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fou (Cl((M,E)))ECl((G,K)) oldugundan CI((M,E)) € fou *(fou(CL((M

E)))) & fou ™ (CU(G, D)) E firu ™ (Clo (6, K))) = (H, E) elde edilir,
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7.SONUC

Molodstov un 1999 yilinda ortaya attigi esnek kiime teorisiyle ilgili
glinlimiize kadar bircok ¢alisma yapilmistir. Esnek topolojik uzay kavrami ise,
2011 yilinda Shabir ve Naz tarafindan ortaya atilmistir. Bu konuyla ilgili

caligmalar da kisa siire igerisinde gelisme gostermistir.

Biz de bu tezde esnek kiime, esnek topolojik uzay kavramlar1 ile bu
kavramlarin bazi1 6zelliklerini verdik. Ayrica, esnek komsuluk ozellikleri, esnek
stireklilik, esnek 6 —topoloji ve esnek 6 —siireklilik kavramlar1 ile ilgili

literatiirdeki bilgilerin sunulmasini amagladik.

Esnek topolojik uzayla ilgili ¢alismalarin ileride ¢ok daha fazla gelisme
gosterecegini diisliniiyoruz. Ayrica, belirsizlikleri yok etmedeki elverisliliginden
dolayr disiplinler arast c¢aligmalarda da esnek kiime teorisi daha ¢ok

kullanilacaktir.
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