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ÖZET

Konik Metrik Uzaylar Üzerine

ALPER, Burcu

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal�

Tez Dan�³man�: Doç. Dr. Ay³egül ÇAKSU GÜLER

December 2019, 62 sayfa

Bu tez çal�³mas� dört bölümden olu³maktad�r.

Birinci bölümde tezin konusu tan�t�lm�³, ikinci bölümde ise bu çal�³mada

kullan�lan temel tan�m ve teoremlere yer verilmi³tir

Üçüncü bölümde, Huang ve Zhang taraf�ndan, 2007 y�l�nda tan�mlanan,

metrik uzaylar�n genellemesi olan konik metrik uzaylar kavram�yla ilgili temel

tan�m ve teoremler ele al�nm�³t�r.

Dördüncü bölümde = ve =∗-yak�nsakl�k ile = ve =∗-�raksakl�k kavramlar�

verilmi³ ve bu kavramlar konik metrik uzaylarda da incelenmi³tir.

AnahtarKelimeler : Konik Metrik Uzay, Yak�nsakl�k, =-Yak�nsakl�k, =-

Iraksakl�k
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ABSTRACT

On Cone Metric Spaces

ALPER, Burcu

MSc. in Mathematics Department

Supervisor: Ass. Doç.Dr. Ay³egül ÇAKSU GÜLER

December 2019, 62 pages

This thesis consists of four chapters.

In the �rst chapter, the subject of the thesis is introduced, in the second

chapter devoted to basic de�nitions and theorems that are used in this study.

In the third chapter, the fundamental de�nitions and theorems related the

cone metric spaces which is one of the generalizations of metric spaces and was

introduced in 2007 by Huang and Zhang are handled.

In fourth chapter, the concept of = and =∗-convergence, = and =∗-

divergence are introduced and this concepts also are investigated on cone

metric spaces.

KeyWords: Cone Metric Spaces, Convergence, =-Convergence, =-Divergence.
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ÖNSÖZ

Bu tez çal�³mas� metrik uzaylar�n genellemesi olan konik metrik uzaylar

üzerine olmu³tur. Yüksek lisans ders döneminde ald�§�m �deal Topolojik Uzay-

lar dersi ile =-yak�nsakl�k konusunu tan�m�³ olmak ve dan�³man hocam say�n

Doç.Dr. Ay³egül ÇAKSU GÜLER'in yönlendirmesiyle, bu tezde konik metrik

uzaylarda = -yak�nsakl�k konusuna da de§inebilmem mümkün olmu³tur.

Çal�³ma konusunun belirlenmesinde ve çal�³man�n haz�rlanma sürecinin

her a³amas�nda bilgilerini, tecrübelerini ve de§erli zamanlar�n� esirgemeyerek

bana her f�rsatta yard�mc� olan de§erli hocam Say�n Doç.Dr. Ay³egül ÇAKSU

GÜLER'e te³ekkürü bir borç bilirim.

�ZM�R

06/12/2019

Burcu Alper
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S�MGELER VE KISALTMALAR D�Z�N�
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IntP P nin içi

L P nin Normal Sabiti
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1 G�R��

Metrik uzay tan�m� ilk olarak 1906 y�l�nda Maurice Frechet taraf�ndan ve-

rilmi³tir. Bugüne kadar metrik uzay kavram� genelle³tirilerek yeni birçok uzay

tan�mlanm�s
,
, literatüre çok say�da çal�s

,
ma kazand�r�lm�s

,
t�r. Metrik uzaylar�n

genelle³tirilmi³i olan uzaylardan baz�lar�; fuzzy metrik uzaylar, menger uzaylar,

modular metrik uzaylar, konik metrik uzaylard�r.

2007 y�l�nda Huang ve Zhang metrik uzaylar�n genellemesi olan konik metrik

uzay kavram�n� tan�mlam�³lard�r. Bu tan�mlamay� metrik uzay tan�m�nda yer

alan R Banach uzay yerine s�ral� Banach uzay� alarak yapm�³lard�r. Bu tan�mda

X üzerindeki bir konik metrik s�ral� bir Banach uzay� üzerinde de§er al�r. S�ral�

Banach uzay� elde edebilmek için de koniklerden yararlan�lm�³t�r. Huang ve

Zhang konik metrik uzaylarda yak�nsakl�k kavram�n� da çal�³m�³lard�r. Daha

sonra birçok matematikçi taraf�ndan konik metrik uzaylar üzerine günümüze

kadar farkl� çal�³malar yap�lm�³t�r.

Bu tezin amac� konik metrik uzaylar hakk�nda bilgi vermektir. Tezde ilk

olarak baz� temel tan�m ve kavramlar verilmi³tir.

Tezin di§er bölümünde konik metrik uzaylar�n genel tan�m ve teoremleri

aç�klanm�³, örnekleri verilmi³tir.

Ayr�ca, = bir ideal iken dizilerin =-yak�nsakl�§� kavram� verilmi³tir. Buna

ek olarak =-yak�nsakl�kla ili³kili olan =∗-yak�nsakl�k kavram� tan�t�lm�³ ve

=-yak�nsakl�k ile =∗-yak�nsakl�k kavramlar� aras�ndaki ili³kiler incelenmi³tir.

Son olarak =-yak�nsakl�k konusu konik metrik uzaylar üzerinde çal�³�lm�³

ve örnekler verilmi³tir. =-�raksakl�k kavram�na da de§inilmi³, konik metrik

uzaylardaki tan�m ve teoremleri verilmi³tir.
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2 GENEL B�LG�LER

Tan�m 2.0.1. (Kreysz�g, E., 1978) X bo³tan farkl� bir küme, d : X×X −→

R+, (x, y) −→ d(x, y) dönü³ümü her x,y,z ∈ X için ,

M1) d(x, y) = 0⇔ x = y

M2) d(x, y) = d(y, x)

M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) (üçgen e³itsizli§i)

özelliklerini sa§l�yorsa, d dönü³ümüne X üzerinde metrik, (X, d) ikilisine de

metrik uzay denir.

Tan�m 2.0.2. (Kreysz�g, E., 1978) (X, d) metrik uzay, x0 ∈ X ve r > 0

olsun.

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r}

kümesine x0 merkezli r yar�çapl� aç�k yuvar,

B[x0, r] = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ r}

kümesine x0 merkezli r yar�çapl� kapal� yuvar,

S(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) = r}

kümesine x0 merkezli r yar�çapl� küre denir.

Tan�m 2.0.3. (Kreysz�g, E., 1978) Bir (X, d) uzay�nda A ⊂ X ve x0 ∈ A

olsun. B(x0, r) ⊂ A olacak ³ekilde r > 0 say�s� varsa x0 a A n�n iç noktas�

denir.

Tan�m 2.0.4. (Kreysz�g, E., 1978) Bir P cismi üzerinde bir X vektör uzay

olsun. ‖.‖ : X → R dönü³ümü her x, y ∈ X için

(N1) ‖x‖ ≥ 0 (poziti�ik aksiyomu)

(N2) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0

(N3) α ∈ F için ‖αx‖ =|α|‖x‖

(N4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

özelliklerini sa§l�yorsa ‖.‖ dönü³ümüne X üzerinde bir norm denir. (X, ‖.‖)

ikilisine de normlu uzay denir.

Tan�m 2.0.5. (Kumar, A. and Dey, A.,2008) (X, d) metrik uzay, {xn} ⊂
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X bir dizi olsun. E§er n→∞ için d(xn, x)→∞ olacak ³ekilde x ∈ X eleman�

varsa {xn} dizisi �raksakt�r denir.

Tan�m 2.0.6. (Kreysz�g, E., 1978) (X, d) metrik uzay, (xn) ⊂ X dizi ve

x ∈ X olsun. Her ε > 0 ve n > n0 özelli§indeki her n ∈ N için d(xn, x) < ε

olacak ³ekilde n0 ∈ N do§al say�s� varsa (xn) dizisi x e yak�nsakt�r denir ve

n→∞ iken xn → x ile gösterilir.

Teorem 2.0.1. (Kreysz�g, E., 1978) (X, d) metrik uzay, (xn) X de bir dizi

olsun. A³a§�dakiler sa§lan�r.

i) (xn) dizisinin x ∈ X noktas�na yak�nsak olmas� için gerek ve yeter ko³ul

n→∞ iken d(xn, x)→ 0 olmas�d�r.

ii) Yak�nsak her dizinin limiti tektir.

iii) Yak�nsak her dizi s�n�rl�d�r.

iv)Yak�nsak bir dizinin her alt dizisi yak�nsakt�r.

Tan�m 2.0.7. (Kreysz�g, E., 1978) (X, d) metrik uzay, (xn) X de bir dizi

ve x ∈ X olsun. Her ε > 0 ve n,m > n0 özelli§indeki her n,m ∈ N için

d(xn, xm) < ε e³itsizli§ini sa§layacak ³ekilde bir n0 ∈ N do§al say�s� varsa (xn)

dizisine Cauchy dizisi denir.

Uyar� 2.0.1. Yak�nsak her dizi Cauchy dizisidir.

Tan�m 2.0.8. (Kreysz�g, E., 1978) Her Cauchy dizisinin yak�nsak oldu§u

metrik uzaya tam metrik uzay denir.

Tan�m 2.0.9. (Kreysz�g, E., 1978) X, normlu do§rusal uzay olsun. X

normlu do§rusal uzay� tam ise X ye tam normlu uzay ya da Banach uzay

denir.

Örnek 2.0.1. (Kreysz�g, E., 1978) Reel C[a, b] olmak üzere her f ∈ C[a, b]

için

‖f‖∞ = supt∈[a,b]|f(t)|

normu verilsin. Bu norm ile C[a, b] bir Banach uzayd�r.

Tan�m 2.0.10. (Fridy, J.A., 1985) K, N do§al say�lar kümesinin bir alt

kümesi olsun. |{k ≤ n : k ∈ K}| ifadesi n den büyük olmayan elemanlar�n�n
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say�s�n� göstermek üzere,

d(K) = lim
n→∞

1

n
|{k ≤ n : k ∈ K}|

limiti varsa d(K) say�s�na K kümesinin yo§unlu§u (do§al yo§unlu§u) denir.

Tan�m 2.0.11. (Fast, H., 1951) x = (xk) reel ya da kompleks terimli bir

dizi olsun. E§er her ε için

lim
n→∞

1

n
|k ≤ n :|xk − L|≥ ε|= 0

veya

lim
n→∞

1

n
|k ≤ n :|xk − L|< ε|= 1

olacak ³ekilde L say�s� varsa x = (xk) dizisi L say�s�na istatistiksel yak�nsakt�r

denir ve st− limxk = L ile gösterilir.

Uyar� 2.0.2. Yak�nsak herhangi bir dizi istatistiksel yak�nsakt�r.

Tan�m 2.0.12. (Engelking, R., 1989) (X, τ) bir topolojik uzay,x ∈ X ve Bx
de x noktas�n� içeren aç�k kümelerin bir koleksiyonu olsun. x ∈ U özelli§indeki

her U ∈ τ için B ⊆ U olacak ³ekilde bir B ∈ Bx varsa Bx koleksiyonuna x

noktas�n�n bir yerel taban� denir.

Tan�m 2.0.13. (Engelking, R., 1989) (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Her

x ∈ X noktas�n�n say�labilir bir yerel taban� varsa (X, τ) uzay�na birinci

say�labilir uzay denir.

Tan�m 2.0.14. (Engelking, R., 1989) (X, τ) bir topolojik uzay olsun. x 6= y

özelli§indeki her x, y ∈ X için x ∈ U , y ∈ V ve U ∩ V = ∅ olacak ³ekilde x

in kom³ulu§u bir U ∈ τ ve y nin kom³ulu§u bir V ∈ τ kümeleri varsa (X, τ)

uzay�na Hausdor� uzay denir.
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3 KON�K METR�K UZAYLAR ÜZER�NE

3.1 Konik Metrik Uzaylar�n Temel Tan�m ve Özellikleri

Bu bölümde reel say�lar Banach uzay� yerine, reel say�lardan daha genel

olan s�ral� Banach uzay� al�narak, Huang ve Zhang taraf�ndan ortaya at�lm�³

olan metrik uzaylar�n bir genellemesi incelenecektir. S�ral� Banach uzay� elde

edebilmek için, üzerinde tan�ml� konikler kullan�lacakt�r.

Bu tezde tüm gösterimlerde B bir Banach uzay�, P kümesi B de içi bo³tan

farkl� olan bir konik ve � sembolü P ye göre k�smi s�ralama olarak ifade

edilecektir.

Tan�m 3.1.1. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B bir reel Banach

uzay�, B'nin bir alt kümesi P ve θ s�f�r vektörü olsun.

i) P kapal�, bo³tan farkl� ve P 6= {θ} ,

ii) Her x, y ∈ P için λx+µy ∈ P olacak ³ekilde bir λ, µ ≥ 0 reel say�s� vard�r.

iii) x ∈ P ve −x ∈ P ⇒ x = θ

özellikleri sa§lan�rsa P'ye konik denir.

Örnek 3.1.1. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B = R3 olmak üzere

P= {(x,y,z) ∈ B: x,y,z ≥ 0}⊂ R3 kümesi B 'de bir koniktir. Çünkü,

i) P kapal� ve 0 = (0, 0, 0) ∈ P oldu§undan P bo³tan farkl�d�r.

(x, y, z) = (0, 1, 1) ∈ P al�n�rsa P s�f�rdan farkl�d�r.

ii)x1, x2, y1, y2, z1, z2 ∈ R olmak üzere x = (x1, y1, z1) , y = (x2, y2, z2) ∈ P

olsun. P nin tan�m�ndan λx1 ≥ 0, λy1 ≥ 0, λz1 ≥ 0 µx2 ≥ 0, µy2 ≥ 0,

µz2 ≥ 0 dir.

λ(x1, y1, z1) + µ(x2, y2, z2) = (λx1 + µx2, λy1 + µy2, λz1 + µz2) ∈ P elde edilir.

iii) t = (x, y, z), −t = (−x,−y,−z) ∈ P olsun.

x, y, z ≥ 0 ve −x,−y,−z ≥ 0 oldu§undan x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0,−x ≥ 0,−y ≥

0,−z ≥ 0 dir. Bu da x = 0, y = 0 ve z = 0 anlam�na gelir. t = (0, 0, 0) ∈ P

dir.
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Örnek 3.1.2. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B = Rn olmak üzere

P = {(x1, ..., xn) : xi ≥ 0,∀i = 1, ..., n} kümesi B' de bir koniktir.

Örnek 3.1.3. (Rezapour, S. and Hamlbarani, R., 2008) B =

(CR[0,∞], ‖‖∞) Banach uzay olsun. P = {f ∈ B | f(t) ≥ 0} kümesi B'

de bir koniktir. Çünkü,

i) P kapal� ve f = 0 ∈ P al�n�rsa P bo³tan farkl�d�r.

f =
1

2
∈ P al�n�rsa P s�f�rdan farkl�d�r.

ii) λ, µ ∈ R λ, µ ≥ 0 f, g ∈ P ⇒ f ≥ 0 ve g ≥ 0 d�r.

Her 0 ≤ t ≤ 1 için (λf)(t) ≥ 0 ve (µg)(t) ≥ 0 d�r. O halde λf + µg ∈ P dir.

iii) P nin tan�m�ndan f , −f ∈ P ise f = 0 elde edilir.

Örnek 3.1.4. (Rezapour, S. and Hamlbarani, R., 2008) B = l1 =

{{xn} :
∞∑
k=1

|xn|< ∞} ve P = {{xn}n≥1 ∈ B : Her n ∈ N için xn ≥ 0} olmak

üzere P ⊂ B kümesi bir koniktir. Çünkü;

i) P kapal�, P bo³tan farkl� ve P s�f�rdan farkl�d�r.

ii) λ, µ ∈ R λ, µ ≥ 0, x = (xn)n≥1, y = (yn)n≥1 ∈ P olsun.

Her n ∈ N ve λ, µ ∈ R için xn ≥ 0, yn ≥ 0 ⇒ λxn ≥ 0, µyn ≥ 0

⇒ λxn + µyn ≥ 0 ⇒ λ(xn)n≥1 + µ(yn)n≥1 ∈ P ⇒ λx+ µy ∈ P dir.

iii) x = (xn)n≥1 , −x = (−xn)n≥1 ∈ P olsun.

Her n ∈ N için xn ≥ 0 ve −xn ≥ 0 ⇒ xn = 0 ⇒ x = 0 olur. O halde P

koniktir.

Tan�m 3.1.2. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B Banach uzay ve

bir P ⊂ B koni§inde,

x � y ⇔ y − x ∈ P

biçiminde tan�ml� � ba§�nt�s� P'ye göre bir k�smi s�ralama ba§�nt�s�d�r. x � y

fakat x 6= y ise bu durum x ≺ y ile ifade edilir. x� y gösterimi y − x ∈ IntP

anlam�na gelir.
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Teorem 3.1.1. (Huang, H. and Xu, S.,2015) B bir reel Banach uzay�, P

kümesi B'de bir konik olsun. A³a§�dakiler sa§lan�r.

i) IntP 6= ∅

ii)E§er x ∈ P ve y ∈ IntP ise x+ y ∈ IntP dir. Yani P + IntP ⊆ intP dir.

iii)E§er x ∈ IntP, λ > 0 ise λx ∈ IntP yani λIntP ⊆ IntP dir.

Tan�m 3.1.3. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B bir reel Banach

uzay�, P de B'de bir konik olsun. Sabit L > 0 say�s�, her x, y ∈ B için θ �

x � y iken ‖x‖ ≤ L‖y‖ ko³ulu sa§lan�yorsa P'ye normal denir.

Yukar�daki özelli§i sa§layan en küçük pozitif L tamsay�s�na P'nin normal sabiti

denir.

Örnek 3.1.5. (Rezapour, S. and Hamlbarani, R., 2008) B = CR[0, 1]

ve P = {f ∈ B | f(t) ≥ 0} koni§i verilsin. P, L=1 normal sabitli bir koniktir.

Çünkü,

θ � f � g biçimindeki f, g ∈ B al�ns�n. ‖f‖ = supt∈[0,1]|f(t)| , ‖g‖ =

supt∈[0,1]|g(t)| dir. 0 � f � g oldu§undan g − f � 0, g − f ∈ P dir.

Her t ∈ [0, 1] için f(t) ≤ g(t) ⇒ |f(t)| ≤ |g(t)| ⇒ supt∈[0,1]|f(t)| ≤

supt∈[0,1]|g(t)| ⇒ ‖f(t)‖ ≤ ‖g(t)‖ olup ‖f(t)‖ ≤ L‖g(t)‖ olacak ³ekilde L = 1

dir. Yani, P, L = 1 normal sabitli bir koniktir.

Tan�m 3.1.4. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) Üstten s�n�rl� ve

monoton artan her dizi yak�nsak ise P koni§ine regüler konik denir. Yani,

{xn} dizisi için;

x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn ≤ ... ≤ y

olacak ³ekilde bir y ∈ B varsa, bu durumda ‖xn − x‖ → 0 (n → ∞) olacak

³ekilde bir x ∈ B vard�r.

Benzer ³ekilde bir P koni§inin regüler olmas� için gerek ve yeter ko³ul, monoton

azalan ve alttan s�n�rl� her dizinin yak�nsak olmas�d�r.
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Tan�m 3.1.5. (Ilic, D. and Rakocevic, V.,2009) P kümesi B Banach

uzay�nda bir konik olsun.

i) Her a, b ∈ B için θ � a � b iken ‖a‖ ≤ ‖b‖ oluyorsa P'ye monoton denir.

ii) Her a, b ∈ B için θ � a � b olmak üzere ‖a‖ ≤ L‖b‖ olacak ³ekilde bir

L > 0 varsa P'ye yar� monoton denir.

Teorem 3.1.2. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) Her regüler konik

normaldir.

�spat: Bir regüler P koni§inin normal olmad�§� kabul edilsin.

P normal olmad�§�ndan her n ≥ 1 için tn− sn ∈ P ve n2 || tn ||<|| sn || olacak

³ekilde tn, sn ∈ P seçilebilir.

Her n ≥ 1 için yn = tn
||tn|| ve xn = sn

||tn|| dizileri tan�mlans�n.

Bu durumda xn, yn, yn − xn ∈ P , her n ≥ 1 için || yn ||= 1 ve n2 <|| xn ||

gerçekle³ir.
∞∑
n=1

1
n2 || yn || serisi yak�nsak olup, B bir Banach uzay oldu§undan

her mutlak yak�nsak seri yak�nsak olaca§�ndan
∞∑
n=1

1
n2yn yak�nsakt�r. P kapal�

oldu§undan
∞∑
n=1

1
n2yn = y olacak ³ekilde y ∈ P vard�r. Her n pozitif tam say�s�

için 1
n2xn ≤ 1

n2yn oldu§undan

0 ≤ x1 ≤ x1 +
1

22
x2 ≤ x1 +

1

22
x2 +

1

32
x3 ≤ ... ≤ y

olur. P regüler oldu§undan
∞∑
n=1

1
n2xn serisi yak�nsakt�r.

Böylece limn→∞
||xn||
n2 = 0 bulunur. Bu da her n ≥ 1 için n2 <|| xn || olmas� ile

çeli³ir. O halde her regüler konik normaldir.

Teorem 3.1.3. (Rezapour, S. and Hamlbarani, R., 2008) Normal

sabiti L < 1 olan bir normal konik yoktur.

�spat: (X, d) konik metrik uzay ve P , L < 1 normal sabitli bir normal konik

olsun. L < 1−ε olacak ³ekilde 0 < ε < 1 say�s� ve s�f�rdan farkl� λ ∈ P al�ns�n.

(1 − ε)λ ≤ λ iken (1 − ε)‖λ‖> L‖λ‖ d�r. Bu da P koni§inin mormalli§i ile
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çeli³ir.

Tan�m 3.1.6. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) X bo³tan farkl� bir

küme ve B reel Bnach uzay� olsun. d : X ×X → B fonksiyonu,

(d1) Her x, y ∈ X için θ < d(x, y) ve d(x, y) = θ ⇐⇒ x = y

(d2) Her x, y ∈ X için d(x, y) = d(y, x)

(d3) Her x, y.z ∈ X için d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

özelliklerini sa§larsa d ye X üzerinde bir konik metrik ve (X, d) ye de konik

metrik uzay denir. Bu tezde konik metrik uzay k�saca KMU ile gösterilecektir.

Her metrik uzay konik metrik uzayd�r.

Örnek 3.1.6. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B= R2, P = {(x, y)∈

B: x,y≥ 0}⊂ R2 konik, X = R ve α ≥ 0 olmak üzere d : X×X → B fonksiyonu

d(x, y) = (| x− y |, α | x− y |)

³eklinde tan�ml� olsun. Burada

P' ye göre tan�mlanan k�smi s�ralama ba§�nt�s�;

(x1, y1) ≤ (x2, y2) ⇐⇒ x1 ≤ x2 ve y2 ≤ y2

³eklindedir. Her x, y, z ∈ X için

(d1) d(x, y) = θ ⇐⇒ (| x− y |, α | x− y |) = (0, 0) ⇐⇒ x = y

(d2) | x− y |=| y − x | oldu§undan d(x, y) = d(y, x) dir.

(d3) d(x, y) = (| x− y |, α | x− y |) = (| x+ z − z − y |, α | x+ z − z − y |)

≤ (| x− z | + | z − y |, α(| x− z | + | z − y |))

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) elde edilir.

O halde, (X,d) KMU d�r.

Örnek 3.1.7. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B= Rn, P =

{(x1, ..., xn) : xi ≥ 0,∀i = 1, ..., n} konik, X = R ve α ≥ 0 olmak üzere
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d : X ×X → B fonksiyonu her 1 ≤ i ≤ n− 1 için

d(x, y) = (| x− y |, α1 | x− y |, ..., αn−1 | x− y |)

³eklinde tan�ml� olsun. Bu durumda, (X, d) KMU d�r.

Örnek 3.1.8. (Kadelburg et al., 2009) B = (CR[0, 1), || . ||∞) ve P = {f ∈

B | f(t) ≥ 0} koni§i verilsin. P, L=1 normal sabitli bir koniktir. d : X×X →

B , ϕ : [0, 1]→ R+ ve ϕ(t) = et olmak üzere

d(x, y) =| x− y | ϕ

³eklinde tan�ml� fonksiyon olsun. (X, d) KMU d�r.

Örnek 3.1.9. (Haghi, R.H. and Rezapour, S., 2010) B = (CR[0,∞), ||

. ||∞), P = {f ∈ B | f(t) ≥ 0} koni§i verilsin. (X,ψ) metrik uzay, ϑ : [0, 1]→

R+ sürekli ,

d : X ×X → B d(x, y) = ψ(x, y)ϑ

³eklinde tan�ml� fonksiyon olsun. (X, d) KMU d�r.

Önerme 3.1.1. (Türko§lu, D. and Abuloha, M., 2009) (X, d) KMU

olsun. Her k � θ ³eklindeki her k ∈ B için ‖x‖ < ∆, x ∈ B iken (k − x) ∈

IntP olacak ³ekilde ∆ > 0 vard�r.

�spat: k � θ oldu§undan k ∈ IntP dir. Bu durumda {x ∈ B : ‖x − k‖<

∆} ⊂ IntP olacak ³ekilde ∆ > 0 vard�r.‖x‖ < ∆ iken ‖(k−x)−k‖ = ‖−x‖ =

‖x‖ < ∆ olup (k − x) ∈ IntP elde edilir.

Önerme 3.1.2. (Türko§lu, D. and Abuloha, M., 2009) (X, d) KMU

olsun. θ � k1 ve θ � k2 ³eklindeki her k1,k2∈ B için k � k1 ve k � k2 olacak

³ekilde θ � k, k ∈ B vard�r.
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�spat: θ � k1 ve θ � k2 ³eklinde k1,k2∈ B olsun. θ � k1 oldu§undan

Önerme 3.1.1. den ‖x‖ < ∆1 iken x� k1 olacak ³ekilde ∆1 > 0 vard�r. Benzer

³ekilde θ � k2 oldu§undan Önerme 3.1.1. den ‖x‖ < ∆2 iken x � k2 olacak

³ekilde ∆2 > 0 vard�r. ∆ = min{∆1,∆2} olsun.
1

n0

<
∆

‖k1‖
ve k =

k1

n0

olacak

³ekilde n0 ∈ N say�s� seçilsin. O zaman ‖k‖ = ‖ c1
n0
‖=‖k1‖

n0

< ∆ oldu§undan

k � k1 ve k � k2 bulunur ve θ � k, k ∈ B dir.

3.2 Konik Metrik Uzaylar�n Topolojik Özellikleri

Tan�m 3.2.1. (Gordji et al., 2009) (X, d) KMU, x ∈ X ve θ � k ³eklindeki

her k ∈ B için

B(x, k) = {y ∈ X : d(x, y)� k}

kümesine x merkezli k � θ yar�çapl� aç�k yuvar denir.

(X, d) konik metrik uzay, x ∈ X ve θ � k ³eklindeki her k ∈ B için

B[x, k] = {y ∈ X : d(y, x) ≤ k}

kümesine x merkezli k � θ yar�çapl� kapal� yuvar denir.

Tan�m 3.2.2. (Gordji et al., 2009) (X, d) KMU, A ⊂ X ve x ∈ X olsun.

θ � k ³eklindeki her k ∈ B için

B(x, k) ∩ (A \ {x}) 6= ∅

sa§lan�yorsa x noktas� A n�n bir y�§�lma noktas�d�r denir.

Tan�m 3.2.3. (Gordji et al., 2009) (X, d) KMU, A ⊂ X ve x ∈ X olsun.

θ � k ³eklindeki her k ∈ B için

B(x, k) ∩ A 6= ∅
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sa§lan�yorsa x noktas� A n�n bir kapan�³ noktas�d�r denir.

Örnek 3.2.1. B= R2, P = {(x, y)∈ B: x,y≥ 0}⊂ R2 koni§i verilsin, X = R,

α ≥ 0 ve d : X × X → B d(x, y) = (| x − y |, α | x − y |) ³eklinde tan�ml�

fonksiyon olmak üzere (X, d) KMU olsun.

a=1 merkezli k=(1,2) yar�çapl� aç�k yuvar:

B(1, k) = {x ∈ R : d(1, x)� (1, 2)} = {x ∈ R : (| 1− x |, α | 1− x |)� (1, 2)}

= {x ∈ R : 1− (| 1− x |) ∈ IntP ve 2− α(| 1− x |) ∈ IntP}

= {x ∈ R : 1− | 1− x |> 0 ve 2− α | 1− x |> 0}

α = 5 için

0 < x < 2 ve
3

5
< x <

7

5
olur. O halde B(a, k) = (

3

5
,
7

5
) elde edilir.

Yukar�daki örnekte A = (0, 1) olsun. 1 ∈ A′ dir. Gerçekten,

B(1, k) = {x ∈ R : d(1, x)� (1, 2)} = {x ∈ R : (| 1− x |, α | 1− x |)� (1, 2)}

= {x ∈ R : 1− (| 1− x |) ∈ IntP ve 2− α(| 1− x |) ∈ IntP}

= {x ∈ R :| 1− x |< 1 ve | 1− x |< 2

α
}

oldu§undan min{1, 2

α
} = β al�ns�n. Buradan −β < 1 − x < β olup, x ∈

(1− β, 1 + β) dir. O halde (1− β, 1 + β) ∩ (0, 1) 6= ∅ elde edilir ve 1 ∈ A′ dir.

Teorem 3.2.1. (Türko§lu, D. and Abuloha, M., 2009) Her (X, d) KMU

topolojik uzayd�r.

�spat: θ � k ³eklindeki her k ∈ B için β = {B(x, k) : x ∈ X, k � θ} olsun.

O zaman

τk = {U ⊂ X : her x ∈ U için x ∈ B ⊂ U olacak ³ekilde bir B ∈ β vard�r.}
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kümeler ailesi X üzerinde bir topolojidir. Gerçekten;

τ1 ) ∅,X∈ τk

τ2 ) U, V ∈ τk ve x ∈ U ∩ V olsun. x ∈ U ve x ∈ V oldu§undan x ∈

B(x, k1) ⊂ U ve x ∈ B(x, k2) ⊂ V olacak ³ekilde k1 � 0 , k2 � 0 vard�r.

Önerme 3.1.2 den k � k1 ve k � k2 olacak ³ekilde k � θ vard�r. O zaman

x ∈ B(x, k) ⊂ B(x, k1) ∩ B(x, k2) ⊂ U ∩ V sa§lan�r. Böylece U ∩ V ∈ τk elde

edilir.

τ3 ) Her α ∈ Λ için Uα ∈ τk olmak üzere x ∈
⋃
α∈Λ Uα olsun. O zaman x ∈ Uα0

olacak ³ekilde α0 ∈ Λ vard�r. Böylece x ∈ B(x, k) ⊂ Uα0 ⊂
⋃
α∈Λ Uα olacak

³ekilde k � θ bulunur. O halde
⋃
α∈Λ Uα ∈ τk elde edilir.

Teorem 3.2.2. (Türko§lu et al., 2009) (X, d) KMU ve A 6= ∅ olmak üzere

A ⊂ X olsun. x ∈ Ā olmas� için gerek ve ³art d(x,A) = inf{d(x, y) : y ∈

A} = θ olmas�d�r.

�spat: x ∈ Ā olsun. O zaman her θ � k, k ∈ B ve her n ∈ N için

B(x,
k

n
) ∩ (A) 6= ∅ d�r. Dolay�s�yla her n ∈ N için

θ ≤ d(x,A) ≤ d(x, an) <
k

n

olacak ³ekilde an ∈ A vard�r. Böylece her n ∈ N için ‖d(x,A)‖ ≤ K
‖k‖
n

dir. O

halde d(x,A) = θ d�r.

Tersine U ∈ τk, x ∈ U olsun. O zaman B(x, k) ⊂ U olacak ³ekilde θ � k, k ∈

B vard�r. θ = d(x,A) < k oldu§undan d(x, a) < k olacak ³ekilde a ∈ A vard�r.

Yani, a ∈ A ∩B(x, k) ⊂ A ∩ U d�r.

Yukar�daki teoremin bir sonucu olarak, (X, d) KMU, A ⊂ X kapal� bir küme

olsun. O halde a /∈ A için d(a,A) > θ d�r.

Önerme 3.2.1. (Türko§lu, D. and Abuloha, M., 2009) Her (X, d) KMU

birinci say�labilirdir.
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�spat: p ∈ X ve θ � k, k ∈ B olsun. βp = {B(p, k
n
) : n ∈ N} p

noktas�nda say�labilir bir lokal bazd�r. Gerçekten, p yi içeren U aç�k kümesi

olsun. Bu durumda, p ∈ B(p, k1) ⊂ U olacak ³ekilde θ � k1, k1 ∈ B vard�r.

Önerme 3.1.1. den
k

n0

� k1 olacak ³ekilde n0 pozitif tamsay�s� bulunur. Böylece

B(p,
c

n0

) ⊂ B(p, k1) ⊂ U sa§lan�r. O halde βp say�labilir olup (X, d) birinci

say�labilirdir.

3.3 Konik Metrik Uzaylarda Yak�nsakl�k ve Limit

Tan�m 3.3.1. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X, d) KMU, {xn}

⊂ X bir dizi ve x ∈ X olsun. θ � k ³eklindeki her k ∈ B için ve n > N

özelli§indeki her n ∈ N için d(xn, x) � k olacak ³ekilde bir N pozitif say�s�

varsa {xn} dizisi x noktas�na yak�nsakt�r denir. lim
n→∞

xn = x veya n→∞ iken

xn → x ile gösterilir.

Örnek 3.3.1. B= R2, P = {(x, y)∈ B: x,y≥ 0}⊂ R2 koni§i verilsin, X = R,

α ≥ 0 ve d : X × X → B d(x, y) = (| x − y |, α | x − y |) biçiminde tan�ml�

fonksiyon olmak üzere (X, d) konik metrik uzay olsun. (xn) = (
1

n
) dizisi (X, d)

konik metrik uzay�nda θ noktas�na yak�nsar. Gerçekten ;

(xn) −→ θ :⇔ (∀k ∈ B, θ � k)(∃N ∈ N) : (∀n > N, d(xn, θ) � k) oldu§unu

göstermek gerekir.

Bunun için θ � k olacak ³ekilde her k ∈ B = R2, k = (k1, k2) için

d(xn, θ)� k ⇔ k − d(xn, θ) ∈ IntP yani

k − d(xn, θ) = (k1, k2)− (
1

n
, α

1

n
) = (k1 −

1

n
, k2 − α

1

n
) ∈ IntP

sa§lanmas� gerekir.

Bu da k1 − 1
n
> 0 ve k2 − α 1

n
> 0 anlam�na gelir.

Buradan n > 1
k1

ve n > α
k2

bulunur.

O halde her n > N olacak ³ekilde N = max{ 1
k1
, α
k2
} vard�r.
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(xn) = (
1

n
) dizisi (X, d) konik metrik uzay�nda s�f�r noktas�na yak�nsar.

Teorem 3.3.1. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X, d) KMU, {xn}

⊂ X bir dizi ve P de L normal sabitli konik olsun. {xn} dizisinin x e

yak�nsamas� için gerek ve yeter ko³ul n→∞ iken d(xn, x)→ θ olmas�d�r.

�spat: {xn} → x olsun. Her reel ε için L‖k‖ < ε olacak ³ekilde θ � k,

bir k ∈ B al�nabilir. O zaman her n > N için d(xn, x) � k olacak ³ekilde

bir N pozitif say�s� vard�r. P normal sabiti L olan normal konik oldu§undan

her n > N için ‖d(xn, x)‖ ≤ L‖k‖ < ε sa§lan�r. Böylece (n → ∞) iken

d(xn, x)→ θ dir.

Tersine (n → ∞) iken d(xn, x) → θ olsun. Bu durumda θ � k biçiminde her

k ∈ B için ‖x‖ < δ iken k − x ∈ IntP olacak ³ekilde δ > 0 vard�r. Bu δ için

her n > N için ‖d(xn, x)‖ < δ olacak ³ekilde bir N ∈ N pozitif say�s� vard�r.

Böylece k − d(xn, x) ∈ IntP dir. Bu da d(xn, x) � k anlam�na gelir. O halde

{xn} → x dir.

Teorem 3.3.2. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X, d) KMU, {xn}

⊂ X bir dizi ve x ∈ X olsun ve P de L normal sabitli konik olsun. {xn} → x

ve {xn} → y ise o zaman x = y dir, yani {xn} dizisinin limiti tektir.

�spat: θ � k ³eklinde k ∈ B alal�m. {xn} → x , {xn} → y olsun. Bu

durumda her n > N için d(xn, x) � k ve d(xn, y) � k olacak ³ekilde bir N

pozitif say�s� vard�r. Buradan

d(x, y) ≤ d(xn, x) + d(xn, y) ≤ 2k

dir. Böylece ‖d(x, y)‖ ≤ 2L‖k‖ olur. k key� sabit oldu§undan d(x, y) = θ

dolay�s�yla x = y dir.

Tan�m 3.3.2. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X, d) KMU, {xn}

⊂ X bir dizi olsun. θ � k ³eklindeki her k ∈ B ve n,m > N özelli§indeki
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her n,m ∈ N için d(xn, xm)� k olacak ³ekilde bir N pozitif say�s� varsa {xn}

dizisi Cauchy dizisidir denir.

Teorem 3.3.3. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X, d) KMU, {xn}

⊂ X bir dizi ve x ∈ X olsun. {xn} dizisi x e yak�nsak ise {xn} dizisi bir Cauchy

dizisidir.

�spat: {xn} dizisi x e yak�nsak olsun. Bu durumda θ � k ³eklindeki her

k ∈ B ve her n,m > N için d(xn, x) � k
2
ve d(xm, x) � k

2
olacak ³ekilde bir

N pozitif say�s� vard�r. Buradan

d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm)� k

bulunur. O halde {xn} dizisi bir Cauchy dizisidir.

Tan�m 3.3.3. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X, d) KMU olsun.

Her Cauchy dizisi X de yak�nsak ise (X, d) ye tam KMU denir.

Teorem 3.3.4. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X, d) KMU, P de

L normal sabitli konik ve {xn}⊂ X bir dizi olsun. {xn} dizisinin bir Cauchy

dizisi olmas� için gerek ve yeter ko³ul n,m→∞ için d(xn, xm)→ θ olmas�d�r.

�spat: {xn} dizisi bir Cauchy dizisi olsun. Her ε > 0 için θ � k ve L‖k‖< ε

biçiminde k ∈ B seçilsin. O zaman her n,m > N için, d(xn, xm) � k olacak

³ekilde bir N pozitif say�s� vard�r. P de normal sabiti K olan konik oldu§undan

‖d(xn, xm)‖ ≤ L‖k‖< ε

dir. O halde n,m→∞ iken d(xn, xm)→ θ elde edilir.

Tersine, n,m → ∞ iken d(xn, xm) → θ olsun. θ � k biçiminde her k ∈ B

al�ns�n. ‖x‖ < δ iken k − x ∈ IntP olacak ³ekilde δ > 0 vard�r. Her n,m > N

için ‖d(xn, xm)‖ < δ olacak ³ekilde bir N pozitif say�s� vard�r.
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Böylece k − d(xn, xm) ∈ IntP dir. Bu da d(xn, xm)� k anlam�na gelir.

O halde {xn} dizisi bir Cauchy dizisidir.

Teorem 3.3.5. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X, d) KMU, P de

L normal sabitli konik, {xn},{yn} ⊂ X iki dizi ve xn → x, yn → y olsun. Bu

durumda n→∞ iken d(xn, yn)→ d(x, y) dir.

�spat: Her ε > 0 için θ � k ve ‖k‖ < ε
4L+2

biçiminde k ∈ B olsun. {xn} ve

{yn} oldu§undan her n > N , d(xn, x) � k ve d(yn, y) � k olacak ³ekilde bir

N pozitif say�s� vard�r. O halde

d(xn, yn) ≤ d(xn, x) + d(x, y) + d(yn, y) ≤ d(x, y) + 2k

d(x, y) ≤ d(xn, x) + d(yn, yn) + d(yn, y) ≤ d(xn, yn) + 2k

elde edilir. Buradan

0 ≤ d(x, y) + 2k − d(xn, yn) ≤ 4k

ve

‖d(xn, yn)− d(x, y)‖ = ‖d(x, y) + 2k − d(xn, yn)− 2k‖

≤ ‖d(x, y) + 2k − d(xn, yn)‖+ ‖2k‖

≤ 4L‖k‖+ 2‖k‖

= (4L+ 2)‖k‖ < ε

elde edilir. Böylece n→∞ , d(xn, yn)→ d(x, y)dir.
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4 KON�KMETR�K UZAYLARDA =-YAKINSAKLIK

Konik metrik uzaylarda =-yak�nsakl�k kavram�na geçmeden önce, ideal ve

metrik uzaylarda =-yak�nsakl�k kavramlar� verilecektir.

4.1 �deal

Tan�m 4.1.1. (Kuratowski, K., 1933) X 6= ∅ bir küme olsun. E§er X in

altkümelerinin = ⊂ 2X ailesi a³a§�daki özellikleri sa§l�yorsa = ailesine X de

bir idealdir denir.

(i) A ∈ =, B ⊂ A iken B ∈ =

(ii) A,B ∈ = iken A ∪B ∈ =

E§er = 6= ∅ ve X /∈ = ise = idealine gerçek (proper,nontrivial) ideal

denir. E§er = gerçek ideali X in tüm sonlu altkümelerini içeriyorsa = idealine

admissible (uygun) ideal denir.

Örnek 4.1.1. (Jankovic, D. and Hamlet, T.R., 1990),(Kostyrko et

al.,2000) X bo³tan farkl� bir küme olsun.

i) = = {∅} minimal idealdir.

ii) =F = {A ⊂ X : A sonlu} ailesi sonlu kümeler idealidir.

iii) =C = {A ⊂ X : A sayilabilir} ailesi say�labilir kümeler idealidir.

iv) = = P (X) maksimum idealdir.

v) =d = {A ⊂ N : d(A) = 0} ailesi yo§unlu§u s�f�r olan kümeler ailesi N de

bir uygun idealdir.

vi) m ∈ N olmak üzere, m do§al say�s�n� bulundurmayam kümelerin olu³tur-

du§u aile bir maksimal idealdir. Bu ideal, uygun ideal de§ildir. Çünkü {m}

kümesi bu ideale ait de§ildir.

Örnek 4.1.2. (Das et al., 2008) =0 = {A ⊂ N : (∃j ∈ N)(∀i ≥ j)⇒ i /∈ A}
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ailesi N de idealdir.

Tan�m 4.1.2. (Kuratowski, K., 1933) X 6= ∅ olsun. F ⊂ 2X ailesi

a³a§�daki özellikleri sa§l�yorsa X de bir süzgeçtir denir.

i) ∅ /∈ F

ii) A,B ∈ F iken A ∩B ∈ F

iii) A ∈ F , A ⊂ B iken B ∈ F dir.

=, X üzerinde bir gerçek ideal ise,

F(=) = {X \ A : A ∈ =}

s�n�f� X üzerinde bir süzgeç olup, F(=) süzgecine = idealine kar³�l�k gelen

süzgeç denir.

Önerme 4.1.1. (Kuratowski, K., 1933) = ⊂ 2X idealinin gerçek ideal

olmas� için gerek ve yeter ³art

F = F(=) = {X \ A : A ∈ =}

kümesinin X de bir süzgeç olmas�d�r.

4.2 = ve =* -Yak�nsakl�k

=-yak�nsakl�k konusu, ideal kavram�na ba§l� olan istatistiksel yak�nsakl�§�n

en önemli genellemesidir. P. Kostyrko, T. Salat ve W. Wilczynski taraf�ndan

2000 y�l�nda tan�t�lm�³t�r. Bu bölümde =-yak�nsakl�k tan�mlanarak özellikleri

verilecektir. Bu bölüm ve sonras�nda = ideali N üzerinde al�nacakt�r.

Tan�m 4.2.1. (Kostyrko et al.,2000) (X, d) metrik uzay, {xn} ⊂ X bir

dizi olsun. E§er her ε > 0 için

{n ∈ N; d(xn, x0) ≥ ε} ∈ =
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³art�n� sa§l�yorsa, {xn} dizisi x0 ∈ X noktas�na =- yak�nsakt�r denir ve = −

limxn = x0 ile gösterilir. x0, {xn} dizisinin =-limit noktas�d�r.

Tan�m 4.2.2. (Das, P. and Ghosal, S.K., 2010) (X, d) metrik uzay,

{xn} ⊂ X bir dizi olsun. Her G pozitif reel say�s� için

A(x,G) = {n ∈ N : d(x, xn) ≤ G)} ∈ =

olacak ³ekilde x ∈ X eleman� varsa {xn} dizisi =-�raksakt�r denir.

Tan�m 4.2.3. (Kostyrko et al.,2000) = bir admissible ideal olsun. =

idealine ait kar³�l�kl� ayr�k ve say�labilir her {A1, A2, ...} kümeleri için, Aj∆Bj,

j ∈ N sonlu küme ve

B =
∞⋃
j=1

Bj ∈ =

olacak ³ekilde {B1, B2, ...} kümeler ailesi varsa = ideali (AP ) ³art�n� sa§lar

denir.

Her j ∈ N için Bj ∈ = d�r.

Tan�m 4.2.4. (Dems, K., 2004) (X, d) metrik uzay, {xn} ⊂ X bir dizi

olsun. Her ε > 0 için

A(x,G) = {n ∈ N : d(xn, xm) ≥ ε} ∈ =

olacak ³ekilde bir m ∈ N varsa {xn} =-Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.2.1. (Kostyrko et al.,2000) = admissible ideal ise o zaman her

yak�nsak dizi =-yak�nsakt�r.

�spat: Yak�nsakl�k tan�m�ndan ispat� aç�kt�r.

Örnek 4.2.1. (Kostyrko et al.,2000)

i)= = {∅} bir minimal idealdir. (xn) dizisinin =-yak�nsak olmas� için gerek ve
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yeter ³art sabit olmas�d�r.

ii) =F , N in tüm sonlu alt kümelerinin bir ailesi olsun. Bu durumda =F , bir

uygun idealdir ve =F -yak�nsakl�k, al�³�lm�³ yak�nsakl�k ile çak�³�r.

iii) =d = {A ⊂ N : d(A) = 0} ailesi bir uygun idealdir. =d-yak�nsakl�k

istatistiksel yak�nsakl�kla çak�³�r.

iv) m ∈ N olmak üzere, m do§al say�s�n� bulundurmayam kümelerin olu³tur-

du§u aile bir maksimal idealdir. Bu ideal, uygun ideal de§ildir. Çünkü {m}

kümesi bu ideale ait de§ildir.

Herhangi bir x dizisi m inci eleman�na bu ideal üzerinden =-yak�nsakt�r.

Tan�m 4.2.5. (Kostyrko et al.,2000) (X, d) metrik uzay, {xn} ⊂ X bir dizi

ve x ∈ X olsun. lim
n→∞

xmt = x olacak ³ekilde M = {m1 < m2 < ... < mt < ...},

M ∈ F(=) (yani,N \ M ∈ =) kümesi varsa {xn} dizisi x noktas�na =*-

yak�nsakt�r denir. =*-limxn = x ile gösterilir.

Teorem 4.2.2. (Kostyrko et al.,2000) = admissible ideal ise o zaman =*-

limxn = x ise =-limxn = x dir.

�spat: = admissible ve =*-limxn = x olsun. Bu durumda M = N \ K =

{m1 < m2 < ... < mt < ...} olacak ³ekilde K ∈ =, M ∈ F(=) vard�r ve

lim
t→∞

xmt = x dir. Limit tan�m�ndan her ε > 0 ve her t > t0 iken d(xt, x) < ε

olacak ³ekilde t0 ∈ N vard�r. Böylece

{n : d(xn, x) > ε} ⊂ K ∪ {m1 < m2 < ... < mt0} ∈ =

dir. O halde =-limxn = x dir.

Teorem 4.2.3. (Kostyrko et al.,2000)

(X, d) metrik uzay olsun. A³a§�dakiler vard�r.

i) = admissible ideal olsun. (X, d) metrik uzay�nda ise =*-limxn tektir.

ii) X limit noktas�na sahip de§ilse, o zaman her = admissible ideali için = ve
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=* yak�nsakl�k denktir.

iii) = admissible ideal, {xn} ⊂ X bir dizi olsun. =, (AP) ko³ulunu sa§lar ve

(X, τ) birinci say�labilir uzay ise =-limxn = x iken =∗-limxn = x dir.

iv) (X, τ) en az bir limit noktas� içeren T1 birinci say�labilir uzay olsun. Her

x ∈ X için =-limxn = x iken =*-limxn = x sa§lan�yorsa o zaman = ideali

(AP) ko³ulunu sa§lar.

�spat: i) = admissible, {xn} ⊂ X bir dizi, x0 6= y0 d(x0, y0) = ε olmak

üzere x0 ve y0 noktalar� da {xn} dizisinin =*-limit noktalar� olsun.

lim
t→∞

xmt = x0 olacak ³ekilde M = {m1 < m2 < ... < mt < ...}, M ∈ F(=)

(yani,N \M ∈ =) kümesi vard�r. Benzer ³ekilde

lim
n→∞

xmt = y0 olacak ³ekilde M = {m1 < m2 < ... < mt < ...}, M ∈ F(=)

(yani,N \M ∈ =) kümesi vard�r.

Limit tan�m�ndan;

t > t0 özelli§indeki her t ∈ N için d(xt, x0) <
ε

2
olacak ³ekilde bir t0 ∈ N vard�r

t > t0 özelli§indeki her t ∈ N için d(xt, y0) <
ε

2
olacak ³ekilde bir t0 ∈ N vard�r.

Bu da üçgen e³itsizli§iyle çeli³ir. O halde x0 = y0 d�r.

ii) = admissible ideali için =*-yak�nsak ise =-yak�nsak oldu§u Teorem 4.2.2

de gösterilmi³tir. Tersine =-limxn = x olsun. X limit noktas�na sahip

olmad�§�ndan U ∩ (X \ {x0}) = ∅ olacak ³ekilde bir U = B(x0, r) ∈ U(x0)

vard�r. Bu durumda U = {x0} olmal�d�r. {n : d(xn, x0) > r} ∈ = oldu§undan

{n : d(xn, x0) > r} = {n : xn = x0} ∈ F(=)

dir. O halde =∗-limxn = x dir.

iii) =-limxn = x olsun. Bu durumda her U ∈ U(x0) için {n : xn /∈ U} ∈ =

dir.(X, τ) birinci say�labilir uzay oldu§undan x ∈ X noktas�n�n Bn+1 ⊂ Bn
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ko³ulunu sa§layan {Bn(x)} monoton azalan aç�k baz� vard�r.

x ∈ B1(x) ∈ {Bn(x)} için

A1 = {n : xn /∈ B1(x)} ve m>1 için Am = {n : xx /∈ Bm(x) ama xn ∈ Bm−1(x)}

olsun. O zaman her n için Bn(x) say�labilir oldu§undan {A1, A2, ...} küme dizisi

say�labilirdir ve her i 6= j için Ai ∩ Aj = ∅ dir.

(AP) ko³ulundan her j için Aj∆Bj sonlu ve B =
⋃
Bj ∈ = olacak ³ekilde bir

{B1, B2, ...} ∈ = say�labilir ailesi vard�r.

M ∈ N \B = {m1 < m2 < ...} ∈ F(=) d�r.

lim
k→∞

xmt = x oldu§unu göstermek gerekir:

U ∈ U(x0) olsun. Her n ≥ t1, Bn(x ⊂ U) olacak ³ekilde bir t1 ∈ N vard�r.

{n : xn /∈ U} ⊂
t1⋃
j=1

Aj dir. Aj∆Bj sonlu oldu§undan,

t1⋃
j=1

Bj ∩ {n;n > n0} =

t1⋃
j=1

Aj ∩ {n;n > n0}

olacak ³ekilde bir n0 ∈ N vard�r.

ml > n0 olacak ³ekilde ml ∈ N seçilsin.

Her p > 1 için mp /∈ B =
⋃
Bj ∈ = dir.

Buradan mp /∈
t1⋃
j=1

Aj dir. Böylece xmp ∈ Bt1(x) ⊂ U dir. O halde lim
t→∞

xmt = x

dir. O halde =*-limxn = x dir.

4.3 Konik Metrik Uzaylarda =C ve =C*-Yak�nsakl�k

Tan�m 4.3.1. (Pal et al., 2013) (X, d) KMU, {xn} ⊂ X bir dizi ve x ∈ X

olsun. θ � k (yani, k − θ ∈ IntP) ³eklindeki her k ∈ B için

{n ∈ N : k − d(xn, x) /∈ IntP} ∈ =

sa§lan�yorsa o zaman {xn} dizisi =K-yak�nsakt�r denir ve =K − lim
n→∞

xn = x

ile gösterilir.
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Örnek 4.3.1. B= R2, P = {(x, y)∈ B: x,y≥ 0}⊂ R2 koni§i verilsin, X = R,

α ≥ 0 ve d : X ×X → B , d(x, y) = (| x − y |, α | x − y |) biçiminde tan�ml�

fonksiyon olmak üzere (X, d) KMU olsun.

{xn} ⊂ X dizisi,

xn =


√
n, n = t2, t ∈ N

1, n 6= t2
(1)

ve

=d = {A ⊂ N : d(A) = 0} ailesi N de ideal olmak üzere xn dizisi =dK -

yak�nsakt�r. Çünkü;

(xn)→=−yak x :⇔ (∀k ∈ B, θ � k) : {n ∈ N : k − d(xn, x) /∈ IntP} ∈ =d

⇔ (∀k ∈ B, θ � k) : {n ∈ N : d(xn, x)� k} ∈ =d

Her k ∈ B , θ � k , x=1 için

d(xn, 1) =


(|xn − 1|, α|xn − 1|), n = t2, t ∈ N

(0, 0), n 6= t2
(2)

olur.

Buradan {n ∈ N : d(xn, x)� k} = {1, 4, 9, ...} bulunur.

B = {1, 4, 9, ...} olsun.

d(B) = lim
|B(n)|
n

ve B(n) = {m ∈ B : m ≤ n} olmak üzere

|B(n)| ≤
√
n

d(B) = 0 d�r.

O halde {n ∈ N : d(xn, x) � k} = {1, 4, 9, ...} ∈ =d oldu§undan xn dizisi

=dK -yak�nsakt�r fakat s�n�rl� olmad�§�ndan yak�nsak de§ildir.

Örnek 4.3.2. B = CR[0, 1] ve P = {f ∈ B | f(t) ≥ 0} koni§i verilsin. X = R,

d : X ×X → B , ϕ : [0, 1]→ R+ ve ϕ(t) = et olmak üzere d(x, y) =| x− y | ϕ
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³eklinde tan�ml� fonksiyon olmak üzere (X, d) KMU olsun.

{xn} ⊂ X dizisi,

xn =


5, n 6= 1

10, n = 1

(3)

biçiminde ve = = =0 = {A ⊂ N : (∃j ∈ N)(∀i ≥ j) ⇒ i /∈ A} ailesi N de bir

ideal olsun. xn dizisi =0K -yak�nsakt�r. Çünkü;

∀k ∈ B, θ � k , x=5 için

d(xn, 5) =


|xn − 5|et, n 6= 1,

|xn − 5|et, n = 1

=


0, n 6= 1,

5et, n = 1

(4)

dir. Buradan da {n ∈ N : d(xn, 5) � k} = {1} bulunur. A = {1} al�n�rsa,

i /∈ A için her i ≥ j olacak ³ekilde bir j ∈ N vard�r. Yani {n ∈ N : d(xn, 5)�

k} ∈ =0 d�r. O halde xn dizisi =0K -yak�nsakt�r. Ayr�ca xn dizisi s�n�rl� ve

�raksakt�r.

Di§er yandan, bu örnekte = = {A ⊂ N : A ⊂ {2n : n ∈ N}} ailesi N de

bir ideal olsun. A = {1} ve {1} /∈ = oldu§undan, {xn} dizisi bu ideale göre

=K-yak�nsak de§ildir.

Teorem 4.3.1. = admissible ideal olmak üzere, konik metrik uzaylardaki

yak�nsak her dizi =K- yak�nsakt�r.

�spat: (X, d) KMU, {xn} ⊂ X bir dizi ve x ∈ X olsun. Bu durumda θ � k

³eklindeki her k ∈ B için ve n > n0 özelli§indeki her n ∈ N için d(xn, x) � k

olacak ³ekilde bir n0 ∈ N pozitif say�s� vard�r. O halde = admissible ideal

oldu§undan {n ∈ N : k − d(xn, x) /∈ IntP} ∈ = elde edilir. {xn} dizisi =K-

yak�nsakt�r.

Tan�m 4.3.2. (Pal et al., 2013) (X, d) KMU, {xn} ⊂ X bir dizi olsun.
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θ � k ³eklindeki her k ∈ B için

{n ∈ N : k − d(xn, xj) /∈ IntP} ∈ =

olacak ³ekilde bir J varsa o zaman {xn} dizisi =K-Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.3.2. (Pal et al., 2013) = key� bir admissible ideal olsun. =K −

lim
n→∞

xn = ξ ise {xn} dizisi bir =K-Cauchy dizisidir.

�spat: =K − lim
n→∞

xn = ξ olsun. O zaman θ � k ³eklindeki her k ∈ B

için A(k) ={n ∈ N : k − d(xn, x) /∈ IntP} ∈ = sa§lan�r. = admissible ideal

oldu§undan n0 /∈ A(k) olacak ³ekilde bir n0 ∈ N vard�r.

B(k) ={n ∈ N : 2k ≤ d(xn, xn0)} olsun.

E§er n ∈ B(k) ise

d(xn, ξ) + d(xn0 , ξ) ≥ d(xn, xn0) ≥ 2k

ve d(xn0 , ξ) � k sa§lan�r. Böylece d(xn, ξ) ≥ k olmas� gerekir. Bu da k −

d(xn, ξ) /∈ IntP anlam�na gelir. O halde n ∈ A(k) dir.

Bu durumda her θ � k için B(k) ⊂ A(k) ∈ = sa§lan�r.

O halde, B(k) ∈ = oldu§undan dolay� {xn} dizisi bir =K-Cauchy dizisidir.

Tan�m 4.3.3. (Pal et al., 2013) (X, d) KMU, {xn} ⊂ X bir dizi ve x ∈ X

olsun. lim
n→∞

xmt = x olacak ³ekilde M = {m1 < m2 < ... < mt < ...}, M ∈

F(=) kümesi varsa {xn} dizisi x noktas�na =K*-yak�nsakt�r denir.

Di§er bir deyi³le, θ � k ³eklindeki her k ∈ B için

k − d(xmt,x) ∈ IntP

olacak ³ekilde k ≥ p özelli§inde bir p ∈ N varsa {xn} dizisi x noktas�na =K*-

yak�nsakt�r denir.
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Tan�m 4.3.4. (Pal et al., 2013) (X, d) KMU, {xn} ⊂ X bir dizi olsun.

{xmt}t∈N altdizisi X de Cauchy dizisi olacak ³ekilde M = {m1 < m2 < ... <

mt < ...}, M ∈ F(=) kümesi varsa {xn} =∗K-Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.3.3. (Pal et al., 2013) (X, d) KMU, = admissible ideal ve {xn} ⊂

X bir dizi olsun. {xn}n∈N =∗K-Cauchy dizisi ise o zaman {xn}n∈N =K-Cauchy

dizisidir.

�spat: Teorem 4.2.2. den ispat� aç�kt�r.

Teorem 4.3.4. (Pal et al., 2013) = ideali (AP) ³art�n� sa§larsa o zaman

=K ve =K*-Cauchy ko³ullar� çak�³�r.

�spat: {xn}, X de bir Cauchy dizisi olsun. O zaman k ∈ IntP için

A(k) = {n ∈ N : k − d(xn, xj) /∈ IntP} ∈ =

olacak ³ekilde bir J ∈ J(k) vard�r. x ∈ P \ {θ} olsun.

Ai = {n ∈ N : k − d(xn, xmj
) <

x

i
}, i = 1, 2, 3, ...

ni = J(
x

i
) olacak ³ekilde Ai kümesi tan�mlans�n. i=1,2,3,... için Ai ∈ F(=)

d�r. = ideali, (AP) özelli§ini sa§lad�§�ndan, her i için Q ∈ F(=) ve Q\Ai sonlu

olacak ³ekilde Q ⊂ N kümesi vard�r.

k ∈ IntP ve
2x

j
� k olacak ³ekilde bir j ∈ N olsun. Q \Aj sonlu oldu§undan

her m,n ∈ A(j) için m,n > l(j) olacak ³ekilde bir l = l(j) vard�r. Her m,n >

l(j) için d(xn, xmj
) <

x

j
ve d(xm, xmj

) <
x

j
elde edilir. Üçgen e³itsizli§inden

her m,n > l(j) d(xm, xn)� k dir. O halde {xn}n∈Q bir Cauchy dizisidir.

Teorem 4.3.5. (Pal et al., 2013) (X, d), en az bir y�§�lma noktas�n� içeren

KMU ve {xn} ⊂ X bir dizi olsun. {xn} dizisi =K-Cauchy iken =∗K-Cauchy

ko³ullar�n� sa§l�yorsa o zaman = ideali (AP) ³art�n� sa§lar.
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4.4 Konik Metrik Uzaylarda =C ve =C*-Iraksakl�k

Tan�m 4.4.1. (Pal et al., 2013) (X, d) KMU, {xn} ⊂ X bir dizi olsun.

θ � k ³eklindeki her k ∈ B için ve n ≥ n0 özelli§indeki her n ∈ N için

d(xn, x)− k ∈ IntP

olacak ³ekilde bir n0 ∈ N varsa {xn} dizisine �raksakt�r denir.

Örnek 4.4.1. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) B = R2 ve P = {(x, y)∈

B: x,y≥ 0}⊂ R2 koni§i verilsin. X = R2 ve x = (x1, x2), y = (y1, y2) olmak

üzere d : X ×X → B

d(x, y) = (| x1 − y1 |, | x2 − y2 |)

³eklinde tan�ml� fonksiyon olsun. xn = (n, n) ³eklinde {xn} dizisi tan�mlans�n.

O zaman θ � k ³eklindeki her k ∈ B , k = (k1, k2) için x = (0, 0) vard�r. Her

n ≥ n0,

d(x, xn)− k = (n, n)− k ∈ IntP

olacak ³ekilde bir n0 = max{k1, k2}+ 1 vard�r. {xn} dizisi �raksakt�r.

Örnek 4.4.2. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) Iraksak bir dizi, konik

metrik uzaydaki yak�nsak bir altdiziye sahip de§ildir.

�spat: {xn}, konik metrik uzayda �raksak bir dizi ve θ � k ³eklinde k ∈ B

olsun. {xn} �raksak oldu§undan k ∈ B için ve n ≥ n0 özelli§indeki her n ∈ N

için d(xn, x)−k ∈ IntP olacak ³ekilde n0 ∈ N vard�r. �imdi x ∈ X e yak�nsayan

{xn} dizisinin bir alt dizisi {xnt}t∈N al�ns�n. Bu durumda k ∈ B için ve nt ≥ np

özelli§indeki her t ∈ N için d(x, xnt)� k olacak ³ekilde bir p ∈ N vard�r.

r = max{n0, np} olsun. O zaman d(x, xr) − k ∈ IntP ve k − d(x, xr) ∈ IntP

yani −(d(x, xr)− k) ∈ IntP dir. Böylece 0 ∈ IntP dir, ki bu da çeli³kidir.
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Tan�m 4.4.2. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) (X, d) KMU, {xn} ⊂ X

bir dizi olsun. E§er θ � k ³eklindeki her k ∈ B için

A(x, k) = {n ∈ N : k − d(xn, x) ∈ IntP} ∈ =

sa§lan�yorsa o zaman {xn} dizisi x e =K-�raksakt�r denir.

Tan�m 4.4.3. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) (X, d) KMU, {xn} ⊂ X

bir dizi olsun. {xn} dizisi �raksak olacak ³ekilde M ∈ F(=) (yani, N \M ∈ =)

var ise {xn} dizisi =∗K-�raksakt�r denir.

Di§er bir deyi³le;

θ � k ³eklindeki her k ∈ B için ve n ≥ n0 özelli§indeki her n ∈M için

d(x, xn)− k ∈ IntP

olacak ³ekilde bir n0 ∈ N varsa {xn} dizisi =∗K-�raksakt�r denir.

Teorem 4.4.1. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) = admissible ideal {xn}

X de bir dizi olsun. {xn} dizisi =∗K-�raksak ise o zaman {xn} =K-�raksakt�r.

�spat: {xn} =∗-�raksak olsun. {xn} dizisi �raksak olacak ³ekilde M ∈ F(=)

(yani, N \M ∈ =) vard�r. Bu durumda θ � k ³eklindeki her k ∈ B için ve

n ≥ n0 özelli§indeki her n ∈M için ve

d(x, xn)− k ∈ IntP

olacak ³ekilde bir n0 ∈ N vard�r. Bu durumda,

A(x, k) = {n ∈ N : k − d(x, xn) ∈ IntP} ⊂ (N \M) ∪ {1, 2, ..., n0}

olur. = admissible oldu§undan N\M∪{1, 2, ..., n0} ∈ = dir.Böylece A(x, k) ∈ =

bulunur. O halde, {xn} =K-�raksakt�r.
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Teorem 4.4.2. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) (X, d), en az bir y�§�lma

noktas�n� içeren KMU ve {yn} ⊂ X olsun. {yn} =K-Iraksak dizisi , =∗K-Iraksak

ise o zaman = ideali (AP) ³art�n� sa§lar.

�spat: (X, d) KMU, {xn} ⊂ X �raksak bir dizi olsun. O zaman θ � k

³eklindeki her k ∈ B için n ≥ p özelli§indeki her n ∈ N için

d(x, xn)− k ∈ IntP

olacak ³ekilde bir p ∈ N vard�r. {Ai : i = 1, 2, ...} bo³tan farkl� ayr�k kümeler

dizisi olsun. A³a§�daki gibi bir {yn}n ∈ N dizisi tan�mlans�n:

yn =


yn = xj , n ∈ Aj

yn = xn , n /∈ Aj ∀j ∈ N
(5)

θ � k, k ∈ B olsun.

A(x, k) = {n ∈ N : d(x, yn)� k} ⊂ A1∪A2∪A3∪...∪Ak∪{1, 2, ..., k} ∈ = d�r.

Böylece {yn}n ∈ N dizisi =K-Iraksakt�r. {yn}n ∈ N, =∗K-Iraksak olsun. Böylece

M ∈ F(=) ve {yn}n ∈ M �raksak olacak ³ekilde M ⊂ N vard�r. B = N \M

olsun. Bu durumda B ∈ = d�r. ∀j ∈ N için BJ = Aj ∩ B al�ns�n. Dolay�s�yla⋃
j∈N

Bj ⊂ B;
⋃
j∈N

Bj ∈ = d�r. O zaman Aj ∩M sonlu bir kümedir.

E§er Aj ∩ M sonlu bir küme olmasayd�, o zaman M, {mt} ³eklinde sonlu

olmayan bir dizi içermek zorundad�r. Böylece her t ∈ N için ymt = xj dir. Bu

ise {yn}n ∈ M dizisinin yak�nsak altdizisidir. Bu durum {yn}n ∈ N dizisinin

�raksak olmas�yla çeli³ir. Böylece

Ai∆Bi = Ai \Bi = Ai ∩BC
i = Ai ∩ (M ∪ ACi ) = Ai ∩B

kümesi N nin sonlu altkümesidir.

O halde (AP) ³art� sa§lan�r.
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5 SONUÇ

2007 y�l�nda Huang ve Zhang taraf�ndan ortaya at�lm�³ olan metrik uzaylar�n

genellemesi olan konik metrik uzay kavram�, günümüze kadar geni³letilmi³ ve

ilerletilmi³tir. Huang ve Zhang taraf�ndan konik metrik uzaylarda yak�nsakl�k

kavram� detayl� olarak ara³t�r�lm�³t�r. Son zamanlarda da yak�nsakl�§�n farkl�

türleri konik metrik uzaylarda ara³t�r�lmaya ve bununla ilgili yeni çal�³malar

yap�lmaya devam edilmektedir.

Bu tezde konik metrik uzaylar�n temel tan�m ve teoremleri verilmi³tir.

Buna ek olarak konik metrik uzaylar üzerinde yak�nsakl�k (�raksakl�k) kavram�

ve yak�nsakl�kla (�raksakl�kla) ili³kili olan =-yak�nsakl�k (�raksakl�k) kavram�

incelenmi³ ve farkl� örneklerle aralar�ndaki ili³ki detayl�ca verilmi³tir.
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