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OZET
Konik Metrik Uzaylar Uzerine
ALPER, Burcu

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal
Tez Damsmani: Doc. Dr. Aysegiil CAKSU GULER
December 2019, 62 sayfa

Bu tez caligmasi dort béliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde tezin konusu tanitilmig, ikinci boliimde ise bu cahismada
kullanilan temel tanim ve teoremlere yer verilmigtir
Uciincii boliimde, Huang ve Zhang tarafindan, 2007 yilinda tanimlanan,
metrik uzaylarin genellemesi olan konik metrik uzaylar kavramiyla ilgili temel
tanim ve teoremler ele alinmigtir.
Oy e

Dordiincii boliimde & ve $*-yakinsaklik ile & ve $*-1raksaklik kavramlar:

verilmig ve bu kavramlar konik metrik uzaylarda da incelenmigtir.

AnahtarKelimeler : Konik Metrik Uzay, Yakinsaklik, 3-Yakinsaklik, -
Iraksaklik
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ABSTRACT
On Cone Metric Spaces
ALPER, Burcu

MSec. in Mathematics Department
Supervisor: Ass. Doc.Dr. Aysegiil CAKSU GULER
December 2019, 62 pages

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced, in the second
chapter devoted to basic definitions and theorems that are used in this study.

In the third chapter, the fundamental definitions and theorems related the
cone metric spaces which is one of the generalizations of metric spaces and was
introduced in 2007 by Huang and Zhang are handled.

In fourth chapter, the concept of & and S*-convergence, & and $*-

divergence are introduced and this concepts also are investigated on cone

metric spaces.

Key Words: Cone Metric Spaces, Convergence, 3-Convergence, 3-Divergence.
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ONSOzZ

Bu tez galigmasi metrik uzaylarin genellemesi olan konik metrik uzaylar
{izerine olmustur. Yiiksek lisans ders déneminde aldigim Ideal Topolojik Uzay-
lar dersi ile $-yakinsaklik konusunu tanimig olmak ve danisman hocam sayin
Doc.Dr. Aysegiil CAKSU GULER’in yénlendirmesiyle, bu tezde konik metrik
uzaylarda & -yakinsaklik konusuna da deginebilmem miimkiin olmustur.

Calisma konusunun belirlenmesinde ve caligmanin hazirlanma siirecinin
her asamasinda bilgilerini, tecriibelerini ve degerli zamanlarini esirgemeyerek
bana her firsatta yardimei olan degerli hocam Sayin Dog.Dr. Aysegiill CAKSU
GULER’e tegekkiirii bir borc bilirim.

IZMIR
06/12/2019
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1 GIRiS

Metrik uzay tanimi ilk olarak 1906 yilinda Maurice Frechet tarafindan ve-
rilmigtir. Bugiline kadar metrik uzay kavrami genellegtirilerek yeni bircok uzay
tanimlanmis, literatiire ¢cok sayida calisma kazandirilmistir. Metrik uzaylarin

genellegtirilmisi olan uzaylardan bazilari; fuzzy metrik uzaylar, menger uzaylar,

modular metrik uzaylar, konik metrik uzaylardir.

2007 yilinda Huang ve Zhang metrik uzaylarin genellemesi olan konik metrik
uzay kavramini tanimlamislardir. Bu tammmlamay1 metrik uzay taniminda yer
alan R Banach uzay yerine sirali Banach uzay: alarak yapmislardir. Bu tanimda
X iizerindeki bir konik metrik sirali bir Banach uzay:1 iizerinde deger alir. Siralh
Banach uzay1 elde edebilmek igin de koniklerden yararlanilmigtir. Huang ve
Zhang konik metrik uzaylarda yakinsaklik kavramini da calhigmiglardir. Daha
sonra bircok matematikc¢i tarafindan konik metrik uzaylar {izerine giiniimiize

kadar farkli caligmalar yapilmigtir.

Bu tezin amaci konik metrik uzaylar hakkinda bilgi vermektir. Tezde ilk

olarak baz temel tanim ve kavramlar verilmigtir.

Tezin diger boliimiinde konik metrik uzaylarin genel tanim ve teoremleri

aciklanmig, 6rnekleri verilmigtir.

Ayrica, & bir ideal iken dizilerin S-yakinsakhgi kavrami verilmigtir. Buna
ek olarak S-yakinsaklikla iligkili olan $*-yakinsaklik kavrami tanitilmig ve
Q-yakinsaklik ile &*-yakinsaklik kavramlar: arasindaki iligkiler incelenmigtir.
Son olarak S$-yakinsaklik konusu konik metrik uzaylar iizerinde cahgilmig
ve Ornekler verilmigtir. S-raksaklik kavramina da deginilmig, konik metrik

uzaylardaki tanim ve teoremleri verilmigtir.



2 GENEL BILGILER

Tanim 2.0.1. (Kreyszig, E., 1978) X bostan farkl bir kiime, d : X x X —
R*, (z,y) — d(z,y) donigimi her x,y,z € X i¢in ,

M1) d(z,y) =0 x=y

M2) d(z,y) = d(y,z)

M3) d(z,y) < d(z,z)+ d(y, z) (lggen esitsizliji)

ozelliklerini saghyorsa, d donisimine X fdzerinde metrik, (X,d) ikilisine de

metrik uzay denir.

Tamim 2.0.2. (Kreyszig, E., 1978) (X,d) metrik uzay, xo € X ver >0
olsun.

B(zg,r) ={z € X : d(x,x0) <1}

kimesine xo merkezli r yaricapl acik yuvar,

Blzg,r] ={z € X : d(x,x¢) <1}

kiimesine xo merkezli v yaricapl kapali yuvar,

S(xo,r) ={x € X :d(z,z9) =1}
kiimesine xo merkezli v yaricapl kire denir.

Tanim 2.0.3. (Kreyszig, E., 1978) Bir (X,d) uzayinda A C X ve xyg € A
olsun. B(zg,7) C A olacak sekilde r > 0 sayist varsa xo a A nin i¢ noktas

denir.

Tanim 2.0.4. (Kreyszig, E., 1978) Bir P cismi izerinde bir X vektor uzay
olsun. ||.|| : X — R dondisimi her z,y € X igin

(N1) ||z|| > 0 (pozitiflik aksiyomu,)

(N2) ||z]| =0 <= =0

(N3) o€ Figin [lox| =[]z

(N4) [l +yll < llzll + llyll

ozelliklerini saghyorsa ||.|| donisimine X iizerinde bir norm denir. (X, ||.||)

wkilisine de normlu uzay denar.

Tanim 2.0.5. (Kumar, A. and Dey, A.,2008) (X, d) metrik uzay, {z,} C



X bir dizi olsun. Eger n — oo i¢in d(x,, x) — 0o olacak sekilde v € X elemant

varsa {x,} dizisi wraksaktir denir.

Tanim 2.0.6. (Kreyszig, E., 1978) (X,d) metrik uzay, (z,) C X dizi ve
x € X olsun. Her € > 0 ve n > ng ozelligindeki her n € N i¢in d(z,,z) < €
olacak sekilde ny € N dogal sayist varsa (x,) dizisi © e yakinsaktir denir ve

n — oo tken x, — x ile gosterilir.

Teorem 2.0.1. (Kreyszig, E., 1978) (X, d) metrik uzay, (x,) X de bir dizi
olsun. Asagidakiler saglanair.

i) (z) dizisinin x € X noktasina yakinsak olmasu icin gerek ve yeter kosul
n — oo tken d(zy, x) — 0 olmasidar.

i1) Yakwnsak her dizinin limiti tektir.

iii) Yakinsak her dizi sinarldar.

iv) Yakinsak bir dizinin her olt dizisi yakinsaktor.

Tamim 2.0.7. (Kreyszig, E., 1978) (X,d) metrik uzay, (x,) X de bir dizi
ve x € X olsun. Her ¢ > 0 ve n,m > nqg o6zelligindeki her n,m € N icin
d(xp, xm) < € esitsizligini saglayacak sekilde bir ng € N dogal sayisi varsa (z,,)

dizisine Cauchy dizisi denir.
Uyar: 2.0.1. Yakinsak her dizi Cauchy dizisidir.

Tanim 2.0.8. (Kreyszig, E., 1978) Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu

metrik uzaya tam metrik uzay denar.

Tanim 2.0.9. (Kreyszig, E., 1978) X, normlu dogrusal uzay olsun. X
normlu dogrusal uzayr tam ise X ye tam normlu uzay ya da Banach uzay

denir.

Ornek 2.0.1. (Kreyszg, E., 1978) Reel Cla,b] olmak iizere her f € Cla, D]
1cin

[flloe = suptefa| f (1)l

normu verilsin. Bu norm ile Cla,b] bir Banach uzaydur.

Tanim 2.0.10. (Fridy, J.A., 1985) K, N dogal sayilar kimesinin bir alt

kiimesi olsun. |[{k < n : k € K}| ifadesi n den biyiik olmayan elemanlarinin



sayisine gostermek tizere,

1
d(K) = lim ;]{kgn:keKH

n—oo
limiti varsa d(K) sayisina K kiimesinin yogunlugu (dogal yogunlugu) denir.
Tanim 2.0.11. (Fast, H., 1951) © = (x}) reel ya da kompleks terimli bir
dizi olsun. Eger her € i¢in

1
lim —|k <n:lz,—L|>¢e|=0

n—oo M

veya

1
lim —|k <n:z— Li<e|=1

n—oo M,

olacak gekilde L sayisi varsa x = (xy) dizisi L saysina istatistiksel yakinsaktr

denir ve st — limxy, = L ile gdsterilir.
Uyar1 2.0.2. Yakinsak herhangi bir dizi istatistiksel yakinsaktor.

Tanim 2.0.12. (Engelking, R., 1989) (X, 1) bir topolojik uzay,x € X ve B,
de x noktasinm iceren agik kiimelerin bir koleksiyonu olsun. x € U ozelligindek:
her U € 7 i¢in B C U olacak sekilde bir B € B, varsa B, koleksiyonuna x

noktasiin bir yerel tabant denir.

Tanim 2.0.13. (Engelking, R., 1989) (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Her
r € X noktasimn sayilabilir bir yerel tabany varsa (X,7) wzayina birinci

sayilabilir vzay denir.

Tanim 2.0.14. (Engelking, R., 1989) (X, 1) bir topolojik uzay olsun. x # y
ozelligindeki her x,y € X icinx € U, y € V ve UNV = & olacak sekilde x
in komsulugu bir U € 7 ve y nin komsulugu bir V € T kiimeleri varsa (X, T)

uzayma Hausdorff uzay denir.



3 KONIK METRIK UZAYLAR UZERINE

3.1 Konik Metrik Uzaylarin Temel Tamim ve Ozellikleri

Bu boéliimde reel sayilar Banach uzay1 yerine, reel sayilardan daha genel
olan sirali Banach uzay1 alinarak, Huang ve Zhang tarafindan ortaya atilmig
olan metrik uzaylarin bir genellemesi incelenecektir. Sirali Banach uzay1 elde
edebilmek icin, iizerinde tanimli konikler kullanilacaktir.

Bu tezde tiim gosterimlerde B bir Banach uzayi, P kiimesi B de ici bostan
farkli olan bir konik ve =< sembolii P ye gore kismi siralama olarak ifade

edilecektir.

Tanim 3.1.1. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B bir reel Banach
uzayr, B'nin bir alt kimesi P ve 6 sifir vektori olsun.

i) P kapali, bostan farkli ve P # {0} ,

ii) Her x,y € P icin Az + py € P olacak gekilde bir X\, u > 0 reel sayisi vardar.
iii)rePve—xeP=>ax=0

ozelliklert saglanirsa P ’ye konik denir.

Ornek 3.1.1. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B = R? olmak izere
P={(r,y,2) € B: z,y,2 > 0}C R? kiimesi B “de bir koniktir. Ciinkii,

i) P kapali ve 0 = (0,0,0) € P oldugundan P bostan farklidur.

(z,y,2) = (0,1,1) € P alvmrsa P sifirdan farkldur.

0)T1, To, Y1, Yo, 21, 22 € R olmak tzere x = (r1,y1,21) , y = (X2,y2,20) € P
olsun. P nin tamwmindan Axy > 0, A\yy > 0, Azy > 0 pze > 0, pys > 0,
nze > 0 dur.

Mz, 1, 21) + p(we, Yo, 22) = (Axy + pwe, Ayg + pya, Az1 + pzo) € P elde edilir.
i) t = (z,y,2), —t = (—x,—y,—=2) € P olsun.

x,y,z > 0 ve —x,—y,—2z > 0 oldugundan > 0,y > 0,z > 0,—x > 0, —y >
0,—2 >0 dir. Budax =0, y=0 vez=0 anlamwna gelir. t = (0,0,0) € P

dir.



Ornek 3.1.2. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B = R" olmak iizere

P={(z1,....,xn) : x; > 0,Vi =1,...,n} kitmesi B’ de bir koniktir.

Ornek 3.1.3. (Rezapour, S. and  Hamlbarani, R., 2008) B =
(Cr[0, <], ||||c0) Banach uzay olsun. P = {f € B | f(t) > 0} kiimesi B’
de bir koniktir. Clinki,

i) P kapaly ve f =0 € P alinirsa P bostan farklidur.

f= % € P alinarsa P ssfirdan farklhdur.

i) \peR \u>0f,geP=f>0veg>0 di

Her 0 <t <1 i¢in (Af)(t) >0 ve (ug)(t) >0 dur. O halde \f + ug € P dir.

iii) P nin tanwmundan f, —f € P ise f =0 elde edilir.

Ornek 3.1.4. (Rezapour, S. and Hamlbarani, R., 2008) B = |, =
{{zn} : ]i]xnk oo} ve P = {{xp}n>1 € B: Her n € N igin x, > 0} olmak
tzere P C_ B kiimesi bir koniktir. Ctnki;

i) P kapals, P bostan farkl ve P sifirdan farklidor.

W) ANpeER A\u>0, 2= (2y)n>1, Y= (Yn)n>1 € P olsun.
HerneNwve\peRiginz,>0,y,>0= Xz, >0, uy, >0

= Ay + 1l > 0 = MZn)n>1 + (Yn)n>1 € P = Az + puy € P dir.

i) T = (Tp)n>1 , == = (—Tp)n>1 € P olsun.

Hern € Nginz, > 0ve —x, >0= 2, =0= 2 =0 olur. O halde P

konaktir.

Tanim 3.1.2. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B Banach uzay ve
bir P C B koniginde,

rysy—xzeP

bictminde tanimly =X bagintist P ye gore bir kismi siralama bagintisidir. x <y
fakat x # y ise bu durum x < y ile ifade edilir. x < y gdsterimiy —x € IntP

anlamina gelir.



Teorem 3.1.1. (Huang, H. and Xu, S.,2015) B bir reel Banach uzayi, P
kiimest B de bir konik olsun. Asagidakiler saglanr.

i) IntP # 0

it)Eger x € P vey € IntP ise v +y € IntP dir. Yani P + IntP C intP dir.

iii)Eger x € IntP, A > 0 ise Ax € IntP yani A\IntP C IntP dir.

Tanim 3.1.3. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B bir reel Banach
uzayr, P de B’de bir konik olsun. Sabit L > 0 sayist, her z,y € B i¢in 6 <
x <y tken ||z|| < L||ly|| kosulu saglaniyorsa P ’ye normal denir.

Yukaridaki dzelligi saglayan en kiicik pozitif L tamsaysina P 'nin normal sabiti

denir.

Ornek 3.1.5. (Rezapour, S. and Hamlbarani, R., 2008) B = Cz[0, 1]
ve P={f € B| f(t) > 0} konigi verilsin. P, L=1 normal sabitli bir koniktir.
Cllinkii,

0 < | % g bigimindeki f,g € B almsin. |f] = supconlfO) , lgll =
supiepolg(t)] dir. 0 X f = g oldugundan g — f =0, g — f € P dir.

Her t € [0,1] igin f(t) < g(t) = [f(O)] < lg(0)] = supiepqlf(t)] <
suprep|g(®)] = IO < lg@Il olup [f (D) < Lllg(t)| olacak sekilde L = 1

dir. Yani, P, L = 1 normal sabitli bur koniktir.

Tanim 3.1.4. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) Ustten swmarl ve

monoton artan her dizi yakinsak ise P konigine regiler konik denir. Yani,

olacak sekilde bir y € B varsa, bu durumda ||z, — z|| = 0 (n — o0) olacak
sekilde bir x € B vardar.
Benzer sekilde bir P koniginin regiiler olmast i¢in gerek ve yeter kosul, monoton

azalan ve alttan sinarl her dizinin yakinsak olmasidar.



Tanim 3.1.5. (Ilic, D. and Rakocevic, V.,2009) P kimesi B Banach
uzaywnda bir konik olsun.

i) Her a,b € B igin 0 < a < b iken ||a|| < ||b|| oluyorsa P ’ye monoton denir.
it) Her a,b € B i¢in 0 < a < b olmak tizere ||a|| < L||b|| olacak sekilde bir

L > 0 varsa P ye yarr monoton denir.

Teorem 3.1.2. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) Her regiiler konik

normaldir.

Ispat: Bir regiiler P koniginin normal olmadigi kabul edilsin.
P normal olmadigindan her n > 1 igin ¢, — s, € P ve n? || ,, ||<|| sn || olacak

sekilde t,,, s, € P secilebilir.

Her n > 1 igin y,, = Hi—”H ve T, = Hi—"” dizileri tanimlansin.
n n

Bu durumda z,,, Y, yp — , € P, her n > 1 i¢in || y, ||= 1 ve n® <|| z, ||

gergeklegir. # || yn || serisi yakinsak olup, B bir Banach uzay oldugundan

n=1
her mutlak yakinsak seri yakimsak olacagindan ) #yn yakinsaktir. P kapah
n=1
oldugundan ) n—gyn = y olacak sekilde y € P vardir. Her n pozitif tam sayisi
n=1

icin -5, < =5, oldugundan

1 1 1
0<m <21+ 22521+ 22+ 523 <

22 gt gt s =Y

oo

olur. P regiiler oldugundan ) #:cn serisi yakinsaktir.
n=1

lznll _

2l = 0 bulunur. Bu da her n > 1 icin n* <|| z,, || olmas ile

Béylece limy, o0

celigir. O halde her regiiler konik normaldir.

Teorem 3.1.3. (Rezapour, S. and Hamlbarani, R., 2008) Normal

sabiti L < 1 olan bir normal konik yoktur.

ispat: (X, d) konik metrik uzay ve P, L. < 1 normal sabitli bir normal konik
olsun. L < 1 —¢ olacak gekilde 0 < ¢ < 1 says1 ve sifirdan farkli A € P alinsin.

(1 —e)X < XNiken (1 — ¢)||A||> L||A|| dir. Bu da P koniginin mormalligi ile



celigir.

Tanim 3.1.6. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) X bostan farkls bir
kiime ve B reel Bnach uzayr olsun. d : X x X — B fonksiyonu,

(d1) Her x,y € X i¢in 0 < d(z,y) ve d(z,y) =0 < x =y

(d2) Her x,y € X i¢in d(x,y) = d(y,x)

(d3) Her x,y.z € X i¢in d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2)

ozelliklerini saglarsa d ye X dzerinde bir konik metrik ve (X, d) ye de konik
metrik uzay denir. Bu tezde konik metrik uzay kisaca KMU ile gosterilecektir.

Her metrik uzay konik metrik uzaydir.

Ornek 3.1.6. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B=R?, P = {(z,y)c

B: z,5> 0}C R? konik, X = R ve o > 0 olmak iizere d : X x X — B fonksiyonu

d(z,y) =(lz—ylalz—-yl)

seklinde tanimly olsun. Burada

P’ ye gore tamumlanan kismi siralama bagintiss;

(1,11) < (22,y2) = 21 <22 ve Yo < U

seklindedir. Her x,y,z € X i¢in

(d1) d(x,y) =0 <= (lz—ylalz—-y[)=(0,0) <= =y

(d2) |z —y |=| y — x| oldugundan d(x,y) = d(y,x) dir.

(d3) dz,y) = (e —ylalz—y)=(r+z-z-ylale+z-z-y])
<(z—zl+lz-ylallz—z]+]z2-y])

d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) elde edilir.

O halde, (X,d) KMU dur.

Ornek 3.1.7. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) B= R", P =

{(x1,.c,xp) = @y > 0,¥i = 1,...,n} konik, X = R ve a > 0 olmak tzere
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d: X x X — B fonksiyonu her 1 <i<n—1 i¢in

d(x,y):(]x—y\,al]:C—y\,...,ozn,llx—y])

seklinde tanwmly olsun. Bu durumda, (X,d) KMU dur.

Ornek 3.1.8. (Kadelburg et al., 2009) B = (Cg[0,1),]] . ||s) ve P = {f €
B | f(t) > 0} konigi verilsin. P, L=1 normal sabitli bir koniktir. d : X x X —

B, p:[0,1] = Rt ve p(t) = €' olmak iizere

d(z,y)=lz -yl

seklinde tanwmly fonksiyon olsun. (X,d) KMU dar.

Ornek 3.1.9. (Haghi, R.H. and Rezapour, S., 2010) B = (Cg[0,0), ||
Nloo)s P=Af € B| f(t) > 0} konigi verilsin. (X, 1)) metrik uzay, ¥ : [0,1] —
R siirekli |

d: X xX—B d(z,y) = ¢(x,y)0
seklinde tanwmly fonksiyon olsun. (X,d) KMU dar.

Onerme 3.1.1. (Tiirkoglu, D. and Abuloha, M., 2009) (X,d) KMU
olsun. Her k > 0 seklindeki her k € B icin ||z|| < A, x € B iken (k —x) €

IntP olacak sekilde A > 0 vardar.

Ispat: k > 6 oldugundan k € IntP dir. Bu durumda {z € B : ||z — k||<
A} C IntP olacak gekilde A > 0 vardir.||z|| < A iken ||(k —x) — k|| = ||—z| =

||| < A olup (k — x) € IntP elde edilir.

Onerme 3.1.2. (Tiirkoglu, D. and Abuloha, M., 2009) (X,d) KMU
olsun. 0 < ki ve 0 < ko seklindeki her ki,ko€ B i¢in k < ky ve k < ko olacak

sekilde 0 < k, k € B vardur.
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ispat: 0 < ki ve 0 < ko seklinde ki,ks€ B olsun. § < k; oldugundan
Onerme 3.1.1. den ||z|| < A; iken z < k; olacak sekilde A; > 0 vardir. Benzer

sekilde § < ky oldugundan Onerme 3.1.1. den ||z|| < A, iken © < ky olacak

1 A
sekilde Ay > 0 vardir. A = min{A, Ay} olsun. — < ve k = —L olacak
no ||kl ng
k
sekilde ng € N sayist segilsin. O zaman ||k|| = ]\%\|:u < A oldugundan
No

k < ki ve k < ko bulunur ve 8 < k, k € B dir.

3.2 Konik Metrik Uzaylarin Topolojik Ozellikleri

Tamim 3.2.1. (Gordji et al., 2009) (X,d) KMU, x € X ve§ < k seklindeki
her k € B i¢in

Bz, k) ={y € X : d(z,y) < k}

kiimesine x merkezli k > 0 yaricaply ac¢ik yuvar denir.

(X, d) konik metrik uzay, x € X ve 0 < k geklindeki her k € B i¢in

Blz, k] ={y € X : d(y,z) < k}

kiimesine x merkezli k > 0 yaricaply kapaly yuvar denir.

Tamim 3.2.2. (Gordji et al., 2009) (X,d) KMU, A C X ve x € X olsun.

0 < k seklindeki her k € B icin

B(w, k)N (A\{z}) # 0

saglanwyorsa x noktast A nin bir ygilma noktasidir denir.

Tamim 3.2.3. (Gordyi et al., 2009) (X,d) KMU, A C X ve x € X olsun.

0 < k seklindeki her k € B i¢cin

Bz, k)N A#0
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saglanwyorsa x noktasy A mn bir kapanis noktasidir denir.

Ornek 3.2.1. B= R?, P = {(x,y)€ B: z,y4> 0}C R? konigi verilsin, X = R,
a>0ved: X xX > Bdx,y) =(x—yl|,a|z—y|) seklinde taniml
fonksiyon olmak dizere (X,d) KMU olsun.

a=1 merkezli k=(1,2) yaricapls a¢ik yuvar:
B(l,k)={zeR:d(l,z) < (1,2)} ={zeR:(|1-z|,a|l—2|) < (1,2)}

={zeR:1—(|1-z|)eIntP ve 2—a(]1—=x]|) € IntP}
={zeR:1-|1—-z|>0 wve 2—a|l—=z|>0}
a =95 i¢in

O0<z<2wve % <x< g olur. O halde B(a,k) = (g, g) elde edilir.

Yukardaki drnekte A = (0,1) olsun. 1 € A" dir. Gergekten,
B(l,k)={zeR:d(l,z) < (1,2)} ={zeR:(|1—-z|,a|l—2|) < (1,2)}

={reR:1—(|1—z|)eIntP ve 2—a(|1l—=z]|) € IntP}
2
={zeR:|l1—-z|<1 e |1—x|< =}
o'

2
oldugundan min{l,—} = B alinsin. Buradan —f < 1 —x < 8 olup, x €
o

(1— 8,1+ p) dir. O halde (1 — 3,14+ B)N(0,1) # 0 elde edilir ve 1 € A" dir.

Teorem 3.2.1. (Tirkoglu, D. and Abuloha, M., 2009) Her (X,d) KMU

topolojik uzaydar.

Ispat: 0 < k seklindeki her k € Bicin 8 = {B(z, k) : z € X,k > 6} olsun.
O zaman

7 ={U C X : her x € U igin x € B C U olacak sekilde bir B € ( vardir.}
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kiimeler ailesi X iizerinde bir topolojidir. Gergekten;

) 0,.Xe

) UV € pmvex € UNV olsun. z € U ve x € V oldugundan z €
B(z, k1) C U ve x € B(x,ky) C V olacak sekilde ky > 0, ky > 0 vardir.
Onerme 3.1.2 den k < ky ve k < ko olacak sekilde k& > 6 vardir. O zaman
x € B(x,k) C Bz, ki) N B(z, ko) C UNV saglanir. Boylece UNV € 7, elde
edilir.

73 ) Her a € A icin U, € 7, olmak iizere x € |J, ., U olsun. O zaman x € U,,
olacak sekilde ay € A vardir. Boylece x € B(x, k) C Uy, C U, Ua olacak

sekilde £ > 6 bulunur. O halde (J ., Us € 73 elde edilir.

Teorem 3.2.2. (Tiirkoglu et al., 2009) (X,d) KMU ve A # () olmak izere
A C X olsun. x € A olmas i¢in gerek ve sart d(z,A) = inf{d(x,y) : y €

A} =0 olmasidur.

Ispat: © € A olsun. O zaman her § < k, k € B ve her n € N i¢in

k
B(xz,—) N (A) # 0 dir. Dolayisiyla her n € N i¢in
n

0 <d(z,A) <d(z,a,) < k
n

olacak gekilde a, € A vardir. Boylece her n € N icin ||d(z, A)|| < KHniH dir. O
halde d(z, A) = 6 dir.

Tersine U € 73, x € U olsun. O zaman B(x, k) C U olacak sekilde 0 < k, k €
B vardwr. § = d(z, A) < k oldugundan d(z,a) < k olacak sekilde a € A vardir.

Yani, a € AN B(z,k) C ANU dur.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, (X, d) KMU, A C X kapah bir kiime

olsun. O halde a ¢ A i¢in d(a, A) > 6 dur.

Onerme 3.2.1. (Tiirkoglu, D. and Abuloha, M., 2009) Her (X,d) KMU

birinct sayilabilirdir.
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Ispat: p € X ve 0 < k, k € B olsun. By = {B(p,%) :n € N} p
noktasinda sayilabilir bir lokal bazdir. Gergcekten, p yi iceren U acgik kiimesi
olsun. Bu durumda, p € B(p, k1) C U olacak sekilde 0 < ky, k; € B vardur.

. k
Onerme 3.1.1. den — < kq olacak sekilde ng pozitif tamsayisi bulunur. Boylece

o
B(p, i) C B(p,k1) C U saglamir. O halde 3, sayilabilir olup (X, d) birinci
)
sayilabilirdir.

3.3 Konik Metrik Uzaylarda Yakinsaklik ve Limit

Tamim 3.3.1. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X,d) KMU, {z,}
C X bir dizi ve v € X olsun. 0 < k seklindeki her k € B i¢in ve n > N
ozelligindeki her n € N i¢in d(x,,z) < k olacak sekilde bir N pozitif sayist
varsa {x,} dizisi x noktasina yakinsaktir denir. lim x,, = x veya n — oo iken

n—oo

rn, — x ile gosterilir.

Ornek 3.3.1. B=R?, P = {(z,y)€ B: z,y> 0}C R? konigi verilsin, X = R,
a>0ved: X xX ->Bdz,y) =(|xz—y|,a|x—y]|) biciminde taniml
fonksiyon olmak tzere (X, d) konik metrik uzay olsun. (x,) = (%) dizisi (X, d)
konik metrik uzayinda 0 noktasina yakinsar. Gergekten ;

(xn) — 0= (Vk € B, < k)(IN € N) : (Vn > N,d(z,,0) < k) oldugunu
gostermek gerekir.

Bunun i¢in 0 < k olacak sekilde her k € B = R?, k = (k1, ko) i¢in

d(z,,0) < k< k—d(z,,0) € IntP yani

1 1 1 1
k — d(l’n,e) = (kl, kz) - (E,CYE) = (kl - E’ ]{2 - C(ﬁ) € IntP
saglanmast gerekir.
Bu da k| — % >0 ve ky — oz% > 0 anlamina gelir.

Buradan n > kil ve n > % bulunur.

O halde her n > N olacak sekilde N = max{k—ll, =} vardur.
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1
(xn) = (=) dizisi (X,d) konik metrik uzayinda sifir noktasina yakinsar.
n

Teorem 3.3.1. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X,d) KMU, {z,}
C X bir dizi ve P de L normal sabitli konik olsun. {x,} dizisinin z e

yakinsamasu i¢in gerek ve yeter kogul n — oo iken d(z,,x) — 6 olmasidur.

Ispat: {z,} — x olsun. Her reel ¢ icin L||k| < e olacak sekilde 6 < F,
bir £ € B almabilir. O zaman her n > N i¢in d(z,,z) < k olacak gekilde
bir N pozitif sayis1 vardir. P normal sabiti L olan normal konik oldugundan
her n > N i¢in ||d(z,,x)|| < L||k|| < e saglanir. Boylece (n — oo) iken
d(x,,x) — 0 dir.

Tersine (n — o) iken d(z,,x) — 6 olsun. Bu durumda § < k bigiminde her
k € B i¢in ||z|| < § iken k — z € IntP olacak sekilde 6 > 0 vardir. Bu ¢ igin
her n > N igin ||d(z,,z)|| < ¢ olacak sekilde bir N € N pozitif sayis1 vardir.
Boylece k — d(zp,x) € IntP dir. Bu da d(z,,r) < k anlamina gelir. O halde

{z,} — x dir.

Teorem 3.3.2. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X,d) KMU, {z,}
C X bir dizi ve x € X olsun ve P de L normal sabitli konik olsun. {z,} — «

ve {x,} =y ise 0 zaman x =y dir, yani {x,} dizisinin limiti tektir.

Ispat: § < k seklinde k € B alalm. {z,} — =, {z,} — y olsun. Bu
durumda her n > N i¢in d(z,,z) < k ve d(z,,y) < k olacak gekilde bir N

pozitif sayis1 vardir. Buradan
d(z,y) < d(xp, z) + d(zn,y) < 2k

dir. Boylece ||d(z,y)|| < 2L||k|| olur. k keyfi sabit oldugundan d(z,y) = 6

dolayisiyla = = y dir.

Tamim 3.3.2. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X,d) KMU, {z,}

C X bir dizi olsun. 0 < k seklindeki her k € B ve n,m > N dzelligindek:
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her n,m € N i¢in d(x,, x,,) < k olacak sekilde bir N pozitif sayisi varsa {x,}

dizisi Cauchy dizisidir denir.

Teorem 3.3.3. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X,d) KMU, {z,}
C X bir dizi ve x € X olsun. {x,} dizisi x e yakinsak ise {x,} dizisi bir Cauchy
dizisidir.

Ispat: {z,} dizisi © e yakinsak olsun. Bu durumda 6 < k seklindeki her

k € B ve her n,m > N i¢in d(z,,2) < & ve d(z,,,, z) < £ olacak gekilde bir

N porzitif sayis1 vardir. Buradan

d(xp, ) < d(zp, ) +d(z,2,) < k

bulunur. O halde {z,} dizisi bir Cauchy dizisidir.

Tamim 3.3.3. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X,d) KMU olsun.

Her Cauchy dizisi X de yakinsak ise (X, d) ye tam KMU denir.

Teorem 3.3.4. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X,d) KMU, P de
L normal sabitli konik ve {x,}C X bir dizi olsun. {x,} dizisinin bir Cauchy

dizisi olmast icin gerek ve yeter kosul n,m — oo icin d(z,, Tmy) — 0 olmasidar.

Ispat: {x,} dizisi bir Cauchy dizisi olsun. Her € > 0 icin § < k ve L||k||< ¢
bigiminde k£ € B secilsin. O zaman her n,m > N i¢in, d(z,, z,,) < k olacak

sekilde bir N pozitif sayis1 vardir. P de normal sabiti K olan konik oldugundan

ld(zn, wm)l| < Li[k]|< e

dir. O halde n,m — oo iken d(x,, x,,) — 0 elde edilir.
Tersine, n,m — oo iken d(x,,x,) — 0 olsun. § < k bi¢iminde her k € B
alimsin. ||z|| < 6 iken k — x € IntP olacak gekilde 6 > 0 vardir. Her n,m > N

icin ||d(xy,, z,,)|| < d olacak gekilde bir N pozitif sayist vardir.



17

Boylece k — d(x,,, x,,) € IntP dir. Bu da d(z,, z,,) < k anlamina gelir.

O halde {z,} dizisi bir Cauchy dizisidir.

Teorem 3.3.5. (Huang, L. G. and Zhang, X., 2007) (X,d) KMU, P de
L normal sabitli konik, {x,},{y.} C X iki dizi ve x,, — z, y, — y olsun. Bu

durumda n — oo iken d(x,,y,) — d(x,y) dir.

Ispat: Her e > 0 icin 0 < k ve ||k|| < 175 bi¢iminde k € B olsun. {z,} ve

{yn} oldugundan her n > N, d(z,,x) < k ve d(yn,y) < k olacak gekilde bir

N pozitif sayis1 vardir. O halde

(X, Yn) < d(Tn, x) +d(x,y) + d(yn, y) < d(z,y) + 2k

d(z,y) < d(2n, ) + d(Yn, yn) + d(Yn, y) < d(20, yn) + 2k

elde edilir. Buradan

0 <d(z,y)+ 2k — d(zn,yn) < 4k

ve

|d(zn, yn) — d(z,y)|| = ||d(z,y) + 2k — d(zn, yn) — 2k|
< |ld(x,y) + 2k — d(2n, yn) || + ||2K]]
< AL||K|| + 2|k

= (4L +2)||k]| <e

elde edilir. Boylece n — oo , d(x,,,y,) — d(x,y)dir.
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4 KONIK METRIK UZAYLARDA $-YAKINSAKLIK

Konik metrik uzaylarda $-yakinsaklik kavramina ge¢meden 6nce, ideal ve

metrik uzaylarda $-yakinsaklik kavramlar: verilecektir.

4.1 Ideal

Tamim 4.1.1. (Kuratowski, K., 1933) X # 0 bir kime olsun. Eger X in
altkiimelerinin S C 2% ailesi asagidaki ozellikleri saghyorsa S ailesine X de
bir idealdir denir.

(i) AcS, BC Aiken BeS

(i) A,B € & iken AUB € S

Eger § # 0 ve X ¢ S ise S idealine gergek (proper,nontrivial) ideal
denir. Eger & gercek ideali X in tiim sonlu altkiimelerini iceriyorsa & idealine

admissible (uygun) ideal denir.

Ornek 4.1.1. (Jankovic, D. and Hamlet, T.R., 1990),(Kostyrko et
al.,2000) X bostan farkl bir kime olsun.
i) S = {0} minimal idealdir.

i) Sp={A C X : A sonlu} ailesi sonlu kiimeler idealidir.
i) S¢ = {A C X : A sayilabilir} ailesi sayilabilir kimeler idealidir.
iv) S = P(X) maksimum idealdir.

v) Qg = {A C N :d(A) = 0} ailesi yogunlugu sifir olan kiimeler ailesi N de

bir uygun idealdir.

vi) m € N olmak tizere, m dogal sayisini bulundurmayam kimelerin olugtur-
dugu aile bir maksimal idealdir. Bu ideal, uygun ideal degildir. Cunki {m}

kiimesi bu ideale ait degildir.

Ornek 4.1.2. (Das et al., 2008) Sy ={ACN:(FjeN)(Vi>j)=i¢ A}
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ailest N de idealdir.

Tamim 4.1.2. (Kuratowski, K., 1933) X # 0 olsun. F C 2% ailesi
asagrdaki ozellikler: saglyorsa X de bir stuzgectir denir.

i)0 ¢ F

i) A,B € F iken ANB e F

i) Ae F, AC B iken B € F dir.

S, X dzerinde bir gercek ideal ise,

FQ@)={X\A: A}

siafs X dzerinde bir sizge¢ olup, F(S) sizgecine S idealine karsilik gelen

stizgec denir.

Onerme 4.1.1. (Kuratowski, K., 1933) S C 2% idealinin gercek ideal

olmass icin gerek ve yeter sart

F=F(S)={X\A: Ae S}

kiimesinin X de bir stizge¢ olmasuidur.

4.2 < ve §* -Yakinsaklik

Q-yakinsaklik konusu, ideal kavramina bagh olan istatistiksel yakinsakligin
en 6nemli genellemesidir. P. Kostyrko, T. Salat ve W. Wilczynski tarafindan
2000 yilinda tanitilmistir. Bu boliimde S-yakinsaklik tanimlanarak ozellikleri

verilecektir. Bu boliim ve sonrasinda <& ideali N {izerinde alinacaktir.

Tamim 4.2.1. (Kostyrko et al.,2000) (X,d) metrik uzay, {z,} C X bir

dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in

{n < N§d($m$o) > 5} €S
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sartine saghyorsa, {x,} dizisi xo € X noktasina - yakinsaktir denir ve § —

limx,, = xq ile gosterilir. xo, {x,} dizisinin S-limit noktasidar.

Tanim 4.2.2. (Das, P. and Ghosal, S.K., 2010) (X,d) metrik uzay,

{z,} C X bir dizi olsun. Her G pozitif reel sayisi i¢in
A(z,G) ={neN:d(z,z,) <G)} €

olacak sekilde x € X elemans varsa {x,} dizisi S-wraksaktir denir.

Tanmim 4.2.3. (Kostyrko et al.,2000) S bir admissible ideal olsun.
idealine ait karsiikly ayrik ve saydlabilir her { Ay, As, ...} kiimeleri i¢in, A;ADB;,
j € N sonlu kime ve

B:DB]‘G%
j=1

olacak sekilde { By, Bs, ...} kiimeler ailesi varsa S ideali (AP) sartin saglar
denar.

Her j € Nigin B; € S dor.
Tamim 4.2.4. (Dems, K., 2004) (X,d) metrik uvzay, {x,} C X bir diz
olsun. Her € > 0 i¢in

Alx,G)={neN:d(x,,xy) >} €

olacak sekilde bir m € N varsa {z,} S-Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.2.1. (Kostyrko et al.,2000) S admissible ideal ise o zaman her

yakinsak dizi S-yakinsaktor.
ispat: Yakinsaklik tanimindan ispat1 agiktir.

Ornek 4.2.1. (Kostyrko et al.,2000)

i) = {0} bir minimal idealdir. (z,,) dizisinin S-yakinsak olmasy i¢in gerek ve
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yeter sart sabit olmasidar.

i1) Sp, N in tim sonlu alt kimelerinin bir ailesi olsun. Bu durumda g, bir
uygun idealdir ve Sp-yakinsaklik, alisilmas yakinsaklik ile ¢cakigor.

iii) Sq = {A C N : d(A) = 0} ailesi bir uygun idealdir. 34-yakinsaklk
istatistiksel yakinsaklhikla cakisor.

iv) m € N olmak izere, m dogal sayisini bulundurmayam kimelerin olustur-
dugu aile bir maksimal idealdir. Bu ideal, uygun ideal degildir. Cinki {m}
kiimest bu ideale ait degildir.

Herhangi bir © dizisi m inci elemanina bu ideal tzerinden S-yakinsaktor.

Tanim 4.2.5. (Kostyrko et al.,2000) (X, d) metrik uzay, {x,} C X bir dizi
ve x € X olsun. lim z,, = x olacak sekilde M = {m; < mg < ... <my < ...},
n—oo

M € F(Q) (yani,N\ M € ) kimesi varsa {x,} dizisi © noktasina I*-

yakinsaktir denir. S*-lim x,, = x ile gosterilir.

Teorem 4.2.2. (Kostyrko et al.,2000) S admissible ideal ise o zaman S *-

limx,, = x ise S-limz,, = x dir.

Ispat: & admissible ve 3*limz, = = olsun. Bu durumda M = N\ K =
{m1 < my < ... < my < ..} olacak gekilde K € S, M € F(J) vardir ve
tlim T, = @ dir. Limit tanimindan her € > 0 ve her ¢ > ¢, iken d(x,7) < ¢
—00

olacak sekilde tg € N vardir. Boylece
{n:d(z,,z) >} CKU{m <mg < ...<my}t €S

dir. O halde $-lim x,, = x dir.

Teorem 4.2.3. (Kostyrko et al.,2000)
(X, d) metrik uzay olsun. Agaqidakiler vardur.
i) S admissible ideal olsun. (X, d) metrik uzaynda ise S*-limx,, tektir.

i1) X limit noktasina sahip degilse, o zaman her & admissible ideali icin ¥ ve
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S* yakinsaklik denktir.

i11) & admissible ideal, {x,} C X bir dizi olsun. §, (AP) kosulunu saglar ve
(X, 7) birinci saydabilir uzay ise S-limx,, = x iken S*-limz, = x dir.

iv) (X, 1) en az bir limit noktasy iceren Ty birinci sayabilir uzay olsun. Her
r € X d¢in S-limz, = x iken S*limx, = x saglanmyorsa o zaman S ideali

(AP) kosulunu saglar.

Ispat: i) & admissible, {z,} C X bir dizi, zy # yo d(xo,y0) = ¢ olmak
lizere xo ve yo noktalar da {z,} dizisinin $*-limit noktalar1 olsun.
tli)r?oa:mt = 1z olacak gekilde M = {m; < my < ... <my < ..}, M € F(9)
(yani, N\ M € ) kiimesi vardir. Benzer gekilde
Jgrgoxmt = yo olacak gekilde M = {m; < mg < ... <my < ..}, M € F()
(yani,N\ M € ) kiimesi vardir.
Limit tanimimdan;
t > to Ozelligindeki her ¢t € N i¢in d(x¢, zg) < g olacak sekilde bir ¢ty € N vardir
t > to ozelligindeki her ¢ € Nigin d(x¢, y0) < g olacak sekilde bir ty € N vardir.

Bu da iiggen egitsizligiyle celigir. O halde xq = yq dir.

i1) & admissible ideali igin S*-yakinsak ise $-yakinsak oldugu Teorem 4.2.2
de gosterilmigtir. Tersine S-limz, = =z olsun. X limit noktasina sahip
olmadigindan U N (X \ {z}) = 0 olacak gekilde bir U = B(zg,r) € U(xg)

vardir. Bu durumda U = {zo} olmalidir. {n : d(z,,x¢) > r} € ¥ oldugundan
{n:d(zp,zo) >r}={n:x, =120} € F(I)

dir. O halde $*-lim z,, = z dir.

i1i) S-limz,, = x olsun. Bu durumda her U € U(zy) i¢in {n : 2, ¢ U} € &

dir.(X, 7) birinci sayilabilir uzay oldugundan z € X noktasinin B,,; C B,
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kogulunu saglayan {B,,(z)} monoton azalan agik bazi vardir.

r € By(z) € {B,(x)} i¢in

Ay ={n:x, ¢ Bi(z)} vem>1i¢in A,, = {n:x, ¢ B,,(r) amax, € B,_1(x)}
olsun. O zaman her n i¢in B,,(z) sayilabilir oldugundan {A;, A,, ...} kiime dizisi
sayilabilirdir ve her i # j i¢in A; N A; = 0 dir.

(AP) kosulundan her j icin A;AB; sonlu ve B = | B; € < olacak sekilde bir
{By, By, ...} € S sayilabilir ailesi vardir.

M eN\B={m; <my<..} €F{)dr.

kh—>Holo Tm, = T oldugunu gostermek gerekir:

U € U(zy) olsun. Her n > t1, B,(x C U) olacak sekilde bir ¢; € N vardir.

t
{n:z,¢U}C Llj A; dir. A;AB; sonlu oldugundan,
j=1

t1 t1
UBjﬂ{n;n >mnot = UAj N{n;n > ng}
j=1 j=1

olacak gekilde bir ng € N vardir.

m; > ng olacak sekilde m; € N secilsin.

Her p > 1 i¢in m, ¢ B =JB; € 3 dir.

Buradan m,, ¢ j@l A; dir. Béylece @,,, € By, (x) C U dir. O halde tli)rglo T, =T

dir. O halde S*-lim z,, = z dir.

4.3 Konik Metrik Uzaylarda $¢ ve Sc*-Yakinsakhik
Tamim 4.3.1. (Pal et al., 2013) (X,d) KMU, {x,} C X bir dizi ve x € X
olsun. 0 < k (yani, k — 0 € IntP) seklindeki her k € B igin

{neN:k—d(z,,z)¢ IntP} €&

saglanyorsa o zaman {x,} dizisi Sg-yakinsaktir denir ve S — lim z,, = x
n—oo

ile gosterilir.
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Ornek 4.3.1. B= R?, P = {(x,y)€ B: z,y> 0}C R? konigi verilsin, X = R,
a>0ved: X xX =B ,dz,y)=(z—y|,a|x—y|) bigiminde taniml
fonksiyon olmak tzere (X,d) KMU olsun.

{z,} C X dizisi,

N n=t%teN
Ln = (1)

ve
Sy = {A € N : d(A) = 0} ailesi N de ideal olmak tzere x, dizisi g, -
yakinsaktir. Cinki;

(1,) =3 V* r o (Ve eB,0 < k): {ne€N: k—d(z,, ) & IntP} € Sy
& VkeB,0<k): {neN: da,,z)>k} ey

HerkeB , 0Kk, z=1 i¢cin

(|en — 1|, a|z, — 1)), n=t*teN
d(xml) = (2)

(0,0), n # t?

olur.

Buradan {n € N : d(xz,,z) >k} ={1,4,9,...} bulunur.

B =1{1,4,9,...} olsun.

d(B) = lz'm&nn)| ve B(n) = {m € B:m < n} olmak iizere

|B(n)| < v/n

d(B) =0 dur.

O halde {n € N : d(z,,z) > k} = {1,4,9,...} € Sy oldugundan x, dizisi

Sy -yakinsaktir fakat simarl olmadigindan yakinsak degildir.

Ornek 4.3.2. B = Cg[0,1) ve P = {f € B | f(t) > 0} konigi verilsin. X = R,

d: X xX =B, p:[0,1] = R" ve o(t) = €' olmak dzere d(x,y) =|z—y | ¢
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seklinde tanwmly fonksiyon olmak dizere (X,d) KMU olsun.

{z,} C X dizisi,

biciminde ve S = Sp ={A CN: (3 € N)(Vi > j) = i ¢ A} ailesi N de bir
ideal olsun. x,, dizisi S, -yakinsakter. Qlinki;

Vk e B, <k, z=5 i¢in

|z, — 5le, n#1, 0, n#1,
d(xn,5) = B (4)

|z, — 5|et, n=1 het, n=1

dir. Buradan da {n € N : d(x,,5) > k} = {1} bulunur. A = {1} alinrsa,
i ¢ A igin her i > j olacak sekilde bir j € N vardwr. Yani {n € N : d(z,,5) >
k} € So dr. O halde x,, dizisi o, -yakinsaktir. Ayrica x, dizisi sinirly ve
wraksaktor.

Diger yandan, bu ornekte S = {A C N: A C {2n : n € N}} ailesi N de
bir ideal olsun. A = {1} ve {1} ¢ S oldugundan, {z,} dizisi bu ideale gore

Sk -yakinsak degildir.

Teorem 4.3.1. S admissible ideal olmak tzere, konik metrik uzaylardaki

yakinsak her dizi Si- yakinsaktur.

Ispat: (X,d) KMU, {2,,} C X bir dizi ve z € X olsun. Bu durumda 6 < k
seklindeki her k£ € B i¢in ve n > ng 6zelligindeki her n € N igin d(z,,x) < k
olacak gekilde bir ny € N pozitif sayis1 vardir. O halde & admissible ideal
oldugundan {n € N : k — d(x,,x) ¢ IntP} € < elde edilir. {z,} dizisi Sk-

yakinsaktir.

Tanim 4.3.2. (Pal et al., 2013) (X,d) KMU, {z,} C X bir dizi olsun.
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0 < k gseklindeks her k € B i¢in
{neN:k—d(x,,z;) ¢ IntP} €

olacak sekilde bir J varsa o zaman {x,} dizisi Sk-Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.3.2. (Pal et al., 2013) S keyfi bir admissible ideal olsun. g —

lim x,, =& ise {x,,} dizisi bir Sg-Cauchy dizisidir.
n—oo

Ispat: S — nh_{go x, = £ olsun. O zaman 0 < k seklindeki her £k € B
icin A(k) ={n € N: k —d(z,,x) ¢ IntP} € ¥ saglanir. & admissible ideal
oldugundan ny ¢ A(k) olacak sekilde bir ny € N vardur.

B(k) ={n € N: 2k < d(zy,xn,)} olsun.

Eger n € B(k) ise
d(l’n,€) _I_ d<xnoa g) Z d(xn7$n0) Z 2k

ve d(Tn,, &) < k saglanir. Boylece d(z,,£) > k olmasi gerekir. Bu da k —
d(x,, &) ¢ IntP anlamima gelir. O halde n € A(k) dir.
Bu durumda her 0 < k igin B(k) C A(k) € S saglanir.

O halde, B(k) € & oldugundan dolay: {z,} dizisi bir Sx-Cauchy dizisidir.

Tamim 4.3.3. (Pal et al., 2013) (X,d) KMU, {x,} C X bir dizi ve x € X
olsun. lim x,,, = = olacak sekilde M = {m; < mg < ... < my < ..}, M €
n—oo

F(S) kimesi varsa {z,} dizisi © noktasina S *-yakinsaktur denir.

Diger bir deyisle, 0 < k seklindeki her k € B i¢in
k —d(zm, ) € IntP

olacak sekilde k > p dzelliginde bir p € N varsa {x,} dizisi © noktasina Sx *-

yakinsaktir denir.
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Tamim 4.3.4. (Pal et al., 2013) (X,d) KMU, {z,} C X bir dizi olsun.
{Tm, hen altdizisi X de Cauchy dizisi olacak sekilde M = {m; < mg < ... <

my < ...}, M € F() kiimesi varsa {x,} S5-Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.3.3. (Pal et al., 2013) (X,d) KMU, & admissible ideal ve {x,} C
X bir dizi olsun. {x, }nen S -Cauchy dizisi ise o zaman {T, }nen Sk-Cauchy

dizisidar.
ispat: Teorem 4.2.2. den ispat1 agiktir.

Teorem 4.3.4. (Pal et al., 2013) < ideali (AP) sartini saglarsa o zaman

Sk ve Sk *-Cauchy kosullar: cakisar.

Ispat: {z,}, X de bir Cauchy dizisi olsun. O zaman k € IntP icin
A(k)={neN:k—d(z,, ;) ¢ IntP} €
olacak gekilde bir J € J(k) vardir. z € P\ {6} olsun.
Ai={neN:k—d@n,wn,) < %}, i=1,2,3, ..

n; = J(%) olacak gekilde A; kiimesi tanimlansin. i=1,2,3,... i¢in A; € F(J)
dir. §ideali, (AP) ozelligini sagladigindan, her i i¢in Q € F(S) ve Q\ A4; sonlu
olacak gekilde @) C N kiimesi vardir.

k € IntP ve 2j_x < k olacak sekilde bir j € N olsun. @ \ A; sonlu oldugundan
her m,n € A(j) i¢in m,n > [(j) olacak sekilde bir [ = [(j) vardir. Her m,n >
I(7) i¢in d(zpn, Tm;) < % ve d(Tm, Tm;) < ? elde edilir. Uggen esitsizliginden
her m,n > I(j) d(xp, z,) < k dir. O halde {z, }ncq bir Cauchy dizisidir.
Teorem 4.3.5. (Pal et al., 2013) (X,d), en az bir yigilma noktasin igeren
KMU ve {x,} C X bir dizi olsun. {x,} dizisi Sk-Cauchy iken I.-Cauchy

kosullarini saghyorsa o zaman  ideali (AP) sartin saglar.
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4.4 Konik Metrik Uzaylarda S¢ ve Se*-Iraksaklik

Tamim 4.4.1. (Pal et al., 2013) (X,d) KMU, {z,} C X bir dizi olsun.

0 < k seklindeki her k € B i¢cin ve n > ngy ozelligindeki her n € N i¢in

d(xp,x) — k € IntP

olacak sekilde bir ng € N varsa {x,} dizisine wraksaktyr denir.

Ornek 4.4.1. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) B =R? ve P = {(2,7)c
B: z,y> 0}C R? konigi verilsin. X = R? ve x = (z1,72), y = (y1,y2) olmak

tizered: X x X — B

d(z,y) = (| T — Y |7|$2—?Jz |)

seklinde tanimly fonksiyon olsun. x, = (n,n) seklinde {x,} dizisi tanamlansin.
O zaman 0 < k seklindeki her k € B | k = (ki, ko) i¢in x = (0,0) varder. Her
n > T,

d(z,z,) — k= (n,n) —k € IntP
olacak sekilde bir ng = max{ky, ko} + 1 vardwr. {x,} dizisi wraksaktur.

Ornek 4.4.2. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) Iraksak bir dizi, konik

metrik uzaydaki yakinsak bir altdiziye sahip degildir.

Ispat: {z,}, konik metrik uzayda raksak bir dizi ve § < k seklinde k € B
olsun. {z,} wraksak oldugundan k € B igin ve n > ng 6zelligindeki her n € N
icin d(z,,, x)—k € IntP olacak sekilde ny € N vardir. Simdi z € X e yakinsayan
{z,} dizisinin bir alt dizisi {x,, }+en alinsin. Bu durumda k& € B i¢in ve n; > n,
ozelligindeki her ¢ € N i¢in d(z, z,,) < k olacak gekilde bir p € N vardur.

r = max{ng,n,} olsun. O zaman d(z,z,) — k € IntP ve k — d(x,z,) € IntP

yani —(d(x,x,) — k) € IntP dir. Boylece 0 € IntP dir, ki bu da ¢eligkidir.
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Tanim 4.4.2. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) (X,d) KMU, {z,} C X

bir dizi olsun. Eger 0 < k seklindeki her k € B i¢in

Alx, k) ={neN:k—d(z,,z) € IntP} €

saglanwyorsa o zaman {x,} dizisi v e S -wraksaktir denir.

Tamim 4.4.3. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) (X,d) KMU, {z,} C X
bir dizi olsun. {x,} dizisi wraksak olacak sekilde M € F () (yani, N\ M € &)
var ise {x,} dizisi S--wraksaktur denir.

Diger bir deyisle;

0 < k seklindeki her k € B i¢in ve n > ng dzelligindeki her n € M i¢in

d(z,z,) — k € IntP

olacak sekilde bir ng € N varsa {x,} dizisi S} -iraksaktyr denir.

Teorem 4.4.1. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) S admissible ideal {z,}

X de bir dizi olsun. {z,} dizisi --wraksak ise o zaman {x,} Sk-wraksaktur.

Ispat: {z,} S*-raksak olsun. {z,} dizisi raksak olacak sekilde M € F(3)
(vani, N\ M € ) vardir. Bu durumda 6 < k geklindeki her £ € B igin ve

n > ng ozelligindeki her n € M icin ve

d(z,x,) — k € IntP

olacak gekilde bir ng € N vardir. Bu durumda,

Az, k) ={neN:k—d(z,x,) € IntP} C (N\ M)U{L,2,....,n0}

olur. & admissible oldugundan N\ MU{1, 2, ...,no} € S dir.Boylece A(z, k) € &

bulunur. O halde, {z,,} Sk-raksaktir.
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Teorem 4.4.2. (Kumar, A. and Paul, A., 2018) (X,d), en az bir yugilma
noktasin iceren KMU ve {y,} C X olsun. {y,} Sk-Iraksak dizisi , S -Iraksak

ise 0 zaman  ideali (AP) sartina saglar.

Ispat: (X,d) KMU, {z,} C X iraksak bir dizi olsun. O zaman 0 < k

seklindeki her k£ € B i¢in n > p 6zelligindeki her n € N igin

d(x,x,) — k € IntP

olacak gekilde bir p € N vardir. {4; : i = 1,2,...} bogtan farkh ayrik kiimeler

dizisi olsun. Asagidaki gibi bir {y,}, € N dizisi tanimlansin:

yn:ﬂfj S TLEAj
Yn = (5)
Yn = Tpn TL%A] Vs eN

0 < k, k € B olsun.

Az, k) ={n e N:d(z,y,) < k} C AJUAUA3U...UAU{1,2, ... k} € S dur.
Boylece {yn}n € N dizisi Sg-Iraksaktir. {y,}, € N, I -Iraksak olsun. Boylece
M € F(S) ve {y,}n € M raksak olacak sekilde M C N vardir. B = N\ M
olsun. Bu durumda B € S dir. V5 € N igin By = A; N B almsin. Dolayisiyla
U B; € B; U Bj € S dir. O zaman A; N M sonlu bir kiimedir.

jEN jEN

Eger A; N M sonlu bir kiime olmasaydi, o zaman M, {m;} seklinde sonlu
olmayan bir dizi icermek zorundadir. Boylece her ¢t € N i¢in y,,, = z; dir. Bu

ise {yn}n € M dizisinin yakmsak altdizisidir. Bu durum {y,}, € N dizisinin

iraksak olmasiyla celisir. Boylece

AAB; = Aj\ Bi=A,NBY = A,N(MUAY) = A, NB

kiimesi N nin sonlu altkiimesidir.

O halde (AP) sart1 saglanir.
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5 SONUC

2007 yilinda Huang ve Zhang tarafindan ortaya atilmig olan metrik uzaylarin
genellemesi olan konik metrik uzay kavrami, giinlimiize kadar genigletilmis ve
ilerletilmigtir. Huang ve Zhang tarafindan konik metrik uzaylarda yakinsaklik
kavrami detayl olarak aragtirilmigtir. Son zamanlarda da yakinsakligin farklh
tiirleri konik metrik uzaylarda arastirilmaya ve bununla ilgili yeni ¢aligmalar
yapilmaya devam edilmektedir.

Bu tezde konik metrik uzaylarin temel tanim ve teoremleri verilmigtir.
Buna ek olarak konik metrik uzaylar tizerinde yakinsaklik (iraksaklik) kavrami
ve yakimsaklikla (iraksaklikla) iligkili olan S-yakinsaklhk (iraksaklik) kavrami

incelenmis ve farkh 6rneklerle aralarindaki iligski detaylica verilmigtir.
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