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OZET

Gruplar homotopi tipi 1 olan irtibath topolojik uzaylarn bir cebirsel modeli iken,
caprazlanmis modiiller ise homotopi tipi 2 olan irtibath topolojik uzaylarin bir
cebirsel modelidir. Caprazlanmis modiiller ilk olarak Whitehead tarafindan
tanimlanmiglardir. Daha sonra, Brown ve Spencer gruplar iizerindeki ¢aprazlanmig
modiillerin kategorisi ile gruplarin kategorisindeki i¢ grupoidlerin (diger adiyla grup-
grupoidlerin) kategorisinin denk oldugunu gostermislerdir.

Bu tez calismasinda benzer diisiince yapisit ile Once caprazlanmigs modiillerin
kategorisindeki i¢ kategoriler karakterize edilip bunlarin aslinda birer i¢ grupoid
oldugu gosterilmistir. Son olarak ise c¢aprazlanmis kare olarak adlandirilan
caprazlanmis modiillerin {izerindeki c¢aprazlanmis modiillerin kategorisinin
caprazlanmis modiillerin kategorisindeki i¢ grupoidlerin kategorisine denk oldugu
gosterilmistir.
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ABSTRACT

Crossed modules are algebraic models of connected topological spaces of homotopy
type 2 while groups are algebraic models of connected topological spaces of
homotopy type 1. Crossed modules were originally defined by Whitehead. Brown
and Spencer showed that the category of the crossed modules on the groups is equal
to the category of the internal groupoids (also called group-groupoids) in the
category of groups.

In this thesis study by a similar thought, first of all internal categories in the category
of crossed modules are characterized and it has been shown that that these are
actually internal groupoids. Finally, it has been shown that the category of crossed
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internal groupoids in the category of crossed modules.
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1. GIRIS
Cebirsel topolojinin amacglarindan biri, bazi topolojik problemlere cebirsel

yontemlerle ¢dziim aramaktir. Ozellikle topolojik uzaylar igin temel grup kavrami bu
amag i¢in ¢ok kullanishdir. X bir topolojik uzay ve x,€X olmak iizere x,
noktasindaki tiim kapali egrilerin homotopi siniflarinin kiimesi 7,(X,x,) bir grup
olup bu grup temel grup olarak adlandirilir. Temel gruplar1 hesaplamak i¢in ¢esitli
yontemler gelistirilmistir. Ortii uzaylar1 teorisi ve Van-Kampen Teoremi bunlardan
bazilaridir. Abelyan olmayan gruplar Geometri, Analiz ve Fizikte genis
uygulamalara sahiptir. Temel grup kavraminin yiliksek mertebelere genellestirilerek

abelyan olmayan homotopi gruplar1 elde edilmesi i¢in yiiksek boyutlu 7, (X,x,)

homotopi grubu tanimlanmis, fakat #n>2 i¢in bu gruplarm abelyan oldugu

gozlenmistir. Bunun ilizerme Ac X ve x,€A4 olmak lizere n>1 i¢in n.
mertebeden 7, (X, 4,x,) relatif homotopi grubu tanimlanmis ve n>3 i¢in bu
homotopi gruplar1 abelyan olmasma ragmen n=2 ig¢in 7,(X,4,x,) rolatif

homotopi gruplarindan bazilarmin abelyan olmadigi dogrulanmistir [1]. Bu ugrasi

esnasinda  Whitehead p:7,(X,4,x,) > 7,(4,x,) smr fonksiyonunun bazi ozel

kosullar1 sagladigini gézlemlemis ve bunu ¢aprazlanmis modiil olarak adlandirmastir.

Burada m,(X,A4,x,) genelde abelyan degildir. Bu c¢alismalar Van-Kampen

Teoreminin yiiksek boyutlu uzaylarda ispatina olanak saglamistir. O zamandan
itibaren ¢aprazlanmis modiil kavrami diger alanlarda da 6nemli bir yer tutmustur. Bu
konuda yapilan 6nemli ¢aligmalardan bazilar1 Brown [2,3], Brown ve Higgins [4] ve
Brown ve Huebschmann [5] dir. Caprazlanmis modiillerin homotopi teorisi, grup
gosterimi teorisi, gruplar tizerinde homoloji ve kohomoloji, cebirsel K-teori, devirli
homoloji, kombinatér grup teori ve diferensiyel geometri dahil olmak iizere

matematigin bir¢cok alaninda 6nemli rolii vardir.



Lichtenbaum, Schlessinger [6] ve Gerstenhaber [7] calismalarinda birlesmeli ve
degismeli cebirler lizerinde ¢aprazlanmis modiil kavramini tanimlamislardir. Porter
[8] calismasinda degismeli cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiil kavramini
tanimlamistir. Bununla birlikte, Arvasi ve Porter [9] calismalarinda degismeli

cebirler i¢in ¢aprazlanmig modiillerle ilgili bir¢ok dnemli sonuglar elde edilmistir.

Lue [10] da, verilen bir ¢aprazlanmig modiil otomorfizm grubunun caprazlanmis
modiillerin derivasyon grubuna etki ettigini gostermistir. Norrie [11] de bu
caprazlanmis modiiliin yukarida belirtilen anlamda otomorfizm grubuna benzerligini
ispatlamis ve buna aktor caprazlanmis modiil adin1 vermistir. Aktér kavrami, bir
caprazlanmigs modiiliin digeri lizerine etkisini tanimlamayla dogrudan ilgilidir.

Caprazlanmis modiiller, 2-boyutlu cebirsel yapilar olarak diisiiniilebilirler [12].

Caprazlanmis kare Guin-Walery ve Loday [13] tarafindan cebirsel K-teorideki
problemlere uygulanmak iizere tanimlanmistir. Degismeli cebir i¢cin benzer tanim
Ellis tarafindan [14] de verilmistir. Homoloji teorisinde ¢aprazlanmis karenin bazi

uygulamalar1 Lue [10], Brown ve Loday [15] ¢alismalarinda bulunabilir.

Gruplar i¢in 2-caprazlanmis modiil kavrami [16] da tanimlanmistir. Daha sonra bu
kavramm farkli bir uygulamasi olarak Grandjean ve Vale [17] tarafindan 2-
caprazlanmigs modiillerin (ko)homolojisi incelenmistir. Ayrica Arvasi [18] deki
calismasinda degismeli cebirler i¢in 2-¢aprazlanmis modiil kavramini tanimlamistir.
Bu caligsmalari yanisira Arvasi ve Porter [19], Mutlu ve Porter [20,21] ve Arvasi ve

Ulualan [22] konuyla ilgili yapilan ¢alismalardan bazilar1 olarak karsimiza ¢ikar.

Brown ve Spencer [23] de grupoidlerin kategorisindeki grup objeler (gruplarin
kategorisindeki i¢ kategoriler) grup-grupoid olarak adlandirilmisdir. Yine [23] de
grup-grupoidlerin kategorisi ile caprazlanmis modiillerin kategorisinin denk oldugu,
Loday [24] de Cat'-gruplarin kategorisi ile ¢aprazlanmis modiillerin kategorisinin
denk oldugu ve daha genel olarak Porter [8] de ¢ok islemli gruplarin kategorisindeki
i¢ grupoidlerin kategorisi ile ayni tip c¢aprazlanmis modiillerin kategorisinin denk

oldugu gosterilmistir.

Matematikte, daha 6zel olarak kategori kuraminda; i¢ kategoriler, kiigiik kategori
kavrammin genellestirilmesidir ve sabit bir kategoriye gore tanimlanmistir. Sabit
kategori kiimeler kategorisi olarak kabul edilirse, o zaman i¢ kategoriler kiiciik

kategorilerdir. Genel olarak, i¢ kategoriler verilen kategorideki nesnelerin nesnesi ve



morfizmalar nesnesi olarak diisiiniilen ve bir takim esitlikleri saglayan verilen
kategorideki morfizmlerin bir kiimesinden olusan bir nesne ciftinden olusur. Grup

nesneleri, i¢ kategorilerin bilinen 6rnekleridir.

Bu tez calismasinda oOncelikle ¢aprazlanmis modiiller ve i¢ kategoriler ilizerinde
literatiirde bulunan c¢aligmalar incelenecek ve bu kavramlarla ilgili baz1 6zellikler
verilecektir. Daha sonra [7] ve [8] kaynaklarinda kullanilan benzer diisiince tarzi ile
caprazlanmis modiillerin kategorisindeki i¢ kategori yapilar1 karakterize edilip bu
yapilarin bazi kategoriksel ve cebirsel 6zelliklerinden bahsedilecektir. Son olarak,
beklenildigi iizere, ¢aprazlanmis modiillerin kategorisindeki i¢ kategoriler ile

caprazlanmis kareler arasindaki iliski incelenecektir.



2. ON BILGIiLER

Bu boliimde, grup etkileri, caprazlanmig modiiller, ¢ekirdek ve geniglemeler gibi bazi

teorik bilgileri iceren temel kavramlar verilecektir.
2.1 Grup genislemeleri
Tanim 2.1.1. 4 bos olmayan bir kiime ve * A lizerinde bir ikili islem olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler saglaniyorsa (A,*) grup olarak adlandirilir

(i) (birlesme) her a,b,c € A i¢in

a*(b*c)=(a*b)*c ,
(ii)  (birim eleman) her a € A i¢in
a*e=e*a=a

olacak sekilde bir tek e € 4 eleman1 vardir,

(iii)  (fers eleman) her a € A igin
a*a'=a'*a=e
olacak sekilde bir a™' € 4 elemani vardur.

Ayrica, yukaridaki 6zelliklere ek olarak

(iv)  her a,be 4 i¢in

axb=b*a
ise bu gruba abelyan (veya degismeli) grup denir.

A bir grup H da onun bir alt kiimesi olmak {izere, e§er H, * operatoriine gore bir
grup yapisma sahip ise H ya A nm bir alt grubu denir ve H < A4 ile gosterilir.

N, A nmn bir alt grubu ve a* N ={a*n :ne N} olmak iizere, her a € 4 igin

a*N=N=*a
ise N ye A nin normal alt grubu denir ve N < A4 ile gosterilir.

A bir grup ve N, A nin bir normal alt grubu olsun. Bu durumda

A/N={a*N:aeA}



kiimesi tizerindeki

A/NxA/N — A/ N
(a*N,b*N) + (axb)*N

islemi ile birlikte bir grup yapist olusturur ve bu grup 4 nin (N tarafindan) boliim

grubu olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.2. (4,*) ve (B,-) iki grup ve f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger her

a,be A4 i¢cin

f(axb)=f(a) 1 (b)
oluyorsa f ye grup homomorfizmi denir.
Eger f birebir ise monomorfizm, drten ise epimorfizm, hem birebir hem de Orten ise

izomorfizm olarak adlandirilir. Bir A4 grubundan kendi {izerine tanimlanan

izomorfizme otomorfizm denir ve Aut(A) ile gosterilir. Ayrica tiim otomorfizmler

bileske islemi ile birlikte bir grup yapisi olusturur. Her a € 4 igin

f, 4 > A
X B fa(x)za*x*a_]

olarak verilen fonksiyon 4 nm bir otomorfizmidir. Bu tiir otomorfizmler i¢

otomorfizm olarak adlandirilir ve Inn (A) ile gosterilir.

Tezin geri kalan kisminda karigiklik olmamasi i¢in grup islemi toplam (+) bir

b

elemanin tersi —a ve birim eleman 0 (sifir) ile gosterilecektir.

Tamm 2.1.3. (4,%) ve (B,) iki grup ve f:A4—B bir fonksiyon olsun.
ker f ={a ed: f (a)=0} kiimesi f nin ¢ekirdegi olarak adlandirilir. Ayrica,
Im f = { f (a) tae A} kiimesine de f nin goriintiisii denir.

Bir grup homomorfizmin ¢ekirdegi baslangigtaki grubun normal alt grubudur ve bir
grup homomorfizmin goriintiisii de goriintiideki grubun altgrubudur.

A ve B iki grup olsun.

¢ : B — Aut(4)
b o,



seklindeki grup homomorfizmi A4 {iizerine B nin (sol) etkisidir.
Grup elemanlar1 ve iglemleri cinsinden sol etki tanimi1 agsagidaki sekilde verilebilir.
Tanmim 2.1.4. 4 ve B iki grup olsun. Eger

Bx4A —»> A

(b,a) — b-a

fonksiyonu her a,a, € A ve b,b, € Bigin

(i) b~(a+a1)=b~a+b~a1,
(i) (b+b)-a=b-(b-a) ve
(iii) O-a=a
sartlarin1 saglaniyorsa B, A4 lizerine etki ediyor denir.

Ornek 2.1.5. 4 bir grup ve N, 4 nmn bir normal alt grubu olsun. Bu durumda her

acAveneN gin a-n=a+n—a seklinde tanimh fonksiyon bir etkidir. Bu etki

konjuge (eslenik) etki olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.6. Bir

A : A

0

hyd—byg by sy
7 ] 7 7 7

n

grup ve grup homomorfizmleri dizisinde herbir homomorfizmin goriintiisii
sonrakinin ¢ekirdegine esit yani her k € {1,2,...,n} i¢in Im f, =ker f,, ise bu dizi
tam olarak adlandirilir.

A ve B tam dizileri arasindaki morfizm (ao,al,...,an):A — B n-lisidir. Burada

her k e {0,1,2,...,n} icin o, : A, > B,

A 4 L 4 L 4 L o L4
2 2 2 2 2
B BO 2 > Bl @ > B2 é—’z> T) Bn

diyagrami degismeli olacak sekilde grup homomorfizmleridir. Yani her

ke{0,1,2,...,n} i¢in a,,, f., =g, dir.
Grup ve grup homomorfizmleri dizisi sinirli veya smirsiz olabilir.

0—>A—>E—235B——0

6



formundaki bir tam dizi kisa tam dizi olarak adlandirilir. Burada O bir elemanli bir

grup, i monomorfizm, p epimorfizm ve ker p=A4 dir. Bir kisa tam dizide E
grubuna B nin A tarafindan genislemesi denir. Eger ps=1, olacak sekilde bir

s : B — E grup homomorfizmi varsa bu genislemeye ayrik (split) genisleme denir.
E, B nin A tarafindan genislemesi olsun. Bu durumda

0 : E - AxB
e = (e—sp(e),p(e))

birebir ve orten bir fonksiyondur ve 6 nin tersi

0" : AxB — E
(a,b) +— a+s(b)
dir. Boylece 6 bir izomorfizm olacak sekilde AxB {izerinde bir grup yapisi

olusturulabilir. (a,b),(a,,b,) € 4x B olsun. O halde

(a.b)+(a.b,)=0(07" ((a.b) +(a,.h,)))
0(07'(a.b)+6"(a,.b,))

(a+ +a]+s(b))
(a+s(b)+a,+s(b)-s(b)-s(b),b+b)
(a+ +a]+s(b)),b+b])

dir. Ax B Kartezyen carpimi yukaridaki islem ile birlikte bir grup yapisi olusturur.
Bu gruba 4 ve B nin yari-direkt ¢arpimi (semi-direct product) denir ve AxB

seklinde gosterilir. Burada B nin A tarafindan ayrik genislemesi
b-a =s(b)+a—s(b)

seklindeki islem ile B nin A iizerine sol etkisini tanimlar. Bu tiir etkiler tiiretilmis
etki olarak adlandirilir. Herhangi bir 4 grubu kendisi tarafindan bir genislemeye

sahip olup bu bize
0—— A—> ANAT==4—0

seklindeki konjuge etkiyi verir. Burada her a,q, € 4 i¢in i(a)=(a,0), p(a,a)=aq,

ve s(a)=(0,a) dir.



2.2 Temel kategoriksel kavramlar
Bu boliimde [25] deki baz1 temel kategoriksel kavramlara yer verilecektir.
Tamm 2.2.1 [25] Bir C=(C,,C,,s,t,&,m) kategorisi objeler smifi C,, morfizmler
smift C;, kaynak (source) ve hedef (target) fonksiyonlar1 s,7: C; — C, birim obje
fonksiyonu ¢:C, > C,xt—>¢&(x)=1, ve kismi bileske olarak adlandirilan
m:C,*C, —C,,(b,a)—>boa dan olusur. Burada C, *C, ={(b,a)|s(b)=1t(a)}
olmak tiizere bileske islemi

(i)  (birlesme) her a,b,c€C, igin s(b)=t(a) ve s(c)=1(b) ile

CO(boa)=(COb)oa
(i)  (birim morfizm) her a € C| i¢gin

8(t(a))oa=1t(a)oa=a ve aog(s(a))zaOIS(a)za

sartlarin1 saglamaktadir. Eger x,y € C;, ise bu durumda x kaynagina ve y hedefine

sahip tiim morfizmler kiimesi C(x,y) ile gosterilir. Yani,

C(x.y)={aeC |s(a)=xand t(a)=y}
dir.

Ornek 2.2.2 Tiim kiimeler ve kiimeler arasmdaki adi fonksiyonlar bir kategori

olusturur ve bu kategori kiimeler kategorisi olarak adlandirilip Set ile gdsterilir.

Ornek 2.2.3 Tiim topolojik uzaylar ve aralarindaki siirekli fonksiyonlar bir kategori
olusturur ve bu kategori topolojik uzaylar kategorisi olarak adlandirilip Top ile

gosterilir.

Ornek 2.2.4 Tiim gruplar ve onlar arasindaki homomorfizmler bir kategori olusturur

ve bu kategori gruplar kategorisi olarak adlandirilip Gp ile gosterilir.

Benzer sekilde halkalar ve halka homomorfizmleriyle Ring ile gosterilen halkalar

kategorisi olusturulur.

Tanim 2.2.5 [25] C ve D iki kategori olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa I

ye C nin alt kategorisi denir.

(i D,, C, malt smifidir,



(i) her x,ye D, i¢in D(x,y)<= C(x,y) du,
@iii) D, dekibileske C, deki bileskenin bir kisitlamasidir,

(iv)  her xe D, i¢in x e ait birim morfizm C, deki ile aynidur.

Ornek 2.2.6 Birimli halkalar kategorisi Ring;, halkalar kategorisi Ring in alt

kategorisidir.

Tanmm 2.2.7 [25] C nin bir D alt kategorisi her x,ye D, obje c¢ifti igin
D(x,y)=C(x,y) ise D ye dolu (full) alt kategori, D, =C, ise D ye genis (wide)
alt kategori denir.

Ornek 2.2.8 C bir kategori olsun. Bu durumda yalniz C nin birim morfizmini

iceren kategory C nin bir genis alt kategorisidir.

Ornek 2.2.9 Abelyan gruplar kategorisi Ab, gruplar kategorisi Gp nin bir dolu alt

kategorisidir.

Tamm 2.2.10 [25] C bir kategori ve a € C(x,y), C iginde bir morfizm olsun. Eger
boa=1_ve acb=1 olacak sekilde bir b e C(y,x) morfizmi varsa ¢ ya C iginde
bir izomorfizm, x,y objelerine de izomorftur denir ve x = y ile gosterilir.
Yukaridaki tanimda verilen 5 e C(y,x) morfizmine a € C(x,y) morfizminin tersi
denir ve a™' seklinde gdsterilir. Ayn1 zamanda b e C ( y,x) de bir izomorfizmdir.
Ornek 2.2.11 Kiimeler kategorisi Set de izomorfizmler bijektif (birebir ve drten) tir.

Topolojik uzaylar kategorisi Top da izomorfizmler homeomorfizmlerdir. Gruplar

kategorisi Gp de izomorfizmler bijektif grup homomorfizmleridir.

Tamim 2.2.12 [25] C bir kategori ve x, C de bir obje olsun. Eger C de x kaynakli
(s(a)zx) yalnizca bir ¢ morfizmi varsa x e C nin bir baslangi¢ (initial) objesi
denir. Benzer sekilde, C de x hedefli (t(a):x) sadece bir ¢ morfizmi varsa x e

C nin bir bitig (final) objesi denir. Eger C deki bir obje hem baslangi¢ hem de bitis

objesi ise bu obje sifir objsi olarak adlandirilir ve 0 ile gosterilir.

Ornek 2.2.13 Gruplar kategorisi Gp de tek elemanli bir grup sifir objedir.



Tamm 2.2.14 [25] C bir kategori, 0, C nin bir sifir objesi ve a € C(x,y), C de bir
morfizm olsun. Bu durumda biricik 0,00;' =0, , € C(x,y) morfizmi sifir morfizm
olarak adlandirilir. Ayrica, {k ex|a(k)=0,, (k)} objesine aeC(x,y) mnin
cekirdegi denir ve bu obje kera ile gosterilir.

Ornek 2.2.15 Gruplar kategorisi Gp de f:G— H grup homomorfizminin

gekirdegi, G nin ker f ={xe G| f(x)=0,} alt grubudur.

Tamim 2.2.16 [25] C bir kategori ve aeC(x,y),beC(z,y) C de iki morfizm
olsun. Eger
(i) aop =bop, ve

(i) C, daki her m objesi ve aoq, =bog, esitligini saglayan ¢, e C(m,x) ve
g, € C(m,z) morfizmleri i¢in p, o =g, ve p, o =q, olacak sekilde bir tek
¢ :m — P morfizmi vardir.

sartlarmi saglan bir P € C; objesi ve p, e C(P,x), p, e C(P,y) morfizmleri varsa

(P, p,, p2) ticliisiine yada kisaca P ye a ve b nin geri ¢gekmesi (pullback) denir.

m

—_—

N
P ek
I
€ y

<

_—
a

Ornek 2.2.17 Gruplar kategorisi Gp de f:G—K ve g:H—>K iki grup

homomorfizmi olsun. Bu durumda (GfxgH ,71'1,71'2), f ve g nin geri ¢ekmesidir.
Burada G ,x, H = {(x,y) | f(x) = g(y)} dir.

Tamim 2.2.18 [25] C bir kategori, / bir kiime ve {x, |i eI} objelerin bir sifi
olsun. x; objelerinin ¢arpimi her i € / i¢in asagidaki evrensellik 6zelligini saglayan
7, : x = x; morfizmleriyle birlikte C nin bir x objesidir:

o,

¢ herhangi bir yeC, objesi ve her ie/ i¢in f,:y —x, morfizmleri i¢in

7, 0@ = f; olacak sekilde biricik ¢ :y — x morfizmi vardir.

10



Kategoriler arasindaki doniistimler funktor olarak adlandirilir. Simdi bir funktorun

acik tanimini verelim.
Tamm 2.2.19 [25] C ve D iki kategori, F,:C, = D, ve F,:C, = D, iki fonksiyon
olsun. Eger F = (E,FO) kategori yap1 fonksiyonlar1 s,z,& ve m ile uyumlu ise F
ye C den D ye bir funktor denir. Yani;

(i) her aeC icin s(F (a))=F,(s(a)), t(F (a))=F,(t(a))

(i) her xeC, igin FI(IX):IFO(X)
(iii)  s(b)=1(a) sartm saglayan her a,beC, i¢in F,(boa)=F,(b)oF,(a) dir.
Ornek 2.2.20 U : Top — Set fonksiyonu her topolojik uzay1 temel kiimesine tasiyan

bir funktordur. Bu funktor unutkan (forgetful) funktor olarak adlandirilir.

Iki funktorun bileskesinin de bir funktor oldugu asikardir. O halde aralarmdaki
morfizmleri funktorlar olan kiigiik kategorilerin kategorisi olusturulabilir ve bu

kategori Cat ile gosterilir.

Tammm 2.2.21 [25] F,G:C—D iki funktor ve. 1n:C, > D, her xeC, igin
s(n(x))=F,(x) ve t(n(x))=G,(x) sartlarmi saglayan bir fonksiyon olsun. Bu
durumda, eger her a e C(x,y) i¢in G, (a)n(x)=n(y)F (a) ise n dogal doniisiim

olarak adlandirilir ve n7: FF = G ile gosterilir.

FU(;I) C;U(;IT)
Fl((l)k ‘(71((1)
Fo(y) Go(y)

n(y)
F,G:C— D funktorlar1 i¢in n7: F = G bir dogal doniisiim olsun. Eger her x € C,
icin r](x), D de bir izomorfizma ise 7n:F = G dogal izomorfima olarak

adlandirilir. Bu durumda, F ve G dogal denktir denir ve F = G seklinde gosterilir.



Tammm 2.2.22 [25] F:C— D bir funktor olsun. Eger GoF =1, ve FoG=1
sartlarmi saglayan bir G:ID — C funktoru varsa C ve ID denktir denir ve C =1 ile
gosterilir.

Her morfizmi bir izomorfizm olan kategoriye grupoid denir. Monoid sadece bir
objeli kategori olarak diisiiniilebilirken, bir grup tek objeli bir grupoid olarak

disiiniilebilir. Grupoidler arasindaki morfizmler siradan funktorlardir.

Ornek 2.2.23 X bir topolojik uzay olsun. X de [0,1]— X yollarinin tiim relatif
homotopi siniflar1 kiimesi 7 (X ), X tizerinde bir grupoiddir. Bu grupoid X in temel
grupoidi olarak adlandirilir.

2.3 Gruplarda ¢aprazlanmis modiiller (XMod)

Bu boliimde, [8] de verilen ¢aprazlanmis modiillerin tanimi verilecektir. Ayrica,
caprazlanmis modiiller hakkinda bazi Ornekler verilerek cebirsel Ozelliklerine

deginilecektir.

Tanmm 2.3.1 4 ve B iki grup ve B nin soldan A izerine etkisi var olsun. Eger

(1,1, xa,a) ve (a,ax1y,1,) ayrik genisleme morfizmleri ise o:4— B grup
homomorfizmi bir ¢aprazlanmis modiil olarak adlandirilir ve (A,B,a) ile gosterilir

[8].

<~

0—A——AxA—=A——=0

1Aj 1Axal al
s

0— A—>Ax Bé—p\>3_>o

aj axlBl lBl
S

0—B—=BxB—=B—=0

Grup islemleri ve etkiler i¢inde c¢aprazlanmis modiillerin tanimini vermek oldukca
kullanighdir.

Onerme 2.3.2 [8] 4 ve B iki grup ve a : 4 — B bir grup homomorfizmi olsun. B
nin A {lizerine bir etkisi verilsin. Bu durumda her a,a, € 4 ve be B i¢in

(CM1) a(b~a)=b+a(a)—b

(CM2) a(a)~a1=a+a1—a

12



sartlar1 saglaniyorsa (A,B,a) bir ¢aprazlanmis modiildiir.

Ornek 2.3.3 Asagidaki homomorfizmlerin birer caprazlanmis modiil oldugunu

gostermek oldukca kolaydir.

(i) X bir topolojik uzay, Ac X ve xeA olsun. Bu durumda r,(X,4,x)

ikinci relatif homotopi grubundan 7z, (X ,x) temel gruba olan smirh p

fonksiyonu bir ¢caprazlanmis modiildiir.

(ii) G bir grup ve N, G nin bir normal alt grubu olsun. G nin N {izerine

konjuge etkisi ile birlikte N —"->G igine fonksiyonu bir ¢aprazlanmis
modiildiir.
(iii) L herhangi bir P -modiil olmak iizere 1: L — P asikar homomorfizmi P nin

L iizerine etkisiyle birikte bir ¢aprazlanmis P -modiildiir.
(4,B,a) ve (A'.B'.a') iki caprazlanmis modill olmak iizere (4,B,a) dan

(4.,B'.a')ne f=(f,,f,) caprazlanmig modiil morfizmi her a € 4 ve be B igin

@ fya=a'f, and
() £, (b-a)=1f,(b) fi(a)

sartlarini saglayan f,: 44— A' ve f,:B — B' grup homomorfizm ¢iftidir.

BxA—sA—%+B

fBXfA\L fAl/ lfB

B x A — = A2

Yukarida tanimlanan morfizm yardimiyla c¢aprazlanmis modiiller kategorisi

olusturulur ve bu kategori XMod ile gosterilir.
Tamm 2.3.4 [26,27] (4,B,a) ve (S,T,0) iki gaprazlanmis modiil olsun. Bu
durumda

i) S8§<4,T<B,
(ii) o, a nin § ye kisitlanmasi ve

(iii) 7 nin S iizerine etkisi B nin A4 {izerine indirgenmis etkisidir

oluyorsa (S,7,0) ye (A4,B,c) nin alt ¢aprazlanms modiilii denir.

13



Tamm 2.3.5 [27] (4, B,a) bir ¢aprazlanms modiil ve(S,7T,0), (A4,B,c) nmn bir alt
caprazlanmis modiilii olsun. Bu durumda

i) T<B,
(i) herbeB veseS igcinb-seS ve

(iii) hertreT veaeAd gint-a—aeS
ise (8,7,0) ye (A4,B,a) nin normal alt gaprazlanmis modiilii veya ideali denir.
Ornek 2.3.6 f = (fisf3):(4,B,a)—> (A4 B",a") bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi
olsun. Bu durumda f =(f,, f;) nin gekirdegi

ker f =ker(f,. f,)=(ker f,.ker f,. ., )

(A4,B,a) nin idealidir. Ayrica f =(f,, f,) nin goriintiisii

Im / =Im(f,. f;)=(Im f,.Im f.a',, . )
(4',B',a") niin alt gaprazlanmis modiiliidiir.
Idealler kullanilarak bliim ¢aprazlanmis modiil yapis1 su sekilde olusturulabilir:

(4,B,a) bir ¢aprazlanmis modiil ve (S,7,0), (4,B,a) nin bir ideali olsun. Bu

durumda
(4/S.B/T.a")
tigliisii bir ¢aprazlanmig modiil olur, burada B/T nin A/S iizerine etkisi

B/TxA/S — A/S
(b+T,a+S) +— (b-a)+S

ile a* ise

a" : A/S - BT
a+S +— a(a)+T

seklinde verilmektedir.

14



Tanmm 2.3.7 Bir topolojik caprazlanmis modiil, 4 ve B topolojik gruplari,
a : A— B siirekli grup homomorfizmi ve Teorem 2.3.2 kosullarin1 saglayan B nin

A tizerine siirekli bir etkisinden olusur.

Simdi gruplar iizerinde ¢aprazlanmis modiiller kategorisi i¢in geri ¢ekme kavramini

tanimlayacagiz.
Tanim 2.3.8 (A,B,a) , (M,P,u) ve (C,D,}/) iic caprazlanmis modiil,

f=(fitfo):(AB,a)>(M,P,u) ve g=(gc.85):(C.D,y)—>(M,P,u) iki
caprazlanmig modiill morfizmi olsun. Bu durumda f ve g nin geri c¢ekme

caprazlanmis modiilii

(AfA ch C’ny Xgn D,OC e’ 7/)

dir, burada B,x, D nin A4,x, C lzerine etkisi her (b,d ) €B,x, D ve
(a,c) €4, X, C i¢in
(b,d)-(a,c)z(b-a,d‘c)eAfA Xy C

seklindedir.
2.4 Gruplarda ¢aprazlanms kareler (X*Mod)
Bu boliimde, [15] de verilen caprazlanmis kare tanimi ve bazi 6rnekleri verilecektir.
Tanmm 2.4.1 [15] Gruplar iizerinde bir g¢aprazlanmis kare P grubunun soldan
L, M, N fizerine etkisiyle birlikte (burada M nin L ve N lizerine etkisi u
yoluyla ve N nin L ve M iizerine etkisi v yoluyla verilmektedir) vA'= ud sartini
saglayan A:L —>M , A':L—>N, u:M — P ve v:N — P dort grup morfizmi ve
h:M x N — L fonksiyonundan olusur ve asagidaki 6zellikler saglanir: Her /e L,
m,m'eM , n,n'e N ve peP igin

(i) A ve A P-denktirve u,v ve k= ud birer caprazlanmig modiildiir.

(i) Ar(m,n)=m+n-(-m), A'h(m,n)=m-n—n,
(i) AA(),n)=l+n-(-1), h(mA'(D))=m-1-1,

(iv)  h(m+m',n)y=m-h(m',n)+h(m,n), h(m,n+n")=h(m,n)+n-h(m,n") ve

~)  h(p-m,p-n)=p-h(m,n)dir.
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X H

=

Bir ¢aprazlanmis kare S = (L,M ,N ,P) seklinde gosterilir.

Ornek 2.4.2 (4,B,a) bir caprazlanmis modiil ve (S,T,0), (4, B,a) nn bir normal

alt caprazlanmis modiilii olsun. Bu durumda

§—2 =T
A— B

yapist bir grup caprazlanmis karedir ve burada B nin S iizerine etkisi B nin A4
iizerine etkisinden indirgenmis olup B nin 7 {lizerine etkisi konjuge etkidir. &

fonksiyonu her teT ve ae 4 i¢cin

h: TxA — S
(t,a) > h(t,a)=t-a—a

seklinde tanimlanmistir.

Bir topolojik c¢aprazlanmis kare Ornegi [15] de asagidaki gibi tanimlanan temel

caprazlanmis karedir:

c— .4

g a

B X

b

seklinde degismeli karesini ele alalim. F(f), f nin homotopi ag1 ve F(X),

F(g) — F(a) nin homotopi ag1 olsun. Bu durumda gruplarin degismeli karesi

7T1F<X> ’/'TlF(g>

7T1F(f) 7T1(C>



dogal bir caprazlanmis kare yapisina sahiptir. Bu caprazlanmis kare temel

caprazlanmis kare olarak adlandirilir.
S, =(L.,M,N,,P,) den S,=(L,,M,,N,,P,) ye bir ¢aprazlanms kare morfizmi
f=(fL,fM,fN,f,,), etkileri ve A, h, fonksiyonlar1 uyumlu olan f, :L, —> L, ,

Sy M, >M,, f,:N, >N, ve f,:F — P, dort grup homomorfizminden olusur.

o —
1 :
L 1 LQ "2
Py N,
N, Pl f ....................... > P2
V JP /
N 1 A/VQ ”

Yukarida tanimlanan c¢aprazlanmis kareler arasindaki morfizmler ile birlikte
olusturulan gruplar iizerinde caprazlanmis kareler kategorisi X’Mod ile gosterilir.
Caprazlanmis kareler ile ¢aprazlanmis modiiller iizerindeki ¢aprazlanmis modiiller

denktir [27].
2.5 i¢ kategoriler ve Brown-Spencer Teoremi

Tanim 2.5.1 C geri ¢gekmeye sahip bir kategori olsun. C i¢inde bir C i¢ kategorisi,

C nin C, ve C, objeleri ve s,t:C,>C,, ¢:C,—>C, ve m:C, x

GG

morfizmlerinden olusur, burada C, x,C,, s ve t nin asagidaki sartlar1 saglayan geri

¢ekmesidir
(i) se=te= lc0

@) 7 :C x

,C,—=>C ve m:C x C —C projeksiyon olmak iizere
sm=Sm,, tm=17,
(iii) m(lcI xm):m(mxlq)
(v)  m(esly)=m(ls.et)=1,.
s,t,¢ ve m morfizmleri sirasiyla kaynak (source), hedef (target), birim obje

diiniisimii  ve  bileske olarak adlandirilir. C  i¢inde bir i¢ kategori

C =(C,,C,,s,t,e,m) veyakisaca C olarak gosterilir.
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Eger C deki n:C, > C, morfizmi
m(Ln)=¢es ve m(n1)=et
sartlarin1 saghyorsa C = (CI,CO,s,t,s,m,n) ye C i¢inde bir i¢ grupoid denir.

C ve C', C iginde iki i¢ kategori olsun. Bu durumda C den C' ne [ =(f,f,)

morfizmi
W) shi=Ls, =Tt
i) <&f,=/fe
(iii) m(flel)zflm
sartlarmi saglayan C i¢inde f,:C, — C' ve f,:C, = C,' morfizm ¢iftinden olusur.
Boylece yukarida tanimlanan morfizmlerle birlikte keyfi bir C kategorisi i¢inde i¢

kategorilerin kategorisi olusturulabilir ve bu kategori Cat(C) seklinde gosterilir.

Gruplar kategorisindeki bir i¢ kategori grup-grupoid olarak adlandirilir [23]. Ayni
zamanda grup-grupoidler kiiciik kategoriler kategorisinde grup objelerdir. Simdi

grup-grupoidlerin baz1 6zellikleri verilecektir.
G gruplar kategorisinde bir i¢ kategori olsun, yani bir grup-grupoid olsun. Bu
durumda G, morfizmlerin objesi ve G, objelerin objesi grup yapisina sahiptir ve
(@) se =te=1g
(ii) sm=Sm,, tm =17,
(iii) m(lGI xm):m(mlel)
(v)  m(es.lg)=m(l,.6t)=1,

sartlarin1  saglayan s,/:G, > G, , €:G,—> G, ve m:G x G =G grup
homomorfizmleri vardwr. s5,¢:G, =G, , ¢:G, > G, ve m:G, x, G — G, grup

homomorfizmleri oldugundan asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.5.2 G gruplar kategorisinde bir i¢ kategori olsun. Bu durumda her

a,a',b,b'e G, ve x,y € G, i¢in
(@) s(a+b)=s(a)+s(b)
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() t(a+b)=1(a)+1(D)
(i) e(x+y)=e(x)+e(y) yanil,, =1, +1
(iv)  m((b,a)+(b.a"))=m((b"a"))+m((b'a")) yani
(b+b)o(a+a)=(boa)+(boa’)
drr.

Gruplar kategorisindeki i¢ kategorilerin grup-grupoid olarak adlandirildiklarindan
dah 6nce bahsetmistik. Grup-grupoidler arasindaki morfizmler grup homomorfizmi
olan funktorlardir. Bdylece GpGd ile gosterilen grup-grupoidlerin kategorisi

olusturulur.

Teorem 2.5.2 nin son sart1 yer degistirme kurali olarak adlandirilir. Yer degistirme

kuralinin uygulamalar1 agagida verilecektir.

G bir grup-grupoid olsun. Bu durumda G deki kismi bileske islemi grup islemi ile
ifade edilebilir. [23]. Gergekten a € G(x,y) ve be G(y,z) almirsa yer degisim

kuralinin bir uygulamasi olarak
boa :(b+0)o(1y +(—1y +a))

z(boly)+(00(—1y+a))

=b-1,+a

ve benzer sekilde

boaza—1y+b

elde edilir.

Sonu¢ 2.5.3 [23] G bir grup-grupoid olsun. Bu durumda kers ve kert nin

elemanlar1 grup islemi altinda degismelidir.

Yer degistirme kuralinin bir diger uygulamasi ise grup islemi cinsinden bir

morfizmin tersinin verilebilir olmasidir. Yani, a € G(x, y) icin

-1
=(do
ly aoda

_ -1
=a-1+a
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dir. Béylece a™' =1 —a+1, elde edilir. Benzer sekilde a™' =1, —a+1, dir. Bdylece
gruplarin kategorisindeki her i¢ kategori aslinda bir i¢ grupoiddir.
Bir baska sonu¢ ise sudur: Eger a,a, € kers ve t(a) =x ise —1 +aekert ve
boylece q, ile degismelidir. Bu
(—lx +a)+a] =q, +(—1x +a)

olmasin1 gerektirir ki buradan

ata,—a=1 +a -1,
sonucuna ulasilir.

Teorem 2.5.4 (Brown-Spencer Teoremi [23]) Grup-grupoidlerin kategorisi GpGd

ile caprazlanmis modiillerin kategorisi XMod denktir.

Ispat. Tezin son bolimiinde detayh bir sekilde incelenecegi i¢in burada sadece

ispatin taslagi verilecektir.

¢ :GpGd —» XMod

funktorunu tamimlayalim. G bir grup-grupoid olsun. Bu durumda 4 =kers, B =G,
ve o, ¢ nin kisitlanmisi olup B nin A lizerine etkisi x-a=1_+a—1_ olmak lizere
¢(G)=(4,B,a) bir caprazlanmig modiildir. Bir F:G—H grup-grupoid

morfizmi i¢gin (o( f ) = < fiLes f0> bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi olur.

Tersine,

v : XMod — GpGd

funktorunu tanimlayalim. (4, B,&) bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda yari-
direkt carpim grubu Ax B, B iizerinde bir grup-grupoiddir, burada s(a,b) =b,

t(a,b)=a(a)+b, (b)=(0,b) ve b'=c(a)+b olmak iizere bileske

(a',b')O(a,b) = (a'+ a,b)
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drr. Bir <f,g> : (A, B,a) - (M,P, u) caprazlanmis modiill morfizmi i¢in
v (< £, g>) =(/fxg,g) bir grup-grupoid morfizmidir. Diger detaylar agik oldugu igin

atlanmistir.
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3. CAPRAZLANMIS MODULLERDE iC KATEGORILER Cat(XMod)

Bu bolimde, XMod caprazlanmis modiiller kategorisinde i¢ kategorileri

arastiracagiz.
3.1 Caprazlanmis grupoidler

X gruplar iizerinde g¢aprazlanmis modiiller kategorisi XMod de bir i¢ kategori
olsun. Bu durumda X, X, =(4,,B,,a,) ve X, =(4,,B,,qa,)¢aprazlanmis modiilleri
ile swrasiyla kaynak, hedef, birim obje doniisim ve bileske olarak adlandirilan

s =<s/,,s5>,t=<tA,tB>:X1 - X,,& =<8A,SB>2X0 — X,,m =<mA,mB>:X x, X, = X,

1 s™t

caprazlanmis modiill morfizmlerinden olugsmaktadir ve bunlar asagidaki 6zellikleri
saglar.
(i) se=te=1 X,
(i) sm=sm,, tm=tr, burada x =(m,m) ve m,=(m,m,) donisimleri
sirastyla X, tizerindeki birinci ve ikinci izdiisiim dontisiimleridir.
(iii) m(lxlxm):m(mxlxl)

(v)  m(es1y )=m(1,.et)=1,

m é’;
441344 XtA4’41 —_— 441 pr— 440

t
alxalt CUJ
S

B
£ﬁsBXtB£h ‘Blzizzif%
B

mp
~—5 —

B

XMod da bir i¢ kategori X = (X, X,,s,t,&,m) veya karsiklik olmayacaksa kisaca
X ile gosterilir. Birim objeler &,(a,) ve &,(b,) swasiyla kisaca 1, ve 1, ile
temsil edilir. Diger taraftan elemanlarin bileskesi s, (a,) =1, (a,") ve s,(b)=1,(5")
olmak iizere her a,,a,'€ 4, ve b.,b'€ B, igin m,(a,,a")=a,0a', m,(b.,b')=b b

ile gosterilecektir.

Simdi i¢ kategorilerin bazi 6zellikleri ve birka¢ lemma verilecektir.



Lemma 3.1.1 X, XMod da bir i¢ kategori olsun. Bu durumda her i e {0,1},

, ..
a,a'e A ve b, € B, i¢in

()] ai(ai +ai'):ai(ai)+ai(ai')

() o, (b-a)=b+a(a)-b

(iii) ai(a‘)ﬂi' =a,+a'—aq,

1

drr .
Ispat. X, =(4,,B,,e,) ve X, =(4,,B,,0,) ¢aprazlanmis modiil oldugundan agiktur.

Lemma 3.1.2 X, XMod da bir i¢ kategori olsun. Bu durumda her

| " AAAJ \J " AAAJ \J \J 101
a,a',a",a'"" €A, b,b".b",b'" €B,, a,,a, € 4,, ve b,,b, € B, i¢in

M) s,(a+a")=s,(a)+s(a'), sy (b+b")=s,(b)+s, (b)),
ty,(a,+a'")=t,(a)+t,(a'), t,(b +b")=t,(b)+1,(b)
() a5, =80, ait, =t
(i)  s,(b-a)=s,(b)s,(a), t,(b-a)=t,(b)1,(a)
(iv)  e,(a,+a))=¢,(a))+e,(a)),e;(by+b")=e,(by)+¢5(by")
w ae, =g,
i) e, (byra)=¢,(b)) €,(a,)
vii)  s,(a)=1,(a"), s,(a')=t,(a'") ile
(a,+a')o(a"" +a"")=(a,0a")+(aoq"") ve
sp(b) =15 (B"). s, (b') =1, (b"") ile
(b1 +b1')0(b1"+b1'") = (b1 Obl")O(bl'Obl"')
(viii) am, =m, (051 xal)
(ix)  (bob")(a,0a))=(b-a,)o(b'q")
dir.

Ispat. (i)-(iii) s = <s A,s8> , 1= <t A,t5,> nin ¢aprazlanmis modiil morfizmi olmasindan
asikardir.

23



(iv)-(vi) ¢ =(g,,6,) nn gaprazlanms modiil morfizmi olmasindan asikardir. Bu
sartlar altinda, birim objeler i¢in & (*) =1, sembolii kullanilmak iizere

@) Ly =1+l Ly =1, 1y,

W' a1, ) =l

Wiy 1, =1, 1

by-ay o

elde edilir.

(vii)-(ix) m = <m LM B>n1n caprazlanmig modiil morfizmi olmasindan asikardir.

Siradaki lemmalar X = (X, X,,s,7,&,m) in bir kategori yapisina sahip oldugu igin

aciktir bundan dolayi ispatsiz verilecektir.

Lemma 3.1.3 X, XMod da bir i¢ kategori olsun. Bu durumda her g, € 4, ve

b, € B, igin

dir.

Lemma 3.1.4 X, XMod da bir i¢ kategori olsun. Bu durumda her a,,q,'€ 4, ve

b,,b' € B, i¢in

i s, (a1 oal')=sA (al'), Sy (b1 Obl'):sB (bl')
() t,(aq0a")=t,(a') ve ty(bob")=1,(b')
dir.

Lemma 3.1.5 X, XMod da bir i¢ kategori olsun. Bu durumda ¢,(a,")=s,(a'),
t(a")=s,(a) , t,(b")=s,(b") ve t,(b'")=s,(b') olmak iizere her

\J " \J " 101
a,a',a'" € A4 ve b,b'.b" € B, i¢in
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i q O(aI'oal"):(a1 oal')oal"

) b o(bl' obl") = (b1 obl') ob"
dir.

Lemma 3.1.6 X, XMod da bir i¢ kategori olsun. Bu durumda her q, € 4, ve b, € B,
igin
(i) 1-YA(a.) oa,=a,=a,° 11A(a.)

() 1, 0b=b=hel

dir.

Bu 6zdeslikler Lemma 3.1.2 nin (vii) sartinda grup islemleri ve bileske arasinda yer

degistirme 6zelligi olarak verilmistir.
(a1 + al') o (al" + al'") =4 (a1 o al") + (al' o al"') (3-1)
(b, +5")o (b +b"")=(bob'")o(b'ob") (3-2)
Yer degistirme 6zelliginin bir uygulamasi da asagidaki sonug ile verilecektir.
Sonu¢ 3.1.7 X, XMod da bir i¢ kategori olsun. Bu durumda 4, ve B, deki bileske

A ve B, lzerindeki grup islemlerinin terimleri i¢inde s,(a,)=1,(q') ve

sy (b)) =1, (b") olmak iizere sirasiyla her a,,a'€ 4, b,b'€ B igin

" _ " _ |
aca'=a -1 e =a -1

s4(ay sy(ay) +q (3_3)

ve
bob'=b -1,

+b'=b'-1 , +h, (3-4)

(b) (b)
seklinde yazilabilir.

Ispat. Ispat 4, icin yapilacaktir. 4, ve A, gruplarnin birim (sifir) elemam 0 ile

gosterilmek tizere,
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a,0a'=(a,+0)o (ISA(GI) + (_1s,4(a1) + al'))

(o1, 0)+(05( 1 )

=q, -1 +a

sy(a)

ve benzer sekilde

aoa'= (0+a1)O((al'_lsA(al))+154(a1))

e
=aq, ISA(al) +a,.

elde edilir. Bu sonug yardimiyla eger s,(a,)=¢,(q')=0, yani q ekers, ve

a'ekert, ise
a+a'=a'+a,.

sonucuna varilir. Boylece kers, ve kerz, nin elemanlar1 degismelidir. Benzer
sekilde, kers, ve ker?, nin de elemanlar1 degismelidir. Ayrica, a, € 4, eleman: i¢in
a” :ISA(QI) —-a, +1t/4(a1) € 4 ifadesi a, in m, bileske doniisiimiine gore tersidir.

Benzer sekilde, b, € B, elemani igin bfl =1s3(b1)

-b +1 . €B, ifadesi b, in m,

t5(hy)
bileske doniisiimiine gore tersidir. Bu da X =(X1,X0,s,t,s,m,n) nm grupoid

yapisina sahip olmasi anlamina gelir, burada n = <n 4N B> X, = X,

n, : A —> 4
a B nA(al):al_l =1 ( )_“1+1u(al)
ve
n, : B — B
bl = ny (bl) = bl_l = lslg(bl) _bl + ltlx(bl) :

ozelliklerine sahip c¢aprazlanmis modiil morfizmidir. Her a, € 4 ve b, € B, igin

1-u(a.)_a1+1u(a.)=1u(a.)_al+1s,4(a.) ve 138( _b1+1tg(b.)=1rg(b.)_b1+1sg(b.) oldugu

by)

agiktir.
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1

Lemma 3.1.8 g, € 4, ve b € B, olsun. Bu durumda b, -a;"' =(b,-a,)  du.

Ispat. Lemma 3.1.2 nin (ix) sart1 ve yer degistirme 6zelligi yardimiyla

(bl 'al)o(bl_] 'al_l):(bl Obl_l)'(al oal_l)
=Ly L
1
1

s(by)-s(ay)

elde edilir.

Gruplar tlizerinde ¢aprazlanmis modiiller kategorisinde bir i¢ kategori, gruplardaki i¢

kategoriler kategorisinde bir ¢aprazlanmis modiil obje oldugu asikardir.
Tanmm 3.1.9 X ve X', XMod da iki i¢ kategori olsun. X den X' ne bir morfizm
(i¢ funktor) fis=sfi, fit=tf,, fie =¢&f, ve fim=m(f,x ;) sartm saglayan
£ = (A=A S = (0 A0) X > X
caprazlanmis modiil morfizm ¢iftidir.

Boylece, morfizmleri yukarida tanimlanan i¢ funktorlar olan gruplar iizerinde
caprazlanmis modiiller kategorisinde i¢ kategoriler (grupoidler) kategorisi

olusturulur. Bu kategori Cat(XMod) veya Gpd(XMod) ile gosterilir.

27



4. Cat(XMod) VE X*Mod ARASINDAKI iLiSKI

Bu boliimde, gruplar {izerinde c¢aprazlanmig modiiller kategorisinde i¢ kategoriler
kategorisi Cat(XMod) ile gruplar iizerinde ¢aprazlanmus karelerin kategorisi X*Mod

nin denk oldugu gosterilecektir.
4.1 Kategorilerin denklikleri

Teorem 4.1.1 Gruplar iizerinde caprazlanmis modiiller kategorisinde i¢ kategoriler
kategorisi Cat(XMod) ile gruplar iizerinde ¢aprazlanmus karelerin kategorisi X*Mod
denktir.

Ispat. Oncelikle
n :Cat(XMod) > X*Mod
funktorunu su sekilde tammlayalim: X =(X,,X,,s,t,&,m,n), Cat(XMod) de bir
obje olsun. Eger L=kers,, M =kers, ,N=4,,P=B,, A= |, » A" =1, |iers, >
=1y |, VE V=0, alinirsa
h : MxN — L
(m,n) +— h(mn)=m-1 -1

fonksiyonu ile birlikte (X )= =(L,M,N,P) bir gaprazlanmus kare olur. Burada
(LM, %), s=(s,.s5):(A4,B,a,) > (4,B,,a,) nn ¢ekirdek ¢aprazlanmis modiili
oldugu icin (L,M ,/1) bir c¢aprazlanmig modiildiir. Ayrica, Brown-Spencer
Teoreminden (L,N,A') ve (M, P, u) nin birer ¢aprazlanmis modiil oldugu agiktur.
Son olarak, (4,,B,,c,) a denk oldugundan (N, P,v) de bir ¢aprazlanmis modiildiir.

Burada P nin N iizerine etkisi verilmis olup, P nin M {iizerine etkisi

PxM — M
(p,m) = p-m=1p+m—1p

ve P nin L lizerine etkisi



seklinde verilmektedir. Burada denklemin sag tarafindaki etki B, in 4, iizerine

etkisidir. Simdi Tanim 2.3.1 de verilen sartlarin saglandiginin gosterilmesi

gerekmektedir.

i) A ile A’ niin P -denk ve x=pA nin bir ¢aprazlanmis modiil oldugunu

PxL — L
(p,l) = pl=1,-1

gostermeliyiz. /€ L ve p € P olsun. Bu durumda

\

oldugundan A ve A" P -denktir. Simdi (L,P,K‘) nin bir ¢aprazlanmisg modiil

Mp-D=a1,-D)=1 +a0)~1,=p-A()

Mp-D=t,(,-D=t,(1,)2,()=p-2 (1)

oldugunu gosterelim.

(CM1)

(CM2)

le L ve p e P olsun. Budurumda
k(p1)=wi(p-1)

=u(p-A(1))
=p+u(A(1))-p
= p+1<(l)—p

dir.

[,I'e L olsun. Budurumda

i(1)-1'= p(A(1))-1"

=Ly !

=L =L
=l+1'-1
olup (L,P,K) bir ¢aprazlanmis modiildiir.

(i) meM ve ne N olsun. Bu durumda
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Ah(m,n)=A(m-1,-1,)
a1 )-A(1)
=m+A(1,)-m-2(1,)

=m+n-(—m)

ve

Ah(m,n)=A"(m-1,-1,)

2 (m1)-2(1)
=u(m)-2'(1,)-2(1,)
=u(m)-n—n
=m-n—-n

elde edilir.

(iii) [/eL,meM ve ne N olsun. Bu durumda
h(A(l),n)=A(l)-1, -1,
:(l+1n—l)—1n
:l+(1n—l—1n)
=l+n-(-/)
ve

h(m,2'(1))=m-1,, -1

(n  ~X0)
=(m-1, =Ly +1) -1
=(m-1, 1)1
:((m'lz'(z))o(lo 'l))_l
= (mo1,)-(Ly o 1)~
=m-l-1

elde edilir.

(iv) m,m'eM ve n,n"e N olsun. Bu durumda

h(m+m’,n):(m+m’)-1n -1,
=m-(m'-1,)-1,
=m-(m'-1,)+m-(-1,+1,)-1,

=m-(m'-1,-1,)+m-1,-1,
:m-h(m’,n)+h(m,n)

\
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h(mn+n')=m-1,,, —1

=m-(1,+1,)-1,~1,
:(m-ln —ln)+ln +(m-1n,—ln,)—ln,
:h(m,n)+n-h(m,n')

elde edilir.

(V) meM,neN ve peP olsun. Bu durumda

h(p-m,p-n):h(1p+m—1p,p-n)
:(1p+m_1p)'

elde edilir. Cat(XMod) kategorisi iginde
F=(h=(R At = (1 1)) X > X
morfizmini alalim. Bu durumda
()= (o = 5 b s =1 by = i Sy = 1) S 8

bir caprazlanmis kare morfizmidir.

Tersine,

y : X’Mod — Cat(XMod)

funktorunu su sekilde tanimlayalim: S =(L,M ,N ,P) gruplar iizerinde bir

caprazlanmis kare olsun. O halde
w(S)=X=(X,=(4,B,a,),X,=(4,,B,,a,),5,t,&,m)

yapist gruplar iizerinde ¢aprazlanmis modiiller kategorisinde bir i¢ kategoridir,

burada
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(Al,Bl,al)=(L>4N,M>4P,/1><v), (AO,BO,a0)=(N,P,v), s, (Z,n)=n
SB(m,p)=p, t, (Z,n)=/1'(l)+n, tB(m,p)=,u(m)+p, g, (n)=(0,n)

£,(p)=(0,p)
(120 (1)+n)o(l,n)=(I"+1,n)
(m',/l'(m)+p)0(m,p) = (m'+ m,p).

dir. X, m bir ¢aprazlanmis modiil oldugu bilinmektedir. O halde M x P nin LxN

uzerine etkisi
(m,p)-(ln)=(m-(p-1)+h(m,p-n),p-n)

ile birlikte (Lx N, M x P,Axv) nin bir ¢aprazlanmig modiil oldugunun gésterilmesi

gerekmektedir.

(CM1) (Ln)eLxN ve (m,p)e M xP olsun. Bu durumda

(

(

(
=(m+p (l ( ‘n)-
=(m+p A(1 +(p+v(n)—p -m),p+v( )—p)
=(m+p-2(1)+(p+v(n)((=p)-(-m)).p+v(n) - p)
=(m+p ﬂ,(l p+v(n))+((—p)-(—m),—p)
= (m,p)+(A(1).v(n)) = (m. p)
=(m,p)+(),><v) l,n)—(m,p)

dir.
(CM2) (I,n),(I''n')e Lx N olsun. Bu durumda

() (1)) = (20, ()- (1)
= ﬂ,(l)-(v(n)- ')+h(l(l),v(n)-n'),v(n)-n')
(7)-

[
Al (n-l')+h(l(l),n+n'—n),n+n'—n)

(
(
(

l+n-l'—l+l+(n+n'—n)-(—l),n+n'—n)
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olup

(l+n-l’+(n+n')-((—n)-(—l)),n+n’—n)
(l+n-l',n+n')+((—n)-(—l),—n)

(l,n)+(l',n')—(l,n)

X, = (L XN, M xP,Ax v) bir caprazlanmis modiildiir. Simdi

W(S):X:(Xl=(A1,Bl,a1),X0=(A0,Bo,a0),s,t,s,m) nin Lemma 3.1.2 de

verilen kosullar1 sagladigini gostermek gerekmektedir. s,,s,,7,,¢,,6,,&5,m, ve my

nin grup homomorfizmi oldugu kolaylikla goriilebilir. O halde (i), (iv) ve (vii)

sartlaria bakmaya gerek yoktur.

(i)

(iii)

(I,n)e Lx N olsun. Bu durumda
vs,((Ln))=v(n)
=s,(A(1).v(n)
=5, ((Axv) (L))
vt (L,n)=v(A'(l)+n)
=v(A'(1))+v(n)
= (D) +v(n)
=t,((2(1).v(n)))
iy () (1)
dir.
(I,n)e LxN ve (m,p)e M x P olsun. Bu durumda
52 (m.p)- (1) = pen=s5, (m.p) 5, (1)
t,((m,p)-(L,n))=2"(m-(p-1)+h(m,p-n))+p-n
=2'(m-(p-1))+2'(h(m,p-n))+p-n
=A'((#(m)+p)-1)+(m-(p-n)=p-n)+pn
=(w(m)+p)-2'(1)+(n(m)+ p)-n
=(u(m)+p)-(2'(1) +n)
:tB(m,p)-tA(Z,n).
dir.
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(v)  neN olsun. Bu durumda

dir.

(vi) neN ve pe P olsun. Bu durumda

dir.

(viii)  n'=2'(/)+n olacak sekilde (1,

=(Axv)((1'+1,n))

=(A(1+1),v(n))
=(A(1)+A().v ()

=(2). 1(A(D) +v ()= (4(1):v (n))
= () (W) +v () o (A1) (n))
=(A(1).v(A'(1) +n)) o (A(1).v(n))
=(A(1)v (1) (A(D)v ()
=my((Axv)(I'n"),(Axv)(L,n))
=my (e xa)((1'n'),(1.m))

dir.
(ix) n'=A'()+n ve p'=u(m)+p olacak sekilde (/,n),(I'n')eLxN ve

(m,p),(m',p')e M x P alahm. Bu durumda
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)o(1m)) = (m'+m, p)-(1+,n)
)+h(m’+m,p-n),p~n)
A)+h(m—m+m'+m,p-n),p-n)
1) meh((-m)-m' pen)+ h(m, pon), pen)
1) +h(m-((=m)-m').m-(p-n))+h(m.p-n).p-n)
p’l')+m' pl)+h(m', p-n)+h(m,p-n),p-n)
1) =(p D)+ (p 1) +h(m' ptn)=(p*1)+m-(p-1)+h(m,p-n),p-n)
p 1)+ A (p-1)-h(m',p*n)+m-(p-1)+h(m,p-n),p-n)
m', '/1'(1)+p n)+m-(p-1)+h(m,p-n),p-n)
(2'(1)+n))+m-(p-1)+h(m.p-n).p-n)
n)+m~(p~l)+h(m,p~n),p-n)
“n'),p"n')o(m-(p-1)+h(m,p-n),p-n)

=((m'p")-(1%n"))o((m. p)-(1,n))

%-
~
+
3
—_— e~~~
’E-

3

olup  w(S)=X=(X,=(4.B.2),X,=(4,B,,a,),s,t,e,m),  Cat(XMod)
kategorisinde bir objedir. Simdi

f=(f0s fustysSp): S =(L,M,N,P)>S,=(L,,M,,N,,P,)
bir gaprazlanmig kare morfizmi olsun. Bu durumda y (S,)=X ve y(S,)=X"
olmak iizere w (1) =({f, X fy»fu % fp)-{ fy-f»)): X > X' doniisiimii Cat(XMod)

de bir morfizmdir.

Son olarak bu fanktorlardan bir dogal denklik elde edildigini gosterelim.
U Leaxmon) = W dogal denkligi Cat(XMod) kategorisindeki bir X objesi ve her

a, €A, b eB, igin
—&,5,(a), (a])),
~ 555 (b),55(0)),
foA =1, ve £;" =1,
olmak iizere U, =(f=(f"£"). £, =(£".£)) seklinde tanimhdir. Tersine,

T:ny=1 dogal denkligi X*Mod kategorisindeki bir S=(L,M,N,P)

X*Mod

¢aprazlanmus karesi i¢in Ty =(f, =7,, f,, =7, fy =1y, f» =1,) seklinde tanimlidir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda, Brown-Spencer teoremi ve [8] ile [23] kaynaklarinda elde
edilen yontemler kullanilarak, oncelikle gruplar lizerindeki ¢aprazlanmis modiillerin
kategorisindeki i¢ kategoriler karakterize edilip bu i¢ kategorilerin aslinda birer i¢
grupoid olduklar1  gosterilmistir. Daha sonra, c¢aprazlanmis modiillerin
kategorisindeki bu i¢ kategoriler arasinda i¢ fanktorlar tanimlanip i¢ kategorilerin
kategorisi elde edilmistir. Bilinen bazi caprazlanmis modiiller kullanilarak
caprazlanmis modiillerin kategorisindeki i¢ kategoriler i¢in bazi cebirsel ve topolojik

ornekler elde edilmistir.

Son olarak, ¢aprazlanmig modiillerin kategorisindeki ¢aprazlanmis modiil objelerin
kategorisi caprazlanmis karelerin kategorisine denk oldugu gerceginden Brown-
Spencer Teoremi kullanmilarak gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis modiillerin
kategorisindeki i¢ kategorilerin kategorisi ile gruplar iizerindeki caprazlanmis
modiillerin kategorisinin denk oldugu ispatlanmis ve bu denklik kullanilarak
caprazlanmis modiillerin kategorisindeki i¢ kategori 6rnekleri ¢aprazlanmis karelerin

kategorisine aktarilmistir. Boylece bazi caprazlanmis kare ornekleri elde edilmistir.

Caprazlanmis karelerin irtibatli (baglantili) homotopi 3-tipler i¢in bir cebirsel model
oldugu bilinmektedir. Bdylece bu tezde elde edilen kategori denkligi ile caprazlanmis
modiillerin kategorisindeki i¢ kategorilerin de irtibath (baglantili) homotopi 3-tipler

icin birer cebirsel model oldugu gosterilmistir.

Bu tezdeki teknikler kullanilarak, benzer sonuglar, sadece gruplar i¢cin degil, daha
genel cebirsel kategoriler, yani ¢ok islemli gruplarin (Bkz. [8],[28],[29]) herhangi bir
kategorisi i¢in de ispatlanabilir. Bu anlamda, bu denklik herhangi bir¢ok islemli
gruplarin kategorisinde caprazlanmis kare kavraminin tanimlanmasinda yardimci

olabilir.
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