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Arastirmalar, biligsel istem diizeyi yliksek matematiksel gorevlere katilma firsatlarina
sahip olduklarinda, 6grencilerin iist diizey diisiinme ve muhakeme etme becerilerinin
gelistigini ve matematiksel kavramlarla ilgili anlayislarinin zenginlestigini gostermistir.
Buna bagh olarak 6gretmenlerin bu tiir gorevleri yerine getirmede gerekli bilgi ve
becerilere sahip olmasi beklenir. Nitekim iist diizey diistinme ve muhakeme becerilerini
gelistirmeye yonelik 6grenme ortamlarini diizenleme, 6gretmen yeterlilikleri arasinda
yer almaktadir. Dolayisiyla Ogretmen yetistirme programlarinin bu beklentiyi
karsilayacak nitelikte iyilestirilmesinde, 6gretmen adaylarinin sahip oldugu zorluklarin
belirlenmesinin yararl olacagi diistiniilmektedir. Bu kapsamda bu arastirma ile amag,
sayilar teorisi baglaminda biligsel istem diizeyi yliksek matematiksel gorevleri yerine
getirmede Ogretmen adaylarmin yasadiklart zorluklari incelemek ve bu zorluklar
adaylarin goriis ve degerlendirmeleriyle birlikte tartisarak bu yonde ilgili literatiire
katkida bulunmaktir. Bu ama¢ dogrultusunda i) Ogretmen adaylarmnn biligsel istem
diizeyi yliksek matematiksel gorevleri yerine getirmede yasadiklar1 zorluklar nelerdir?,
ii) Ogretmen adaylariin bilissel istem diizeyi yiiksek matematiksel gorevleri yerine
getirmede yasadiklar1 zorluklar1 nelere atfetmektedir? sorularinin yaniti aranmistir. Nitel
arastirma  yaklasimiyla yiriitilen arastirmanin  katilimcilari, amagsal durum
orneklemelerinden kolay ulasilabilir ve 6lgiit durum 6rnekleme yontemlerinin birlikte
kullanim1 ile belirlenen dort 6gretmen adayr olmustur. Veriler, se¢meli bir ders
kapsaminda yliriitiilen problem ¢6zme oturumlar1 ve bu oturumlardan sonra yapilan yari



yapilandirilmis sorular igeren bireysel goriismeler ile elde edilmistir. Problem ¢dzme
oturumlarinda Ogretmen adaylarindan biligsel istem diizeyi yiiksek matematiksel
problemleri ¢dzmeleri istenirken; bireysel goriismelerde problemlerin ¢dzlimlerini
degerlendirmeleri istenmis ve bu siirecte yasadiklar1 zorluklara dair goriisleri alinmastir.
Elde edilen verilerin analizinde betimsel analiz teknikleri kullanilmistir. Bulgular,
O0gretmen adaylarinin muhakeme siirecinde yasadigi zorluklarin kaynaginin ¢ogunlukla
matematiksel kavramlara yonelik zayif kavrayislari oldugunu gostermistir. Ayrica
O0gretmen adaylarinin muhakeme eylemlerindeki strateji secimlerinde problemlerin
matematiksel kavramlar agisindan degerlendirilmesinden daha c¢ok stratejik ve
epistemolojik bilgilerinin etkin olmasi bir diger énemli bulgulardandir. Diger taraftan
Ogretmen adaylarinin yasadigr zorluklar1 kavramsal ve stratejik bilgi eksikliklerinin
yaninda, siklikla bu tiir problemleri ¢ozebilecek oOgretim faaliyetleri igerisinde
bulunmamalarina atfettikleri goriilmiistiir. Elde edilen sonuglar 1s18inda aragtirmact ve
uygulayicilara yonelik oneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler  : Ogretmen adaylari, matematiksel muhakeme, matematiksel
problem ¢6zme, sayilar teorisi, bilissel istem diizeyi yiiksek
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ABSTRACT

The literature has shown that, whenever students have the opportunity to participate in
high cognitive demand mathematical problems, their high level thinking and reasoning
skills develop and their understanding of mathematical concepts is enriched.
Accordingly, teachers are expected to have the necessary knowledge and skills to
perform such tasks. Hence, organizing learning environments that aimed at developing
high level thinking and reasoning skills are among the competencies of teachers.
Therefore, it is thought that identifying the difficulties of preservice teachers will be
beneficial for improving teacher training programs to meet this expectation. In this
context, the purpose of this research is to examine preservice teachers’ difficulties in
reasoning high cognitive demand mathematical problems in the context of number
theory and to contribute to the related literature by discussing these difficulties with the
opinions and evaluations of them. For this purpose the following questions are
considered: i) What are the difficulties that preservice teachers have in reasoning
mathematical tasks with high cognitive demand?, ii) To what extent do prospective
teachers attribute the difficulties they have in performing mathematical tasks with high
cognitive demand? Participants of the study which was conducted with qualitative
research approach, were four pre-service teachers who were easily accessible from
purposive case sampling and determined by using criterion case sampling methods
together. The data were obtained through problem solving sessions conducted within
the scope of an elective course and individual interviews with semi-structured questions
after the sessions. In the problem solving sessions, preservice teachers were asked to
solve the problems selected from the national or international high school mathematics
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olympics; in the individual interviews, pre-service teachers were asked to evaluate the
solutions of the problems and explain their opinions about the difficulties they
experienced in their reasoning process. Descriptive analysis techniques were used in the
analysis of the obtained data. The findings showed that the source of the difficulties
experienced by the pre-service teachers in the reasoning process is mostly their weak
understanding of mathematical concepts. Another important finding is that
epistemological knowledge is more effective than the requirements of the problems in
the strategy choices in all pre-service teachers’ reasoning actions. On the other hand, in
addition to the lack of conceptual and strategic knowledge, it was seen that the pre-
service teachers frequently attributed the difficulties to their lack of teaching activities
that could solve such problems. In the light of the results, suggestions for researchers
and practitioners were presented.

Key Words . Pre-service teachers, mathematical reasoning, mathematical
problems solving, number theory, high cognitive demand
mathematical problems
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GIRIS

Bu calismanin amaci 6gretmen adaylarmin biligsel istem diizeyi yliksek matematiksel
problemleri ¢6zmede yasadiklar1 zorluklari ve bu silirecte yasadiklari zorluklari neye
atfettiklerini incelemektir. Dolayisiyla bu boliimde; bu amacin ortaya konulmasini motive
eden bilgilere yer verilmistir. Oncelikle matematiksel muhakeme ve bu kapsamda
literatiirde 6ne ¢ikan problemler; sonra 6gretmen adaylarinin biligsel istem diizeyi yiiksek
matematiksel problemlerde muhakeme etmelerinin neden 6nemli goriildiigii agiklanmaya
calisilmistir. Daha sonra ise verilen bu bilgiler dogrultusunda c¢aligmanin amaci ve
arastirma problemleri ortaya konulmus; varsayim ve tanimlar ele alindiktan sonra ikinci

boliime gecilmistir.

1.1. Problem Durumu

Muhakeme, matematik egitiminin her alaninda ve diizeyinde merkezi 6neme sahiptir.
Matematik egitiminin her kademesinde muhakeme iizerine yapilan herhangi bir vurgu ise
matematiksel gerekgelendirmeye dikkat ¢eker. Matematikgiler igin, matematiksel
gerekgelendirmenin nihai sonucu ise ¢ogunlukla matematiksel bir ispattir (Yackel &
Hanna, 2003). Muhakeme ve ispat, tim iilkelerde anaokulundan 12. simifa kadar her
seviyede matematik miifredatinin 6nemli bir unsuru halindedir (NCTM, 2000; MEB,
2018). Matematiksel siire¢ becerilerinden biri olarak ele alinan muhakeme, ayni zamanda
problem ¢6zme, ispat, iliskilendirme, iletisim ve temsil etme gibi diger siire¢ becerilerinin
de tezahiir etmesinde etken olarak kabul edilir (NCTM, 2009). Milli Egitim Bakanlig
(MEB)’nin 1-8 siiflar Matematik dersi 6gretim programinda muhakeme becerisi (MEB,
2018a), 9-12 smiflar Matematik dersi 6gretim programinda ise muhakeme ve ispat becerisi

ogrencilere kazandirilmasi hedeflenen temel beceriler arasinda yer almaktadir (MEB,
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2018b). Bu durum ise oncelikle dgretmenlerin bu becerilerde yetkin olmasi gerekliligini
dogurmaktadir (Jones, 1997; Toh, Leong, Toh & Ho, 2014). Bu beceriler, 6gretmen egitimi
programlarinda yer alan derslerde matematiksel anlamay1 gerceklestirmek i¢in bir arag
olarak yer almasmin yani sira bash basina edinilmesi gerekli bir beceri olarak 6grenme
ciktilar1 arasinda yer almaktadir. Matematik egitimi literatiiriinde yer alan arastirmalara
gore ise bu alanda yasanilan giicliikler siiregelen bir problem olarak karsimiza ¢ikmaktadir

(Lockwood, Ellis & Lynch, 2016).

Matematiksel muhakeme, genel olarak, bir kisinin gordiigii, diisiindiigii ve sonug¢landirdigi
seyleri aciklamak i¢in kullandigi matematiksel deneyimleri ve bilgileri arasindaki tim
iliskileri igerir (Artigue & Burrill, 2007). Matematiksel bir ispat ise belirli muhakeme ve
gerekgelendirme tiirlerini ifade etmenin formel bir yolu olarak tanimlanabilir. Bu
tanimlamalar kapsaminda ilgili arastirma sonuglari, tiim 6gretim diizeyinden Ogrencilerin
muhakeme etmede zorluklar yasadigi yoniindedir (Mejia-Ramos, Weber & Fuller, 2015;
Pedemonte, 2007; Zazkis & Villanueva, 2016). Bu arastirmalara gore muhakeme etmede
goriilen zorluklarin kaynagi, matematiksel bilgiye dayali etkenler, stratejik etkenler,
epistemolojik etkenler, duyussal etkenler olarak sayilabilir (Somerhoff, Ufer & Kollar,
2015; Ufer, Heinze & Reiss, 2008; Zazkis, Weber & Mejia-Ramos, 2015). Matematiksel
bilgiye dayali zorluklar, 6grencilerin matematiksel kavramlara dair tanimlari, teoremleri,
ozellikleri ve islemleri anlamadaki sikintilarindan kaynaklanmaktadir. Ogrencilerin gerekli
bilgiye sahip olmamalar;, mevcut bilgilerini dogrudan veya iligkisel olarak
kullanamamalari, muhakeme siirecinde ¢ikarim yapamamalarina veya yanlis ¢ikarimlar
yapmalarina neden olur (Weber, 2001). Stratejik etkenlere dayali zorluklar, 6grencilerin
genel ve alana 6zgii stratejik bilgi ve yaklasimlarindan kaynaklanmaktadir. Ogrencilerin
hangi stratejileri  bildikleri, bu stratejileri gerekli durumlarda etkin kullanip
kullanamamalar ile ilgilidir (Zazkis, Weber & Mejia-Ramos, 2015). Ornegin genelleme
yapmak veya belirli formiillere ulagsmak i¢in 6rneklerin stratejik olarak se¢imi, bu etkenler
igerisinde ele alinabilir (Lockwood, Ellis & Lynch, 2016). Epistemolojik etkenlere dayali
zorluklar, 6grenciler ile 6gretmenlerinin veya matematikgilerin bir muhakeme eyleminin
ikna ediciligine dair goris farkliligindan kaynaklanmaktadir. Matematik egitimcileri,
ozellikle lisans diizeyindeki 6grencilerin matematiksel iddialarin1 gerekcelendirmede
kullandiklar: delillerin matematikgcilerle ortak niteliksel 6zelliklere sahip olmasi gerektigini
savunurlar. Baska bir deyise, 6zel birkac ornek ile ulastiklart sonuglara veya kitap gibi bir

otoriteye atfa dayanarak degil tiimdengelimle muhakeme ile matematiksel iddialarini



gerekgelendirmelidirler (Weber, Inglis & Ramos, 2014). Ancak 6grencilerin, 6zellikle bir
dizi 6rnek iizerinde yapilan islemler sonucunda matematiksel bir ifadenin dogruluguna
ikna olma yanilgisina sikca diistiikleri goriilmiistiir (Lockwood, Ellis & Lynch, 2016).
Inang, motivasyon, kaygi gibi etmenler ise duyussal faktorler olarak ele alinir (Somerhoff,

Ufer & Kaollar, 2015; Ufer, Heinze & Reiss, 2008).

Ogretmen adaylarmin lisans egitimleri siiresince almis olduklar1 dersler diisiiniildiigiinde,
s0z konusu zorluklar1 asmis ve yalnizca ilgili konu alanina yonelik temel kavramlar1 ve
prosediirleri uygulamaya yonelik matematiksel gorevlerin degil iist diizey diisiinme ve
muhakeme becerisi gerektiren gorevlerin dahi iistesinden gelebilecek matematiksel bilgi ve
becerileri kazanmis olduklar1 6gretimlerinin dogal bir sonucu olarak diisiiniilebilir. Nitekim
gelecek nesillerin 6greticisi olma sorumluluguna sahip olmalar1 bakimindan, MEB
tarafindan belirlenen 6gretmen yeterlikleri g6z oniine alindiginda, 6gretmen adaylarinin {ist
diizey diiginme ve muhakeme becerilerini gelistirmeye yonelik Ogrenme ortamlarini
diizenlemeye ve gerektiginde 0grencilerine ulusal ve uluslararasi matematik olimpiyatlari
icin rehberlik etmeye hazir olmalar1 beklenir (MEB, 2017b). Ancak I¢ Anadolu
Bolgesi’ndeki bir devlet liniversitesinin ilkdogretim ve ortadgretim matematik 6gretmenligi
programinin son sinifinda 6grenim goren bes dgretmen adayiyla yapilan bir pilot ¢alisma
ile Ust diizey muhakeme becerisi gerektiren matematiksel problemlerde adaylarin
muhakeme siirecleri incelendiginde, literatiirde yer aldigi gibi, ¢esitli zorluklara sahip
olduklart goriilmiistiir. Bu nedenle 6gretmen adaylarinin bu kapsamda yani iist diizey
muhakeme becerisi gerektiren matematiksel gorevlerde sahip olduklar1 zorluklar
calisilmaya deger gorilmiistiir. Clinkli yasanilan zorluklarin acik ve detayli bir sekilde
bilinmesi ve betimlenmesinin, 6gretme ve 6grenme ortamlarinin iyilestirilmesine rehberlik

edecegi diisliniilmektedir.

Muhakeme siirecini belirleyici etmenler yukarida incelenenlerden farkli bashklar altinda
karsimiza cikabilir. Ayrica genel bir ¢cer¢eve sunmast agisindan ayri1 ayri gruplanmis olsalar
da bu etmenlerin birbirleriyle iliskili oldugu goriilebilir. Sommerhoff, Ufer ve Kollar
(2015), matematik egitimde uluslararasi aragtirmalar1 genis bir bi¢cimde kapsadig
gerekgesiyle 2010-2014 yillar1 arasinda muhakeme ve ispat ile ilgili PME’de (The
Psychology of Mathematics Education) sunulan arastirmalar {izerine bir tarama ¢alismasi
yapmiglardir. Bu ¢alismanin sonuglarina gore, bu alanda yapilan arastirmalar gerekli bilgi
ve beceri agisindan genis bir ¢gergeveye sahiptir fakat tek baslarina ele alindiginda agirlikli

olarak, muhakeme siirecinde matematiksel bilgiye dayali giicliikler gibi, tek bir etmene
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dayali olarak calisilmis veya raporlastirilmistir. Ayrica literatiiriin geri kalaninda da
caligmalarin benzer 6zellikte oldugu goriilebilir (Rapanta, Garcia-Mila & Gilabert, 2013).
Ancak, Sommerhoff vd.’nin de dikkat ¢ektigi gibi biitiinsel bir yaklagimla, tiim etmenleri
hesaba katarak, aralarindaki iliski ve etkilesimleri incelemenin, muhakeme siirecinin etkili
bir sekilde nasil desteklenecegi konusunda daha ayrintili bilgi saglayacagi sdylenebilir.
Boyle bir arastirmayr yiriitmenin Oncelikle kullanilacak matematiksel gorevlerin
belirlenmesi ve degerlendirmesi agisindan bazi zorluklar barindirdig1 aciktir. Ancak belirli
sinirliliklara sahip oldugu diisiiniilse de literatiire katkisi bakimindan bu tiirden

arastirmalara ihtiya¢ oldugu sdylenebilir.

Diger taraftan literatiirdeki ¢aligsmalarin biiylik bir kisminin ya bir muhakeme eyleminde
bulunma ya da verilen hazir bir muhakeme eylemini degerlendirme seklinde oldugu
gortilmistir (Conner, Singletary, Smith, Wagner, & Francisco 2014; Inglis, Mejia-Ramos
& Simpson, 2007). Bunun yaninda ogrencilerin kendi muhakeme eylemlerinin
gegerliligine ve bu siiregte yasadiklart zorluklara iligkin goriislerinin alindigi veya bir
probleme yonelik beklenen o6rnek bir ¢oziime gore kendi coziimlerini degerlendikleri
arastirmalara pek az rastlanmaktadir. Bunlardan biri olarak, Stylianides ve Stylianides
(2009) ogretmen adaylartyla muhakemede bulunma ve ardindan kendi muhakeme
streclerini  degerlendirme  faaliyetlerine yonelik bir aragtirma  yiriitmislerdir.
Arastirmacilar, literatiirdeki arastirmalarda az rastlanmasmma karsin olusturma ve
degerlendirme faaliyetlerinin bir arada yiiriitiilmesinin bireylerin muhakeme siirecini daha
iyi aydmlattigini gdzlemlemislerdir. Ornegin arastirmalarinda deneysel muhakemede
bulunan adaylar arasinda, muhakemelerinin matematiksel olarak siirliliklarin1 bilen ve
bilmeyenleri ayirt edebilme imkani bulduklarimi ve bodylece adaylarin performanslarini
daha iyi inceleyip yorumlayabildiklerini belirtmislerdir. Ote yandan bir durumun neden
gerceklestigine dair bireylerin goriislerini arastiran atif teorisini egitim bilimleri alaninda
basar1 odakli ¢alisan arastirmalara gore de bireylerin degerlendirme sirasinda yaptiklari
aciklamalar performanslarini daha iyi anlamaya yardimci olur (Graham, 1991;
Kloosterman, 1984; Middleton & Spanias, 1999). Ustelik “Bu gorevde neden basarisiz
oldum?” gibi neden sorularinin yanit1 arandiginda, ortaya konulan yanitlar olumsuz veya
beklenmedik sonuglarin nedenlerini 6grenmek/anlamlandirmak i¢in 6nemsenir. Baska bir
deyisle bir durumun gergek veya birey tarafindan algilanan nedenlerini aramak, problemli

bir duruma ¢6ziim getirmeye yardimci olmasi agisindan islevsel goriiliir (Graham, 1991).



Bu kapsamda s6z konusu arastirma i¢in amag, sayilar teorisi baglaminda biligsel istem
diizeyi yliksek matematiksel gorevlerde Ogretmen adaylarinin muhakeme siirecinde
yasadiklar1 zorluklar1 incelemek ve bu zorluklar1 adaylarin goriis ve degerlendirmeleriyle

birlikte tartisarak bu yonde ilgili literatiire katkida bulunmaktir.

1.2. Arastirmanin Onemi

Ulkelerin teknolojik, ekonomik, siyasi ve askeri anlamda giiclii olmak icin kendi
fabrikalarinda, laboratuarlarinda, arastirma ve gelistirme birimlerinde calisacak, bilim ve
teknoloji tiretip gelistirebilecek iist dliizey uzmanlara ihtiyaci vardir. Bu uzmanlarin varligi,
toplumdaki daha yiiksek yetenck ve beceriye sahip bireylerin belirlenmesine ve
yetistirilmesine dayanir (MEB, 2013a). Mineral yataklar1 gibi diger kaynaklarin aksine
eger bu bireyler bir kez kesfedilmez ve gelistirilemez ise sonsuza dek kaybolurlar

(Kenderov vd., 2009).

Ulkemiz igin tarihsel siirece bakildiginda, Selguklularda Nizamiye Medreselerinde,
Osmanli Imparatorlugunda ise Enderun Mekteplerinde 6zel yetenekli bireylerin egitim
faaliyetlerinin yuritildigi ifade edilebilir (TBMM, 2012). Cumhuriyetin kurulusu ile
bireylerin yetismesi i¢in ortam ve imkan saglama misyonuna sahip bakanliklar ile
yurtdisina 6grenci gonderimi, fen liselerinin kurulmasi gibi 6zel yeteneklilerin egitimine
yonelik cesitli yasal diizenlemeler ve uygulamalar yapilmistir (MEB, 2013b). Gilinlimiizde
de MEB biinyesinde 2011 yilinda olusturulan Ozel Egitim ve Rehberlik Hizmetleri Genel
Miidiirliigii birimi altindaki Ozel Yeteneklerin Gelistirilmesi alt birimi ile bu bireylerin
egitimine yonelik faaliyetler siirdiiriilmektedir. Bu birim; 6zel yetenekli bireylerin tespit
edilmesi, yonlendirilmesi, yetistirilmesi ile ilgili tim is ve islemleri yliriitme temel
gorevine sahiptir. Buna bagli olarak 6zel yetenekli bireylerin egitimine yonelik modeller
gelistirmek, degerlendirmek ve yayginlastirmak gibi faaliyetlerde bulunur (MEB, 2013b;
MEB,2015).

Ozel yetenekli dgrenciler icin iilkemizde uygulanmakta olan en kapsamli egitim modeli
Bilim ve Sanat Merkezleridir (BILSEM) (MEB, 2013b). ilki 1995 yilinda Ankara’da
kurulan bu merkezlerden bugiin 81 1ilde toplam 116 tane bulunmaktadir ve
yayginlastirilmasi ¢alismasi siirdiiriilmektedir (MEB, 2017a). Ogrenciler, BILSEM’lerde
orgiin egitimleri disindaki zamanlarda ilgi ve yetenekleri dogrultusunda egitim
almaktadirlar. Bu merkezlerde uygulanacak programlarin gelistirilmesi, gorev yapacak
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Ogretmenlerin secilmesi gibi pek ¢ok konuda iyilestirici ¢alismalar devam etmektedir.
Bunun yaninda iilke genelinde daha fazla 6zel yetenekli bireye erisim imkani saglanmasi
ve egitimlerinde siirekliligin korunmasi i¢in zenginlestirilmis egitim programlari modelinin
uygulanmas1 Onerilmektedir. Bu modele gore, bireylerin ilgi, yetenek ve potansiyellerine
gore hazirlanan etkinliklerle dgretim uygulamalari ¢esitlendirilerek normal egitim siireci
icerisinde bireylere gerekli destekler sunulmaya c¢alisilir (MEB, 2013a). Bu tiirden bir
yaklasim 6zel yetenekli olarak belirlenmemis olsa dahi bulundugu sinif ortalamasinin
iistiinde performans gosterebilecek pek ¢ok 6grenci i¢in de 6nem arz etmektedir. Nitekim
0zel yetenekli bireylerin tanilamasina dair fikir ayriliklarinin oldugu da bilinmektedir.
Klasik teorilere gore 6zel yetenekli bireyler, dgrencilerin %2-3’ii kadaridir. Ozel yetenekli
bireyler ilizerinde c¢alismalar yapan ve MEB raporlarinda da goriislerine yer verilen
Renzulli’ye gore ise bu oran olduk¢a azdir ve bu bireyler %15 lik dilimde olabilirler
(TBMM, 2012). Bu durumda orgiin egitim kapsaminda her bir 6grenicinin potansiyelini
yiikseltmek Onem kazanmaktadir. Nitekim okullar, bireysel yetenek ve potansiyellerin
tanimlandig1 ve gelistirildigi yerler olarak betimlenir. Daha iyi birer diisiiniir olmak herkes
icin 6nemlidir ve muhakeme becerisi sadece 6zel yetenekli bireylerin gelistirmesi gereken
bir beceri degildir. Ulkelerin cogunda ise okullarda uygulanan matematik Ogretim
programi igeriklerinin ve kaynaklarinin, ortalama becerilere sahip &grencilerin
ihtiyaclarina cevap verecek sekilde tasarlandigi bilinmektedir. Dolayisiyla yalnizeca 6zel
yetenekli bireyler degil bu programlarin gerekliliklerinden daha iist diizeyde basari
gosterebilme potansiyeline sahip bireyler i¢in de programlar gelistirici firsatlar sunmaz
(Kenderov vd., 2009). Hazir bulunusluk diizeylerine uygun egitim firsatlari sunulmamasi
halinde de bireylerin ¢abuk sikilma, kolay 6grenmenin verdigi rehavete kapilma ve bir siire
sonra basarisizliga diisme tehlikeleriyle kars1 karsiya kalabildileri goriilmektedir (Barbeau
& Taylor, 2009).

Bir okuldaki ve smiftaki siire giden seylerin cogu ise dogrudan veya dolayli olarak
ogretmenle ilgilidir (Bela. 1968). Zira 6zel yetenekli bireyler i¢in yapilabilecek olan her
seyden Once gelen tespit islemi dahi hélihazirdaki 6gretmenlerinin degerlendirmelerine
baglhidir (TBMM, 2012). MEB’in bu kapsamda stratejik hedeflerinden biri, egitimin tiim
kademelerindeki 6gretmenlerin 6zel yetenekli bireylerin egitimi ve 6gretimi konularinda
bilgi ve becerilerini gelistirmektir (MEB, 2013b). Nitekim her ne kadar genel olarak
ogretim programlarinin igerigi ortalama beceriye sahip Ogrencilerin ihtiyaclarma cevap

verecek nitelikte olsa da (Kenderov vd., 2009), sinif sadece egitimin evlerinden biridir.



Bilgi ve becerileri edinme ve edindirme siireci birgok bigimde ve birgok yerde
gerceklesebilir.  Ogretmenler, sinif iginde oldugu kadar simif disindaki etkinliklerle
ogrencilere katki sunabilir. Diger dallarda oldugu gibi teknoloji yonelimli diinyamizda
esasli role sahip matematik alanindaki yetenekli bireylerin tespiti ve bu yeteneklerinin
gelistirilmesinde de dgretmenler kritik role sahiptir. Bu durumda ise 6gretmenlerin temel
bir ara¢ olarak kullanabilecekleri zorlayict matematiksel gorevler deger kazanir (MEB,
2013a). Ciinkii bireylerin belirli bir alandaki yetenek ve becerileri o alanda standardin
disinda/iizerinde gorevler araciligi ile tespit edilebilir ve ancak bu gorevlerle gelistirilebilir

(Diezmann & Watters, 2002).

Ogrencilerden daha 6nce dgrendikleri bilgileri dogrudan hatirlamalarmi veya daha &nce
gosterilmis prosediirleri tekrar etmelerini isteyen gorevler bir tiir 6grenci diigiinmesini
gerektirirken; Ogrencilerin kavramlar iliskilendirme, argiimanlar olusturma ve test
etmesini gerektiren zorlu gorevler, baska tlirden bir diisiinme siirecini, daha iist diizey bir
diistinme stirecini gerektirir (Tekkumru-Kisa & Stein, 2015). Maier (aktaran Lewis &
Smith, 1993) Ggrenilen davranis/tekrarlayan diisiinme bi¢imi ve muhakeme kavramlari ile
ist diizey diisiinme becerisini betimlemeye c¢alismistir. Arastirmaciya gore; Ogrenilen
davranig, deneyimler sonucunda olusturulmus davranig Oriintileri igindeki iliskilerin
tekrarindan olusur. Carpim tablosunu tekrarlanan uygulamalarla 6grenmek, Ogrenilen
davraniglara Ornek olarak verilebilir. Buna karsin dikdortgenin alanmin nasil
hesaplanacagini bilen birinin buradan paralelkenarin alanimi nasil hesaplayabilecegine
ulagsmasi, yani iki veya daha fazla ayrik bilgi veya deneyimin birlestirilmesi ile ortaya
cikan davranis bigimi 6grenilen davranistan farklidir ve bu diisiince bigimi muhakemeyi
olusturur ve Maier’e gére muhakeme de problem ¢6zmedir. Benzer sekilde NCTM (1989)
de problem ¢ozme siirecini farkli diisiinme bigimi/diizeyleri ve muhakeme ile agiklamistir.
Buna gore, problem c¢ozme etkinligi temel ve biitiinlesik siireglerden olugmaktadir.
Verilerin gézlenmesi, 6l¢iilmesi, tahmin edilmesi, siniflandirilmasi ve kaydedilmesi temel
sireg icerisinde yer alirken; verilerin yorumlanmasi, degiskenlerin kontrol edilmesi,
hipotezlerin formiile edilmesi ve test edilmesi entegre siirecler icerisinde yer alir.
Hiyerarsi olusturan bu siiregler ayn1 zamanda gerektirdigi diisiinme diizeyleri arasindaki
farki ortaya koyar (aktaran Lewis & Smith, 1993). Esasen uluslararasi literatiirde yaygin
olarak atif alan NCTM’nin yayinlarindaki 6gretim uygulamalari ile ilgili reform nitelindeki
tavsiyelerin ve tiim tilkelerdeki miifredat gelistirme ¢abalarinin altinda yatan ana hedef de

ogrencilerin matematiksel anlayisini artirmak ve bununla birlikte daha iyi birer



matematik¢i ve diisiiniir olmalarina yardimci olmaktir (Henningsen ve Stein, 1997).
Ogrencilerin nasil diisiinecegini, muhakeme edecegini 6grenmesi icin firsatlar ise istirak
etmeleri istenen matematiksel gorevlerde saklidir (Doyle, 1983). Ogrencilerin
karsilastiklar1  gorevler matematiksel gergeklikleri ezberlemeyi veya prosediirel
hesaplamalar yapmay1 gerektiriyorsa, dgrencilerin hesaplama becerileri kolaylasir; eger
matematiksel ~ fikirler = {izerine  diisiinmeyi,  kavramsal  bilgilerini  yeniden
anlamlandirmalarim1  ve muhakeme etmeyi gerektiriyorsa Ogrencilerin  yetenekli
matematiksel problem c¢oziiciiler haline gelmeleri ve matematiksel fikirlerin zengin
anlayiglarini inga etmeleri muhtemeldir (Boston, 2013). Bu anlamda zorlayici matematiksel
gorevler; Ogrencilerin kavramsal anlayiglarini zenginlestirmenin yani sira iist diizey
diisiinme, problem ¢6zme, muhakeme gibi becerilerinin gelisimini destekler (Stein, Engle,
Smith, & Hughes, 2008). Ustelik bu gorevlerin simiflarda kullanilmasi igin tiim smifin iyi
akademik dereceye sahip olmasi gerekmez. Clinkii bir gorev her sinifta belirli bigimlerde
kullanilabilir hale getirilebilir. Ayn1 gorev bir kisi icin kolaylastirilabilir veya
zorlastirilabilir. Yani bir gorevin zorlayiciligi bu gorevin nasil sunulduguna da baglidir.
Ornegin verilen bir gérevde en basindan bir tahminde bulunmak icin bile zorlanan bir
Ogrenciye nasil bir yol izleyecegi ile ilgili ipucu verilirken; zaten belirli bir yanit1 olan
ogrenciden bu yaniti gerekcelendirmesi istenebilir. Dolayisiyla bu tiirden gorevlerin her
sinif diizeyinde 6gretmenlerin uygun destegi ile kullanilabilir oldugu s6ylenebilir (Barbeau
& Taylor, 2009). Ogretmenlerin, zorlayici veya bu arastirma kapsaminda ele alman
sekliyle biligsel istem diizeyi yliksek matematiksel problemleri 6gretim faaliyetlerinin bir
pargasi olarak kullanmalarini etkileyen en 6nemli faktor ise bu gorevler icin gerekli bilgi
ve becerilere sahip olmalaridir (Sullivan & Mornane, 2014). Yani bu problemleri ¢c6zmede

oncelikle kendilerinin yetkinlesmis olmalar1 gerekir (Barbeau & Taylor, 2009).

Ozetlemek gerekirse; muhakeme, matematik Ogretim programlarinda kazandirilmasi
gerekli temel beceriler arasinda yer almaktadir (MEB, 2018a; MEB, 2018b). Bunun
yaninda iist diizey diistinme ve muhakeme becerilerini gelistirmeye yonelik 6grenme
ortamlarmi diizenleme, 6gretmen yeterlilikleri arasinda yer almaktadir (MEB, 2017D).
Ayrica aragtirmalar, biligsel istem diizeyi yiiksek matematiksel gorevlere katilma
firsatlarina sahip olduklarinda, 6grencilerin muhakeme ve gerekgelendirme becerisi ve
niteliginin gelistirilebilecegini gostermistir (Boston & Smith, 2011; Sullivan & Mornane,
2014). Buna baglh olarak dgretmenlerin bu tiir gorevleri yerine getirmede gerekli bilgi ve

becerilere sahip olmasi beklenir. Ogretmen yetistirme programlarinin bu beklentiyi



karsilayacak nitelikte iyilestirilmesinde, 6gretmen adaylarinin sahip oldugu zorluklarin
belirlenmesinin yararli olacagi diisiiniilmektedir. Ayrica, bu zorluklarin bitiinciil ve
Ogretmen adaylarinin goriis ve degerlendirmeleri kapsaminda incelenmesi bakimindan da

bu ¢alisma ile ilgili literatiire katki sunulacagina inanilmaktadir.

1.3. Arastirmanin Amaci

Bu arastirma ile amag, sayilar teorisi baglaminda biligsel istem diizeyi yiiksek
matematiksel gorevleri yerine getirmede Ogretmen adaylarinin yasadiklart zorluklari
incelemek ve bu zorluklar1 adaylarin goriis ve degerlendirmeleriyle birlikte tartisarak bu

yonde ilgili literatiire katkida bulunmaktir. Dolayisiyla asagidaki sorulara yanit aranmistir:

1. Ogretmen adaylarinin bilissel istem diizeyi yiiksek matematiksel gorevleri yerine

getirmede yasadiklari zorluklar nelerdir?

2. Ogretmen adaylar bilissel istem diizeyi yiiksek matematiksel gorevleri yerine getirmede

yasadiklar1 zorluklar1 nelere atfetmektedir?

1.4. Arastirmanin Varsayimlari

Matematiksel bir gorevin biligsel istem diizeyi, “Kavramsal Cer¢eve” boliimiindeki ilgili
baglik altinda agiklanacagi lizere 6grencilerin tiimii i¢in ayni olmayabilir. Arastirma igin
matematiksel gorevlerin belirlenmesinde uzman goriisiinden ve pilot ¢alisma verilerinden
yararlanilmigtir. Ayrica veri toplama siiresince, katilimcilarin performansi gbz Oniinde
bulundurularak olusturulan problem havuzundan uygun se¢imler yapilmaya caligilmistir.
Buna ragmen secilen gorevlerin, tiim katilimcilar i¢in biligsel istem diizeyi yiiksek nitelikte

oldugunun bir varsayim oldugu kabul edilebilir.

1.5. Tanimlar

Matematiksel Muhakeme: Matematiksel bir problemi ¢6zme siirecinde iddiada bulunmak
ve sonuca varmak i¢in benimsenen/uygulanan diisiince dizisidir. (Lithner, 2000). Bu
diisiince dizisi; kisinin gordigi, diisiindiigi ve sonuglandirdigi seyleri agiklamak igin
kullandigr matematiksel deneyimleri ve bilgileri arasindaki tiim iliskileri icerir (Artigue &

Burrill, 2007).



Muhakeme Eylemi: Matematiksel bir problemi ¢6zme siirecinde ortaya konulan
muhakeme siirecinin anlamli her bir alt siireci olarak tanimlanan bu ifade, temel alinan

matematiksel muhakeme tanimi ¢er¢evesinde arasmaci tarafindan betimlenmistir.

Bilissel Istem Diizeyi Yiiksek Matematiksel Gorev: Matematiksel kavramlar1 ve kavramlar
arasindaki iligkileri anlama ve yeniden kesfetme; varsayimda bulunma, gerekcelendirme,
matematiksel bilgiyi yorumlama gibi “matematik yapma” eylemine karsilik gelecek
sekilde stiregler ve problem ¢ozme stratejilerinin etkin ve esnek bir sekilde kullanimini

gerektiren problem durumlaridir (Stein & Smith,1998; Smith & Stein, 1998).

Matematiksel Bilgi: Kavramsal ve islemsel bilgi ve bu bilgiler arasindaki iliskiden olusur.
Matematiksel muhakeme siireci matematiksel kavramlara dair bilginin derinlemesine sahip
olunmasiyla gergeklesebilir (Hiebert & Lefevre, 1986). Ogretmen adaylarmin
matematiksel kavramlara yonelik yetersiz bilgilerinden kaynakli yasadigi zorluklar,

matematiksel bilgiye dayali zorluklar olarak nitelendirilmistir.

Stratejik Bilgi: Strateji, bir problemi ¢6zmek i¢in adim adim izlenen yOntemdir.
Matematiksel muhakeme siireci stratejileri bilmeyi ve bu stratejileri verimli bir sekilde
kullanmay1 gerektirir (Star & Rittle-Johnson, 2008). Ogretmen adaylarinin strateji segme
ve uygulamada yasadiklart zorluklar, stratejik bilgiye dayali zorluklar olarak

nitelendirilmistir.

Epistemolojik Bilgi: Bir muhakeme eyleminin matematiksel olarak gegerliligine dair
bilgidir. Epistemolojik bilgiye dayali zorluklar, G6grenciler ile Ogretmenlerinin veya
matematikgilerin bir muhakeme eyleminin ikna ediciligine dair goriis farkliligindan
kaynaklanmaktadir (Weber, Inglis & Ramos, 2014). Katilimcilar1 6gretmen aday1 olan bu
calismada da, siire¢ igerisinde iddialarini nasil ortaya koyarlarsa koysunlar katilimcilardan
muhakemelerini formel bi¢cimde sonlandirmalari, yani yanitlarin1 ispatlamalar

beklenmistir.
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BOLUM IlI

KAVRAMSAL CERCEVE

Bu boliimde oncelikle literatiirdeki baslica caligmalardan yararlanarak, matematiksel
muhakeme kavraminin ¢alisma kapsaminda ele alinis bigimini temellendiren tanim ve
betimlemelere yer verilmistir. Daha sonra aragtirmanin amaci dogrultusunda sirasiyla
biligsel istem diizeyi yiiksek matematiksel problemler, problem ¢dzme siireci ve Sayilar
Teorisi alanindan segilen problemlerin kapsamu ile ilgili bilgi sunulmustur. En son kisimda
ise arastirmanin problemlerini sekillendiren ve elde edilen verilerin analizinde yararlanilan;
muhakeme siiresini etkileyen etmenler ve atif teorisi, literatiirdeki ilgili ¢aligmalarla

birlikte agiklanmaya caligilmistir.

2.1. Matematiksel Muhakeme

Ingilizcede “reasoning” olarak gegen kavram, Tiirkge kaynaklarda “muhakeme” veya “akil
yiiriitme” sozclikleriyle ele alinmaktadir. Arapg¢a kokenli bir sozciik olan muhakeme; akil
yiiriitmeyi de i¢ine alan daha kapsamli bir terim olarak kabul edildiginden (Umay, 2003),
bu c¢alismada akil yiiriitme yerine muhakeme sozciigiinlin kullanilmasi tercih edilmistir.
Arapcada “hiikiim” sozciigi ile ayn1 koke sahip olan (Selguk, 2013) bu terimin, Tiirk Dil
Kurumu’na ait sozliiklerde yargilama, usa vurma, bir sorunu ¢ézmek icin ¢ikar yol arama
seklinde tanimlandigi goriilmektedir. Bununla birlikte Cuban (1984), hem sosyal hem de
fen bilimciler i¢in diisiinme becerisi, problem ¢dzme, elestirel diisiinme kavramlarinin
yaninda muhakeme kavraminin da belirli bir taniminin ortaya konulmasinin oldukca
zahmetli bir i oldugunu ifade etmistir. Hatta bu isin zorlugunu anlatmak i¢in zahmetli
kelimesinin hafif kalacagmi belirterek bu alani kavramsal bir bataklia benzetmistir
(aktaran Lewis & Smith, 1993). Buna dayali olarak ‘“Matematik muhakemedir.”,

“Muhakeme olmadan matematik yapilamaz.”, “Matematigi bilme ve yapma igcin
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muhakeme esastir.” (NCTM, 1989) gibi ifadelerle temelinin muhakeme oldugu
vurgulanan, muhakeme yapmakla bir tutulan matematik alaninda da benzer bir durumla
kars1 karsiya kalinmaktadir. “Matematiksel muhakeme, matematikgilerin yaptig1 seydir”
(Brodie, 2009, s. v) gibi genel yaklasimlarin yani sira ve belki de bu yaklasima dayanarak
matematik yapmanin 6ziinde bulunan kavram olmasi ve ¢esitli matematiksel
uygulamalarda yer almasi sebebiyle farkli tanimlama ve betimlemeler ile karsimiza
cikmaktadir (Jeannotte & Kieran, 2017). Baska bir deyisle yapilan tanimlamalar ele
alindiginda bir fikir birliginin olmadigi gorilmektedir. Diger taraftan herhangi bir
tanimlamanin yapilmadan ele alindigi calismalara da sik¢a rastlanmaktadir (6rnegin,
Benbow, Lubinski, Shea, & Eftekhari-Sanjani, 2000). Matematik egitimcilerinin bir
tanimlama yapmadan muhakeme kavramini kullaniyor olmalarini; Yackel ve Hanna
(2003), tipk1 “anlama” kavrami gibi, ne oldugu iizerinde evrensel bir anlayis oldugu
varsayimindan kaynaklanabilecegini belirtmistir. Farkli bakis acilart olsa da bu arastirma

kapsaminda bu kavramin nasil ele alindig1 asagida aciklanmaya calisilmistir.

Matematiksel muhakemenin, genel bir tanimla, bir kisinin gordiigii, disiindiigii ve
sonuclandirdigi seyleri acgiklamak i¢in kullandigi matematiksel deneyimleri ve bilgileri
arasindaki tiim iliskileri icerdigini sOyleyebiliriz (Artigue & Burrill, 2007). Tanimi
inceleyecek olursak, kigsiye matematiksel bilgisine ve deneyimine basvurarak agiklama
yaptirtan sey kendisini muhakeme yapmaya iten amacidir. Muhakeme, agik¢a ortaya
konulmamis veya basitce bir durumu anlamak i¢in dahi olsa, bir amag¢ yoklugunda
gerceklesmez. Bunun yaninda amaca ulagsmak igin goriilen seylerin dogrudan ortaya
konulmasi yeterli degildir. Ciinkii muhakeme, verilerin G6tesine gitme ile yani ¢ikarimda
bulunma ile gergeklestirilir. Yani baska bir deyisle matematiksel muhakeme, matematiksel
nesneler ve iliskiler hakkinda amagli ¢ikarimda bulunma isidir (Conner ve dig., 2014). Bu
is kesfetme, aciklama, dogrulama, sistematiklestirme ve iletisim gibi bir¢ok fonksiyona

sahip olabilir (Yackel ve Hanna 2003).

Matematiksel muhakeme siirecinde amaca hizmet edecek sekilde verilerin ele alinmasi ve
koordine edilmesi, ¢ikarimlarin yapilmasi ve bu ¢ikarimlarin ise kosulmasi i¢in yapilan
diistinme siireci ise kisithidir. Yani muhakeme siirecinde gergeklesen diisiinme, kendi
kendini kisitlayan bir diislince siireci olarak nitelendirilebilir (Moshman, 1995). Boero’nun
(2006) oOnerisiyle son yillarda matematiksel muhakeme siirecinin analizinde sosyolog
Jillgen Habermas’in akilcilik teorisini kullanan ¢aligmalarda (6rnegin, Goizueta, Mariotti,

& Planas, 2014; Urhan, 2018) bu kisitlama, teorinin ortaya koydugu iizere akilct davranma
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seklinde agiklanmaktadir. Buna gore bir amaca ulagmak i¢in bir etkinlik icerisinde olan
kisi sadece kendi diisiincesi ile degil ayn1 zamanda gecerli kriterlerin ve iletisim araglarinin
secimi ve sinirlamalarin1 da hesaba katarak davraniyorsa o kisi akilct davraniyordur.
Matematigin nesneleriyle ilgili akil yiriitme olan matematiksel muhakemedeki
kisitlayicilar matematiksel bilgi ve normlardir ve ancak bu kisitlamalar sonucunda amaca
hizmet edecek sekilde mantikli veya gegerli ¢ikarimlar ortaya konulabilir. Buna gore
yararlanilan matematiksel bilgilerin dogru ve yerinde kullaniliyor olmasi gerekir. Siklikla
kabul edilen genel norm ise verilerden ve matematiksel tanim ve kurallardan yola ¢ikarak
muhakemede bulunulmasi yani bilinen adiyla tiimdengelimli muhakemede bulunmaktir.
Hatta matematiksel muhakemenin siklikla bu formdaki muhakeme ile es anlaml
kullanildig1 dahi goriilebilir. Literatiirde kabul goren baska bir goriise gore ise siireg
sonunda mantikli veya gecerli ¢ikarimlar ortaya konulmasa da matematiksel muhakemenin
gerceklesmedigi soylenemez. Bu kabule gore, matematiksel muhakeme siireci hata veya
eksikler barindirabilecegi gibi informel acgiklama ve gerekgelendirmelerden formel
cikarimlara ve ayrica 6zel ve sinirli sayidaki gozlemlere kadar birgok formda olabilir.
Muhakeme siireci genellikle basit/temel kesifler, yanlis iddialar veya sonuca ulasilmadan
once ortaya konulan kismi aciklamalar ile baslar. Ogrencilerin 6grenim diizeyi arttik¢a
muhakeme konusundaki bilgi ve anlayislarin1 gelistirmeleri beklenir ve muhakeme siireci
veya sonunda ortaya koyduklari agiklamalar i¢in kabul gérme standartlari artar (NCTM,

2000).

Muhakeme ile ilgili bir bagka 6nemli nokta ise sahip oldugu ikili dogasidir. Yukaridaki
muhakeme tanimlamalarina gore matematiksel nesnelerle ilgili matematiksel bilgi ve
deneyimler kapsaminda diisiinme ve iligki kurma isi siire¢ yoniine, bu siire¢ sonunda ortaya
konulan agiklama, sonug veya c¢ikarimlar ise iriin yoniine isaret etmektedir (Jeonnatte &
Kieran, 2017). Nitekim son yillarda 6zel bir form olarak ispat kavramini da igine alacak
sekilde farkli derecede formellige sahip muhakemeleri ifade etmek i¢in kullanilan
argiimantasyon veya argiiman terimlerine sik¢a rastlanilmaktadir. Bunlardan ilki
muhakemenin siire¢ yonii ikincisi ise {irtin yonii ele alindiginda kullanilmaktadir (Lerman,
2014). Argiimantasyonun iki veya daha fazla kisi arasinda tartigmaya dayali bir sekilde
gerceklestigini belirten arastirmacilar olmakla birlikte; Jeonnatte ve Kieran (2017),
matematiksel muhakeme ile ilgili kavramsal bir ¢er¢eve ¢izmeyi amagladigl calismasinda
Anna Sfard’in matematiksel bilise iletisimsel yaklasim teorisine (commognition)

dayanarak kisinin diisiinme siirecini kendisi ile iletisim kurmasi olarak kabul ederek
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bireyin tek basina da hem siireg hem de {irline dayali muhakemede bulundugunu

belirtmistir.

Toulmin'e (1958) gdre, bir argiimanin yapisi her biri farkli bir rol oynayan bir dizi ifadeden
olusur. Bunlardan iddia, veri ve gerekce temel bilesenler olarak ele alinir. Iddia, dogrulugu
kabul edilen ifade; veri ise iddiaya destek olan gergek ifadeler olarak tanimlanir. Veri ile
iddia arasindaki iligkiyi ortaya koyan ifade ise gerekge olarak ele alinir. Gerekge(ler)
tanim, teorem, ilke veya kural olabilir. Bu temel bilesenlerin yaninda Toulmin, iddianin
gecerli oldugu kosullar1 ifade eden niceleyici; gerekgenin neden gegerli oldugunu
aciklamaya yarayan destek ve argiimanin gecerli olmadigi durumlart agiklayan ve
gerekirse iddianin degistirilmesini gerektiren kosullar1 iceren ciiriitiicii olmak {izere
yardimel bilesen olarak adlandirdigi {i¢ bilesen daha ortaya koymustur. Diger taraftan
Peirce’e (1955) atfedilerek aciklanan ve 6zellikle son yillarda argiimantasyonun bu temel
bilesenleri ile iligkilendirilerek incelenen {i¢ muhakeme tipinden bahsedilebilir:
tiimdengelimli (dediiktif) , timevarimli (indiiktif) ve abdiiktif. Tiimdengelimli muhakeme,
verilerden ve bir kuraldan/ilkeden yola c¢ikarak bir iddianin ortaya konulmasini saglayan
muhakeme bi¢imi olarak tanimlanmaktadir (Pedemonte, 2001). Buna gore, 6nce veriler
belirlenir; sonrasinda bir kural, ilke ya da prensip kullanilarak iddia ortaya cikartilir.
Indiiktif muhakemede iddia, 6zel durumlarin bir genellemesi olarak ortaya konulur. Bir
baska deyisle, iddia konu ya da durumla ilgili 6zel bir veya birka¢ drnekten yola ¢ikilarak
olusturulur (Pedemonte, 2001). Abdiiktif muhakemede ise iddia, veri tanimlanmadan 6nce
ortaya konulur. Gozlenen bir gercekten yola ¢ikarak, bir iddianin ortaya konulmasini
saglayan bir muhakeme bi¢imidir ve s6z konusu gercek verilerin tiimiine ulagilamasa da
iddianin One siiriilmesini saglar. Bir c¢esit olasilikli diisiinme olarak betimlenir ve
cogunlukla bir kesif aniyla (aha moment) siirpriz bir sekilde iddia ortaya atilir ve daha
sonra bu iddiay1 destekleyen gerekgeler arastirtlir (Arzarello, Micheletti, Olivero &
Rebutti, 1998).

Matematiksel muhakemenin formal bi¢cimi yani matematiksel olarak kabul goren ifade
sekli olarak nitelenebilecek olan ispat tlimdengelimlidir. Bunun yaninda kesfetme ve
varsayimda bulunma siireglerinde abdiiktif ve indiiktif muhakeme 6nemli yer edinir. Kismi
aciklamalar ve cesitli hipotezlerle baslayan muhakeme siirecinin, 6zellikle 6grencilerin
O0grenim hayatlar1 boyunca matematiksel muhakemeye yonelik bilgi diizeyleri arttikga daha
formel bi¢cimde sonlandirilmasi beklenir (NCTM, 2009). Matematik egitimcileri lisans

diizeyine gelmis 6grencilerin muhakeme siirecinde elde ettikleri iligki, sonug ve iddialarini,
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ispat olarak nitelendirilebilecek tiimdengelimli bir muhakeme ile gerekgelendirmeleri

gerektigini savunurlar (Weber, Inglis & Ramos, 2014).

Bu calismada katilimcilar agisindan muhakemenin amaci bilissel istem diizeyi yliksek
matematiksel gorevleri yerine getirmektir. Yani bagka bir deyisle problem ¢ézmedir. Bu
kapsamda matematik egitimi literatiirii incelendiginde 6zellikle Lithner (2000, 2003, 2008)
tarafindan ortaya konulan tanimla bu ¢alismada muhakeme kavramina olan yaklagimin
ortiistigli goriilmektedir. Bu tanima gore; matematiksel muhakeme matematiksel bir gorevi
¢ozme siirecinde iddiada bulunmak ve sonuca varmak i¢in benimsenen/uygulanan diislince
dizisidir. Formel mantiga dayanmak zorunda degildir, yani ispatla sinirli degildir ve
sezgisel ve ortiilii gerekgelere dayali olabilecegi gibi yanlis da olabilir. Muhakeme, bir
diisiince siireci, bu siirecin bir iiriinii veya her ikisi olarak goriilebilir (Lithner, 2008).
Bununla birlikte, katilimcilar1 6gretmen adayr olan bu arastirmada, siire¢ igerisinde
iddialarin1 nasil ortaya koyarlarsa koysunlar katilimcilardan muhakemelerini, bulunduklari
O0grenim dilizeyine uygun bir sekilde, matematiksel olarak gerekcelendirmeleri yani
ispatlamalar1 beklenmistir. Ayrica, bir matematiksel gorevi yerine getirmek i¢in gegirilen
muhakeme siirecinin her bir anlaml alt siireci i¢in, bu sirada ortaya konulan diisiince ve

eylemi niteleyecek sekilde “muhakeme eylemi” ifadesi kullanilmustir.

2.2. Matematiksel Problem ve Problem C6zme Siireci

2.2.1. Bilissel Istem Diizeyi Yiiksek Matematiksel Gorevler

Matematik egitimi literatiirlinde matematiksel gérevlerin genel olarak alistirma ve problem
olmak tizere iki gruba ayrildigi goriilmektedir. Birey, karsilagtigi matematiksel bir gorevde
kendisinden istenene ulagsmak icin hangi matematiksel eylem dizisini uygulamasi
gerektigini biliyorsa bu gorev o birey i¢in alistirmadir. Buna karsilik nasil bir yol
izleyecegi ile ilgili bir belirsizlik durumu igerisinde ise bu gorev 0 birey i¢in bir problemdir
(Hayes, 1989; Mayer ve Wittrock, 1996). Yani problem ¢dzme siirecinde, verilen durumdan
hedef duruma varmak igin izleyecegi matematiksel eylemler birey igin agik degildir ve
bireyin gorevi tamamlamak i¢in daha iiretken bir diisiinme siirecine girmesi gerekir (Lesh

& Zawojewski, 2007). Bu diisiince siireci de muhakemede bulunmay1 gerektirir.

Diger taraftan matematiksel bir goérevin alisgtirma ya da problem olarak nitelenmesi

Mmuhatabina baghidir. Biri i¢in gergek bir bilmece olusturan durum, bir baskasi i¢in basit bir
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hatirlama meselesi olabilir. Ayrica ilk kez karsilagildiginda problem durumu olusturan bir
gorevin benzeri ile ikinci kez karsilasildiginda bu gorev artik bir alistirma haline gelmis
olabilir (Barbeau & Taylor, 2009, s.5). Charles ve Lester (1982), 6grencinin karsilastigi bir
gorevde 1) ¢Ozlimii bulmak istemesi veya ihtiya¢ duymasi, ii) ¢oziimii bulmak i¢in hazirda
herhangi bir yOnteme sahip olmamasi, iii) ¢oziime ulagmak i¢in herhangi bir ¢aba
harcamak zorunda olmasi halinde s6z konusu bu gorevin Ogrenci i¢in bir problem

oldugunun sdylenebilecegini belirtmistir.

Ogrenciler i¢in kisaca zorlayici, kafa karistiric1 olarak nitelendirilebilecek matematiksel
gorevlerden siklikla yalnizca “problem” olarak ifade edildigi goriilebilse de problemlerin
de kendi icinde zorluk diizeyine gore simiflandirilmasi sonucunda “zor problem”,
“zorlayici/meydan okuyucu problem (challenging problems)”, “yiiksek dereceli problem
(high level mathematical problems)”, “bilissel istem diizeyi yiiksek matematiksel gorevler
(high cognitive demand mathematical task)” seklinde ifadeler kullanildigi goriilmektedir.
Ancak belirli bir matematiksel gorevi problem olarak nitelemek kolay olmadigi gibi bir

problemi zorlayici olarak nitelendirmek benzer nedenle kolay degildir.

Mary Kay Stein adli arastirmacinin farkli zamanlarda farkli arastirmacilarla birlikte yaptigi
caligmalarda, matematiksel gorevlerin siniflandirilmasina dair detayli betimlemeler
yapilmistir. Stein, Grover ve Henningsen (1996) “belirli bir matematiksel diisiinceyi ele
alan matematiksel bir problem veya problemler grubu” olarak tanimladiklar1 matematiksel
gorevleri biligsel istem diizeyi yliksek ve diisiik olanlar olmak iizere iki kategoriye
ayrmiglardir. Bu tanimlamaya gore biligsel istemden kasit, gorevin Ogrenci igin
gerektirdigi diisiinme ve muhakeme siirecinin karakteristigidir. Biligsel istem diizeyi diisiik
gorevler, ne ve nasil yapilmasi konusundaki belirsizligin az oldugu gorevlerdir. Bilissel
istem diizeyi yiiksek gorevler ise Ggrenciyi tam bir problem durumuyla karsi karsiya
birakir. Stein, daha sonra Smith ile yaptig1 caligmalarda bu gorevleri iki alt kategoriye
ayiwrarak biligsel istem dilizeyine gore dort gorev tipi belirlemis ve literatiirdeki ilgili
caligmalardan yararlanarak asagidaki gibi karakterize etmislerdir (Stein & Smith,1998;
Smith & Stein, 1998):

Hatirlama (istem diizeyi diisiik gorevler): Belirsizlik yoktur. Daha oOnce 6grenilen
tanimlarin, kurallarin, formiillerin, algoritmalarin veya prosediirlerin hatirlanarak dogrudan

uygulanmasini igeren gorevlerdir.
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Mliskisiz prosediirlii gorevler (istem diizeyi diisiik gorevler): Ne yapilmasi gerektigi ve nasil
yapilacagi hakkinda ¢ok az belirsizlik vardir. Algoritmiktir ve kullanilan prosediiriin ne

oldugunun agiklanmas1 disinda agiklama gerektirmez.

[liskili prosediirlii gorevler (istem diizeyi yiiksek gorevler): Kavramlarla dogrudan iliskili
dar kapsamli algoritmalar yerine daha kapsamli genel prosediirler gerektirir. Ancak genel
prosediirler izlenebilse de, bu prosediirler anlamsizca takip edilemezler. Ogrencilerin,
gorevi bagariyla tamamlamak icin prosediirlerin altinda yatan kavramsal fikirlerle mesgul

olmalar1 gerekir.

Matematik yapma (istem diizeyi yiiksek gorevler): Gelismis ve algoritmik olmayan bir
diisiinmeyi zorunlu kilar. Kolayca ongoriilebilir bir yaklasimla ¢oziilemez veya gorevin
i¢inde ¢6ziim yoluna dair bir ipucu bulunmaz. Ogrencilerin gorevi analiz etmelerini ve
olas1 ¢Oziim stratejilerini aktif bir sekilde incelemelerini ve bu sirada ilgili bilgi ve
deneyimlerini iligkili ve uygun bir sekilde kullanmalarin1 gerektirir. Dolayisiyla bu
gorevler ¢coziim siirecinin dngoriilemeyen dogasi nedeniyle 6grenci i¢in bir miktar endise

verici olabilir.

Arastirmacilarin  ortaokul Ogrencileri igin kesirler ve kesirlerin ondalik ve yiizdelik
denklikleri arasindaki iliskiyi belirlemeye dair verdikleri 6rnekler tablodaki gibidir (Stein
ve Smith,1998):

Tablo 1

Gérev Tiplerine Dair Ornekler

Gorev tipi Ornek

Hatirlama 1/2 ve 1/4 kesirlerinin ondalik ve yiizdelik degerleri
nelerdir?

Mliskisiz prosediirlii 3/8 kesrine karsilik gelen ondalik ve yiizdelik ifadeleri

gorevler bulunuz.

Mliskili prosediirlii grevler ~ 10x10’luk bir kareli kagit kullanarak, 3/5 kesrinin karsilik
geldigi ondalik ve yiizdelik esdegerlerini belirleyiniz.
Matematik yapma 4x10'uk dikdortgen bir kareli kagitta 6 kareyi karalaymiz.
Buna gore asagidakilerin her birinin nasil belirlenecegini
aciklaymiz:
(a) karal1 alanin yiizdesi,
(b) karal1 alanin ondalik kism1 ve
(c) karali alanin kesirli kisma.

Yukaridaki agiklamalardan da anlagilacagi iizere, bir problem o&grencilerin heniiz
bilmedikleri kavramlar1 veya prosediirleri igerdigi i¢in zor olarak nitelenmez. Yani

zorlayict gorevden kasit, X sinifindaki 6grenciler i¢in X+2 smifinin konularin yer aldig
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bir gorev degildir. x sinifindaki 6grencilerin halihazirda gordiikleri konular kapsaminda
edinmis olmalar1 beklenen bilgi ve becerileri etkin kullanmalar1 gereken gorevlerdir. Iyi bir
zorlayic1 gorevin, genellikle acgiklama, sorgulama, hipotezde bulunma, coklu yontemsel
yaklasimlar1 bilme ve uygulama, ortaya konulan ¢oziimleri degerlendirme etkinliklerini

icerdigi soylenebilir (Sullivan & Mornane, 2014).

Yukaridaki bilgilerden hareketle; calisma kapsaminda, biligsel istem diizeyi yiiksek
matematiksel problemlerden kasit, matematiksel kavramlari ve kavramlar arasindaki
iliskileri anlama ve yeniden kesfetme; varsayimda bulunma, gerekgelendirme,
matematiksel bilgiyi yorumlama gibi “matematik yapma” eylemine karsilik gelecek
sekilde siiregler ve problem ¢dzme stratejilerinin etkin ve esnek bir sekilde kullanimini
gerektiren problem durumlari olmustur (Barbeau, & Taylor, 2009; Stein & Smith,1998;
Smith & Stein, 1998).

2.2.2. Problem Coézme Siireci

Asikar bir ¢6zlim yoluna sahip olunmayan bir problemle karsilasildiginda problem ¢6zme
denilen siire¢ igerisine girilir (Mayer, 1992). Matematik egitiminde problem c¢6zme
slirecinin agamalar1 olarak George Polya (1957)’nin “How to Solve It (Nasil Cézmeli?)”
adli eserinde onerdigi modelin siklikla temel alindig1 goriilmektedir. Buna gore problem

¢Ozme siireci su asamalardan olusmaktadir:

Problemi anlama: Problemin verileri ve bilinmeyenleri tanimlanir. Problem durumu ¢esitli

yonleri dikkate alinarak incelenir ve gerekirse tekrar ifade edilir.

Plan yapma: Bilinmeyeni elde etmek i¢in nasil bir yol izlenecegine dair bir plan
olusturulur. Bu sirada tiim veriler kullanildigindan ve gerekli sartlarin saglandigindan

emin olunmalidir.

Plan1 Uygulama: Belirlenen plan uygulanir. Bu siirecte plan, ana hatlara sahip genel bir
taslak sunar. Basarili bir sekilde bir sonu¢ elde edebilmek i¢in bu ana hatlar altindaki

islemler, dogrulugundan kusku edilmeyecek sekilde ayrintili bir sekilde yapilir.

Kontrol: Sonug kontrol edilir. Coziim, iyilestirilebilir ise yeniden diizenlenir. Eger sonug

yanlis ise agamalar tekrarlanir.

Literatiirde temelde ayni olan fakat asama sayisi bakimindan farkli modeller de yer

almaktadir. Ornegin Schoenfeld (1982), okuma, analiz, kesfetme, planlama/uygulama ve
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dogrulama olarak ele almistir. Ayrica Furinghetti ve Morselli (2009), Weber (2005) gibi
baz1 arastirmacilar iddiada bulunma ve ispatlama siirecini de problem ¢ézmenin 6zel bir
durumu oldugunu ve benzer siireclerden olustugunu belirtmislerdir. Bu asamalarin her biri
cesitli muhakeme eylemleri ile gergeklestirebilirdir. Nitekim NCTM’nin (2009) lise
matematiginde muhakemeyi ele aldig1 yayminda, problem ¢6zme amacli muhakeme i¢in,
iiretken diisinme yontemleri olarak tanimladiklart muhakeme aliskanliklarini problemi
analiz etme, bir strateji uygulama, farkli matematiksel baglamlarla iliski kurma ve ¢ozimii
problem durumuna yansitma bashiklar1 altinda listelemislerdir. Ilgili matematiksel
kavramlari, prosediirleri veya temsilleri belirlemek, ilgili degiskenleri tanimlamak, oriintii
ve iligkileri aramak, 6zel durumlar disiinmek, hipotezde bulunmak, bir stratejiyi
uygulamak, ¢Ozlimii organize etmek, ¢Oziimii dogrulamak bu listeden ornek olarak

verilebilir.

2.3. Sayilar Teorisi ve Programdaki Yeri

Dogal sayilarin yapisi ve iligkileri ile ilgili ¢alisma alan1 “Elemanter Say1 Teorisi” olarak
bilinir (Sinclair, Zazkis, & Liljedahl, 2003). Ingilizce “elemantary” kelimesine dayanan
“elemanter” nitelemesi basit veya kolay anlaminda degil say1 kavramimin genisletildigi
cebirsel sayi teorisinden veya hesap makinesini kullanan analitik say1 teorisinden ayirmak
i¢cin kullanilir (Zazkis, 2007). Bu arastirmada bu alandan bahsedilirken yalnizca “Sayilar
Teorisi” ifadesi kullanilmistir. Rosen (2005) arastirmalarinda, sayilar teorisini; sayilarin

ozelliklerini ve aralarindaki iliskileri ¢alisan matematigin bir dali olarak tanimlamustir.

Dogal sayilar ve bu say1 kiimesine iliskin temel bilgilerin, ilk ve ortaokulda sayilar ve
islemler 6grenme alani altinda; lisede ise sayilar ve cebir 6grenme alani altinda 6grencilere
kazandirilmas: hedeflenir. Ornegin {iciincii sinifta tek ve cift sayilar1 kavrama, altinc
sinifta asal sayilar, ortak bolen, ortak kat kavramlarini edinme, sekizinci siifta iki dogal
saymnin en biiyiik ortak bdlen ile en kiigiik ortak katlarini hesaplama kazanimlar1 yer alir
(MEB, 2018a). Dokuzuncu sinifta boliinebilme kurallari, on birinci sinifta asal sayilar ve
asal ¢arpanlarina ayirma konular1 yer alir (MEB, 2018b). Lisans diizeyinde ise son sinifta
Sayilar Teorisi dersi gercevesinde bu alandaki temel kavramlarin ozelliklerinin daha

detayli ve kapsamli bir bigimde kazandirilmas1 amaclanir.

Zazkis (2007), Eric Temple Bell’in “Matematik: Bilimin Kraligesi ve Hizmetgisi” adli

kitabina ve Kar Friedrich Gauss’un aritmetigi “Matematigin Kralicesi” olarak ifade edisine
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atifta bulunarak, sayilar teorisini, matematik egitimi ve &gretmen egitiminin hem bir
kralicesi hem de bir hizmetcisi olarak betimlemistir. Zazkis’e gore bu ikilik say1 teorisine
dayali argiimanlarin giici ve zarafetinde ve bunun yaninda 6grencilere matematiksel
fikirleri ve matematiksel bir etkinligin 6ziinii sunmada sagladigi faydada yatmaktadir.
Dolayisiyla matematikte bir 6grenme alani olmasinin yani sira matematik egitimi alaninda
bir arastirma yiirlitmede zengin bir ¢alisma alani sunmaktadir. Ortaokul diizeyinden
tiniversite diizeyine kadar her 6grenci tamsayilarla rahat bir sekilde ugrasabildiginden,
problem ¢6zme, akil yliriitme, genelleme, soyutlama, argiiman olusturma ve degerlendirme
caligmalar1 i¢in sundugu zengin igerikle ideal bir alan olarak goriilmektedir (Selden &
Selden, 2002). Dolayisiyla yiiriitilmesi planlanan bu arastirmada kullanilacak
matematiksel gorevlerin sayilar teorisi dersi konulari kapsaminda secilmesi uygun

gorilmiistiir.

2.4. Matematiksel Muhakeme Siirecini Etkileyen Etkenler

Schoenfeld (1985), problem ¢ozmede basarili olmak igin gerekli etmenleri; i) uygun
kaynaklar (matematiksel kavramlar ve prosediirler), ii) heuristik (problem ¢6zme
stratejileri), iii) izleme ve kontrol (siireci izleme ve kontrol etme, iist bilis), iv) inan¢ ve
duyussal faktorler (matematige yonelik inan¢ ve motivasyon gibi duyussal egilimler)
olarak ortaya koymustur. Benzer sekilde Mayer ve Wittrock (2006) ilgili literatiirden
yararlanarak problem ¢ozme i¢in gerekli bilgileri kavramsal ve islemsel bilgi, stratejik
bilgi, st bilis ve inang olarak ele almistir. Sommerhoff, Ufer ve Kollar (2015), ilgili
literatiirden yararlanarak muhakemede bulunmanin belirleyicileri olarak alt1 faktor ortaya
koymuslardir: 1) Metodolojik bilgi; bir ispat i¢in kabul kriterleri bilgisi, 11) Matematiksel
bilgi; matematiksel kavramlara yonelik kavramsal ve islemsel bilgi, iii) Matematiksel
stratejik bilgi; matematiksel bir gorev icin hangi kavramlarin ve temsillerin yarali olacagi
bilgisi, iv) Problem ¢dzme becerileri; problem ¢ézme becerisi ve stratejileri, v) Inang;
matematiksel bilginin dogasina yonelik egilimler, vi) Duyussal etkenler; duygu ve
motivasyon gibi duyussal egilimler. Weber (2005) ise matematiksel muhakemede
yasanilan zorluklar1 matematiksel kavramlar, stratejiler ve neyin ispat olarak kabul

edilecegiyle ilgili yetersizlikler olarak ele almistir.

Bu calismada, literatiirde yer alan etkenlerden biligsel olanlar1 g6z Oniinde
bulundurulmustur. Ciinkii veriler, duyussal faktorlere etki etme ihtimali olacak sartlarda

toplanilmistir. Ornegin “Pilot Calisma” bashigi altinda nedenleri aciklanacagi iizere
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katilimcilarin smif ortaminda diger arkadaslari ile birlikte problem ¢6zme oturumlarina
katiliyor olmasinin motivasyonlarina olumlu yonde etki edecegi diisiiniilmiistiir. Ayrica
yukarida verilen bazi bilesenlerin birbirini kapsadigi goriilerek Weber (2005) tarafindan
onerilen etkenlerin alinmasi uygun goriilmiistiir. Dolayisiyla muhakeme etmede goriilen
zorluklarin kaynagi olarak matematiksel bilgiye dayali etkenler, stratejik bilgiye dayali
etkenler ve epistemolojik bilgiye dayali etkenlere odaklanilmistir. Asagida bu etkenlerle

ilgili bilgiler sunulmustur.

2.4.1. Matematiksel Bilgi

Matematiksel bilgi, kavramsal ve igslemsel bilgi ve bu bilgiler arasindaki iliskiden olusur
(Hiebert ve Lefevre, 1986). Her zaman ayrilabilir olmasa da, matematiksel bilginin
gelisimini ve matematiksel etkinliklerin icerigini daha iyi anlamak i¢in bu iki bilgi tiiriinii
ayirt etmek faydali bulunmustur (Rittle-Johnson & Schneider, 2015). Hiebert ve Lefevre
(1986) kavramsal bilgiyi “iliski bakimindan zengin bilgi” olarak tanimlamis ve
matematiksel kavramlarin ve bu kavramlar arasindaki iligkilerin ne oldugunu bilme
seklinde aciklamistir. Buna gore kavramsal bilgi izole bilgi parcalar seklinden ziyade
birbiriyle iliskili bir bilgi ag1 seklinde diisiiniilmelidir. Islemsel bilgiyi ise genel olarak
“nasil yapilacagimi bilme” seklinde tanimlamis ve iki kisimda ele almislardir. Bunlardan
ilki matematiksel dilin ve sembollerin gdsteriminine yonelik bilgi tiiriidiir ve matematiksel
fikirleri temsil edebilmeyi ve matematiksel sembolleri kullanabilmeyi igerir. Bu bilgi,
genel olarak matematiksel ifadelerle ilgili yiizeysel farkindaliktir ve herhangi bir anlam
igermez. Ornegin 3+1=5 dogru bir gdsterim bigimi iken 3+=18 anlamli veya kabul
edilebilir bir matematiksel gosterim degildir. Islemsel bilgiye dair ikinci bilgi tiirii ise
matematiksel bir gérevi tamamlamak igin gerekli algoritmalari, kurallar1 veya prosediirleri
kapsar. Iki basamakl1 iki tamsaymin ¢arpimini bulmak igin nasil bir prosediir izlenecegini

bilmek bu bilgi tiiriine 6rnek verilebilir.

Kavramsal ve islemsel bilgi ile ilgili literatiirde bulunan diger tanimlamalar da benzer
sekildedir. Ornegin Rittle-Johnson ve Alibali, (1999), kavramsal bilgiyi, matematik alan
ile ilgili prensiplerin acik veya dolayli olarak anlasilmasi ve bilgiler arasindaki iliskiyi
bilme olarak tanimlarken; islemsel bilgiylr daha c¢ok problem ¢dzme siirecinde yapilan
algoritmik islemler, hesaplamalar gibi izlenen eylem dizisi seklinde ele amistir. Anderson

(1995)’a gore kavramsal bilgi “nedir” sorusuna yanit olacak sekilde bir organize bilgi
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biitiiniidiir. islemsel bilgi ise “nasil” sorusunun cevabi olacak sekilde bir bilgi tiirii olarak
daha ¢ok takip edilmesi gerekli adimlar silsilesidir; algoritmalari ve yontemleri igerir.
Skemp (1976), bu bilgi tiirlerini matematiksel anlama kavrami altinda ele almustir.
Matematiksel anlamay1 iliskisel ve aragsal anlama olmak iizere ikiye ayiran arastirmaci,
iligkisel anlamay1 hem ne oldugunu hem de neden oldugunu bilme olarak; aragsal anlamay1
ise “nedensiz kurallar” olarak tanimlamistir. Buna gore herhangi bir problem durumuyla
karsilagan aragsal anlamaya sahip 6grenciler, bu durumla ilgili kurallar1 nedenini bilmeden
uygularlar; iliskisel anlamaya sahip 6grenciler ise bu kurallarin neden galistigini ve verilen
problem durumunun neden bir pargasi oldugunu bilirler. Ancak buradan, Skemp (1976)’in
de vurguladig: {izere, iliskisel anlamanin/kavramsal bilginin, ara¢sal anlamadan/islemsel

bilgiden daha degerli oldugu seklinde bir ¢ikarimda bulunmak dogru degildir.

Diger taraftan kavramsal ve islemsel bilginin edinilmesi belirli bir sirada ve birbirinden
bagimsiz gerceklesmez (Rittle-Johnson & Siegler, 1998). Bu iki bilgi tiirii birbiri ile
yinelemeli bir etkilesim halinde yapilanarak bireyin matematik bilgisini olusturur (Rittle-
Johnson & Schneider, 2015). Dolayisiyla bu iki bilgi tiirii iliskilendirilmeden matematiksel
gorevlerde basar1 saglanamaz. Kavramlar ve islemler birbiriyle baglantili olmadiginda,
Ogrenciler ya problemleri ¢ézemezler ya da cevaplar iiretebilirler ancak ne yaptiklarini
anlamazlar. Ornegin blme islemi gerektiren matematiksel bir problemde, 6ncelikle bolme
algoritmasinin bilinmesi gereklidir. Bunun yaninda bir tek tamsayiyi, ¢ift bir tamsayiya
bolen kisi kalansiz bir bolme yapamayacaginin farkinda olmalidir. Ayrica problem
durumu, kalansiz bdlme islemi gerektiriyor ve bdlme islemi sonucunda kalan deger
bulunuyorsa; bu durumda ancak yeterli kavramsal bilgiye sahip bir 6grenci elde ettigi
sonucu problem durumuna uygun bir sekilde yorumlayabilir (Hiebert & Lefevre, 1986).
Daha karmagik islemler ve siirecler gerektiren matematiksel gorevlerde de gorevi analiz
etme, ¢ozlime ulagsmak i¢in strateji se¢imi ve uygulanmasi, ¢6ziimiin dogrulanmasi gibi her
asamada kavramsal ve islemsel bilgiden etkilesimli olarak yararlanilir (Hiebert & Lefevre,
1986; Schoenfeld, 1987). Basit bir sekilde kisinin ne kadar matematiksel bilgisi varsa o
kadar iyi muhakemede bulunabilir denebilir. Ancak muhakeme siirecinde matematiksel
bilgiyi ise kosmak goriindiiglinden daha derin bir mevzudur ve aciklamasi giictiir
(Mamona-Downs & Downs, 2005). Nitekim bazi arastirmalar, dgrencilerin genellikle
dogrudan matematiksel kavramlara dair bilgiyi 6lgen testlerde basarili olmakla birlikte bu
bilgileri kullanmalar1 gerekli matematiksel gorevleri yerine getirmede benzer basariyi

gosteremeyerek daha diisiik performans sergiledikleri sonucunu ortaya koymustur. Ciinkii
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bir bilginin nasil kullanilacagini/uygulanacagini bilmek, bilginin kendisine “sahip olmak”
kadar 6nemlidir (Mamona-Downs & Downs, 2005). Bir baska deyisle bir tanim ya da
teoremin basitce ne oldugunu bilmek, matematiksel muhakeme siirecinde
kullanilabilecegini veya dogru bir sekilde uygulanabilecegini garanti etmez (Weber, 2001).
Arastirmalar, 6grencilerin belirli matematiksel kavramlari ve bu kavramlara dair tanim,
teorem ve prosediirleri bilmenin 6tesinde, bunlar1 ne zaman kullanacaklarina dair stratejik
yaklasima veya sezgilere sahip olmalar1 gerektigini bildirmektedir (Moshman, 1995;
Weber, 2001). Schoenfeld (1992) de problem ¢ozmeyi sadece neyi bildigimizle degil

bildigimizi nasil ve ne zaman kullandigimizla iliskilendirmistir.

Diger taraftan matematiksel bilgi muhakeme siirecinde uygulanabilir hale getirilmeli,
ozellikle ispatlarda uygun mantiksal ¢ikarimlar yapmak i¢in matematiksel kavramlarin
gerekli ozelliklerine odaklanilabilmelidir (Bills ve Tall, 1998; Selden, 2011; Selden,
Benkhalti, & Selden, 2014). Bunu yapabilmek i¢in ise temsiller onemli role sahiptir.
Usiskin (2015), matematiksel bir kavramin farkli temsillerini bilmeyi ve bu temsiller
arasinda gecis yapmay1 o kavramla ilgili derinlemesine matematiksel bilgiye sahip olmanin
onemli bir gostergesi olarak ele almistir. Temsil, genel olarak bir amagla bir seyin yerine
gecen bagka bir sey olarak tanimlanabilir (Palmer, 1978; Goldin & Kaput 1996). Bir
problemi ¢ézmek i¢in sirastyla; uygun temsili se¢gme, temsilleri dogru ve uygun bir sekilde
manipiile etme ve yorumlama gereklidir (Gholamazad, Liljedahl, & Zazkis, 2003).
Ornegin tek bir tamsay1; "'n" bir tamsay1 olmak {izere "2n+1" seklinde temsil edilebilir
ve bu temsil muhakeme siirecinde tek tamsayilarla ilgili {izerinde islem yapilabilir bir
nesne sunar ve muhakeme etmeyi kolaylastirir. Béylece 6rnegin iki ardigik tek tamsayinin
toplaminin 4'in bir kati oldugu gergegi, "(2n+1)+(2n+3) =4n+4=4(n+1)" seklindeki
islemler sonucunda yapilacak genelleme ile kolaylikla ifade edilebilir (Tall, 1998). Benzer
sekilde, Bills ve Tall (1998) de matematiksel muhakemede ozellikle argiimanlarin
formellestirilmesi siirecinde matematiksel kavramlarin verimli bir sekilde kullanilmasini
“uygulanabilir tanim (operable definition)” kavrami ile agiklamistir. Ornegin A ve B gibi
iki kiimenin esitligi “Eger A=B ise 0 zaman A ve B kiimeleri ayn1 elemanlara sahiptir.”
seklinde ifade edilebilir. Ancak iki kiimenin esitliginin gdsterilmesinde ancak “A=B
oldugundan eger X € A ise 0 zaman X € B dir.” ifadesinin kullanilmasi bireyi iiretken bir
sonuca gotiirebilir (Selden, 2011). Yani birey, tanimlar1 {izerinde c¢alisilabilir forma
dontstiirmelidir (Bills ve Tall, 1998). Bunun s6z konusu kavramlarla ilgili derinlemesine

matematiksel bilgi gerektirdigi aciktir.
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Boero (2001)’nun matematiksel muhakemede oOzellikle cebirsel ¢oziimlerin en Onemli
yonlerinden biri olarak gordiigli doniisiimsel (tranformational) ve dngoriilii (anticipation)
diisiince de yine matematiksel bilgi ile gerceklesebilir. Doniisiimsel diislince bir problemi
matematiksel olarak ele almayi, problem durumunu basitlestirmeyi ve problemi ¢ézmeyi
saglar. Tiim doniisiim siire¢lerinin ortak bileseni ise dngoriilii diisiincedir. Dontisiimii etkin
bir sekilde yonlendirmek igin, problemin amacina uygun olarak doniistiiriilecek nesnenin
cesitli doniisiimsel olasiliklar1 ve dontistimden sonra beklenenin 6ngoriilmesi gerekir. Bu
Ongoriti, muhakeme silirecinde degisen durumun takibini ve siireci planlamay1 saglar.
Matematiksel bilgi ve temsiller, bu iki diisiince siirecinde &nemli roldedir. Ornegin
yukarida drneklenen ardisik iki tek tamsayinin toplaminin her zaman 4’iin kat1 olacaginin
gosteriminde; iki tek tamsay1 i¢in uygun temsillerin se¢ilmesi ve cebirsel islemlerin 4’lin
kat1 olacagin1 gosterir bir tamsayr temsili elde edecek sekilde yiiriitiilmesinde bu iki

diisiince tipi ve bu diisiinceleri yiiriitmek i¢in matematiksel bilgi gereklidir.

Ozetle matematiksel muhakeme siireci matematiksel kavramlara dair bilginin
derinlemesine sahip olunmasiyla gerceklesebilir. Ogretmen adaylarmin bu siiregte
matematiksel kavramlara yonelik bilgilerinden kaynakli yasadigi zorluklar, matematiksel
bilgiye dayali zorluklar olarak nitelendirilmistir. Bu zorluklar, &grencilerin yanlis
cikarimlar yapmalarina veya bir argiiman olusturmak i¢in gereken kritik bir ¢ikarimi
yapamamalarina ve mevcut bilgilerini iligkisel olarak kullanamamalarina neden olur
(Weber, 2001). Diger taraftan matematiksel muhakeme siirecinde hangi bilgi tiiriiniin
kullanildigin1 belirlemek kolay degildir. Islemsel bilgi daha gdzlemlenebilir olmakla
birlikte kavramsal bilgi, muhakeme siirecinde ortiik veya acik olabilir ve bu nedenle sozlii

olmak zorunda degildir (Goldin-Meadow, Alibali, & Church, 1993).

Ilgili literatiir incelendiginde; problem ¢dzme siirecinde temel kaynagin problem baglami
kapsaminda matematiksel bilgiye sahip olmak oldugu bilindiginden (Chapman, 2015;
Mayer & Wittrock, 2006; Schoenfeld, 1985), pek ¢ok ¢alismada 6grencilerin bir kavramla
ilgili anlayislarinin ortaya cikarilmasinda problemlerin kullanildigi ve bu problemleri
cozebilmenin o kavramin oOgrenildiginin gostergelerinden biri olarak ele alindigi
goriilmektedir. Bu arastirmalar genellikle Ogrencilerin islemsel bilgi gerektiren
problemlerde kavramsal bilgi gerektiren problemlere gore daha basarili oldugunu ortaya
koymustur (Akgiin, Isik, Tatar, Isleyen & Soylu,2012; Diindar, 2015; Diindar & Yaman,
2015; Yenilmez & Yasa; 2007). Ornegin Akgiin, Isik, Tatar, Isleyen ve Soylu (2012),

ilkdgretim matematik 6gretmenliginin iiclincii simifinda 6grenim gdéren 97 Ggrenci ile
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yuriittiikleri calismada; Ogrencilerin seriler kavramiyla ilgili islemsel bilgi gerektiren
sorularda oldukg¢a basarili olduklarini, ancak kavramsal 06zelliklerinin kullanilmasini
gerektiren problemlerde zorluk yasadiklarini ortaya koymuslardir. Diindar’mn (2015),
seriler konusu baglaminda 64 ilkogretim matematik Ogretmeni ile gergeklestirdigi

arastirma da bu bulguyu destekler nitelikte sonuglar ortaya koymustur.

Muhakeme siirecinde matematiksel kavramlarin kullanilmasi ile ilgili bir diger 6nemli
bulgu son yillarda argiiman olusturma ve bu argiimani formellestirme siireci arasindaki
iliskiyi inceleyen arastirmacilar tarafindan ortaya konulmustur. Buna gore bir argiimanin
ispatlanmasi siirecinde kullanilmasi gerekli matematiksel kavramlara ait tanim, teorem,
temsil gibi referanslar eger s6z konusu argiimanin ortaya konulmasi siirecinde de kullanildi
ise biligsel siireklilik saglanarak ispatlama isi kolaylasmaktadir. Aksi takdirde bilissel bir
kirilma yasanacagindan ogrenciler argiimanlarini gerekgelendirmede zorlanmaktadirlar.
Pedemonte (2007)’nin ortaya koydugu bu iliskisel durumun varligi1 arastirma sonuglari ile
desteklenmistir (Biilbiil & Urhan, 2016; Martinez & Pedemonte, 2014; Zazkis &
Villanueva, 2016). Ayrica benzer bir bulgu da Stylianou (2013) tarafindan ortaya
konulmustur. Stylianou, problem ¢dzme siirecinde temsil etme ve dogrulama siireclerinin
etkilesimini incelemek amaciyla; 12-14 yas grubundaki 24 altincist sinif dgrencisi ile
calismis ve Ogrencilerin sectikleri temsillerin genellemelere varma sekillerini ve
dolayisiyla yanitlarin1 gerekcelendirme bigimlerini etkiledigi bulgusuna ulagmistir.
Stylianou, ayni zamanda Ogrencilerin sunduklari gerekgelerin temsil bigimlerini
etkiledigini dolayisiyla gerekgelendirme ve temsillerin bu siiregte birbirini dinamik olarak

yinelemeli dongiilerde etkiledigini belirlemistir.

Diger taraftan aragtirma bulgularina gore bireyler bir matematiksel kavramla ilgili dogru
bir tanimlama yapabilseler dahi ilgili problemleri ¢ézmede zorluk yasayabilmektedir.
Ornegin Elia, Panaoura, Eracleous ve Gagatsis, (2007), on birinci sinifta 6grenim goren
179 o6grenci ile fonksiyon kavramini tanimlama, bu kavrama iligkin farkli temsilleri
yorumlama ve fonksiyon kavrami ile iligkili problemleri ¢ozme becerileri arasindaki
iliskiyi incelemislerdir. Bulgular, fonksiyon kavramini dogru tanimlayabilen 6grencilerin
cogunlugunun, problemleri ¢6zmede basarili olamadigimi gostermistir. Haj-Yahya,
Hershkowitz ve Dreyfus (2014), 11. smif 6grencilerinin dgrencilerin geometrik tanimlari
anlamadaki zorluklarmin ispatlama silirecini anlamalarimi ve dolayisiyla ispatlama
becerisini etkiledigini bulmuslardir. Sayilar Teorisi kapsaminda literatiir incelendiginde

Zazkis ve Campbell (1996)’in benzer bulguyu ortaya koydugu goriilmektedir.
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Arastirmacilar, Aritmetigin Temel Teoremine dair matematiksel anlamalarini ortaya
cikarmak amaciyla 54 smif Ogretmeni adayiyla bir ¢aligma yiiriitmiis ve adaylarin
birgogunun teoremin ne oldugunu ve 6zelliklerini basitce agiklayabildiklerini ancak ¢esitli
problem durumlarina uygulayamadiklarini ortaya koymuslardir. Knapp (2006)’1n ispatlama
sirecinde tanimlarin kullanilmasina dair aragtirma raporu da matematiksel bir kavramin
tanimint  bilmenin muhakeme siirecinde kullanilmasini garanti etmeyecegini gosterir
niteliktedir. Knapp matematik lisans programi 6grencileri ile ispat uygulamalarina dayali
yaptig1 arastirma sonucunda ilgili literatiire dayanarak; ispat yapabilmek i¢in matematiksel
kavramlarla ilgili tanimlarin bilinmesi, bir kavramla ilgili esdeger tanimlar var ise uygun
olanin seg¢ilmesi ve segilen tanimin verimli bir sekilde kullanilmasi gerektigini ortaya

koymustur.

Bir diger 6nemli bulgu ise bir kavramla ilgili farkli temsil bi¢imlerini bilen ve bu temsil
bi¢imlerini birbirine donistiirebilenlerin, sz konu kavramla ilgili problemleri ¢6zmede
daha basarili olduklaridir. Ornegin Gagatsis ve Shiakalli (2004), 195 {iniversite 6grencisi
ile yirittiikleri calismada fonksiyonlarin temsil bi¢imleri arasinda doniisiim yapanlarin
problem ¢ozmede daha basarili olduklarini gostermistir. Sayilar Teorisi kapsaminda
literatiir taramasi1 yapildiginda, matematik egitiminde temsiller iizerine pek ¢ok arastirma
yer almasma ragmen tamsayilarin temsili ile iliskili az sayida ¢aligmaya rastlanilmistir.
Bunlardan biri tamsayilarin temsillerini Lesh, Post ve Behr (1987)’un temsil ile ilgili
tanimlamalarina dayanarak iki ayri gruba ayrran Zazkis ve Gadowsky (2001)’un
caligmasidir. Lesh vd., seffaf ve opak olmak {izere temsilleri iki ayr1 gruba ayirmislardir.
Buna gore seffaf bir temsil, temsil edilen fikir veya yapidan daha fazla veya daha az bir
anlam tasimaz ve temsil ettigi seyin anlamini agikca ortaya koyar. Buna karsin opak bir
temsil, fikirlerin veya yapilarin yalnizca bazi yonlerini vurgular. Bu ayrimi sayilarin temsil
edilmesi lizerine ele alan Zazkis ve Gadowsky, sayilarla ilgili temsillerin, baz1 6zellikleri
g6z Oniine serse de; her zaman barindiklar1 baska 6zellikleri tasimasi dolayisiyla opak
oldugunu éne siirmiislerdir. Ornegin 784 sayis1 28° olarak temsil edildiginde miikemmel
kare oldugu agikga goriilebilmektedir ancak bu saymin 98 ile boliinebildigi bu temsilden
acik degildir. Yani 784 = 28° temsilinde, 784’iin miikemmel kare olmasi seffaf; 98 ile
boliinebilmesi ise opaktir. Bu durumda sayilarin temsilleri ve farkli temsillerinde sakli
ozelliklerin farkinda olunmasi 6nemlidir. Zazkis ve Campbell (1996) Aritmetigin Temel
Teoremine dair dogru tanimlama ve Ozellikleri bilmelerine ragmen smif &gretmeni

(13

adaylarinin problemleri ¢ozmede zorlandiklarini ortaya koydugu arastirmalarinda;
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K =16199=97-167 ve 97 ve 167 sayilari asal olduguna gore K tamsayisi 13 ile
boliinebilir midir?” sorusunu bazi adaylarin K ’nin yani 16199 sayisisin birler basamagi 9
oldugundan ve 9, 3’lin bir tam kat1 oldugundan miimkiin olabilecegi yanitin1 vererek;
ancak c¢arpma ve bolme islemeleriyle uzun hesaplamalar sonucunda dogru yanita
ulagabildiklerini bildirmiglerdir. Arastirmacilar bu zorlugun kaynaginin adaylarin bir say1
carpanlara ayrilmis formda sunuldugunda sayilarin diger Ozelliklerini belirlemede

zorlanmalar ile agiklamistir.

Ozetlenecek olursa; matematiksel bilgi ve muhakeme kapsaminda yapilan arastirmalar;
ogrencilerin kavramsal ve islemsel bilgilerini etkilesimli bir sekilde kullandiklarinda daha
basarili oldugunu, bir kavrama ait tanimlamalar1 yapilabilmelerinin o kavramla ilgili
problemleri ¢ozebileceklerini garanti etmedigini, muhakeme siirecinde basarili olabilmek
icin kavramlarin farkl temsil bi¢imlerini tanima ve bu temsilleri doniistiirebilmenin gerekli
oldugunu ortaya koymustur. Nitekim Panaoura vd. (2017), 15-17 yas araligindaki toplam
756 ogrenci ile yiiriittiikleri calismada Ogrencilerin fonksiyon kavramini matematiksel
olarak anlamalarina iliskin dort boyutlu bir yapisal model ortaya koymuslardir. Bu modele
gore kavramin tanimlanmasi, farkli temsil bi¢cimlerinin taninmasi, farkli temsil bi¢cimlerinin
yorumlanmasit boyutlar1 ile birlikte bir diger boyut kavramla ilgili problemleri
¢cozebilmedir. Yapilan arastirmalarda da problem ¢6zme siirecinde karsilasilan zorluklarin,

matematiksel bilginin ¢esitli 6zellikleri ile iliskilendirilerek ele alindig1 goriilebilmektedir.

2.4.2. Stratejik Bilgi

Strateji, bir problemi ¢6zmek i¢in adim adim izlenen yontemdir (Star & Rittle-Johnson,
2008). Bir strateji, belirli bir matematiksel gorevi yerine getirmek i¢in kullanilabilecek
yontemlerden sadece biridir. Matematik problemlerinin tamamini ¢6zebilecek bir strateji
olmadig1 gibi, bir problem birden fazla strateji ile ¢oziilebilirdir (Saczynski, Willis, &
Warner-Schaie, 2002).

Geriye dogru ¢alisma, Oriintii bulma, farkli bakis agisi benimseme, daha basit ve denk bir
problemi ¢dzme, u¢ noktalar1 diisiinme, gorsel temsillerden yararlanma, bilingli tahmin ve
kontrol, tiim ihtimalleri g6z dniine alma, verileri diizenleme stratejileri problem ¢d6zme ile
ilgili literatlirde yer alan baglica stratejilerdendir (Posamentier ve Krulik, 1998). Ayrica bu
calismada oldugu gibi yanita nasil bir strateji ile varilirsa varilsin ispatlama gerektiren

problem ¢6zme siireglerinde dogrudan ispat, tiimevarim ile ispat, durum incelemeli ispat,
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celigki ile ispat gibi ispat tekniklerinin bilinmesi gereklidir (Jeannotte & Kieran, 2017).
Nitekim Ericson ve Flowers (1999), “Principles of Mathematical Problem Solving” adli
kitabinda literatiirde yaygin olarak bilinen problem ¢dzme stratejileri ve ispat tekniklerini
bir arada ele alarak bu yontemleri problem ¢6zme ilkeleri olarak betimlemistir. Bu
calismada da literatiirde siklikla problem ¢6zme stratejileri olarak gegen yontemler ve ispat

teknikleri olarak gegen yontemler bir arada, stratejiler olarak ele alinmistir.

Problem c¢ozmede stratejileri bilmenin yani sira bu stratejilerin ne zaman ve nasil
kullanilacagini bilmek de énemlidir (Polya, 1957; Star vd., 2015). Stratejileri yeni problem
durumlarina uyarlayabilen ve ayrica strateji kullanmada esnek olan yani gorevi yerine
getirinceye kadar farkli stratejilerle problem durumunu yeniden ele alabilen bireylerin daha
basarili olduklar1 bilinmektedir (Star & Rittle-Johnson, 2008). Strateji esnekligi olarak da
tanimlanan bu durum genel olarak, verilen bir problem i¢in birden fazla ¢6ziim yontemi
tretme, kullanma ve degerlendirme olarak betimlenir. Dolayisiyla strateji esnekliginin
temel sart1 oncelikle strateji tiirlerini bilmektir. Ikinci dnemli nokta ise stratejilerin etkinligi
bilgisini igerir. Esnek problem c¢oziiciiler, belirli baglamlarda hangi stratejilerin daha
verimli oldugunu bilirler. Dolayisiyla strateji esnekligi igin yeterli matematiksel bilgiye de
sahip olunmalidir (Star vd., 2015). Ozetle; stratejilerin bilimesi ve uygun olanin segilmesi
ile ancak muhakeme siireci basarili bir sekilde sonlandirabilir. Hintikka ve Bachman
(1991) bu durumu kavramlara dayali kurallar ve stratejiye dayali kurallar ile agiklamaya
caligmistir. Muhakemede bulunmay1 oyun oynamaya benzeten arastirmacilar kavramlara
dayali kurallarin temel hareketleri tanimladigin1 ve bir oyunda neyin kabul edilebilir ve
neyin kabul edilemez oldugunu agikladigini belirtmistir. Stratejik kurallar ise bir oyunun
nasil oynandigim1 anlatir ve stratejik kurallarin olusturulmasi genellikle daha zordur.
Ornegin satrang oyununda kavramlara dayali kurallar, hangi tasin nasil hareket
edebilecegine dair kurallardir. Ancak bu kurallar, oyun siirecinde hangi tasin oynanacagina

dair bir bilgiyi igermez ve 1y1 bir satran¢g oyuncusu olmaya yetmez.

Matematiksel muhakeme siirecinde strateji esnekligi i¢in matematiksel kavramlarin rolii
diistiniildiigiinde, temsillerin 6n plana ¢iktig1 goriilmektedir. Nitekim Bills ve Tall (1998)
matematiksel muhakeme siirecinde belirli bir yontemi se¢gmede ve uygulamada ve ayrica
tanimlarin gerekli 6zelliklerine odaklanilabilmede temsil se¢iminin dnemini vurgulamistir.
Ornegin birey, dogal sayilarin ardisiklik 6zelligini ve bir n dogal sayisinin ardigiginin
n+1 seklinde temsil edilebilecegini matematiksel bilgisi kapsaminda bilebilir. Ancak

muhakeme siirecinde {i¢ ardisik sayiy: ifade ederken n,n+1,n+2 gosteriminin mi yoksa

28



n-1,n,n+1 gbsteriminin mi daha iiretken sonuglar vereceginin dikkate alinmasi ve

uygulanmas stratejik bir yaklagim gerektirir.

Diger taraftan siklikla problemi anlama, stratejiyi segme ve segilen stratejiyi uygulama ve
kontrol seklinde alinan (Polya, 1957) problem c¢ozme siirecinden ikisinin dogrudan
stratejiler ile oldugu goriilse de diger asamalarda da 6nemli role sahiptir (Van De Walle,
1994). Ornegin Sayilar Teorisi baglamindaki bir problemde, problem durumunu
anlamlandirmada veya iddialarin dogrulugunu test etmede oOrneklerin stratejik olarak

se¢cimi onemlidir.

Ozetle matematiksel muhakeme; stratejileri bilmek ve bu startaejileri verimli bir sekilde
kullanmay1 gerektirir. Ustelik stratejik bilgi sadece bir plan olusturma asamasinda degil
muhakeme siirecinin her asamasinda 6nemlidir. Ogretmen adaylarmin matematiksel
muhakeme siirecinde stratejileri segme ve uygulamada yasadiklar1 zorluklari, stratejik

bilgiye dayali zorluklar olarak nitelendirilmistir.

Ilgili literatiir incelendiginde; temel bulgulardan biri 6grencilerin strateji tiirlerine dair
bilgisinin muhakeme siirecindeki basarilarin1 olumlu etkiledigidir. Yazgan (2015), altinci
siif 0grencileri ile yiirlittiigli ¢alismada; ¢oklu regresyon analizi sonucunda, dgrencilerin
strateji bilgilerinin rutin olmayan problem ¢6zme basarilarinin %65'ini agikladigini
gostermistir. Nitekim arastirmacilarin strateji esnekligini gelistirmek ve buna bagl olarak
muhakemedeki zorluklarmi azaltmak igin yaptiklar1 deneysel caligmalarda dogrudan
strateji 6gretimine yonelik uygulamalarin da etkili oldugu belirlenmistir (Sonay ve Bulut;
2014; Star & Rittle-Johnson, 2008). Bununla birlikte; Star ve Rittle-Johnson (2008), altinci
smifi yeni bitirmis 132 6grenci ile yaz tatili boyunca siiren bir calisma ytriiterek kisa bir
strateji  Ogretiminden sonra Ogrencilerin ¢oklu stratejileri kesfedecekleri Ogretim
uygulamalar1 ve dogrudan strateji 0gretimi yaptiklart 6gretim uygulamalarmin strateji
esnekliginin kazandirilmasina etkisini incelemigler ve her iki 6gretim uygulamasinin da
problem ¢6zmede esnekligi arttirdigr sonucuna ulagmiglardir. Ayrica kesfetmeye dayali
etkinliklerin ¢oklu stratejilerin kullanimini; dogrudan o&gretimin ise stratejilerin etkili
kullanimmi kolaylastirdigr bulgusunu elde etmis ve buna dayali olarak her iki etkinlik

tiiriiniin bir arada yiiriitiilmesini 6nermislerdir.

Dogru stratejiyi segmenin her zaman herkes igin bir problemin dogru cevabini bulmayi
garanti etmedigi ise bir baska dnemli bulgudur. Ornegin, Erbas ve Okur (2012), 5 lise

birinci sinif 6grencisi ile yiirlittiikleri ¢alismalarinda bir problemde dogru sonuca gotiirecek
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stratejileri  kullanan  §grencilerden hepsinin  dogru yamiti elde edemediklerini
gozlemlemistir. Segilen stratejinin etkili olarak kullanilmasinda problem baglamiyla ilgili
matematiksel kavramlara yonelik bilgi de etkilir. Israel (2003), sekizinci sinif dgrencileri
ile yiiriittiigii caligmasinda basar1 diizeyi yliksek olan 6grencilerin problemin ¢oziimiine
katkida bulunacak stratejileri segmede ve uygulamada daha basarili olduklarini bildirmistir.
Stars vd. (2015) strateji esnekligini etkileyen etmenler konusunda yaptiklart kapsamli
arastimada benzer sonuca ulasmustir. Bir proje kapsaminda 34 6gretmen ve 605 6grenciden
cebir dersleri baglaminda topladiklar1 verilerle 6grencilerin strateji esnekliklerinin bir yil
boyunca geligimi ile 6grenci ve 6gretmenlerin demografik 6zellikleri ve siniftaki 6gretim
uygulamalar1 arasindaki iliskiyi incelemislerdir. Analizler sonucunda G6gretmenlerin
mesleki deneyimleri ile 6grencilerin esneklik kazanimlar1 ve ayrica 6gretmenlerin siniftaki
sorgulamaya dayali uygulamalar1 arasinda bir iliski bulunamamistir. Bununla birlikte
ogrencilerin akademik basarilar1 ile strateji esnekliligi gelisimleri arasinda pozitif yonde

iligki bulunmustur.

Muhakeme siirecinde karsilagilan stratejik zorluklardan bir digeri ise; bu siireci argliman
olusturma ve bu argiimani formellestirme olarak ayirip; karsilastirmali olarak inceleyen
aragtirmacilar tarafindan ortaya konulmustur. Pedemonte (2007), bir argiimani ispatlama
stirecinde yararlanilmasi gerekli muhakeme yapisi eger soz konusu argiimani olusturma
stirecinde de kullanildiysa biligsel bir siireklilik yasanacagindan ispatlama isinin
kolaylasacagin1 aksi takdirde siireci yeniden yapilandirmanin bireylerde zorluk
olusturacagini belirtmistir. Bununla birlikte Pedemonte daha sonra yaptig1 caligmalarda bu
durumun ozellikle geometri alaninda gozlemlenecegini belirtmistir. Ornegin cebir
alaninda; Orneklere dayali indiiktif bir muhakeme ile argiiman olusturan bir 6grencinin
daha sonra sadece temsil bi¢imlerini degistirerek cebirsel bir ispat yapmasinin daha az

zorlayici oldugunu ortaya koymusladir (Martinez & Pedemonte, 2014; Pedemonte, 2008).

Ozetle yapilan ¢aligmalarin ¢oklu strateji bilgisine sahip olan ve matematiksel bilgisi
yiiksek olan Ogrencilerin problem ¢6zmede daha iyi stratejik esneklik gosterdigini

bildirdigi goriilmektedir.

2.4.3. Epistemolojik Bilgi

Matematik egitimcileri, 6zellikle lisans diizeyindeki 6grencilerin matematiksel iddialarin
gerekcelendirmede kullandiklari delillerin matematikgilerle ortak niteliksel ozelliklere

sahip olmas1 gerektigini savunurlar (Weber, Inglis & Ramos, 2014). Baska bir deyisle
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ogrencilerden muhakeme siirecinde ulastiklar1 sonuglari ispatlamalar1 beklenir. Ancak neyi
ispat olarak kabul edebiliriz? Bu soru, ciddi olarak matematik yapmakla ugrasan her
insanin kendisine en az bir kez sordugu basit bir sorudur. Ancak soru ne kadar basit ise

cevabinin da o denli zor ve karmasik oldugunu s6ylemek miimkiindiir (Hanna, 1983).

Muhakeme kavraminda oldugu gibi muhakemenin 6zel bir formu olan ispatin ne oldugu
konusunda da Hanna’ya (1983) gdre matematik tarihi boyunca matematikgiler arasinda
asla bir fikir birligi olmamstir ve olmayacaktir da. Ispatlamanimn matematik yapmanin bir
parcasi oldugu ve aslinda matematigin oldugu her yerde ispatlamanin da oldugu goriisiiniin
(Reid ve Knipping, 2010) yan1 sira pek ¢ok kaynaga gore gilinlimiiz matematiksel ispat
geleneginin kokenleri Yunanlilara dayanmaktadir ve aksiyomatik yapidadir (Almeida,
2003; Kleiner, 1991). Ancak matematik tarihi boyunca uygulamalari tek tiirlii olmamis ve
ispat kavrami degisken bir gelisim gostermistir. 16. ve 17. ylizyilda Viete, Descartes ve
Leibniz’in ¢alismalarinda ispatlarda sembolik gosterim giiclii bir yontem olarak ortaya
cikmigtir. 18. yiizyll ve 19. yiizyillarin baglarinda ise Avrupa matematiginde, ortaya
konulan matematiksel sonuglar1 tiimevarimsal sekilde sistematiklestirmeden, dogruluguna
dair acgiklamalar ve deliller sunulan ve Hint ve Cin ispat geleneklerine benzeyen sezgisel
ispat geleneginin takip edildigi gorilmistir. 19. yiizyilda Abel, Bolzano, Cauchy,
Lagrange gibi dénemin 6nde gelen matematikgilerinin elestirel yaklasimlar: ve Boole’nin
mantik iizerine ¢aligmalar1 ile aksiyomatik yontem yeniden dogmustur. 20. Yiizyilin
baslarinda ortaya ¢ikan bigimselcilik, mantik¢ilik ve sezgicilik felsefi akimlart ile ispatin
ne oldugu ve ispati nelerin olusturduguyla ilgili gorisler tartisilmaya devam etmistir.
Ornegin bigimselciler matematigi aksiyomatik sistemlerin bir ¢alismasi olarak goriirken,
sezgiselciler bu goriisii matematigin anlaminin yok edilmesi ve sembolik manipiilasyona
indirgenmesi olarak elestirmis ve aksiyomatik yaklasimin matematiksel kesfi ve
yaraticiligt Onleyerek matematiksel diislinceyi smirladigini savunmuslardir. Ayrica 20.
ylizyilin ortalarinda bilgisayarlarin icadi ile ispatlama siirecinde bilgisayarlarin
kullanilmasinin uygunlugu, tartisma konularndan biri haline gelmistir. Ispat kavraminin
tarihsel gelisimine dair bu kisa bakis dahi neyin ispat olarak kabul edilebilecegi sorusu ne
kadar basit ise cevabinin da o denli zor ve karmasik oldugunu gostermektedir (aktaran Lee,
K., & Smith IlI; Hanna, 1983). Nitekim Stylianides (2007b), bu durumun bir yansimasi
olarak yani matematikgiler arasinda dahi net bir durum s6z konusu degilken 6zellikle okul
matematiginde neyin ispat olarak kabul edilebilecegine dair bir netligin olmamasinin

slirpriz olmadigin1 belirtmistir.
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Diger taraftan matematik egitimcilerinin ispat kavramini ele almasinda, sinif normlar
onemli bir olgiit olmustur ve bu yaklasim her yastan Ogrenci grubuyla ispatlama
alistirmalar1 yapabilmek ve smif etkinliklerine ispatlamay1 entegre edebilmek i¢in 6nemli
goriilmiistiir. Ornegin Stylianides (2007a), yaptig1 arastirma sonucunda sinif kiiltiiriinde ele

alinabilecek ispat kavramini s0yle tanimlamistir:

“Ispat, matematiksel bir iddiay: dogrulamak ya da ciiriitmek icin su ozellikleri saglayan
matematiksel bir argiimandir,; (1) Suif toplulugu tarafindan dogru olarak kabul edilmis ve
herhangi baska bir kanita ihtiya¢ duyulmayan matematiksel ifadeleri (kabul edilmis
ifadeler kiimesi) kullanir (2) Sinif toplulugu tarafindan bilinen ve gegerli olan veya sinif
toplulugunun  kavramsal  erisim  suurlart  icerisindeki ~ muhakeme  bi¢imlerini
(argiimantasyon tiirleri) kullanir (3) Iletisimde simif toplulugu tarafindan bilinen ve
toplulugun yapisina uygun olan veya kavramsal erigim simirlart icerisindeki ifade etme

bicimlerini (argiiman temsil bigimleri) kullanir (s. 291).

Stylianides’in bu taniminda; kabul edilen ifadeler kiimesi, argiimantasyon  tiirleri,
arglimantasyon temsil bi¢gimleri olmak iizere ii¢ bilesen oldugu goriilmektedir. Stylianides,
bunlardan kabul edilen ifadeler kiimesini tanimlar, aksiyomlar ve teoremler;
argiimantasyon tiirlerini mantiksal ¢ikarim kurallarinin uygulanmasi, genel ifadelerin
tiiretilmesinde tanimlarin kullanilmasi, karsit 6rneklerin olusturulmasi; argimanin temsil
bi¢imlerini ise gorsel temsiller, sembolik cebirsel ifadeler seklinde orneklemistir.
Stylianides (2007a)’in bu tanimla birlikte ispat kavraminin sinif toplulugu normlaria gore
degerlendirilmesinin 6nemini vurguladigir goriilmektedir. Arastirmaci tanimda belirttigi
smif toplulugunun Oncelikle O6grencilerden olustugunu bildirmistir. Bununla birlikte
literatiirde sosyomatematiksel normlarla ilgili 6ncii kabul edilebilecek ¢aligmasi ile bilinen
Yackel ve Cobb’un 1996’da yayinlanan arastirmalarina atifta bulunarak 6gretmenin bu
toplulukta matematik disiplininin temsilcisi olarak 6zel bir iiyelige sahip oldugunun altinin
cizmistir. Dolayisiyla sinif toplulugunun bildigi veya bilmesi gerekli sinirlart belirlemede
dgretmenin biiyiik oranda belirleyici oldugu belirtilebilir. Ogretmenin belirleyiciliginin ise
kisisel goriis ve diisiincelerden ziyade matematiksel kavramlar, bireylerin gelisim diizeyleri
ve alandaki ilgili aragtirma sonuglar1 dikkate alinarak hazirlanan miifredatlara dayanacagi
sOylenebilir. Alt simif diizeylerinde 6grencilerin kismi agiklamalart ve 6zel 6rneklerle
yapacaklart deneysel caligmalar1 yeterli goriiliirken, 6grencilerin 6grenim hayatlar
boyunca matematiksel muhakemeye yonelik bilgi diizeyleri arttikga daha formel

argiimanlar ortaya koymalar1 beklenir (NCTM, 2009). Matematik egitimcileri lisans
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diizeyine gelmis 6grencilerin muhakeme siirecinde elde ettikleri iligki, sonug ve iddialarini,
ispat olarak nitelendirilebilecek tiimdengelimli bir muhakeme ile gerekgelendirmeleri veya

cebirsel ispatlarla ortaya koymalar1 gerektigini savunurlar (Weber, Inglis & Ramos, 2014).

Yukaridaki agiklamalardan hareketle bu calisma kapsaminda ispat kavrami i¢in Boero
(1999), Harel ve Sowder (1998) ve Rav (1999)’un tanimlamalari temel alinmistir. Boero,
ispatt “muhakeme siirecinin iirtinii” olarak tanimlamistir. Harel ve Sowder yorumlama,
tahminde bulunma, genelleme gibi zihinsel eylemlerden biri olarak gordiikleri ispatlamayz,
“bir gozlemin dogrulugu hakkindaki siipheleri olusturmak ya da ortadan kaldirmak igin
birey tarafindan ortaya konan siire¢” olarak betimlemistir. Rav'e gore ise ispatlar
“matematikgilerin problemleri ¢ozmek i¢cin matematiksel igleyis bi¢imini sergileme ve
probleme dnerilen ¢oziimiin dogrulugunu gerekgelendirme yolu” seklindedir. Problem
¢ozme kapsaminda matematiksel muhakeme kavraminin ele alindig1 bu calismada da ispat
bu tanimiyla ele alinmistir. Ayrica, bu arastirmada ele alinan matematiksel muhakeme
tanimi ¢ergevesinde diisiiniilecek olursa ispatlamayir matematiksel nesnelerle ilgili bilgi ve
deneyimlere dayali diisiinme siireciyle elde edilen sonuglar1 dogrulamak olarak da
betimleyebiliriz. Katilimcilar1 6gretmen adayi olan bu calismada da, siire¢ icerisinde
iddialarin1 nasil ortaya koyarlarsa koysunlar katilimcilardan muhakemelerini formel
bicimde sonlandirmalari, yani yanitlarin1 ispatlamalar1t beklenmistir. Yani ortaya
koyduklar1 iddialari, elde ettikleri sonuglar1 dogruluguna dair siiphe birakmayacak sekilde
gerekcelendirmeleri  beklenmektedir. Buna dayali olarak yasadiklart zorluklar ise

epistemolojik etkenlere dayali zorluklar olarak nitelenmistir.

Ilgili literatiir incelendiginde; ¢esitli 6grenim diizeylerindeki dgrencilerin neyi ispat olarak
kabul ettiklerini bagka bir deyisle hangi 6zellikteki muhakemelerini ikna edici bulduklarina
dair pek ¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalarin biiyiik cogunlugunun Harel ve Sowder
(1998, 2007)’un bu kapsamda ortaya koyduklari modeli temel aldig1 goriilmektedir. Harel
ve Sowder (1998), o0grencilerin matematiksel bir gézlemi nasil gerekcelendirdiklerini,
g6zlemin dogruluguna kendilerini ve baskalarini nasil ikna ettiklerini “ispat semasi1” olarak
kavramsallastirmig ve yiirtittiikleri 6gretim uygulamalarina dayanarak digsal (otorite, ritiiel,
sembolik), deneysel (indiiktif, sezgisel) ve dediiktif (doniisiimsel, aksiyomatik) olmak
tizere her biri alt kategorilere sahip ti¢ farkli ispat semasi betimlemislerdir. Harel ve
Sowder (1998, 2007)’e gore bir argiimanin dogrulugunu 6gretmen veya kitap gibi dis
etmenlere dayandiranlar digsal ve otorite; argiimanin daha once bildikleri ispatlarin

goriintiglerine benzer oldugu icin dogruluguna ikna olanlar digsal ve ritiiel; anlamsizca
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maniplile edilmis sembollerden olusan bir ifadeyi ikna edici bulanlar digsal ve sembolik
ispat semasina sahiptir. Bir veya daha fazla 6rnek iizerinde ¢alisarak elde ettigi sonuglar
ikna edici bulanlar deneysel ve indiiktif; hislerine dayanarak bir gézlemin dogrulugunu
ikna edici bulanlar deneysel ve algisal ispat semasina sahiptir. Matematiksel nesneler ile
islemlere, temsillerin manipiilasyonuna dayali olarak bir sonucu ikna edici bulanlar
dediiktif ve doniistimsel ve tiimdengelimli ¢ikarim yapanlar aksiyomatik ispat semasina
sahiptir. Buna gore daha once aciklandig1 lizere muhakeme ile ilgili yeterli bilgi sahibi

olduktan sonra 6grencilerden beklenen dediiktif ispat semasina sahip olmalaridir.

Harel ve Sowder (1998, 2007), kisinin birden fazla ispat semasina sahip olabilecegini
vurgulamiglardir. Matematik 6gretmenligi programlarinda 6grenim goéren ogrenciler ile
yapilan arastirma sonuglarinin bu bulguyu destekler nitelikte oldugu goriilmektedir.
Ornegin Uygan, Tanisli, ve Kdse (2014)’nin ispatlama ve drnek ispatlarm gegerliligini
degerlendirme yoluyla {i¢ ilkdgretim matematik 6gretmeni adaymnin muhakeme siireglerini
inceledikleri ¢alismalarinda; 6gretmen adaylarinin ispatlama siirecinde deduktif ve dissal-
deneysel ispat semalarina sahip olduklari goriilmiistiir. Adaylarin verilen bir ispatin
dogrulugunu degerlendirmede ise bu ispatlar1 derslerde ele aldiklar ispatlarla
karsilastirdiklart gozlenmis ve buradan digsal ispat semasina sahip olduklari sonucuna
ulagilmistir. Aragtirmacilar bu sonucu alan derslerinin sirasiyla tanim, teorem ve ispat ve
ogretmen merkezli uygulamalarla yiiriitiilmesinin 6gretmen adaylarina muhakeme becerisi
kazandirmaktan ¢ok ezberleme aliskanlig1 kazandirmasi seklinde yorumlamislardir. Benzer
sekilde, Pala ve Narli (2018) matematik 6gretmenligi programinin ikinci sinifinda 6grenin
goren 100 6grenci ile nitel yaklasimla yiiriittiikleri ¢aligmalarinda, sayilabilirlik kavramai ile
ilgili olusturduklar1 ispatlar g¢ercevesinde Ogrencilerin sahip oldugu ispat semalarini
belirlemeye ¢alismis ve katilimcilarinin yalnizca %9’unun istenen ispati1 olusturabildikleri
ve 6nemli bir kismimnin digsal ve deneysel semalara sahip oldugunu ve en sik sergilenen
ispat semasinin deneysel ispat semasi oldugu bulgusunu elde etmislerdir. Arastirmacilar
katilimcilarin  ispatlarint  detayli incelediklerinde bu sonucun genellikle adaylarin
kavramsal bilgi eksikliginden kaynaklandigini belirtmislerdir. Nitekim akademik basari
g6z oniinde bulundurularak yiiriitiilen ¢alisma sonuglar1 bu bulguyu destekler niteliktedir.
Sar1, Altun ve Askar (2007), 6grencilerin ispatla ilgili goriislerini ve ispatlama siireglerini
incelemeyi amagladiklar1 ¢alismada diisiik, orta ve yiiksek akademik basariya sahip toplam
3 ogrenci ile analiz dersi baglaminda nitel bir calisma yiiriitmiislerdir. Ogrencilerin

kanitlama siirecindeki basarilarinin analiz dersinde gosterdikleri basariya paralel oldugu
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goriiliirken diisiik akademik basariya sahip 6grencinin deduktif ispat semasi sergiledigine
rastlanilmamistir. Doruk ve Kaplan (2017), ilkdgretim matematik 6gretmeni adaylarinin
analiz alaninda yaptiklar1 ispatlarin 6zelliklerini incelemeyi amagladiklar1 ¢alismalarinda
sekiz katilimer ile gorev temelli goriismeler gergeklestirmislerdir. Harel ve Sowder (1998,
2007)’m modelini kullanarak yaptiklart analiz sonucunda Ogretmen adaylarinin
onermelerinin dogruluklarint belirlemede bir zorluk yagamamalarina ragmen ispatlamada
zorluk yasadiklar1 gdzlenmistir. Ogretmen adaylarmim yaptiklari ispatlarin  gogunun
matematiksel olarak gecerli olmadigi tespit edilirken akademik basaris1 diisiik 6gretmen
adaylarinin dediiktif ispat semasini1 daha az siklikta sergiledigi tespit edilmistir. Benzer
sekilde Contay ve Duatepe-Paksu (2019), ortaokul matematik 6gretmen adaylarinin ispat
semalarinin neler oldugunu ve bu semalar1 nasil ortaya koyduklarmi incelemeyi
amagladiklar1 arastirmalarinda diisiik, orta ve yliksek akademik basariya sahip fi¢
ilkogretim matematik Ogretmeni adayiyla ispatin dogasina iliskin ve Sayilar Teorisi
baglaminda gorev temelli goriismeler yapmislardir. Harel ve Sowder (1998, 2007)’1n ispat
semas1 modelini kullandiklar1 analizleri sonucunda 6gretmen adaylarinin en ¢ok digsal en
az ise deneysel ispat semasini sergilediklerine ulasilmigtir. Ayrica yiliksek akademik
ortalamaya sahip Ogretmen adaymin dediiktif ispat semasim1 daha sik sergiledigi

gozlenmistir.

Ozetle, yapilan calismalar incelendiginde, lisans diizeyindeki ogrencilerin dahi bir
arglimanin matematiksel olarak gegerliligini belirlemede zorluklara sahip olduklar
goriilmistlir. Bununla birlikte; bu sonug¢ ile akademik basarilar1 arasinda iliski oldugu

gorilmiistiir.

2.5. Atif Teorisi

Kokii sosyal psikolojiye, Avusturyali psikolog Fritz Heider’in g¢aligmalarina, dayanan
nedensel atif teorisini egitimle ilgili calismalarda kullanan ilk isim 1972 yilinda Weiner
olmustur. Atif teorisyenleri nedensellik algisim1i veya belirli bir olaymm neden
gergeklestigine dair bireylerin goriiglerini arastirmiglardir. Dolayisiyla nedensel atif
kurami, bireylerin bir gbérevde basarili veya basarisiz olmalarma dair verdikleri sebeplerle
ya da yaptiklar atiflarla ilgilenir (Weiner, 1972). Biligsel ve farkli alanlara uygulanabilir
olmas1 acisindan bu teori, akademik basariyr saglamak icin yararlanilabilecek bircok
yontemden biri olarak kabul edilir ve diger yaklasimlarla birlikte bireylerin

performanslarint nasil agikladiklarint ve degerlendirdiklerini anlamaya yardimci olur
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(Graham, 1991; Kloosterman, 1984; Middleton & Spanias, 1999). “Bu sinavda neden
basarisiz oldum?” gibi neden sorularinin yaniti aranir ve bu sorularin yanitlar1 basarisizlik
durumlarina dair agiklamalarin ne oldugunu bilmek ve olumsuz veya beklenmedik
sonuglarin nedenlerini 6grenmek/anlamlandirmak igin 6nemsenir. Baska bir deyisle bir
durumun gerc¢ek veya birey tarafindan algilanan nedenlerini aramak, problemli bir duruma
¢oziim getirmeye yardimci olmasi agisindan islevsel goriilir (Graham, 1991). Ayrica,
bireyler belirli bir baglamda basarili veya basarisiz olma nedenlerini ortaya koymaya
calisirken performanslarin1 degerlendirerek cesitli agiklamalar yaparlar ve yaptiklari bu
degerlendirme ve agiklamalar, s6z konusu baglamda yasadiklari siireci anlamaya yardimect
olur (Cortés-Suarez & Sandiford, 2008). Dolayisiyla 6gretmen adaylarinin bilissel istem
diizeyi yiiksek matematiksel gorevleri muhakeme etmede neden =zorlandiklarinin
arastirildigl bu ¢alismada, arastirma problemlerinden biri 6gretmen adaylarinin yasadiklar
zorluklara neyi atfettikleri olmustur. Bunun i¢in 6gretmen adaylariin muhakeme
stirecinde yasadiklar1 zorluklara dair goriisleri “neden” sorusu gercevesinde alinmis ve

belirttikleri goriisler atif kurami ¢ercevesinde analiz edilmistir.

Ilgili literatiirde bireylerin akademik bir gérevdeki basaris1 ya da basarisizigini hastalik,
Ogretmen, aile gibi ¢esitli faktorlerin yaninda ¢cogunlukla yetenek, ¢aba, sans ve gorevin
zorluguna atfettikleri goriilmistir (Graham, 1991; Weiner, 2010). Ayrica Weiner
(1979)’1n, literatiirdeki ¢alismalardan yola ¢ikarak atfedilen nedenler igin konum, kararlilik
ve kontrol edilebilirlik seklinde ii¢ boyutlu bir model ortaya koydugu ve daha sonra
yapilan calismalarin atif kuramin1 bu boyutlar cercevesinde ele aldigir goriilmektedir.
Konum boyutu nedenin bireyin kendisinden mi yoksa kendisi digindaki etkenlerden mi
kaynakli olduguyla ilgilidir ve buna dayali olarak i¢sel ve dissal olarak iki alt boyuta
ayrilmigtir. Ornegin yetenek ve ¢aba, kisinin kendisi ile ilgili oldugundan igseldir, ancak
sans ve gorevin zorlugu gibi atiflar ise digsaldir. Kararlilik, ortaya konulan nedenin zaman
icinde degisebilirligini ifade edecek sekilde sabit ve degisken olmak {izere
boyutlandirilmistir.  Ornegin belirli bir gorev baglammda yetenek sabit iken c¢aba
degiskendir. Kontrol edilebilirlik boyutu ise kisinin atfettigi nedene yonelik etki
bireyin kendisi tarafindan kontrol edilemezdir ancak g¢aba kontrol edilebilirdir. Ayrica
goriilecegi iizere bir neden birden fazla boyutun 6zelligini tasiyabilir. Ornegin hastalik
icsel, gecici ve kontrol edilemez, 6gretmene bagli nedenler dissal, gegici ve Kontrol

edilemez, caba i¢sel, degisken ve kontrol edilebilirdir. Diger taraftan kisilerin her zaman
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rasyonel bir sekilde atif yaptiklarin1 sdylemek miimkiin degildir. Ornegin ‘kendini kayirma
egilimi’ ile ifade edilen egilime sahip 6grencilerin basarilarini igsel, basarisizliklarini ise

digsal faktorlere atfettikleri belirlenmistir (Bastiirk, 2013)

Matematik egitimi kapsaminda yapilan ¢alismalarin, diger alanlarda oldugu gibi, genellikle
0zel bir baglamdan ziyade genel matematik basarisi iizerine yapildig1 goriilmektedir. Bu
caligmalarin, Ogrencinin matematikteki basar1 veya basarisizliklarina olan nedensel
yiiklemelerinin, gelecekte bu ders i¢in gosterecekleri caba ve motivasyonlarini ve sonugta
yine basar1 durumlarimi etkileyecegi seklindeki goriisiin (Kloosterman, 1984; Weiner,
2001; 2010) motivasyonu ile yapildigint sdylemek miimkiindiir. Nitekim matematik
basaris1 ve atif iizerine yapilan ilk arastirma bulgular1 da Ogrencilerin basari ya da
basarisizliklarina olan atif niteliklerinin basar1 gosterme egilimleri ile iliskili oldugu
bulunmustur. Ornegin Meyer ve Fennema (1985), sekizinci sinifta 6grenim goren
ogrencilerin matematik basarilarina yaptiklar1 atif ile bu 6grencilerin on birinci siniftaki
basarilar arasindaki iligskiyi incelemis ve en yiiksek korelasyonun yetenek atfi ile on birinci
siniftaki matematik basarisi/basarisizligi arasinda oldugunu ortaya koymuslardir (aktaran
Middleton & Spanias, 1999). Yani, basarilarini matematikteki yeteneklerine atfeden
ogrencilerin basarili olma; basarisizliklarini ise matematikteki yeteneklerinin yetersizligine
atfeden 0grencilerin ise basarisiz olma egiliminde oldugu goriilmiistiir. Bu durum kendisini
matematikte yeterli yetenege sahip goren Ogrenciler ig¢in sakincasiz seklinde
yorumlanabilse de basarisizligini yetersiz yetenege sahip olmaya atfeden dgrenciler igin
aym seyin sdylenemeyecegi aciktir. Ogrencilerin  sorumluluk iistlenerek c¢alisma
motivasyonlarini olumlu etkilemesi agisindan istenilen, basarisizliklarini i¢sel, degisken ve
kontrol edilebilir faktorlere atfetmeleridir. Ancak matematik basarisinin igsel, degisken ve
kontrol edilebilir bir faktdr olan ¢cabadan ziyade, digsal, sabit ve kontrol edilemez bir faktor
olan yetenege bagli oldugu goriisii matematiksel mitler arasinda gosterilmektedir (National
Research Council, 1991). Nitekim farkli Ogretim diizeylerinde yapilan c¢aligmalar
incelendiginde Ogrencilerin matematik basarilarina/basarisizliklarina ¢aba ile birlikte en
cok atifta bulunduklar1 faktoriin yetenek oldugu bulgusuna ulasilmistir (Boekaerts, Otten,
& Voeten, 2003, Dede vd., 2017; Georgiou 1999; Lloyd, Walsh, & Yailagh, 2005).
Bununla birlikte Boekaerts vd. (2003), 113 ortaokul Ogrencisi ile yaptig1 calisma
sonucunda Ogrencilerin basarilarini ¢cabaya, basarisizliklarini ise yetenege atfetme egilimde
olduklar1 bulgusuna ulasmistir. Lloyd vd.’nin (2005) 62 dordiincii, 99 yedinci sinif
Ogrencisi ile yaptigi calisma bu bulguyu destekler nitelikte olmustur. Lloyd vd.’nin
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caligmalar1 sonucunda ortaya koydugu bir diger Onemli bulgu ise dordiincii smif
ogrencilerinin basari/basarisizliklart i¢in ¢aba faktoriine yedinci sinif 6grencilerine gore
daha ¢ok atifta bulunmalar1 olmustur. Arastirmacilar bu durumu kiigiik yastaki 6grencilerin
yetenek ve c¢aba kavramlar1 arasindaki farki tam olarak anlamlandiramamalarinin bir
sonucu olabilecegi seklinde aciklamistir. Ayrica Lloyd vd.’nin yas faktoriine bagl olarak
elde ettikleri bir baska bulgu ise dordiincii sinif 6grencilerinin yedinci sinif dgrencilerine
oranla 0gretmen destegine daha ¢ok atifta bulunmalar1 olmustur. Bu sonucu ise kiiciik
yastaki Ogrencilerin 6gretmenlerine olan giiven ve bagliliklarinin daha fazla olabilecegi

seklinde yorumlamisglardir.

Matematiksel basar1 ve atif kapsamindaki ¢aligsmalar incelendiginde 6nemli goriilen bir
diger bulgu cinsiyet faktoriine gore nedensel atiflarin degiskenlik gostermesidir. Amit
(1988), bir tiniversitenin farkli programlarinin birinci sinifinda 6grenim goéren 135 kiz, 166
erkek 6grenci ile yaptig1 aragtirma sonucunda genel olarak, kiz 6grencilerin matematikteki
basarilarint ¢ogunlukla gorevin kolayligi, destekleyici 6grenme ortami gibi digsal ve
degisken nedenlere, erkek 0grencilerin ise matematikteki basarilarini i¢sel ve sabit olarak
nitelenen yetenege atfettigini bulmuslardir. Boruchovitch (2004) {igiincii, besinci ve
yedinci sinifta 6grenim goren toplam 110 O6grenci ile Ogrencilerin bir matematik
sinavindaki basari/basarisizliklarini en gok caba, iyi 6gretmen, gorevlerin zorlugu, heyecan
ve sans faktorlerine atfettigi, bunun yaninda erkek 6grencilerin kizlara gore hem basari
hem de basarisizliklarin1 digsal nedenlere daha ¢ok atfettikleri goriilmiistiir. Polaki ve
Nenty (2001), egitim ve fen fakiilteleri dahil olmak iizere bir liniversitenin alt1 fakiiltesinde
birinci smifta 6grenim goren 551 Ogrenci ile calisma yapmis ve erkeklerin basarisiz
performanslarini ¢aba ve sans gibi degisken ve kontrol edilebilir faktorlere, kizlarin
basarisiz performanslarini ise yetenek ve gorevin zorlugu gibi sabit ve kontrol edilemeyen
faktorlere atfettikleri sonucuna ulagsmistir. Bununla birlikte arastirma bulgularina gore
ogrencilerin  basarili performanslarina yonelik atiflarinda  anlamhi  bir  farklilik
goriilmemistir. Ancak 717 lise Ogrencisi ile yiiriittiigli bagska bir ¢alismasinda Nenty
(2010), kiz ve erkek dgrencilerin matematiksel basari/basarisizliklarina yaptiklari atiflar

arasinda anlamli bir farklilik bulmamustir.

Diger taraftan literatiirde genel matematiksel basarinin/basarisizligin yaninda daha 6zel bir
baglama odaklanarak Ogrencilerin basari/basarisizlik atiflarin1 inceleyen arastirmaya
olduk¢a az rastlanmaktadir. Bunlardan biri Cortés-Suarez ve Sandiford (2008), cebir

dersini almis ve 173’1 bu dersten kalan, 237’°si gecen Ogrenciler olmak iizere 410 lisans
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Ogrencisi ile yurittigli calismadir. Caba hem dersten gecen hem de kalan 6grencilerin en
cok atfettikleri faktor olmakla birlikte dersi gegenler arasinda atfetme orani %53 iken
dersten kalanlar arasinda atfetme oran1 %40 olarak bulunmustur. Ikinci en yiiksek siklikla
atif yapilan yetenek faktorii ise her iki gruptan neredeyse esit oranda atif almistir. Ugiincii
en yiiksek siklikla atif yapilan goérevin zorlugu faktoriiniin orani ise dersten gegenler
arasinda %10 iken dersten kalanlar arasinda %18 oraninda oldugu belirlenmistir. Daha 6zel
bir baglamda yapilan ve sonuglart mevcut ¢alisima i¢in yararli bulunan diger bir ¢calisma
ise Bastiirk (2013) tarafindan yapilmistir. Fen bilgisi 6gretmenligi programinin birinci
sinifinda  O6grenim goéren 67 oOgrenci ile yirittigli c¢alismasinda &grencilerin ispat
yapabilmede basarili ve basarisiz olma nedenlerini incelemeyi amaclayan Bastiirk,
olusturdugu 5°’li dereceli Likert tipinde bir anketle verilerini toplamistir. Arastirma
sonuglarina gore en yiiksek puanlanan maddeler dissal, kalici ve kontrol edilemez etkenler
olmustur. Buna gore ogrencilerin ispatlamada basarisiz olma nedenlerini {iniversiteye
gelene kadar sorgulamaya dayali olmayan ezbere bir 6gretim almalarina, tiniversitedeki
Ogretim elemanlarinin ispatlama konusunda Ogrencilerin seviyesine uygun Ogretim
yapmamalarina ve ispatlama gorevlerinin zorluguna atfetmislerdir. Ogrenciler ayrica igsel,
kalic1 ve kontrol edilemez bir faktor olarak ispat yapma yetenegine ve igsel, gegici ve
kontrol edilebilir bir faktor olarak matematiksel kavramlara iligkin yetersiz bilgiye sahip

olmalarimna ve ispatlama ile ilgili yontemsel bilgi yetersizliklerine atfetmislerdir.

Matematik basaris1 ve atif kapsaminda yapilan ¢alismalarin, diger alanlarda oldugu gibi,
ortak Onerisi Ogretmenlerin Ogrencilerin matematiksel basarilari1 c¢aba gibi igsel,
degistirebilir veya kontrol edilebilir nitelikteki faktorlere atfetmelerini saglayacak uygun
etkinlikler ve sdylem bicimleri gelistirmeleridir. Ogretmen adaylarmin bilissel istem
diizeyi yiiksek matematiksel gorevlerde muhakeme etmede yasadiklar1 zorluklarin
incelenerek bu kapsamda Oneriler sunulmaya calisilan bu calismada, problem ¢ézme
oturumlarindan sonra Ogrencilerin yasadiklar1 zorluklara dair diisiinceleri atif teorisine

dayanilarak incelenmesi uygun goériilmiistiir.
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BOLUM 11

YONTEM

Bu béliimde arastirmanin nasil yiiriitiildiigiine dair bilgi verilmistir. Oncelikle arastirma
deseni agiklanmig daha sonra ise verilerin nasil toplandigina dair ilgili basliklar altinda

detayl bilgiler sunulmustur.

3.1. Arastirmanin Modeli

Bu aragtirma ile sayilar teorisi baglaminda biligsel istem diizeyi yiiksek matematiksel
gorevlerde Ogretmen adaylarinin yasadiklar1 zorluklarin ve yasadiklari zorluklara neyi
atfettiklerinin incelenmesi amaglanmistir. Bu amac¢ dogrultusunda arastirma, nitel aragtirma
yaklagimiyla yiirtitiilmiistiir. Nitel arastirma yaklasimlari, bir gercekligi tek basina veya
belirli baglamlarin ve etkilesimlerin bir pargasi olarak anlama g¢abasidir (Patton, 2002).
Siireg, anlayis ve anlama odaklanma, veriyi toplama ve analiz etmede arastirmacinin
birincil vasita olmasi, tiimevarimsal bir siiregle sonuca varilmasi ve elde edilen sonucun
detayl bir sekilde betimlenmesi bu tiirden aragtirmalarin baslica 6zellikleridir (Merriam,
2009). Bu kapsamda, nitel arastirma yaklagimi bu arastirmanin amacina uygun bir
yaklagim olarak goriilmiis ve arastirmanin yiirlitilmesinde bu yaklasimin o6zellikleri
dikkate alinmistir. Bununla birlikte nitel arastirma yaklagimlari fenomenoloji, gomiilii
teori, etnografik, durum ¢aligmasi gibi her biri belirli karakteristige sahip tiirlere ayrilmakta
olup (Creswell, 2007; Merriam, 2009; Patton, 2002;) bu arastirma durum caligmasi

desenine sahiptir.

Durum c¢aligmalar1 birey, siire¢, kurum, program gibi smirli bir olgunun derinlemesine
betimlenmesi ve incelenmesine olanak tanir (Merriam, 2009). Bu desen 6zellikle “nasil”
veya “ni¢in” sorularinin kullanildigi arastirmalarda tercih edilmektedir (Yin, 2002). Stake
(2000), durum cgalismasinin metodolojik bir se¢im olmasindan ziyade, calismak iizere
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neyin secildigi ile ilgili oldugunu belirterek g¢alisilan seyin yani durumun bu desenin
onemli bir karakteristigi oldugunun altini ¢izmistir. Buna gore arastirilacak durum, sinirh
bir birimdir. Bu smirli durum, belirli bir siirecin, konunun veya kayginin bir kesiti oldugu
icin secilir. Belirlenen durum, bir olgunun 6rnegi olan tek bir kisi, bir kurum veya bir
program olabilir. Diger taraftan bir arastirmayr durum calismasi yapan sey konusu degil
analiz birimidir. Bir ¢alismada neyin analiz edildigi yani odagin ne oldugu, ayni zamanda
durumun ne oldugunu belirginlestirir ve bu anlamda belirlilik durum ¢alismasinin énemli
ozelliklerindendir (Merriam, 2009). Dolayisiyla, 6gretmen adaylarinin bilissel istem diizeyi
yiiksek matematiksel gorevleri muhakeme etmede adaylarmin yasadigi zorluklar ve
yasadiklar1 zorluklara dair atiflarin birer durum olarak ele alarak incelendigi bu calisma,

bir durum ¢alismasi olarak tasarlanmustir.

Ogretmen adaylarma se¢meli bir ders kapsaminda problem ¢dzme oturumlari yapilmis ve
bu oturumlarda katilimeilar kendilerine verilen bligsel istem diizeyi yliksek matematiksel
problemleri bireysel olarak ¢dozmeye caligsmislardir. Bu oturumlardan sonra ise her bir
katilimc1 ile yar1 yapilandirilmis sorular igeren bireysel goriismeler gergeklestirilmistir. Bu
goriismelerde katilimcilardan muhakeme eylemlerinde neden zorlandiklarina dair goriisleri
alimmistir. Bu ¢alisma kapsaminda; gerceklestirilen bu siireglerde katilimeilarin muhakeme
eylemlerinde yasadiklar1 zorluklar ve bu zorluklara dair goriisleri/atiflart durum olarak ele

alinmis ve incelenmistir.

3.2. Pilot Calisma

Arastirma i¢in 2016-2017 egitim-6gretim yil1 bahar donemi igerisinde bir pilot ¢alisma
yapilmustir. Bu ¢alismada bir devlet iiniversitesinin Ilkogretim Matematik Ogretmenligi
programinin son sinifinda 6grenim goren 2 6gretmen adayi ile ikili grup halinde ¢alistiklari
ve Ortadgretim Matematik Ogretmenligi programinm son smifinda dgrenim goéren 3
ogretmen adayiyla bireysel calistiklar toplam dort gorev temelli goriismeler yapilmistir. Bu
adaylar akademik basarilar1 ve goniilliiliik ilkesi dikkate alinarak belirlenmistir. Ayrica
lisans programlar1 siiresince bazi derslerin birlikte yiiriitiilmiis olmas1 sebebiyle
aragtirmaciyla iletisim kurmaya aliskin olduklarindan goriis ve fikirlerini arastirmaci ile
acikca paylastiklarini ifade etmislerdir. Yapilan goriismelerde 6gretmen adaylarindan

aragtirmada da kullanilan problemlerden ikisini (P-3 ve P-6) ¢ozmeleri istenmistir.
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Oncelikle bu pilot galisma ile dgretmen adaylarinin bu problemlerde muhakeme etmede
cesitli zorluklar yasadiklari gozlenmistir ve bu gozlem arasgtirmanin problem durumunu
desteklemistir. Bunun disinda bu pilot ¢alismadaki gbzlemler ve bu gozlemler sonucunda

arastirmanin nasil yiiriitiilecegine dair alinan kararlar sunlar olmustur:

Verilerin se¢meli bir ders kapsaminda toplanilmasi: Arastirmada kullanilacak problemlerin

Sayilar Teorisi baglaminda olmasi ve bu dersin 2016-2017 egitim-6gretim yilinda son sinif
Ogretim programinin bahar doneminde bulunmasi dolayisiyla adaylarla bu donem
icerisinde bir on calisma yapilmasi uygun goriilmiistiir. Ancak son smifta bulunan
adaylarin, hem fakiiltede takip ettikleri dersler, hem 6gretmenlik uygulamasi kapsaminda
Milli Egitim Bakanligi’na bagli okullarda gecirdikleri siireler ve hem de Kamu Personeli
Se¢me Smavinin hazirliklar: dolayisiyla goriisme i¢in akademik basarisi yiliksek 6gretmen
adaylarindan goniillii aday bulmak ve randevu ayarlamak olduk¢a zor olmustur. Birinci
goriisme, lisans ders programi ve Kamu Personeli Segcme Sinavina hazirlik programlar
dolayistyla adaylarin istegi lizerine hafta sonu yapilmistir ve adaylar goriisme igin belirli
bir silire kisitlamasi isteginde bulunmamislardir. Belirlenen giin ve saatte arastirmacinin
fakiiltedeki odasinda bir araya gelinmis ve sirasiyla belirlenen problemler verilerek
ogretmen adaylarindan birlikte ¢ozmeleri istenmistir. Ogretmen adaylar1 her iki problemi
de okuduktan sonra daha Once bu tiir problemler ¢ézmediklerini ifade ederek oncelikle
problemlerin zorlugundan sikayet¢i olmus, yaklasik yarim saatlik bir siireden sonra ise
ayiracak daha fazla zamana sahip olmalaria ve verdikleri yanitlardan emin olmamalarina
ragmen sikildiklarii, c¢ozemeyeceklerini diisiindiiklerini ve muhakeme siirecine son
vermek istediklerini belirtmislerdir. Ancak literatiire gore bilissel istem diizeyi yiiksek
matematiksel gorevlerin ¢6ziimii i¢in oncelikle yeterli zamanin ayrilmasi gereklidir (Nolte
& Pamperien, 2017). Bu sirada yapilan gozlemlere gore, 6gretmen adaylarinin yaklagik 15
dakika ugrastiktan sonra problemi artik ¢cozemeyeceklerine dair bir yargi olusturmalarinin
ve kendi talepleri olsa da hafta sonu fakiiltede bulunmalarinin adaylarda motivasyon
eksikligi olusturdugundan siireci sonlandirmak istedikleri sdylenebilir. Bireysel olarak
gerceklestirilen diger gorev temelli goriismeler hafta ici olacak sekilde planlanmistir.
Ayrica daha rahat ve esnek bir diislinme siireci gecirmeleri ve ¢dzliim siirecine yeterli
zamani ayirabilmeleri i¢in adaylara goriisiilmesi planlanan giinden iki giin 6nce problemler
verilmis; birbirlerinden veya herhangi bir kaynaktan yardim almadan, nihai ¢oziimleriyle
birlikte ¢ozliim agamasindaki tiim fikirlerini ve ¢6ziim Onerilerini, dogru veya yanlis ayirt

etmeksizin, not ederek gelmeleri istenmistir. U¢ aday da problemlerin zorlugu nedeniyle ve
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yogun programa sahip olduklar1 gerekgesiyle goriisme tarihini erteleme isteginde
bulunmusglar ve yapilan goriisme plani aksakliga ugramistir. Ayrica her ne kadar adaylar
¢Ozlim siireglerini detayli bir sekilde not ederek gelmis olsalar da, arastirmalarda zaman ve
mekan ile ilgili degiskenlerin verinin kalitesini etkiledigi bilinmektedir (Punch, 2005).
Bununla birlikte aragtirmacinin yaninda katilimcilarin da arastirmadan yarar saglamasi
aragtirma etigi acisindan salik verilmektedir (Creswell, 2007). Dolayisiyla arastirma
verilerinin se¢gmeli bir ders kapsaminda ve bu ders disinda, dersi secen adaylardan
belirlenen katilimcilarla yiirtitiilecek goriismeler ile toplanilmasi uygun bulunmustur.
Katilimcilarin sinif ortaminda arkadaglariyla birlikte ¢6ziim stirecine katiliyor olmalar1 ve
verilen gorevler kapsaminda kredi tamamlayacak olmalarinin onlar1 motive edecegi
diistiniilmiistiir. Agilan dersin, dersin segen tiim 6grenciler ve bu 6grencilerden belirlenen
katilimcilar agisindan ortaya ¢ikacak etik problemler ve ayrica arastirma desenine uygun

veri toplayabilmek i¢in alinan 6nlemler bu boliimdeki ilgili basliklar altinda verilmistir.

Verilerin toplanmasi i¢in yariyilin belirlenmesi: 2017-2018 egitim-6gretim yil1 itibari ile
Ortadgretim Matematik Ogretmenligi lisans programinda Sayilar Teorisi dersi son sinifin
giiz doneminde yer almaktadir. Arastirma uygulamasinin da ayni déonemde yapilmasina
karar verilmistir. Ciinkii hem arastirmaci ve danismaninin gézlemlerine hem de yukarida
pilot calismadaki adaylardan alinan goriislere géore Kamu Personeli Se¢gme Sinavinin son
sinif bahar donemi bitmeden yapilmasi ve mezuniyet hazirliklar1 dolayisiyla, 6gretmen
adaylar1 son sinif bahar doneminde daha sik devamsizlik yapma ve fakiiltedeki dersleriyle

daha az ilgilenme egiliminde olmaktadirlar.

Adaylarin problemleri bireysel olarak ¢ozmesi: Pilot calismadaki ilk goriisme, yukarida da
belirtildigi tizere, iki Ogretmen aday1 ile gerceklestirilmis ve adaylardan verilen
matematiksel gorevleri birlikte ¢cozmeleri istenmistir. Ancak bu durumda adaylarin isbirligi
icinde ¢alisma igin gerekli sosyal ve bilissel becerilerin (Bkz: Hesse, Care, Buder,
Sassenberg, & Griffin, 2015) g6z 6niline alinmasi ve siirecin sOylemsel ve siire¢ yaklagimi
(Conner, Singletary, Smith, Wagner, & Francisco 2014) benimsenerek analiz edilmesi
ihtiyacinin dogdugu gozlemlenmistir. Bu durumun arastirmanin problem durumuna hizmet
edebilecegi diisiiniilmediginden diger goriismeler igin belirlenen adaylardan problemleri
bireysel ¢ozmeleri istenmistir. Arastirma verilerinin toplanilmasi sirasinda da adaylarin

verilen gorevleri bireysel ¢ozmelerine karar verilmistir.
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3.3. Arastirmanin Katilimcilari

Arastirmanin katilimcilari, amagsal durum 6rneklemelerinden kolay ulasilabilir ve 6lgiit
durum Ornekleme ydntemlerinin birlikte kullanimi ile belirlenmistir. Kolay ulasilabilir
ornekleme, arastirmacilara zaman ve caba tasarrufu acisindan avantaj saglar. Olgiit
ornekleme yonteminde ise 6nceden belirlenmis ol¢iitleri karsilayan durumlar secildiginden,
bu se¢im verilerin zenginlesmesine fayda saglar (Patton, 2002). Dolayisiyla aragtirmanin

saglikl bir sekilde yiiriitiilebilmesi i¢in bu Olglitlerin se¢ilmesi uygun goriilmiistiir.

Arastirma verileri, aragtirmaci ve danmismaninin gorev yaptigi bir devlet liniversitesinin
Ortadgretim Matematik Ogretmenligi programimin yedinci yariyilinda agilan segmeli bir
ders kapsaminda toplanmistir. Béliimde, bu se¢meli dersin alternatifi olacak sekilde baska
bir segmeli ders agilmadigindan dersi kredisi yeterli olan tiim 6gretmen adaylar1 (son sinif
Ogrencileri) ve ayrica atik yilinda olan iki 6gretmen adayi olmak iizere toplan 19 kisi
secmistir. Bu se¢gmeli dersin alternatifinin olmamasi ilgili ana bilim dalinca programdaki
ders ve Ogretim liyesi sayist dikkate alinarak alinmis bir karar olup arastirma yapilacak
olmasindan bagimsizdir. Bununla birlikte bu durumun sinif mevcudunun kalabalik olmasi
sebebiyle arastirmanin aleyhine ve ancak akademik basarisi yiiksek 6gretmen adaylarinin
da dersi se¢mis olmasit bakimindan katilimcilarin belirlenmesinde arastirmanin lehine

sonuclar dogurdugu sdylenebilir.

S6z konusu se¢meli derse kayit yaptiran 6gretmen adaylarinin akademik basarilarina gore
sirali bir listesi olusturulmustur. Diger taraftan dnceki donemlerde yer alan ve g¢alisma
baglamiyla iliskili Soyut Matematik ve Cebire Giris derslerini basari ile tamamlayip
tamamlamadiklar1 ve ilgili donemde Sayilar Teorisi dersini alip almadiklar1 not edilmistir.
Derslerin baslamasiyla 6gretmen adaylarina ilk haftaki derste, donem boyunca dersin nasil
yiiriitiilecegi ve yapilacak arastirma ile ilgili kisaca bilgi verilmistir. Belirlenecek olan
katilimcilarla ders disinda yapilan bireysel goriismelerin yalnizca arastirmaya katki
saglayacaginin alti ¢izilmis, hem dersin ylriitilmesi hem de doénem sonu
degerlendirmelerinde tiim 6gretmen adaylarinin esit kosullarda olacag: belirtilmistir. Daha
sonra her bir Ogretmen adaymdan arastirmaya katilimer olmayi isteyip istememe
durumlarin1 nedenleriyle agiklayarak yazmalar1 ve ayrica fakiiltede veya fakiilte disinda
takip ettikleri dersler kapsaminda haftalik programlar1 istenmistir. Ikinci hafta ise hem
ogretmen adaylarini problemlere 1sindirma hem de katilimci segme konusunda yardimci
olmas1 amaciyla Sayilar Teorisi baglaminda orta zorlukta nitelenebilecek iki problem

verilerek adaylardan ¢ozmeleri istenmistir. Bu slire¢ sonunda sirasiyla;
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v Ogretmen adaylarinin calismaya katilma konusundaki goniilliiliikkleri ve haftalik
programlari,

v' Genel akademik ortalamalar1 ve problemleri ¢6zebilmek i¢in alinmasi gerekli dersler,

v Ikinci hafta verilen gorevleri yerine getirme igin gozlenen motivasyonlar1 ve ders
sonunda teslim ettikleri belgelere gostermis olduklart 6zen,

v' Ogretmen adaylarmna dair gegmis yillardan edinilen gdzlemlere dayanarak goriismelere

aksatmadan katilma konusunda sorumluluga ve iyi iletisim becerisine sahip olma,

Olciitleri dikkate alinarak besi kadin ikisi erkek olmak {izere yedi 6gretmen aday1 katilime1
olarak belirlenmistir. Her iki erkek 6gretmen adayr da ilerleyen haftalarda ¢oziimlerine
gosterdikleri 6zeni azalttiklar1 i¢in calisma disinda birakilmistir. Geriye kalan kadin
Ogretmen adaylarindan biri pilot katilimci diger dordii ise esas katilimci olarak
belirlenmistir. Pilot katilimci ile oturumlar sonrasi ilk goriismeler yapilmistir. Belirlenen
dort 6gretmen adayr sinifindaki akademik basarisi en yiiksek ilk bes 6grenci arasinda yer
almaktadir. Ancak katilimcilarin yer aldigi sinifin; calismanin yiiriitiildiigi matematik
ogretmenligi lisans programinin ge¢mis yillarina gore daha diisiik akademik basariya sahip
oldugunu, hem genel akademik ortalamalarina hem de s6z konusu programin 6gretim
iiyelerinin goriislerine dayanarak sOylemek miimkiiniidiir. Asagida her bir katilimciya

iliskin kisa bilgiler yer almaktadir.

3.3.1. Ogretmen Aday 1

Katilime1 olarak belirlenen ve OAL1 ile kodlanan 6gretmen aday1, Anadolu Ogretmen Lisesi
mezunudur. Matematik dersine olan ilgi, yetenek ve basarisinin 6grenim hayat1 boyunca
hep yiiksek oldugunu bununla birlikte is olanaklarini da hesaba katarak matematik
ogretmenligi programini tercih ettigini ve bu programda okuyor olmaktan memnuniyet
duydugunu belirtmistir. Lisans programina bagladiginda matematik alan derslerinin
matematiksel tanimlara odakli islendiginden bekledigi gibi olmadigini ancak bu tiirden
derslerin matematiksel diisiincesini gelistirdigini fark ederek bu programda okuyor

olmaktan memnun oldugunu belirtmistir.

OA1, lisans programinda bulunan Geometri derslerinde zorlandigini, kendisini en basarili
buldugu dersin ise Topoloji dersi oldugunu ifade etmistir. Bununla birlikte Sayilar Teorisi
dersini, matematik i¢in temel kavram olan sayilarin 6zellikleri ile ilgili oldugundan lisans

programindaki en gerekli derslerden biri olarak gordiigiinii ifade etmistir. OA1 ayrica
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matematiksel kavramlarin tanimlarini ve tanimlar arasindaki iliskiyi ve teoremlerin ispatini
incelemekten ziyade problem ¢ozmekten hoslandigini ve bu konuda kendini basarili

buldugunu dile getirmistir.

3.3.2. Ogretmen Aday 2

Katilime1 olarak belirlenen ve OA2 ile kodlanan 6gretmen aday1, Anadolu Ogretmen Lisesi
mezunudur. Matematik dersine olan ilgisinin ve basarisinin 6grenim hayati boyunca
yiiksek oldugunu belirten OA2, matematik dgretmeni olmay kiigiikliigiinden beri istedigini
belirtmistir. Ancak matematik Ogretmenligi lisans programina bagladiginda derslerin
bekledigi gibi olmadigini ve bu programda o6grenim goriiyor olmaktan memnun
kalmadigini soylemistir. Bunun nedenini, lisede problem ¢6zmekten hoslandigini ancak
lisans programindaki alan derslerinde matematiksel tanim ve teoremlere odaklanmalar
olarak agiklamistir. Daha sonra ise derslerin icerigini daha iyi anlamaya basladigini ve bu
ders iceriklerinin kendisinin matematiksel diisiinmesini gelistirdigini fark ederek programi

sevmeye basladigini belirtmistir.

OAZ2, lisans programinda bulunan Cebir derslerine kars ilgisinin diger derslere gore daha
fazla oldugunu ve Analiz derslerinde zorlandigini ancak bununla birlikte tiim derslerde
kendisini basarili buldugunu bildirmistir. Sayilar Teorisi dersinin matematiksel
diisiinmesine katkida bulundugunu ve bu dersteki ilgi ve basarisini da yiliksek buldugunu
eklemistir. Problem ¢6zmekten hoslandigin1i ve kendisini problem ¢6zmede basarili
buldugunu belirten OA2, bununla birlikte matematiksel kavramlarm tanimlarini ve
tanimlar arasindaki iliskiyi ve teoremlerin ispatin1 incelemekten hoslandigini aksi halde

problemleri dogru bir sekilde ¢6zemeyecegini diislindiiglinii ifade etmistir.

3.3.3. Ogretmen Aday1 3

Katilimet olarak belirlenen ve OA3 ile kodlanan dgretmen adayi, Anadolu Ogretmen Lisesi
mezunudur. Ilk ve ortaokulda matematige olan ilgi ve basarisin1 normal, lisede ise yiiksek
olarak niteleyen OA3, lisedeki matematik 6gretmenini sevdigini ve onun gibi bir 6gretmen
olmak istemesinin matematik 6gretmenligi programini tercih etmesinde etkili oldugunu ve
bu programda okuyor olmaktan memnun oldugunu belirtmistir. Bununla birlikte lisans
programindaki matematik derslerinin lisedekinden farkli olusundan dolay: birinci sinifta

adapte olmakta zorlandigini eklemistir.
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Lisans programinda bulunan ve Soyut Cebir ve Topoloji gibi bazi1 derslerin 6gretmenlik
meslegini icra edece8i zamanlarda Ogrencilerine kazandirmaya calisacagir kavramlarla
dogrudan iligkili olmasa da tiim derslerin kendisinin matematiksel olarak ufkunu agtigini
ve derslerden zevk aldigini belirtmistir. Cebir, Topoloji ve Sayilar Teorisi derslerinde hem
zorlandigini hem de bu derslerde kendisini basarili buldugunu sdyleyen OA3, Sayilar
Teorisi dersinin matematigin temel derslerinden biri olarak gordiiglinii dile getirmistir.
Problem ¢6zmekten hoslandigini, kendisini bu konuda iddiali goérmese de basarili
buldugunu bununla birlikte daha zorlayic1 olsa da matematiksel kavramlarla ilgili tanim,

teorem ve ispatlari incelemekten de hoslandigini ifade etmistir.

3.3.4. Ogretmen Aday 4

Katilimei olarak belirlenen ve OA4 ile kodlanan 6gretmen aday1, Anadolu Ogretmen Lisesi
mezunudur. [Ikdgretim yillarinda matematik dersinin en sevdigi ve en basarili oldugu ders
oldugunu belirten OA4, ortadgretim yillarinda bu derste ilkdgretimdeki kadar iist diizey bir
basari sergilemedigini ve aslinda matematik 6gretmenligi programinin lisans hedeflerinden
biri olmadigini belirtmistir. Ancak cok istekli girmedigi bu béliimde ikinci siniftan itibaren
matematige karsi ilgisinin arttigin1 ve kendisini bu programda mutlu ve basarili hissettigini
sOylemistir. Lisans programinin birinci simifinda derslerden memnun olmamasini,
matematik alan derslerinin sirasiyla tanim, teorem, ispat, uygulama seklinde islenmesine
ancak kendisinin kavramlara iligkin 6zelliklerin verilip daha sonra bu 6zelliklerle ilgili soru
¢oziilmesi seklinde islenmesi gerektigine inanmasi seklinde agiklamustir. Ikinci siniftan
itibaren ise ispatlar1 gerekli gormeye basladigini ve hatta lise diizeyinde dahi bu tiirden
uygulamalara yer verilmesi gerektigini diisiinmeye basladigini ve artik okudugu boliimden

memnun olmaya basladigini belirtmistir.

Lisans programinda bulunan Cebir ve Topoloji derslerinin kendisinin matematiksel
diisiinme yetenegini artirdigim diisiindiigiinii belirten OA4, genel olarak Geometri ve Cebir
derslerine ¢alismaktan zevk aldigin1 ve bu derslerde basarili oldugunu bildirmistir. Sinav
kaygis1 olmadan matematik ¢alismay1 ¢cok eglenceli buldugunu 6zellikle Geometri ve Cebir
derslerinde konularin birbiriyle olan iliskisini gérmenin ve anlamanin kendisini,
smnavlardan yiiksek not almaktan daha mutlu ettigini sOylemistir. Tamsayilar ve
ozelliklerinin matematikteki her kavram i¢in 6nemli oldugunu diisiindiiglinii ancak Sayilar
Teorisi dersine lisans programinin son yilinda oldugundan ve Kamu Personeline Giris

Sinavina hazirliklar1 dolayisiyla yeterince zaman ayirmadigini belirtmistir. Problem ¢6zme
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konusunda kendisini basarili bulan OA4, matematiksel kavramlar ve kavramlar arasindaki
iliskilere hakim oldugunu ve dolayisiyla karsilastigt her problemle ilgili fikir
yiiriitebildigini bildirmistir.

3.4. Verilerin Toplanmasi

Yukarida “Pilot Calisma” baslhigi altinda verilen nedenlerden dolay:r arastirma verileri
2017-2018 egitim-0gretim yil1 giiz doneminde acilan se¢meli bir ders kapsaminda
olusturulan problem ¢6zme oturumlar1 ve arastirmanin katilimeilariyla ders disindaki yari
yapilandirilmis sorular kullanilan bireysel goriismelerle toplanmistir. Akademik takvime
gore s0z konusu donem 18 Eyliil’de baslayip 29 Aralik 2017°de sona erecek sekilde 15
hafta slirmiistiir. Bu haftalardan biri vize haftasi olup, iiniversitenin ilgili yonetmeligi
dolayisiyla vize haftalarinda ders yapilmamaktadir. Bunu disinda dersi alan tiim 6gretmen
adaylariyla derslerin yapildigi haftalar ¢ok 06zel mazeretleri disinda devamsizlik
yapmalarina izin verilmeyecegi ve belirlenecek iki hafta birlikte derse ara verilecegi
konusunda anlagilmistir. Dersler Pazartesi giinleri saat 13:30°da baslamistir. Bu ders iki
kredilik olup arasiz toplam siiresi yliz dakikadir. Verilerin toplanmasinda siif i¢indeki

zaman kullanimi yaklagik olarak asagidaki gibi olmustur:

v Bir onceki derste ¢oziilen problemin dogru ¢oziimiine dair yaklasik 10 dakikalik
tartisma,

v' Adaylara problemleri ¢6zmeleri i¢in yaklagik 80 dakikalik siire taninmasi,

v Adaylara problem ve ¢oziimii ile ilgili disiincelerini yazmalari igin yaklasik 10

dakikalik stire taninmasi.

Doénemin ilk haftasinda derslerin nasil yiiriitiilecegine dair 6gretmen adaylarina bilgi
verilip yapilacak aragtirmaya katilmak isteyip istemediklerine dair goriisleri alindiktan
sonra ders bitirilmistir. Ikinci hafta hem &gretmen adaylarmi problemlere 1sindirma hem
de katilimc1 segme konusunda yardimci olmast amaciyla diger problemlere kiyasla basit
bir problem verilerek 6gretmen adaylarindan ¢ozmeleri ve ¢6ziimlerini degerlendirmeleri
istenmistir. Daha sonraki haftalarda ise aragtirmada ele alinan problemler ile birlikte her
hafta bir problem c¢oziilmiistiir. Her hafta zorlayici bir problem ¢dzmekten 6gretmen
adaylarinin  sikilmasini, yorulmasmi engellemek ve problemlerin zorluguna dair
Onyargilarin1 azaltmak i¢in bazi haftalarda, calisma kapsaminda analiz edilmeyen, daha

kolay problemler ¢oziilmiistiir. Bu problemlere dair Ornekler “Ekler” boliimiinde
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verilmistir. Problem ¢6zme oturumlarindan sonra ise her bir katilimci ile sinif disinda yari

yapilandirilmis goriismeler yapilmistir. Bu goriismeler asagidaki sekilde yiirtitiilmiistiir:

v’ Yaklasik 20 dakikalik bir siire igerisinde ogretmen adayimnin o haftaki probleme dair
muhakeme siirecini problem ¢ézme oturumundan sonra teslim ettigi yazili dokiimanlar

iizerinden anlatmasi ve yasadiklar1 zorluklara dair goriiglerinin alinmast,

v' Ogretmen adayma o haftaki problemle ilgili érnek bir ¢dziimiin verilmesi ve ¢dziimii

anlamasi i¢in yaklagik 25 dakikalik bir siirenin taninmast,

v’ Yaklasik 20 dakikalik bir siire igerisinde 6gretmen adayinin verilen problem ¢oziimiinii,

kendi ¢6zlimii ile degerlendirmesini yapmasi.

3.5. Veri Toplama Araclari

Veriler, zorlayic1 ve dgretmen adaylar i¢in yiliksek biligsel istem gerektirdigi diisiiniilen
ulusal veya uluslararasi lise matematik olimpiyat problemleri arasindan segilen problemler
kullanilarak toplanilmistir (Andreescu, Andrica, & Feng, 2007; Giirlii, 2012; Ozdemir,
2016). Olimpiyat problemlerinin, genel olarak ¢oklu bilgi ve becerinin bir arada
kullanilmasini (Burton, 2007) ve standart olmayan diisiinme yollarini izlemeyi (Freiman &
Sriraman, 2007; Losada & Rejali, 2015) gerektirdigi bilinmektedir. Bu problemler
arasindan Oncelikle bir havuz olusturulmustur. Bu problem havuzu olusturulurken
oncelikle problemleri ¢6zebilmek i¢in gerekli matematiksel kavramlar dikkate alinmuistir.
Bu kavramlar kiime, baginti, fonksiyon gibi ortadgretim matematik 6gretmenligi lisans
programinin ilk iki yariyilinda yer alan Soyut Matematik dersi kapsaminda Ogretmen
adaylarma kazandirilmasi1 beklenen temel matematiksel kavramlar ile arastirmanin
yapildig1 yariyilda yer alan Sayilar Teorisi dersi kapsaminda yer alan tamsayilar ve
ozellikleri, boliinebilme, asal sayilar ve kongriiens ile sinirl tutulmustur. Bununla birlikte
problemlerin katilimcilar i¢in zorluk olusturmasi istendiginden, her bir problem bu
kavramlarin farkli 6zelliklerine odaklanmay1 gerektirecek sekilde ¢esitlilik saglanmaya
calistimistir.  Ayn1 sebeple, problemlerin benzer stratejiler kullanilarak c¢oziilebilir
olmamasina dikkat edilmistir. Yani problemlerin, adaylar i¢in gergek bir problem durumu
yaratacak Ozelliklerde olacak sekilde secilmesine Ozen gosterilmistir. Secimlerin
yapilmasinda Cebir alaninda doktorasin1 yapmis ve ilgili anabilim dalinda Sayilar Teorisi
dersini yiiriiten 6gretim iiyesinin goriisleri alinmis ve problem havuzu kesinlestirilmistir.
Calisma kapsaminda ele alinan problemler ve 6zellikleri Tablo 2’de verilmistir. Ayrica bu

problemlere dair 6rnek ¢oziimler “Ekler” boliimiindedir.
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Tablo 2

Veri Toplamada Kullanilan Problemler

Problemler

Aciklama

P-1: % ’den kiiciik tiim pozitif tam
sayllara bdliinebilen en biyik n
tamsayisini bulunuz.

Bu problemde ardigik tamsayilarin en kiigiik ortak katini alma
fikri ile bir iddiada bulunulmasi ve daha sonra bu iddianin
istenilen kosullar1 saglayan en biiyiikk n tamsayisimi belirttigi
ispatlanmalidir.

Ardisik tamsayilarin en kiigiik ortak katim1 alma fikri ile bir
iddiada bulunmanin 6gretmen adaylarim1 zorlamayacagi, ancak
bu iddianin ispati i¢in adaylarin biraz daha fazla ¢aba
gostermeleri gerektigi dngoriilmiistiir.

P-2: n(173+n) ifadesini tam kare
yapan n pozitif tamsayilarini bulunuz.

Istenilen sarti saglayan bir tamsayr bulunmaktadir. Bu
tamsaymin bulunabilmesi igin sayilarin temsil bicimleri
arasinda gec¢is yapmak ve iki tamsayinin karesinin ¢arpiminin
bir tamsayinin karesine esit olacagi fikrinden yola ¢ikmak
gerekmektedir. Bu yolla yanita varildiginda, ortaya konulan
¢Oziim ayn1 zamanda cebirsel bir ispat niteliginde olacaktir.
Ogretmen adaylarinin verilen problem ifadesinden yola ¢ikarak
iki tamsayinin karesinin ¢arpiminin bir tamsayinin karesine esit
olacagi fikrini ortaya koymada g¢aba gostermeleri gerektigi
Ongoriilmiistiir.

P-3: Birgcok pozitif tamsay1 iki veya
daha fazla ardigik pozitif tamsayimin
toplami olarak ifade edilebilir. Ornegin,
24=7+8+9 ve 51=25+26. iki veya daha
fazla ardigik pozitif tamsayinin toplami
olarak ifade edilemeyen pozitif
tamsayilara ilging sayt denir. Tim
ilging sayilar1 bulunuz.

Bu problemde 6zel say1 6rnekleri ile deneme yanilma stratejisi
izlenip induktif bir ¢ikarimda bulunarak veya genel sayi
temsillerinden yola c¢ikilarak genellemelere varilip daha sonra
ortaya konulan iddia ispatlanmalidir.

iki veya daha fazla ardisik pozitif tamsaymin toplami seklinde
ifade edilemeyen pozitif tamsayilarla ilgili iddiada bulunmanin
zorlayict olmadigi ancak iddianin ispatlanmasi siirecinde
O0gretmen adaylarinin biraz daha fazla caba gostermeleri
gerektigi ongdrilmiistiir.

P-4:
S(m,n):£+ L +..+ L

m m+l m+n
seklinde tanimlanan toplamin sonucu
tamsay1 olacak sekilde pozitif m ve n
tamsayilarini var midir?

Bu problemde 6zel say1 drnekleri ile deneme yanilma yapilarak
istenilen sart1 saglaya m ve n degerlerinin bulunamayacagina
dair bir genelleme yapilip daha sonra ortaya konulan iddia
ispatlanmalidir.

Ogretmen adaylarinin istenilen sartlar1 saglayan m ve n
pozitif tamsayilarinin bulunamayacagini tahmin etmelerinin
zorlayict olmadig1 ancak ispatlama siirecinde biraz daha fazla
caba gostermeleri gerektigi dngorillmiistiir.

P-5: a,b ve c, a<b<c sartini
saglayan pozitif tamsayilar olsun.
Negatif olmayan tiim tamsayilar
a? +b? —c? seklinde ifade edilebilir
mi?

Bu problemde 6zel say1 ornekleri ile deneme yanilma yapip
negatif olmayan tiim tamsayilarin istenilen bi¢cimde ifade
edilebildigine dair bir genelleme yapilip daha sonra ortaya
konulan iddia ispatlanabilir veya say1 temsilleri ile ¢alisilarak
genellemeye varilabilir ki bu durumda ortaya konulan ¢6ziim
ayni zamanda cebirsel bir ispat niteliginde olacaktir.

Ogretmen adaylarmin negatif olmayan her tamsaymnin istenilen
sartlarda yazilabilecegini gdzlemlemesinin zorlayict olmadig:
ancak ispatlama siirecinde biraz daha fazla ¢aba gostermeleri
gerektigi ongdrilmiistiir.

P-6: d sayisi, 2, 5 ve 13'ten farkli olan
herhangi bir pozitif tam say1 olsun ve

{2,5,13,d} kiimesi verilsin. ab—1,
bir tamsayisinin karesi olmayacak
sekilde {2, 513,d } kiimesinden

birbirinden farkli a ve b tamsayilari her
zaman segilebilir mi?

Bu problemde {2,5,13,d} kiimesinden 2,5,13 tamsayilari

ikiserli olarak ele alindiginda ab—1’in tam kare oldugu
gozlemlendikten sonra 2 ve d, 5 ve d, 13 ve d say1 ikilileri i¢in
ab—1 ifadesi 6rneklerle veya tamsayilarin ozelliklerine gore
incelenerek yanit ispatlanabilir.

Herhangi bir d tamsayisi i¢in istenilen sartlarin her zaman
saglandiginin goézlenmesinin 0gretmen adaylar1 icin zorlayici
olmayacag1 ancak bu goézlemlerinin sonuglarini ispatlamak igin
biraz daha fazla caba harcamalari gerektigi ongoriilmistiir.
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Problem ¢6zme oturumlarindan sonra 6gretmen adaylari ile yar1 yapilandirilmis sorular
iceren bireysel goriismeler gergeklestirilmistir. Bu gorlismeler asagidaki sorular

cercevesinde yiirtitilmiistiir:

» Coziim siirecinde neler yaptiginizi agiklayiniz.

» Coziimiiniiziin dogrulugunu tartiginiz.

» Cozlimiiniizlin sizce tam ya da eksik yonleri nelerdir?

» Coziim siirecinde yasadiginiz sikintilar oldu mu? Nelerdir?

» Verilen 6rnek ¢6zliimii inceleyip anlatiniz.

» Kendi ¢6ziimiiniizii, size verilen 6rnek ¢oziim ile karsilastiriniz.

Sonug olarak; problemlere ait adaylarin karalamalarinin ve nihai ¢dziimlerinin bulundugu
yazili belgeler, smif i¢indeki grup tartismalarina dair kayitlar, 6gretmen adaylarinin
problemlere, problemlerin ¢oziimlerine ve kendi ¢oziimlerine dair olusturduklart yazili
belgeler ve goriisme kayitlart ve arastirmacinin  gdzlem notlart veri kaynaklarini

olusturmustur.

3.6. Gecerlik ve Giivenirlik

Nitel aragtirmalarda gegerlik, arastirmanin inanirlilign ve aktarilabilirligi ile iligkilidir.
Aragtirmanin inanirhiligi bulgularin gercege uyup uymadigiyla iligkilidir. Nitel bir
aragtirmada nesnel olarak gercek veya dogru olani tam anlamiyla ortaya koymanin
miimkiin olmadig1 bilinmekle birlikte inanirlilig1 artirmak igin ¢esitli stratejiler kullanilir.
Bu stratejiler, gesitleme (veri, yontem ve arastirmaci), katilimeci teyidi, veri toplama
stireclerine uygun ve yeterli katilim, arastirmacinin durusu ve uzman incelemesi olarak
siralanabilir (Merriam, 2009). Bu kapsamda her bir strateji i¢in arastirmanin yuriitiilmesi

ve raporlastirilmasi siirecinde izlenenler sdyle olmustur:

Cesitleme (veri, yontem ve arastirmaci): Arastirmada katilimcilara problem ¢6zme
strecindeki her bir islemi atlamadan yazmalar istenmis ve karalama kagidi veya silgi
kullanimlar1 engellenmistir. Coziim siirecinden sonra ¢ozlimlerine dair degerlendirmelerini
ifade etmeleri istenmistir. Ayrica problem ¢dzme oturumlari siiresince arastirmaci, gézlem
notlar1 almistir. Problem ¢dzme oturumlarindan sonra gerceklestirilen yar1 yapilandirilmig

sorular igeren bireysel goriismelerde Oncelikle ¢oziim silirecinde ne yaptiklarini yazili
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belgeleri iizerinden tekrar anlatmalari istenmis daha sonra ise probleme dair 6rnek bir
¢oziim verilerek kendi ¢0ziim siireclerini karsilastirmali ve elestirel bir sekilde
degerlendirmeleri istenmistir. Bunun yani sira 6gretmen adaylarindan yasadigi zorluklara
dair bireysel goriisleri alinmistir. Dolayisiyla ¢esitleme stratejisi kapsaminda ¢oklu veri

kaynaklarindan yararlanilarak inanirliligin artirilmasina ¢aligilmistir.

Katilimei teyidi: Bireysel goriismeler sirasinda katilimcilardan yazili dokiimanlarda yer
alan ¢oziimlerini yeniden anlatmalarinin istenmesi katilimer teyidi olarak is gormiistiir ve
gerekli durumlarda arastirmaci daha agik sOylemlerde bulunmalarini saglayacak sorular

yoneltmistir.

Veri toplama siireglerine uygun ve yeterli katilim: Se¢meli bir ders kapsaminda verilerin
toplanildig1 calismada, katilimcilarla bir egitim-6gretim donemi boyunca etkilesimde
bulunulmustur. Bununla birlikte ¢alismanin raporlastirilmasi i¢in dort katilimeinin verileri
kullanilmig ancak ¢alisma sirasinda daha fazla katilimcidan veri toplanilmistir. Bu sayi
katilimcilardan arastirmanin sonucuna yeni katki saglamadigi yani veri doygunlugu

dikkate alinarak belirlenmistir.

Arastirmacinin durusu: Arastirmaci aragtirmayla ilgili kisisel 6n yargi ve kabullerini,
egilimlerini arastirma siireci boyunca elestirel bir bigimde diisiinmeye calismis ve
aragtirmanin inanirhigim artiracak sekilde degistirme gayreti igerisinde olmustur. Ornegin
aragtirmaci, problemlerin baglaminin Sayilar Teorisi kapsaminda temel konular
icerdiginden veri toplama siirecinin basinda katilimecilarin matematiksel kavramlara dayal
zorluklar yasamis olmalarindan ziyade dikkatsizliklerine dayali basit islem hatalar
yaptiklarini diistinme egiliminde oldugunu fark etmis ve daha sonra 6gretmen adaylarinin
yasadigt zorluklarin kaynagini daha 1yi belirleyebilmek adina 6n yargilarimi bir kenara

birakarak daha nesnel bir yaklagim sergilemeye ¢alismistir.
Uzman incelemesi: Arastirma bir tez oldugu i¢in bir danigsman gdézetiminde yiiriitiilmiistiir.

Arastirmanin  aktarilabilirliligi calisma sonuc¢larinin  farkli  durumlara ne kadar
aktarilabilecegi baska bir deyisle sonuglarin genellenebilir olmasi ile ilgilidir (Merriam,
2009). Nitel aragtirmalarda istatistiksel anlamda genellenebilirlik miimkiin olmasa da
benzer durum ve gruplara uyarlanabilecek anlamli sonuglar sunulabilir. Bunun saglanmasi
yani aktarilabilirlik olasiligmmin artirilmasi i¢in zengin tanimlama ve orneklem secimi
stratejileri kullanilir. Bu kapsamda her bir strateji i¢in arastirmanin yiriitiilmesi ve

raporlastirilmasi siirecinde izlenenler soyle olmustur:
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Zengin tanimlama: Katilimcilar ve arastirmanin yiiriitildiigii ortamlarla ilgili detayli
bilgiler verilmeye calisilmistir. Ayrica katilimeilara ait dokiimanlardan ve goriismelerden

alintilar yapilarak bulgular destelenmeye calisilmistir.

Orneklem secimi: Arastirmada amacli &rnekleme tiirlerinden 6lciit durum 6rnekleme

kullanilmistir.

Aragtirmanin gilivenirliligi veya tutarliligi elde edilen bulgularin yeniden {iretilip
iiretilemeyecegi ile ilgilidir. insan diisiince ve davramslarmm duragan olamamas1 sosyal
bilimlerde giivenirliligin saglanmasini zorlastirmaktadir. Nitel c¢alismalarda ozellikle
ulagilan sonuglarin toplanan verilerle ne derece tutarli oldugu iizerinde duruldugu
sOylenebilir. Bunu saglamak icin tiggenleme, uzman incelemesi, arastirmacinin konumu ve
denetleme teknigi stratejilerinin kullanilmasi Onerilmektedir (Merriam, 2009). Bu
stratejilerden ilk {icli icin izlenilenler gecerlilik kapsaminda yukarida agiklanmistir.
Denetleme teknigi i¢in verilerin nasil toplandigi ve analiz edildigi arastirmanin ilgili

kisminda detayli bir sekilde betimlenmeye ¢alisilmistir.

3.7. Arastirmacinin Rolii ve Etik

Nitel aragtirmalarda, arastirmacilar katilimcilarla genellikle yogun bir deneyim
icerisindedir ve dolayisiyla stratejik, etik ve kisisel konular bas gosterir (Creswell, 2007).
Bir ders kapsaminda problem ¢6zme oturumlarinin yapilmasi ve ardindan belirlenen
katilimcilarla yar1 yapilandirilmig sorular igeren bireysel goriismelerin yiiriitiilmesi
seklinde verilerin toplandig1 bu aragtirmada aragtirmacinin roliinii belirlemesi kritik bir

husus olmustur.

Arastirmaci Oncelikle bu dersi tim Ogretmen adaylarina katki saglayacak sekilde
tasarlamaya 6zen gostermistir. Uygulama siiresince ele alinan farkli problemlerin adaylarin
hem sayilarla ilgili problem ¢esitlerine dair hem de problem ¢dzme ve muhakemede
bulunmaya yonelik bilgi ve becerilerine katkida bulunacagina inanilmistir. Donemin ilk
haftasinda heniiz katilimcilar secilmeden ve goniillii olup olmayacaklarina dair goriisleri
alinmadan, katilimci grupla ders disinda yapilan bireysel goriismelerin yalnizca
arastirmaya katki saglayacaginin alt1 ¢izilmis, hem dersin yiiriitiilmesi hem de dénem sonu
degerlendirmelerinde tiim adaylarin esit kosullarda olacaginin giivencesi verilmistir.
Arastirmact ve danigsmaninin, dersi segen 0gretmen aday1 grubuyla daha onceki yillarda

cesitli dersleri birlikte yiirlitmiis olmalarinin, bu gliven ortaminin saglanmasina olumlu
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katkida bulundugu sdylenebilir. Derslere bir onceki hafta {izerinde calisilan problemin
coziimii verilerek baglanmistir. Coziimler Ogretmen adaylarina detayli bir sekilde
sunulmakla birlikte bu sirada 6gretmen adaylarina problemin ¢6ziimii disinda 6rnegin
secilen ispat metodunun ilgili problem durumu i¢in 6zellikle neden uygun oldugu gibi
muhakeme siirecini etkileyen etmenlere yonelik genel bilgiler vermekten kacinilmistir.
Problem ¢6zme oturumlart siiresince ise katilimeilarla birlikte tiim 6gretmen adaylarinin
problem durumunu metinsel olarak dogru anlamalarini saglama disinda herhangi bir ipucu
veya doniit verilmemistir. Sinif disindaki goriismeler de arastirmaci tarafindan yapilmis ve
kayit altina alinmistir. Bu siirecte veri kaynaklarinin anlagilabilir olmasi adina, adaylara

ifadelerini agici sorular yoneltmistir.

3.8. Verilerin Analizi

Elde edilen verilerin analizinde betimsel analiz tercih edilmistir (Patton, 2002).
Arastirmanin birinci problemine ait verileri analiz etmek i¢in Oncelikle Ogretmen
adaylarinin her bir matematiksel gorevi yerine getirmek i¢in gegirdigi muhakeme siireci
(diistince dizisi) “muhakeme eylemi” denilen anlaml alt siireglere (alt dizilere) ayrilmis ve
takip edilmesini kiolaylastirmak icin kullanilan strateji baz alinarak isimlendirilmistir. Bu
stregclerde Ogretmen adaylarinin ne amagla muhakemede bulundugu, hangi strateji ve
kavramlar1 kullandiklar1 belirlenerek bu sirada yasadiklar1 zorluklar tespit edilmistir. Bu
zorluklar Kavramsal Cerceve boliimiinde ele alinan muhakeme siirecini etkileyen etmenler
is18inda ele alinmis ve zorlugun hangi etmenden kaynaklandigina dair betimleme

yapilmistir.

Diger taraftan, muhakeme siirecini etkileyen etmenlerin etkilesim halinde oldugu go6z
oniinde bulunduruldugunda zorluklarin nedenini ortaya koymanin gii¢ oldugu sdylenebilir.
Ornegin “Iki tek tamsaymin toplami her zaman cift bir tamsayr midir?” problemini
yanitlamaya calisan bir 6grenci diisiinelim. Bir 6grenci, asagidaki gibi bir ¢6ziime sahip

olsun:

«Mm ve N iki tek tamsayi olsun.
O zaman M=2t+1 ve N=2K +1 olacak sekilde t,K tamsayilari vardur:
m+n=2t+1)+(2k+1)=2(t+k)+2=2(t+k +1)

t+K+1 bir tamsayr oldugundan ve “a tamsayist ¢ift ise o zaman Q= 2X olacak sekilde bir X
tamsayist var”’ oldugundan iki tek tamsaywin toplami her zaman ¢ifttir.”

Sekil 1. Ornek bir ¢oziim
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S6z konusu 6grencinin ayrica ¢ézliimiiniin dogru oldugundan emin oldugunu bildirdigini
diisiinelim. Ogrencinin, bu ¢dziimii incelendiginde sirasiyla “temsillerle dogrudan islem
yapilabilir”; “n bir tek tamsayr ise o zaman n=2t+1 olacak sekilde bir { tamsayisi
vardir”; “iki tek tamsayi birbirine esit veya birbirinden farkli olabilir o zaman ikinci
tamsay1y1 temsil ederken ilkinden yani t’den farkli bir temsil 6rnegin k kullanmaliyim”,
“temsilleri toplarken igse yarar bir sonu¢ elde etmem i¢in toplama isleminin dagilma,
birlesme gibi 6zelliklerini kullanmaliyim”, “t+k+1 ifadesi bir a tamsayis1 ile temsil
edilebilir”; “m bir ¢ift tamsay1 ise o zaman m=2a olacak sekilde bir a tamsayisi vardir”;
“genel tamsay1 temsilleri ile calistigim igin yaptigim ¢oziim genellenebilir ve dogrudan
ispattir” seklindeki bilgi ve diisiincelere sahip olmast muhtemeldir. Dolayisiyla bu ¢éziimii
ortaya koyabilmek icin gerekli matematiksel kavramlarla ilgili gerekli bilgiye sahip
oldugu, kavramlarla ilgili temsil bicimlerini bildigi ve stratejik olarak kullanabildigi,
problem ¢6zme stratejileri ve ispat metotlarini géz onilinde bulundurarak uygun olani
sectigi ve ayrica bu siirecte duyussal olarak kendini problemi ¢ozecek sekilde diizenledigi
sOylenebilir. Dolayisiyla dogru ve oOzellikle yanlis bir ¢6ziim ortaya koyan birinin
coziimiindeki zorluklart belirlemek ve matematiksel bilgi, stratejik bilgi gibi bir baslik
altinda toplamak kolay olmasa da 6grencilerin ¢oziimleri ve sdylemleri dogrultusunda
baskin olarak 6ne ¢ikan durum dikkate alinmistir. Ayrica bulgular sunulurken 6gretme
adaylarinin soylemleri ile ilgili ¢oziimlerindeki goriintii kaydi bir arada verilmistir.
Boylece sozlii veya yazili ifade becerilerinden kaynaklanan sikintilarin 6niine gegilmeye ve

ayrica yorumlar desteklenmeye ¢alisilmistir.

Bununla birlikte, her bir problemle ilgili 6gretmen adaylarinin muhakeme eylemleri ve bu
stirecte yasadiklar1 zorluklar belirlendikten sonra; bu zorluklar problem ¢6zme siirecinin
problemi anlama, bir strateji se¢gme ve uygulama ve bu sirada elde edilen veriyi
degerlendirme siirecleri kapsaminda degerlendirilerek bir gorsel sema olusturulmustur. Bu
sema ile okuyucuya bulgular ile ilgili 6zet ve biitiinciil bir sekilde bulgular sunulmaya
caligilmigtir. Bu gorsel sema ve bu semadaki her bir konumun ne anlam ifade ettigi Tablo

3’teki gibidir:
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Tablo 3

Gorsel Sema ve Bu Semaya Ait Géstergeler

UG: Ustesinden gelme
Z: Zorlanma
1:Problemi anlama

Gostergeler

2:Problemi anlamada zorluk goriilmesi

3:Segilen stratejiyi dogru izleme ve siire¢ esnasinda/sonunda elde ettigi veriyi dogru

yorumlama

4:Segilen stratejiyi dogru izlemede zorlanma ancak siire¢ esnasinda/sonunda elde ettigi

veriyi dogru yorumlama

5:Segilen stratejiyi dogru izleme ancak siire¢ esnasinda/sonunda elde ettigi veriyi

yorumlamada zorlanma

6:Secilen stratejiyi izlemede ve siire¢ esnasinda/sonunda elde ettigi veriyi yorumlamada

zorlanma

7, 8: Sirasiyla matematiksel bilgiye dayali zorluk yaganmasi-yaganmamasi

9, 10: Sirasiyla stratejik bilgiye dayali zorluk yasanmasi-yasanmamast

11, 12: Sirasiyla epistemolojik bilgiye dayali zorluk yasanmasi-yasanmamasi

Gorsel Sema

Problem ¢ézme

3 3
®! UG
UG 4 g
2 Z
0 !
z uG Z
Problemi  Stratejiviuygulama Sugtgji}-ij_rﬂgmg
anlama siirecinde/sonunda elde edilen
wvenyl yonumlama
7 Yeterli 0 Yeterli 11 Yeterh
8 Yetersiz 10 Yetersiz 12 Yetersiz
Matematiksel Bilg Stratejik Bilg Epistemolojik Bilg

slireci

Tabloda verilen semadaki numarali yerlere 6gretmen adaylarinin muhakeme eylemleri,
ornegin birinci Ogretmen adaymin birinci muhakeme eylemi “OAi1ME:” seklinde
kodlanarak konumlandirilmistir. Daha sonra ise analiz sirasinda yasanilan zorluklara
odaklanildig icin, zorlugun yasanmasina neden olan etkenler; 2,8,10,12 gdstergelerinden
bu muhakeme eylemlerini isaret eden oklar yardimiyla gosterilmistir. Asagidaki tabloda
3,4,5 ve 6 icin 6rnek muhakeme eylemleri verilmistir. 3 igin verilen drnekte; OA3 ele
aldig1 temsillerle ii¢ ardigik tamsayiyr toplamis ve elde etigi sonuca gore 3’iin kati olan
tamsayilarin ardisik pozitif tamsayilarin toplami olarak yazilabilecegini bildirmistir. 4 igin
verilen 6rnekte; OAl tiimevarimla ispat stratejisini P-5 icin uygun olmayan bir sekilde

izlemis ancak siire¢ sonunda bu stratejinin problem i¢in uygun olmadigini ve probleme dair
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bir veri elde edemedigini bildirmistir. 5 igin verilen drnekte; OA3 dort ardisik tamsayryi
dogru sekilde toplamis ancak ¢ikan sonucu tamsayilarin yalnizca teklik ve ciftlik
ozelliklerine gore yorumladig: i¢in ilgili P-3 i¢in yanlis bir iddiada bulunmustur. 6 i¢in
verilen 6rnekte; OA1 cebirsel islemleri sirasinda ¢arpanlara ayirma ile ilgili zorluk yasamis

ve ayni zamanda elde ettigi cebirsel ifadeleri yorumlamada gii¢liik ¢ekmistir.
Tablo 4

Ornek Muhakeme Eylemleri

Numara OA Muhakeme eylemi

3 OA3
4 OAl
5 OA3
6 OAl

Arastirmanin ikinci problemine ait verileri analiz etmek i¢in ise Nedensel Atif Teorisi

temel alinmistir. Problem ¢6zme oturumlari sonunda 6gretmen adaylarindan ¢éziimlerini
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degerlendirmeleri istenmis ve ayrica daha sonra problemlerin dogru ¢oziimleri incetilerek
bu siiregte neden zorluk yasadiklarina dair goriisleri alinmistir. Dolayisiyla bireylerin bir
gorevde basarili veya basarisiz olmalarina dair verdikleri sebeplerle ya da yaptiklar
atiflarla ilgilenen (Kloosterman, 1984) atif teorisinin, adaylarin bu yondeki goriislerinin
analizinde temel alinmasi uygun bulunmustur. Bu teori gergevesinde zorluklara yonelik
atiflar Weiner (1972, 2010)’m konum boyutu altinda incelenmistir. Ancak Kavramsal
Cergeve boliimiinde bahsedildigi gibi bir etken birden fazla boyutun 6zelligini tasiyabilir
(konum, kararlilik, kontrol edilebilirlik). Arastirmanin amaci goz oniline alindiginda,
karmagsikligin da Oniline gecmek istenerek konum boyutunun ele alinmasi uygun
bulunmustur. Konum boyutu, kisinin yasadigi bir duruma dair ortaya koydugu nedenin
bireyin kendisinden mi yoksa kendisi disindaki etkenlerden mi kaynakli olduguyla ilgilidir
ve buna dayali olarak icsel ve digsal atiflar olarak iki alt boyuta ayrilmistir. Ogretmen
adaylarinin atiflar1 kodlanmis ve benzer kodlu veriler kategoriler altinda toplanmistir. Daha
sonra bu kategorinin igsel mi ve digsal m1 olduguna karar verilmis ve son olarak tiim

kategoriler igsel ve digsal boyutlari altinda toplanmustir.
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BOLUM IV

BULGULAR

Bu aragtirmada asagidaki iki aragtirma problemine yanit aranmaktadir:

1. Ogretmen adaylarmin biligsel istem diizeyi yiiksek matematiksel gorevleri yerine
getirmede yasadiklari zorluklar nelerdir?
2. Ogretmen adaylar bilissel istem diizeyi yiiksek matematiksel gdrevleri yerine getirmede

yasadiklar1 zorluklara nelere atfetmektedir?

Bu boliimde, bu arastirma problemlerine ait bulgular, arastirma problemleri ile iliskili

olarak iki baslik halinde sunulmustur.

4.1. Birinci Probleme iliskin Bulgular

Bu aragtirmanin ilk arastirma problemini yanitlamak i¢in elde edilen bulgular her bir
problem ve katilimci i¢in ayri ayri ele alinarak, katilimcilarin muhakeme siiregleri
kronolojik sira ile ve yasadiklart zorluklar betimlenerek agiklanmaya calisilmistir.
Katilimeilarin sdylemlerinden ve yazili dokiimanlarindan dogrudan alintilarla birlikte siireg

ayrintili bir bicimde betimlenmistir.

4.1.1. Problem-1’e Ait Bulgular

“\/ﬁ ’den kiigiik tiim pozitif tamsayilara boliinebilen en biiyiik n tamsayisini bulunuz.”
ifadesine sahip P-1’e gbre n tamsayisi 3/5 ’den kii¢iik tiim tamsayilara kalansiz

boliinebildiginden a<3/ﬁ olmak {izere n tamsayisi 1’den a’ya kadar olan ardisik tiim
tamsayilara bdliinebilmelidir. Buradan ardisik pozitif tamsayilarin en kiigiik ortak katini
alma fikri ile bir iddiada bulunulabilir ve daha sonra bu iddianin istenilen kosullari
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saglayan en biiyiikk n tamsayisimi belirttigi ispatlanabilir. Bu probleme dair 6rnek bir

¢oziim “Ekler” boliimiinde verilmistir.

Ogretmen adaylarmin P-1 ¢dziim siirecindeki muhakeme eylemleri ve bu muhakeme
eylemleri siirecinde yasadiklar1 zorluklar Tablo 5 ve Sekil 2’deki gibidir. Her bir 6gretmen
adaymin muhakeme eylemlerinde ¢esitli stratejilere basvurduklar1 goriilmektedir. Stireg
sonunda dgretmen adaylarindan OA1 ve OA3 n’nin 420 olacag yanitin1 vermis ancak bu
yanitlarim gerekcelendirememislerdir. OA2 n’nin sonsuz sayidaki asal sayilarm carpimi
olarak sonsuz biiyiikliikteki bir tamsay1; OA4 ise ardisik pozitif tamsayilarin ekoklarinin
bir kat1 olarak yine sonsuz biiyiikliikkte bir tamsay1 oldugunu iddia etmistir. Daha sonra
ayrintili  olarak verilecek muhakeme eylemlerinden de goriilecegi ilizere Ogretmen
adaylarinin stratejik ve kavramsal bilgi bakimindan zorluk yasamadiklari muhakeme
eylemleri genellikle problemin ¢6ziimiine dair bir veri elde edemedikleri siire¢ler olmustur.
Diger muhakeme eylemlerinde 6gretmen adaylarinin yasadiklar1 zorluklarin ¢ogunlukla
matematiksel bilgiye dayali oldugunu ve problemi mantiksal olarak anlamamaktan
kaynaklandigin1 sdylemek miimkiindiir. Ogretmen adaylari, bolme kavrami igin asal
sayllara odaklanirken tamsayilarin diger ozelliklerini birbiriyle iligkilendirmede sikinti
cekmislerdir. Dolayisiyla ¢oziim i¢in gerekli en kiiciik ortak kat 6zelligini dogru yaniti
bulacak veya verdikleri yanit1 gerekcelendirecek sekilde kullanamamislardir. Bu durum
ogretmen adaylarinin problem durumunu iyi analiz etmemelerinin bir sonucu olarak da
yorumlanabilir. Diger taraftan bu problem igin Oncelikle deneme yanilma stratejisini
izleyerek 1°den baglayip ardigtk tamsayilarin g¢arpimlarint inceleyerek bir iddiada
bulunmanin kolay oldugu ongoriilmekteydi ancak siirecte adaylarin deneme yanilma
stratejisinin avantajlarindan yararlanmadiklar1 goriilmiistiir. Ayrica adaylardan OA2
timevarimla 1iddiasint kanitlamis oldugunu diisiinerek yanitindan emin oldugunu
bildirirken, diger adaylar ¢oziimlerinin kesinligi konusunda siiphelerinin oldugunu dile

getirmislerdir.
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Tablo 5

Osretmen Adaylarimin P-1 Icin Muhakeme Eylemleri

Ogretmen Muhakeme Eylemi
Aday1
0A1 OA1ME;:: Deneme yanilma stratejisi

OA1ME;: Bolme tanimina dayali cebirsel strateji
OA1IMEgz: ATT ve bélme tanimina dayali cebirsel strateji
OA1ME.: Durum inceleme stratejisi: Tek tamsayilari inceleme
OA1MEs: Durum inceleme stratejisi: Cift tamsayilari inceleme

0OA2 OA;ME;:: Bolme tanimina dayali cebirsel strateji
OA2ME;: Béliinebilme ve asal say1 tanimina dayali ¢ikarimda bulunma
OA;MEj;: Boliinebilme ve asal say1 tamimina dayali ¢ikarimda bulunma
OA;ME,: iddiasim tiimevarimla ispat

0OA3 OAsME;:: Deneme yanilma stratejisi
OA3ME;: Boliinebilme ve asal say1 tanimina dayali ¢ikarimda bulunma
OA3ME;: Asal sayilar ve ekok tanimina dayali cebirsel strateji

0A4 OA4ME;:: Durum inceleme stratejisi: Tek tamsayilari inceleme
OA4ME,: Durum inceleme stratejisi: Cift tamsayilari inceleme
OAsME;: Deneme yanilma stratejisi

[GA]I\-‘IE]:GAJI";IE_::
OAME:, OA:ME;,

OAME: OAME:) [Ofiﬂ'-.-IEj: _‘ 2 - \ '1-_=._0_z’a_=y1'-.-IE_=_ OANE;, OAME:)
. UG = — — | ol T T?
va Y, (OAMES) BEME) |
———8F=———V 17 | |
A SN aat ey |
— 1 | /Z 1]") / JFroblem cizme
) | /S Vi sitreci
Problemi  Stratejiyiuygulama  Statejivitzleme /| /
anlama / sﬁ:ecilld&fsnyﬂlda de edil
] //, )

Matematiksel Bilgi Stratejik Bilg Epistemnolojik Bilgi
Sekil 2. Ogretmen adaylarinin P-1 i¢cin muhakeme eylemleri

Ogretmen adaylarmin bu probleme dair muhakeme siiregleriyle ilgili ayrmtili bulgular ise

sOyledir:
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4.1.1.1. OA1’in P-1 icin muhakeme siireci

OA1 oncelikle 6zel bir drnek olarak sectigi 1000 tamsayisini problemde verilen kosullar

altinda problemi anlamak amaciyla incelemistir (Sekil 3):

1
OA1: Oyle bir n varmis ve n® ’ten kiiciikmiis. Ve bu x, bizim n sayisini boliiyormus. Ben

onun i¢in 6nce dedim ki 1000 sayisin1 alayim. Buna gore 9’a kadar olan sayilar 1000’1

bolmek zorunda. Burada aslinda soruyu anlamaya c¢alistim ben.

Sekil 3. OA1’in P-ligin deneme yanilma stratejisini izledigi muhakeme eylemi
Séylemlerine gore inceledigi ornekle problem durumunu anladigi diisiiniilen OAl,

oncelikle bolme tanimina dayali cebirsel bir strateji ile yanit aramistir (Sekil 4):

OA1: Sonra da dedim ki x boler n ise n=xk olacak sekilde k var. Buradan nereye

ulagabilirim diye diisiindiim.

Sekil 4. OA1’in P-1 igin bolme tanimina dayali cebirsel strateji izledigi muhakeme eylemi

OA1 bdlme tanimim temel olarak izledigi cebirsel yolda Sekil 4’te goriildiigii gibi “X|n

ise n=X-k olacak sekilde k €[] var” oldugunu ifade etmis ancak daha sonra cebirsel
islemleri yaparken “n=xk ” yerine “n=xk®” esitligini ele almistir. Bu strateji ile
dogrudan yanita varilamayacagi acik olmakla birlikte, OA1’in bu siirecte islem hatasi
yaptigi gorilmektedir. Daha sonra ele aldigi esitsizlikte yaptigi sadelestirme islemi
sonucunda “1< k*” esitsizligine ulasan OA1, bu esitsizlik ile ilgili “1, k*®ten kii¢iik kald.
Bu sart1 saglayan ¢ok fazla tamsayi oldugu i¢in buradan bir yere gelemedim.” diyerek
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problemin yanitina dair bir bilgi edinemedigini fark etmistir. Sonra aritmetigin temel
teoreminden yani tiim dogal sayilarin asal c¢arpanlar1 biciminde yazilabilecegi

matematiksel gergeklikten yola ¢iktig1 baska bir cebirsel stratejiyi izlemistir (Sekil 5):

OA1: Buradan vazgegtim. Sonra n’yi asal ¢arpanlarina ayirabiliyorum. Kanonik bigimde

yazdim. Belki bir seyler elde ederim diye.

Sekil 5. OA1’in P-1 i¢in ATT ve bdlme tanimina dayali cebirsel strateji izledigi muhakeme
eylemi

OA1 aritmetigin temel teoremini dikkate alarak izledigi cebirsel stratejide Sekil 3’te

goriildiigii gibi Oncelikle belirledigi temsillerle n ’yi asal carpanlarina ayirmis ve

X|§/ﬁ ifadesini n’yi asal sayilarin ¢arpimi seklinde ifade ederken kullandigi temsillerle (

P, p,%%,... ) yeniden ifade etmistir. Daha sonra ilk ¢dziimiinde oldugu gibi bolme
tammim1 kullanan OAl, aritmetigin temel teoremine gére olusturdugu temsil bigimini
degistirerek, eger islem hatasi yapmasayd: ilk ¢oziimiinde elde edecegi “ x* <t ”
esitsizligini elde etmistir. OA1 izledigi bu strateji soncunda da problemin yanitina dair bir

bilgi elde edemeyecegini fark etmistir:

OA1: Sonra yine ilk ¢dziimle benzer sey geldi. O yiizden bundan da vazgectim. Yanls
oldu yani. Bulamadim daha dogrusu bir sey ¢ikartamadim. Cok genel kaldig1 icin bir sey

elde edemedim.

OA1’in her iki muhakeme eyleminde de matematiksel gergeklikleri temel alarak belirledigi
temsillerle verilen ifadeleri yeniden temsil ettigi ve daha sonra degiskenleri manipiile
ederek cebirsel islemler yaptig1 gériilmektedir. Izlenen bu genel yollarla probleme dair bir
iddiada bulunmanin gii¢ oldugu aciktir. Bu durum OA1’in strateji seciminde ngoriilii
olamadig1 seklinde yorumlanabilir. Bununla birlikte bu siire¢ sonunda OA1’in problem

durumuna 6zgli daha 6zel bir iligkilendirme yapma ihtiyaci duymasi, bu stratejilerin
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yuriittiigi muhakeme siirecine olumlu bir katkisi olabilirdi. Ancak bu stratejiler ile
problemin yamitina dair bir bilgi elde edinemedigini belirten OAl, yine genel bir
yaklagimla, bu kez tamsayilarin tek ve ¢ift olma 6zelligini dikkate alarak durum inceleme
stratejik yaklagimi ile n’nin tek ve ¢ift olma durumlarini incelemeye karar vermistir.
Oncelikle n ’nin tek tamsay1r olmasi durumunu incelemis ve buradan bir ¢ikarimda

bulunmustur:

OA1l: Sonra dedim ki tamsayilari inceledigim igin bir tek tamsayilara bir de ¢ift
tamsayilara bakayim. Ben aslinda n’yi 6zellestirmeye galisim. Once n=2k-+1 olsun
dedim. Sonra ¢ift sayilar, bu sayiy1 bolmeyeceginden tek sayilari eledim. Ciinkii 2Kk +1

’den kiiciik tamsayilarda mutlaka bir tane ¢ift say1 vardir. En kiigiik 2 var mesela.

n ’nin tek tamsay1 olma durumunu incelerken tek ve ¢ift tamsayilarin tanimina dayali genel
bir ¢ikarimda bulunarak n’nin tek tamsay1 olamayacag ¢ikariminda bulunan OA1’in bu
sirada problem durumunu dikkate almadigi sdylenebilir. Bu durum ayni zamanda bir
argiman olustururken niceleyicileri géz ardi ettigi seklinde de yorumlanabilir. Ciinkii
problem durumuna bakildiginda n ’nin 1,3,5 ve 7 tek tamsayr degerlerini alabilecegi

goriilmektedir. Bununla birlikte n’nin en bliylik degerinin bir tek tamsay1 olamayacag:

iddiasinin dogru olma olasilig1 yiiksektir ancak OA1 % ’in 2’den biiyiik olmasi halinde
sartlar1 saglayabilen bir n degerinin bulunduguna dair bir veriye heniiz sahip degildir.

OA1, daha sonra ¢ift tamsayilar inceleyerek ¢dziim siirecine devam etmistir (Sekil 6).

(@) ()

Sekil 6. OA1’in P-1 igin durum inceleme stratejisini izledigi muhakeme eylemi: Cift
tamsayilar1 inceleme

n’i, ¢ift tamsay1 olma durumunu inceledigi i¢in, N =2k seklinde temsil eden OA1, Sekil
4’te goriildiigi gibi k degiskenini biiyiikliigl sirasiyla artan asal sayilarin ¢arpimlarinin 2

katina esitleyerek elde ettigi n tamsayilarini incelemistir. Bu inceleme yoluna gore en
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kiigiik asal say1 zaten cift oldugundan n’yi ¢ift tamsay1 yapmak i¢in tekrar 2 ile carpmaya
gerek olmadig1 aciktir. Burada OA1’in izledigi strateji geregi tiim ¢ift tamsayilari
incelemeye odaklanmak yerine, boéliinebilme i¢in asal sayr kavramina odaklandigi
diisiniilmiistir. OA1’in  ¢6ziim siireciyle ilgili agiklamalar1 da bu yorumu

desteklemektedir:

OA1l: n=2k olsun dedim. Buradan da k ’lara baktim. Aslinda genellemeye ulasmaya

calisim burada. Tam gostermedim ama K =2 i¢in baktigimizda zaten sagliyor. Sonra

k=2-3 icin baktim. n=12 oluyor ve ¥12 1 ve 2’yi béliiyor. Sonra k = 2-3-5 icin
baktim. Bunlarin da hepsi bu koklii ifadenin i¢ini boliiyor. Ciinkil zaten i¢inde ayni asal

carpanlar var.

OA1 bu ¢oziim yoluna, Sekil 5’te goriildiigii gibi k 'nin carpanlarina yeni asal sayilari

ekleyerek devam etmis ve inceleme sonucunda bir iddiada bulunmustur:

OA1: 7°den sonraki asal carpanlar igin dyle bir say1 geliyor ki 11°den biiyiik asallar1 da
icinde barindiriyor. Bu sefer o asal sayilara boliinmiiyor. O ylizden de en fazla 7’ye kadar
oluyor diye buldum. k, 7’ye kadar gelince de n 420’ye esit oldu. Ciinkii sonrakilere
baktigimda arada baska asallar kaldigi icin iiclincli dereceden kokiinden kiiciik kalan

sayilar i¢in boliinmiiyor diye buldum.

Aciklamalarinda goriildiigii iizere OA1, 420’nin problemde istenilen sartlar1 sagladigini
belirtmistir. Problemin dogru yanit1 420 olmakla birlikte OA1’in 420 sonucuna sans eseri
vardigr diisiiniilmektedir. Boyle diisiiniilmesinin nedenlerinden biri OA1’in bu sirada takip
ettigini belirttigi durum inceleme stratejisinden uzaklagmasi ve izledigi yolda K ’y1 elde
ederken asal sayilarin birden biiyiik kuvvetlerini dikkate almamasi ile tiim ¢ift tamsayilari
incelememis olmasidir. Bir diger neden ise dogru yanita varilabilmesi i¢in yararlanilmasi
gerekli olan tamsayilarm en kiigiik ortak kat1 6zelliginden bahsetmemis olmasidir. OA1’in
¢oziim siirecinde ekok ile ilgili bir fikre sahip olmayip yalnizca asal sayr fikrine
odaklandig1 7 asal sayisindan sonra 2’nin {i¢ilincli kuvveti olan 8’1 ve 3’iin karesi olan 9’u
dikkate almayarak 11 asal sayisini incelemeye koyulmasindan (Sekil 6) ve ayrica

aciklamalarindan da goriilmektedir:

Aragtirmaci: Neden asal ¢arpanlarina ayirdiginda 2,3,5,7 diye sirasiyla gittin? Biz k *y1 bu

sekilde mi almaliy1z?
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OA1: Béyle almayabiliriz. icinden sadece 3’ten sonra 7’ye gecebiliriz. Ama bdyle daha

genel incelemis oldum bence.

Bununla birlikte, OAl yaptigi ¢dziimii bir ispat niteliginde gdérmedigini yani ortaya
koydugu muhakeme eylemlerinin problemin yanitinin 420 oldugunu kesin olarak

dogrulamaya yeterli olmadigini bildirmistir:
Arastirmaci: Peki yanitin kesin olarak 420 mi?

OA1: 420’nin en biiyiik oldugunu diisiiniiyorum sezgisel olarak. Bdyle de birazcik
gostermeye calisttm ama daha biylikler var mi1 onlart gosteremedim. Olmadigin
diistinliyorum ama matematiksel olarak ifade edemedim. Sayilar genisleyince araya baska
asallarin da girdigini ve o kendi asal ¢arpanlari i¢inde o asali barindirmadigindan onlara

béliinemeyecegini sdyledim. Oyle ama bunu daha giizel ifade edemedim tabi.

Agiklamalarindan goriildiigii iizere OA1’in smirli sayida érnek ile calisarak iddiada
bulunmanin matematiksel olarak gegerliliginin sinirliliklarinin ~ farkinda  oldugu

sOylenebilir.

4.1.1.2. 0A2’in P-1 icin muhakeme siireci
OA2, 6ncelikle bélme tanimina dayali cebirsel bir strateji ile yanit aramistir (Sekil 7):
OA2: aé% olacak sekilde her ae Z" igin a boler n dedim. Buradan a boler n oldugu

icin n=ak seklinde yazlabilir dedim. Yerine yazip islem yapinca a® <k geldi. Ama

buradan sonra ilerleyemedim. Bir yere varamadim. Sonra bagka bir ¢6ziime gegtim.

Sekil 7. OA2’nin P-1 i¢in bdlme tanimina dayali cebirsel strateji izledigi muhakeme eylemi

Sekil 7’de goriildiigii gibi bolme tanimindan yararlanarak izledigi cebirsel strateji ile genel

bir ifadeye ulasan OA2, buradan problemin yamitina yonelik bir ¢ikarimda
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bulunamayacagini belirleyebilmis ve stratejisini sonlandirmistir. Daha sonra asal sayi

tanimindan yola ¢ikarak bir ¢ikarimda bulunmustur:

OA2: Once kabul edelim ki n bir asal say1 olsun dedim. n bir asal say1 oldugu zaman

sadece kendisi ve 1’e boliineceginden n asal say1 olamaz. Yani asal olursa % ’den kiiciik

sayilara bolilnemez. O halde n bilesik tamsayidir.

n’nin bir asal say1 olamayacagini iddia eden OA2’nim bu sirada béliinebilme igin énemli
gordiigii asal sayilara odaklanip, kiip kokii 2°den kiigiik olan tamsayilar1 dikkate almadigi
icin n ile ilgili yanlis bir iddiada bulundugu soylenebilir. Asal sayi, bdliinebilme icin
onemli ve dikkate alinmas1 gerekli bir kavram olsa da problem durumuna gore n’in 2,5 ve
7 asal say1 degerlerini alabilecegi goriilmektedir. n’nin en bilyiik degerinin bir asal say1
olmama olasilig1 yiiksek olmakla birlikte, OA2 n’in kesin olarak bilesik tamsay1 oldugu
iddiasinda bulunmak i¢in yeterli veriye heniiz sahip degildir. Bu durum, OA2’nin problem
durumundan uzaklastig1 ve ayrica bir argliman olustururken niceleyicileri goz ardi ettigi
seklinde yorumlanabilir. OA2 daha sonra béliinebilme igin asal sayilara odaklanmay1

stirdiirerek; boliinebilme ve asal say1 tanimina dayali bir iddiada bulunmustur:

OA2: Sonra sezgisel olarak diisiindiim ve ona gore ¢dziim yaptim. Sonsuz sayida asal say1
vardir. Ben bunlar1 yani sonsuz sayida asal saymin ¢arpimini kiip kokten ¢ikardigim zaman

mutlaka boler diye diisiindiim. Yani ¢ok ¢ok biiyiik bir say1 var. Bunu gosterdim.

OAZ2, béliinebilme igin yalmzca asal sayilara odaklanarak n’in en biiyiik degerinin sonsuz

cokluktaki asal saylarin carpimi olacagi seklindeki bu iddiasindan sonra, iddiasini

ispatlamak iizere n ve % ’den kiiciik a tamsayilarimi asal carpanlar1 seklinde ifade

etmistir (Sekil 8).

(a) (b)
Sekil 8. OA2’nin P-1 igin tiimevarim stratejisini izlemek iizere cebirsel temsiller
olusturmasi
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Sekil 8°de goriildiigii gibi OA2, n’nin asal ¢arpanlarinin kuvvetlerini 3’iin katlar1 olarak

almis ve 3/5 ’den kiiciik a tamsayilarinin asal carpanlarinin kuvvetlerini de buna dayal
olarak belirlemistir.  Arastirmaci bu kuvvetleri neden 3’iin katlar1 olarak aldigim

sormustur:
OA2: O zaman dedim ki bilesik sayidir. Oradan n bilesik sayisin1 kanonik bicimde yazdim.
Arastirmaci: Bu kuvvetler 3’e boliinebiliyor mu?

OA2: Yani ben onu sdyle diisiindiim. Bilesik sayilar1 ifade ederken biz kuvvetler tamsay1
olacak diyorduk ya bir de soruya gore tamsay1 olmak zorunda oldugu i¢in. Her a, n’ye

boliinecek ya.
n Ve a’nin bir tamsay! ve asal carpanlarinin kuvvetlerinin birer tamsay1 olmasi gerekli

olmakla birlikte ¥n bir tamsaylya esit olmak zorunda degildir. Yani n ’nin asal
carpanlarinin kuvvetleri 3’lin katlar1 olmak zorunda degildir. Yukaridaki diyalogdan
goriilecegi iizere, arastirmaci bu kuvvetleri neden 3’lin katlar1 olarak aldigini sordugunda

OA2’nin problem durumunu tam olarak anlamlandirmadig1 gériilmiistiir.

n ve % "den kiigiik a tamsayilarini asal ¢arpanlari seklinde temsil eden OA2 daha sonra
bu temsilleri kullanarak iddiasini timevarimla ispatlamaya karar vermistir:
OA2: Sonra da dedim ki her a boler n olacagini gdstermeye galistyorum ya tiimevarim

yapaymm. Oradan i ’nin 1 olma durumunu yani a = plkl olma durumunu inceledim. Onun

dogrulugunu gosterdim. Oradan N=(p?)° seklinde yazildigi igin burayr a® seklinde

yazdim. Oradan da iste birlesme 6zelligi oldugundan a’y1 disar1 atip oradan gosterdim.
Yani su seklide yazildigindan burasi da bir t tamsayisi olacagindan boler dedim. Sonra
I =C icin dogrulugunu kabul edelim ve C+1 icin bunu gosterdim. Sonra tiimevarimla

dogrulugunu gostermis oldum dedim. Yani ¢ok ¢ok biiyiik bir sayidir.

70



(@) (b) (©)

Sekil 9. OA2’nin P-1 igin tiimevarim stratejini izledigi muhakeme eylemi

Bilindigi iizere bir 6nermenin tiim dogal sayilar i¢in dogrulugunun tiimevarim stratejisi ile
ispatinda n=1 i¢cin Onermenin dogrulugu; daha sonra ise n i¢in dogru oldugu kabul
edilerek bu kabule gore n+1 igin de dogru oldugu gosterilir. OA2’nin iddiasini ispatlamak
icin bu stratejiyi uygun buldugu diistintilerek ¢6ziimii incelediginde, Sekil 7°de gorildigi
gibi anlamsiz bir bigimde temsilleri manipiile ettigi goriilmektedir. Ornegin yukarida

verilen agiklamasindan da goriilecegi lizere | *nin 1 olma durumunda a’y1 a= plkl olarak

ele almis yani P asal ¢arpaninin indisini ve ayni zamanda kuvvetinin indisini 1 olarak ele

almis ve daha sonra n=(pf)dpde.ple..p®  olarak aldigi n igin a ‘nm n ’yi

bolebildigini gostermeye c¢alismistir. Ancak bu durumda problem durumuna gore % ‘nin
a’dan baska bélenlerinin de olmasi gerekecegi agiktir. Burada OA2’nin ispatinda problem
durumundan uzaklastig1 veya problemi mantiksal olarak anlayamadigi yorumu yapilabilir.
Ayrica tiimevarim stratejisini de dogru uygulamadigi ve yalnizca temsilleri anlamsiz bir
sekilde manipiile ettigi goriilmektedir. Bununla birlikte OA2, probleme dair ¢dziimiinii
degerlendirirken ispatinin dogrulugundan emin oldugunu belirtmistir. Ustelik yapilan
goriismede nasil yaptigini agiklamada zorlansa da ispatinin dogruluguna dair goriisiinde

1srarci olmus ve yaptigi ispati ¢ok begendigine dair ifadelerde bulunmustur:

Arastirmaci: Sonug olarak n’nin en biiyiik degerini sonsuz ¢okluktaki tiim asal sayilarin

carpimi olarak mi1 buldun? Yani burada bunu mu ispatladin?

OA2: Evet. Asal sayilar sonsuz tane, onun en biiyiigiinii bulamayacagim i¢in bdyle yaptim.
Yani biitiin asal sayilarin ¢arpimi seklinde yazip onu ben kiip kokten ¢ikardigim zaman
boliiniir. Cikiyor da zaten yani ben dyle diisiindiim. Yani sezgisel olarak bunu diisliniip

daha sonra isleme doktiigiimde celigski olusmayinca dyledir dedim. Benim mantigima gok
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yatt1. Celigkiye diisebilirdim ama diismedim. Bence ¢ok mantikli ben hi¢ bu kadar giizel

ispat yapmamigstim.

Yaptig1 ¢dziim ve acgiklamalarindan hareketle OA2’nin aralarinda mantiksal bir iliski
bulunmasa da sembolik manipiilasyonlarla yapilan ve goriintii olarak daha once gordiigi

ispatlara benzeyen ¢oziimiinii ispat olarak gorme egiliminde oldugu sdylenebilir.

4.1.1.3. 0A3’in P-1 icin muhakeme siireci

OA3 oncelikle deneme yanilma stratejisi ile sirastyla koklii ifadeden tamsayi olacak

sekilde ¢ikacak ve ¢ikmayacak sekilde sectigi tamsayilar1 incelemistir:

OA3: Ben deneme yanilma ile gittim. Ilk basta incelemesi kolay olsun diye kiip kokten

tamsay1 olarak ¢ikacak sayilarla ¢alistim. Burada sadece 2°’ii buldum. Sonra tamsayi

cikmasa da sayilari inceleyeyim dedim. 10 oldu mesela 1 ve 2’yi boliiyor.

(@) (b)

Sekil 10. OA3’{in P-1 igin deneme yanilma stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 10’dan ve OA3’nin yukaridaki agiklamasindan goriildiigii iizere OA3, deneme
yanilma stratejisi ile oncelikle kolay olmasi i¢in koklii ifadeden tamsay1 ¢ikacak sekilde
1’den 6’ya kadar olan tamsayilarin kiipiinii ele almis ve buradan n = 2°’iin istenen sartlar1
sagladigimi gozlemlemistir. Daha sonra koklii ifadeden tamsay1 ¢ikmayacak sekilde 14’e
kadar olan ardisik tiim tamsayilar1 ve daha sonra rastgele sectigi 26, 28, 65 tamsayilarini
incelemistir. Bu incelme sirasinda 10’un istenen sartlart sagladigini gozlemlemistir.
Problem durumu ile herhangi bir iliskilendirmede bulunmadan bu sekilde tamsayilar1 tek
tek deneyerek bir iddiada bulunmanin gii¢ oldugu aciktir. Baska bir deyisle izledigi
deneme yanilma stratejisinde problem durumuna yonelik etkin Ornek sec¢imlerinde

bulunamadig1 sdylenebilir. Bununla birlikte bu siire¢ sonunda OA3’iin problem durumunu
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anlamlandirmas1 ve problem durumuna 6zgii daha 6zel bir iliskilendirme yapma ihtiyaci
duymasi, bu stratejinin muhakeme siirecine olumlu bir katkisi olabilirdi. Ancak problem
durumunu daha iyi anlamak ic¢in caligmak yerine izledigi stratejinin siirliklarina
odaklanan OA3 bu stratejiden vazgecmis, asal say1 tanimindan yola cikarak baska bir

strateji belirlemeye calismistir:

OA3: Daha sonra devam ettim ama deneme yanilma ile gittigim icin ben nerede
duracagimi bir tiirlii kestiremedim. Daha sonra buradan da ben bir yere varamayacagim

deyip biraktim.
Arastirmaci: Sonra ne yaptin?

OA3: Sonra asal sayilarla calismamiz gerektigini diisiindiim. Asal sayilar 2, 3, 5, 7, 11 diye
gidiyor. Ben dedim ki n’yi bunlarin kiipii olacak sekilde belirlersem yani bu n’nin igine
bu asal sayilari yerlestirsem n bunlarin hepsine boliiniir. Hani kiip koki bir tamsay1 olacak
ve bu tamsayidan kiiclik tamsayilar n’yi bolecek. Asal sayilar boler dedim. Ama bu

durumda asal olmayan sayilarin boliip bolmeyecegine karar vermek ugrastirici olur.

Aciklamalarinda goriildiigii gibi OA3’iin 6ncelikle boliinebilme igin asal sayilara
odaklanarak n’yi tiim asal sayilarin ¢arpiminin kiipii olarak almayi diistindiigii ancak daha
sonra buna dayali bir stratejiyi uygularken asal olmayan tamsayilarin n ’yi boliip
bélmedigini incelemenin zor oldugunu bildirmistir. n’yi tiim asal sayilarin ¢arpimi olarak
ele aldiginda asal olmayan bazi tamsayilara boliinemeyecegi agiktir. Bu durum, her ne
kadar asal olmayan tamsayilar1 s6z konusu etmis olsa da OA3’iin ¢6ziim i¢in odagimin asal
sayilar oldugu seklinde yorumlanmistir. Nitekim daha sonra asal sayilarin ekok’unu

almaya dayal1 bir strateji ile muhakeme silirecine devam etmistir:

OA3: Sonra dedim ki yine 6zel sayilar1 seceyim ama nerede duracagim belli degil. Sonra
da dedim ki asal sayilarin ekok’unu alayim. Ama iste oradan da tim asal sayilarin
ekok’unu almak c¢ok ugrastirict bir sey. 2, 3, 5, 7 asal sayilar1 var ya ben bunlarin bir

ekok’unu alayim dedim.
Aragtirmact: Ekok’larin1 bulmaya nasil karar verdin?

OA3: Su sekilde; biz ¢ 'nin kiip kokiinii aldigimiz zaman bundan kiigiik sayilarin alfay:
bolmesini istiyoruz. Mesela 5 ise 1, 2, 3, 4’1 bolsiin. O yiizden ben ilk basta bolme

boliinebilme kurallarindan giderek asal sayilari n’nin icine yerlestireyim dedim. Boyle
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giderek ekok bulmaya calistm. Ama tabi ¢ok ugrastirici oldu. Zaten sadece 420’yi

bulmusum.

Burada OA3’iin problemi ¢ézmesini saglayacak ekok fikrini ortaya atmis olsa da odaginin
boliinebilme icin asal sayilar oldugu gorilmektedir. Ciinkii n , % ‘ten kiigiik tiim

tamsayilara boliinebileceginden yani % ’ten kiigiik en biiylik tamsayr a olmak {izere
I’den a ’ya kadar olan ardisik tamsayilart bdlebileceginden bu ardisik tamsayilarin
ekok’undan bahsetmek yerine asal sayilarin ekok’unu bulmus ve daha sonra ardisik tam
sayilar1 s6z konusu etmistir. Matematiksel kavramlara dayali bu fikir karmasiklig1 2, 3, 5
ve 7 tamsayilarinin ekok’unu bulup bir iddiada bulundugunu belirttigi Sekil 9’daki

¢oziimiinde de goriilmektedir.

Sekil 11. OA3’iin P-1 icin asal sayr ve ekok tamimma dayali cebirsel strateji izledigi
muhakeme eylemi

Sekil 11°den de goriildiigii iizere OA3 7’ye kadar olan asal sayilar1 dikkate alip, ekok
ozelliginden n’nin 420 olacagina dair bir sonuca varmistir. 420 problemin dogru yaniti
olmakla birlikte OA3’nin bu sonuca sans eseri vardig sdylenebilir. Ciinkii hem ardisik
tamsayilarin ekok’u ile ilgili yeterli bir agiklamada bulunmamis ve hem de asagidaki
diyalogdan goriilecegi lizere daha biiyiik bir tamsay1 bulanamayacagi i¢in degil daha biiyiik
tamsayilarla nereye kadar ugragsmaya devam edecegini kestiremedigi i¢in daha biiyiik
tamsayilar i¢in bir inceleme yapmamistir. Yani iddiasini gerekcelendirememistir. Bununla
birlikte OA3, yanitindan emin olmadigimi hem ¢6ziimii degerlendirme siirecinde (Sekil 12)

hem de goriisme sirasinda belirtmistir:
Aragtirmaci: Neden daha sonra daha biiyiik sayilar i¢cin bakmadin?

OA3: Ciinkii daha biiyiik sayilarla ugrasmak istemedim. Sadece yaklasmak istedim. Bunu

buldum ama size garantileyemem yani kesinlikle budur diyemem. Ciinkii ispatlayamadim.
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Belki de ondan daha biiyiik bir say1 da vardir. Yani bu hep bdyle devam edebilir. Zaten

nerede duracagim belli degil ki.

Sekil 12. OA3’iin P-1 igin yaptig1 ¢dziim ile ilgili degerlendirmesi
Buradan OA3’in ifadelerine gore smirli sayida 6rnek ile calisarak iddiada bulunmanimn

matematiksel olarak gecerliliginin sinirliliklarinin farkinda oldugu sdylenebilir.

4.1.1.4. OA4’iin P-1 icin muhakeme siireci

OA4 oncelikle durum inceleme stratejisini izleyerek n ’nin tek olma durumunu

incelemistir:

Arastirmaci: Ne yaptin burada?

1
OA4: Once n® ’ten kiigiik tiim pozitif tamsayilar1 nasil belirleyebilirim diye diisiindiim. n

tek olsun dedim ben. Hani durumlart inceledim. Teklik durumu ¢iftlik durumu nasil
gelecek diye. n tek oldugunda mesela 27 i¢in denedigimde 3’ten kiigiik sayilar 1 ve 2
geliyor. 1, 27’yi boliiyor; ama 2, 27’yi bolmiiyor. O yiizden dedim ki 2’ye boliinebilmesi
icin n ¢ift olmak zorunda. Ciinkii en kii¢iik asal say1 2 mesela. Oyle sayilar bulmaliyim Ki

2 o say1y1 bolsiin dedim. O yilizden n kesinlikle ¢ift olmalidir dedim.
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Sekil 13. OA4'iin P-1 igin durum inceleme stratejisini izledigi muhakeme eylemi

OA4, Sekil’de goriildiigii gibi n ’nin tek tamsayr olma durumunu incelerken deneme
yanilma stratejisi ile 27, 25 gibi gorece biiylik tamsayilari incelemis ve buradan tek ve ¢ift
tamsayilarin tanimina dayali genel bir ¢ikarimda bulunarak n ’nin bir tek tamsayi
kesinlikle olamayacagi iddiasinda bulunmustur. Oysa problem durumuna bakildiginda n

‘nin 1,3,5 ve 7 tek say1 degerlerini alabilecegi goriilmektedir. n’nin en biiyiik degerinin bir

tek tamsay1 olamayacag iddiasinin dogru olma olasilig1 yiiksek olmakla birlikte, OA4 %
’in 2’den biiyiik olmas1 halinde sartlar1 saglayabilen bir n degerinin bulunduguna dair bir
veriye heniiz sahip degildir. OA4, daha sonra ¢ift tamsayilar1 inceleyerek ¢dziim siirecine
devam etmigstir. Cift tamsayilar1 incelerken asal sayilarin n’i bdlebilmesi kosulunu nasil
saglayacagini belirlemede zorluk yasadigindan bir ¢ikarimda bulunmadan deneme yanilma
stratejisi ile ardisik sayilarla olusturdugu araliklara gére n’i belirlemeye calismistir (Sekil

14-15):

OAA4: Sonra cift sayilar iizerinde ¢alistim. 8 aldigimda oluyor. Ondan sonra 64 aldigimda
3’e boliinemiyor dedim. Hani bu sekilde gittigimde bir asal say1 sikint1 ¢ikariyor bize.
Sonra araliklar alarak ilerledim. Ilk basta sey icin diisiindiim; 1’in kiipii ve 2’nin kiipiinii
bulmustum zaten onu incelemedim. Sonra 2’nin kiipii ile 3’lin kiipii arasindaki sayilari
inceledim. Hani bu sekilde ardisik sayilarin kiipii arasinda kalan sayilar1 inceleyecek
sekilde yaptim ve belli bir kural buldum (Sekil 14). Ben sayilar1 a ’nin kiipli seklinde

yazdim ve bu kiimeyi indeksledim. i ve j verdim. Bu kiimeden sectigim her eleman n’yi

bolmek zorunda. Benim tek seyim burada bu n’yi belirlemek. a! ¢arp1 surada 2 yok, 2
fazla olmus. al! ve buradaki sayilarin ikiserli ebob’larma bélersem o sayinin kati olacak

sekilde hangi say1 i¢in secersem bulmus oluyorum (Sekil 15). Tam ifade edemedim simdi.
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Sekil 14. OA4'iin P-1 igin cebirsel deneme yanilma stratejisi izledigi muhakeme eylemi

Sekil 14’teki ¢oziimiinde goriildiigii iizere OA4 1°den baslayarak ardisik sayilarin
ekok’unu almus ve elde ettigi sayry1 k carpani ile garpmistir. OA4’iin bu sekilde elde ettigi
n tamsayilarmin ekok’larini aldigi ardigik tamsayilara tam boliinebilecegi agikar olmakla
birlikte a!’den buyiik k tamsayr ¢arpanlari i¢in elde edilecek n tamsayilarinin kiip
kokiiniin belirlenen bu ardisik saymnlarin en biiyliglinden daha biiyiik bir deger alacag
aciktir. Dolayistyla bu sirada OA4’iin problem durumunu mantiksal olarak anlayamamis

oldugunu sdylemek miimkiindiir.

Sekil 15. OA4'iin P-1 igin deneme yanilma stratejisinden elde ettigi sonug

Diger taraftan bu yolla elde etigi ifadeleri genellestirerek Sekil 15°te goriildiigii gibi n igin

bir esitlik elde etmis ve n’in sonsuz biiyiikliikte olabilecegi iddiasinda bulunmustur:
Aragtirmaci: O zaman en biiylik say1 nedir?
OA4: En biiyiik say1y1 iste ben belirleyemiyorum. Sonsuz bence. Oyle bir kaniya ulastim.

Sekil 14’teki ¢oziimiinde goriilldiigii iizere OA4 1°den baslayarak ardisik sayilarin

ekok’unu almis ve elde ettigi say1y1 kK ¢arpani ile carpmustir. Bu sekilde elde ettigi saymin
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belirledigi aralikta kalip kalmadigimi test etmedigi i¢in n ’in sonsuz biiyiikliikte
olabilecegini diistinmiistiir. Bununla birlikte ¢6ziim yolundan emin olmasa da yanitinin

dogru oldugunu diistindiigiinii iletmistir.
Arastirmaci: Yanitinin dogrulugu ile ilgili ne diistiniiyorsun?

OA4: Coziim biraz sezgisel kalmis olabilir ama bence ¢ok dogru.

4.1.2. Problem-2’ye Ait Bulgular

“n(L73+n) ifadesini tam kare yapan n pozitif tamsayilarint bulunuz.” ifadesine sahip P-
2’ye gore n(173+n)’i tam kare yapan n pozitif tamsayilart bulunmalidir. Bu tamsayi bir

tanedir ve dogrudan cebirsel islemlerle bulunamamaktadir. Bulunabilmesi i¢in sayilarin
temsil bigimleri arasinda gecis yapmak ve iki tamsayinin karesinin carpiminin bir
tamsayinin karesine esit olacagi fikrinden yola ¢ikilabilir. Bu yolla yanita varildiginda,
ortaya konulan ¢6ziim ayni zamanda cebirsel bir ispat niteliginde olacaktir. Bu probleme

dair 6rnek bir ¢oziim “Ekler” boliimiinde verilmistir.

Ogretmen adaylarmin P-2 ¢oziim siirecindeki muhakeme eylemleri ve bu muhakeme
eylemleri siirecinde yasadiklar1 zorluklar Tablo 6 ve Sekil 16’daki gibidir. Siire¢ sonunda
tim oOgretmen adaylar1 problemde istenen sartlar1 saglayan bir n tamsayisinin
bulunamayacagini iddia etmislerdir. Ogretmen adaylarmi tiimiiniin bu problem igin
yalnizca cebirsel stratejiye basvurduklart goriilmektedir. Bu durumun problemin
karaktersitiginin dogal bir sonucu oldugu sdylenebilir. Bununla birlikte 6gretmen adaylari
izledikleri cebirsel stratejide, muhakeme eylemlerinin daha detayli anlatildigi kisimda
goriilecegi lizere problem durumuyla ilgili matematiksel kavramlarin 6zelliklerini analiz
etmeden, cebirsel islem yaparak bilinmeyenleri bulmaya odaklanmislardir. Bu sirada
ogretmen adaylarinin tiimii, ¢arpanlara ayirma ve tamsayilarin temsillerini yorumlama ile
ilgili benzer zorluklar1 yasamustir. Oregin OA4, 173n = (a—n)(a+n) esitliginde (a—n) i
173’e ve (a+n)’i de n’e esitlemistir. Ogretmen adaylarinin yaptiklar1 bu hata, bu

problemle ilgili dogru bir ¢ikarimda bulunamamalarina neden olmustur. Bununla birlikte
ogretmen adaylar1 denklem cozerek yanita vardiklarindan ¢dziimlerinin dogrulugundan
emin olduklarini bildirmislerdir. Ogretmen adaylarnin cebirsel denklemler sonucunda elde
edilen sonuglarin dogrulugu ile ilgili bilgileri epistemolojik bakimdan dogru olsa da bu

durum bu problem durumunda, stratejiyi dogru uygulayamadiklarindan, yeni strateji veya

78



kavramsal bilgi iligkisi arayisinda bulunmadan ¢dziim siireclerini bitirmelerine neden

olmustur.

Tablo 6

Ogretmen Adaylarinin P-2 Icin Muhakeme Eylemleri

Ogretmen Aday1 Muhakeme Eylemi
OAl OA:ME;: Denklem ¢ozmeye dayal: cebirsel strateji
OA:ME;: Denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji
0A2 QAZM Ei: Denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji
OA>;ME;: Denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji
OA3 OA3ME;:: Denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji
OA4 OAsME;:: Denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji
(QAIME))
O vG ]
YA MEs, OA;ME; OA:ME; OA:ME; OA:ME;)
Z Z ek T A

UG
Problemi
anlama
] Yetersiz ® Yetersiz [ ] Yetersiz
Matematiksel Bilgi Stratejik Bilgi Epistemolojik Bilgi

Sekil 16. Ogretmen adaylarinin P-2 i¢cin muhakeme eylemleri

Ogretmen adaylarinin bu probleme dair muhakeme siiregleriyle ilgili ayrmtili bulgular ise

sOyledir:

4.1.2.1. OA1’in P-2 icin muhakeme siireci

OAl, oncelikle problemde verilen “ n(173+n) ” ifadesinden yola gikarak cebirsel bir

strateji izlemis ve buradan bir ¢ikarimda bulunmustur:
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OA1: Cevabi bulmak igin sayilar tek tek denemek zor olur diye diisiindiim. Hani nasil

173
ozellestirebilirim diye baktim. Bunu n® parantezine aldim. Buradan nz(T-l-l) oldu. Bize

pozitif tamsayilar1 soruyor. Tamsay1 dedigi i¢in buranin (T-l-l) tamsayr olmasi gerekir.

173 asal say1 oldugu igin bélenleri 1 ve 173 tiir zaten. n yerine 1 ve 173 koydum. Ikisi de

bir seylerin karesi olmadi. O yiizden ben boyle bir say1 yok dedim.

Sekil 17. OA1’in P-2 icin denklem ¢dzmeye dayali cebirsel strateji izledigi ilk muhakeme
eylemi

OA1, yukaridaki agiklamalarindan goriilecegi iizere, izledigi cebirsel stratejide elde ettigi
n? (? +1) carpiminin bir tamsayiya esit olmasi icin (? +1) carpaninin da bir tamsayiya
esit olmasi gerektigi iddiasinda bulunmustur. Yani iki saymin carpiminin tamsayi
olabilmesi i¢in c¢arpanlardan her ikisinin de tamsayr olmasi gerektigi yanilgisina
diismiistiir. Dolayisiyla OA1 matematiksel bilgi kaynakli yasadigi bu zorlukla yanlis bir
¢ikarimda bulunmus ve 173 asal say1 oldugundan ve bolenleri olan n=1 ve n=173 igin
problemde istenilen kosullar saglanmadigindan ¢oziim kiimesinin bos kiime oldugunu
iddia etmistir. Bununla birlikte problemin ifadesi OA1’in bu iddiasindan emin olmamasina

neden olmus ve bagska bir cebirsel strateji ile problemi tekrar ¢ozmiistiir (Sekil 18):

OA1: Problemde istendigine gore bir tamsay1 vardir diye emin olamadim bu ¢ziimden.

Ciinkii var midir diye sormamis zaten. Surada tekrar baktim.
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Sekil 18. OAl’in P-2 icin denklem ¢dzmeye dayali cebirsel strateji izledigi ikinci
muhakeme eylemi

Sekil 18’de goriildiigii gibi OA1, bu kez “n(173+n)  ifadesini bir k tamsayisinin karesine
esitleyerek basladigi cebirsel stratejiyi izlemistir. Coziim incelendiginde OA1’in
173n = (k —n)(k + n) esitliginde (k —n)’in ya 173’¢ ya da n’e esit olacagini diisiindiigii
goriilmektedir. Bu sirada OA1’in bir tamsaymin carpanlarina tek tiirlii ayrilabilecegini
diisiindiigli yani ¢arpanlara ayirma konusunda matematiksel bilgi kaynakli zorluk yasadigi
soylenebilir. Yaptig1 cebirsel islemler sonucunda K ile n arasinda bir bagmt1 bulan OAI,

bu bagintiya gore 6zel degerleri ele alarak bir iddiada bulunmaya ¢alismistir:

OA1: k, n’ye bu sekilde bagliymis yani. k ’ya bir tane deger verdim ben. k =100 olsun
dedim. Buna bagli gelen n icin saglanmasi lazimdi. Ama buradan baktim olmadi. Aslinda

173+n
2

0 zaman sonucun tamsay1 olmasi i¢in n ’nin kesinlikle tek olmasi lazim. Simdi buradan tek

onun gelmesi lazimdi. Tam bulmadim ama vardir. Burada bolii 2 var ya yani K=

sayilar1 digiiniirsek hangi sayilar1 bulabiliriz diye disiindiim. Bakayim hepsi oluyorsa
biitiin tek sayilardir dedim. 3 i¢in baktim olmadi. Ama buradan belki bulunabilir diye

diistindiim ama tam bulamadim. Bagka bir sey yapamadim.

(@) (b)
Sekil 19. OA1’in P-2 igin izledigi cebirsel strateji ile elde ettigi verilerden ¢ikarimda
bulunma eylemleri
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Sekil 19°da goriildiigii lizere matematiksel bilgiye dayali yasadigi zorluk sonucunda k ile

173+n
2

verip buldugu n degeri i¢in (27) istenilen kosullarin saglanmadigini gérmiistiir. Daha

n arasinda K = bagmtisini elde eden OA1, dncelikle k ’ye rastgele bir deger (100)

sonra n ’ye deger vererek K ’nin bulunabilecegini ve n ’nin tek olmasi gerektigini
belirtmistir. Oncelikle tiim tek tamsayilarin olabilecegini diisiinse de ele aldig1 3 tek
tamsayisi i¢in problemde istenilen kosullar saglanmadigindan bu iddiasindan vazgec¢mis
ancak n ’nin bir tek tamsayi olarak bulunabilecegini belirterek ¢oziimiinii bitirmistir.
OA1’in soz esitlige ¢arpanlara ayirma konusunda yasadign matematiksel bilgiye dayali
zorluk sonucunda ulagmis olmasi ile birlikte yorumlayis bi¢imi ayni zaman esitlik,
denklem, degisken gibi kavramlara dair de zorluklara sahip oldugunu gdstermistir.
Yasadigi bu zorluklar sonucunda yanlis iddialarda bulunarak ¢o6ziim siirecini

sonlandirmistir:

Arastirmact: Peki problemde boyle bir say1 var midir diyor?

OA1: Hi 8yle bir k vardir evet tamam buradan bulunabilir.
Arastirmaci: Varsa bul diyor ya da buradan vardir diyebiliyor musun?

OA1: Buradan vardir diyebiliyorum. Su an ama ne oldugunu bulamadim.

4.1.2.2. 0A2’min P-2 icin muhakeme siireci

OA2, oncelikle problemde verilen “n(173+n) ” ifadesinin bir tamsaymnim karesine esit

olmasi1 halinde bu tamsaymin n’den biiyiik olmas1 gerektigi ¢ikariminda bulunmustur.

Daha sonra bu ¢ikarimini temel alarak cebirsel bir strateji izlemistir:

OA2: Bu bir tam kare ifadesi olarak yazilsin dedim. Hani n’den biiyiik bir say1 olacak ya

bir de a sabiti alip (N+a)*’ye esitledim. Bu sonuca ulastim (Sekil 20).
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Sekil 20. OA2’nin P-2 igin denklem ¢dzmeye dayali cebirsel strateji izledigi ilk muhakeme
eylemi

Sekil 17°deki ¢oziim incelendiginde OA2’nin n(173-2a) =a* esitliginden n=a ve
173—2a=a esitliklerini elde ettigi goriilmektedir. Buldugu esitliklerden yaptig1 islemlerle
173=3a esitligine ulasan OA2 buradan bir n tamsayinin bulunamayacagini iddia etmistir.
Yani OA2’nin garpanlara ayirma konusunda yasadigi matematiksel bilgiye dayali zorluk
yanlis bir iddiada bulunmasima sebep olmustur. OA2 problem ¢dzme oturumunda artan
vakti oldugu nedeniyle baska bir ¢6ziim daha yapmistir. Cebirsel stratejiye dayali bu ikinci

¢oziimiinde ise ilk ¢oziimiinden farkli olarak bu kez n(173+n) ifadesini yalmiz bir a
tamsayisina esitleyerek iglemler yapmustir (Sekil 21):

OA2: Vaktim vardi1 baska bir ¢oziim daha yaptim daha giizel oldu. Tam kare seklinde
yazilabilecegini yine kabul ettim. Buradan n*+173n-a*=0 ve (n—a).(n+a) =-173n
geldi. (n—a) ’ya 173, (n+a) ’ya n dedigimde n=-173 oldu. n pozitif tamsayi
oldugundan saglamadi. (n—a) ’ya n, (n+a) ’ya 173 dedigimde de yine ¢ikmadi. n

bulunamryor yani.
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Sekil 21. OA2’nin P-2 icin denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji izledigi ikinci
muhakeme eylemi

OA2’nin izledigi ilk cebirsel stratejiden ¢ok az farkliligr bulunan bu stratejide de ilkinde
oldugu gibi bir tamsayinin iki tamsayinin ¢arpimi seklinde tek tiirlii yazilabilecegi seklinde
ifade edilebilecek ¢arpanlara ayirma konusunda dogru olmayan fikri dolayisiyla n=-173
ve 3n =173 esitliklerini elde ettigi ve buradan n’in bulunamadig: iddiasinda bulundugu
goriilmektedir. Baska bir deyisle matematiksel bilgisinden kaynakli yasadig1 zorluk yanlis
bir ¢ikarimda bulunmasina neden olmustur. Diger taraftan OA2’nin cebirsel ¢dziimlerin
matematiksel olarak kabul edilebilirligine yonelik bilgisi ¢6ziimiinden emin olmasina ve bu

problem i¢in muhakeme siirecini bitirmesine neden olmustur:
Arastirmaci: Yanitin ile ilgili ne diisiinliyorsun? Yani dogru mudur sence?

OA2: Evet yani denklem ¢ozerek yaptim.

4.1.2.3. 0A3’iin P-2 icin muhakeme siireci

OA3, P-2 igin ¢dziim siirecinde n(173+n) ifadesini bir x tamsayisinin karesine esitleyerek

basladigi cebirsel bir strateji izlemistir (Sekil 22):

OA3: Kabul edelim ki tam kare olsun dedim ve x*’ye esitledim. Bunu n?® parantezine

aldim. Buranin tam kare olmasi i¢in (esitligin sag tarafi) buranin da (esitligin sol taraf)
tam kare olmasi gerekir. Zaten n® de sikint1 yok. 1+ T) ‘nin bir seyin karesi seklinde

olmas1 gerekiyor. Ona da t° olsun dedim. Dolayisiyla 173’iin bélenlerine odaklandim. 173

asal bir say1, 1 ve kendisi var sadece. Onlar1 da yerine yazdigim zaman mesela 173 = x
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olacak sekilde ya da x* =2 olacak sekilde bir tamsay1 yok. Bulamadim. Dolayisiyla

dedim ki hi¢bir n pozitif tamsayisi i¢in yazilamaz.

Sekil 22. OA3’iin P-2 i¢in denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji izledigi muhakeme
eylemi

Yukaridaki sdyleminde OA3’nin dogru yanita varmasini saglayacak yani “esitligin sag
tarafi bir tamsayinin karesi ise sol tarafi da ya da sol taraftaki ¢arpanlarin her biri de bir

tamsayinin karesidir” seklinde ifade edilebilecek bir fikir yiriittiigi goriilmektedir. Ancak

daha sonra bu fikirden uzaklasmistir. Problemde verilen ifadeyi n’ parantezinde alarak
yeniden temsil etmesinin bu fikirle dogru yanita varmasma engel oldugu sdylenebilir.
Ayrica bu sirada bir tamsaymin iki tamsayinin ¢arpimi seklinde tek tiirlii yazilabilecegi
seklindeki dogru olmayan matematiksel bilgisine dayanarak islemler yapmasiyla elde ettigi
esitlikler yanlis ¢ikarimda bulunmasina neden olmustur. Kisaca matematiksel bilgiye
dayali yasadig1 zorluk yanlis ¢ikarimda bulunmasina yol agmistir. Dolayisiyla stratejinin
basinda ortaya koydugu fikri temel alarak ifadenin bagka temsilleri {izerinde c¢aligma

ihtiyact duymadig sdylenebilir.

999

Diger taraftan “cebirsel islemler’’e yaptigi vurgu ile cebirsel ¢oziimlerin matematiksel

olarak kabul edilebilirligine yonelik dogru bilgiye sahip oldugu diisiiniilen OA3, siirecte

yasadigi zorluklar nedeniyle aslinda yanlis olan ¢éziimiinden emin oldugunu belirtmistir:
Arastirmaci: Bu ¢oziimiiniin dogrulugu ilgili ne diislinliyorsun? Yanitindan emin misin?

OA3: Benim ¢ok igime sindi. Dogru oldugunu da diisiiniiyorum. Burada cebirsel islemler

yaptim ve evet n bulunmuyor.
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4.1.2.4. 0A4’iin P-2 icin muhakeme siireci

OA4, P-2’yi ¢dzebilmek igin n(173+n) ifadesini bir a tamsayisinin karesine esitleyerek

basladigi cebirsel bir strateji izlemistir (Sekil 23):

OA4: a® olsun dedim. Ben burada 173’ii yalniz birakmaya galistim. Hani a ile n arasinda
bir iligki bulayim en azindan degerleri bulabilirim diye diisiindiim. Denklemi ¢6zdiim.
Burada 173 asal say1 zaten. 173, asal oldugu i¢in bunlari 173 ve n diye carpanlarina
ayirdim. Sonra buradan normal denklem ¢6zdiim. Sonra yerine yazdigimda 3n =173

buldum. 173, 3’e boliinemedigi i¢in de boyle bir say1 yoktur dedim

Sekil 23. OA4’{in P-2 icin denklem ¢dzmeye dayali cebirsel strateji izledigi muhakeme
eylemi

Sekil 23’teki ¢dziim incelendiginde OA4’iin 173n = (a—n)(a+n) esitliginde (a—n)’i 173’e
ve (a+n)’i de n’e esitledigi gorilmektedir. Buldugu esitliklerden yaptigi islemlerle
3n=173 esitligine ulasan OA4’iin buradan bir n tamsaymmn bulunamayacagmi iddia
ettigi goriilmektedir. Yani OA4’iin ¢arpanlara ayirma konusunda yasadigi matematiksel
bilgiye dayali zorluk yanlig bir iddiada bulunmasma sebep olmustur. Bununla birlikte
cebirsel bir ¢dziim yaptigim diisiinerek OA4 ¢dziimiiniin dogru oldugunu diisiindiigiinii
ifade etmistir. Dolayisiyla OA4’iin cebirsel ¢dziimlerin matematiksel olarak kabul
edilebilirligine yonelik bilgisi ¢ozlimiinden emin olmasina ve bu problem i¢in muhakeme

siirecini bitirmesine neden oldugu sdylenebilir:
Aragtirmaci: Burada bitti degil mi ¢6ziimiin?

OA4: H1 h1 aynen. Dogru oldugunu diisiiniiyorum. Zaten denklem ¢dziince ¢ikti.
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4.1.3. Problem-3’e Ait Bulgular

“Bir¢ok pozitif tamsay1 iki veya daha fazla ardisik pozitif tamsaymin toplami olarak ifade
edilebilir. Ornegin, 24=7+8+9 ve 51=25+26. iki veya daha fazla ardisik pozitif tamsaymnin
toplami olarak ifade edilemeyen pozitif tamsayilara ilging say1 denir. Tiim ilging sayilari
bulunuz.” ifadesine sahip P-3’e gore iki veya daha fazla ardisik pozitif tamsaymin toplami
seklinde ifade edilemeyen pozitif tamsayilarin hangileri oldugu istenmektedir. Bunun i¢in
0zel say1 ornekleri ile deneme yanilma yapilarak bir ¢ikarimda bulunulabilir veya genel
say1 temsillerinden yola ¢ikilarak genellemelere varilip daha sonra ortaya konulan iddia

ispatlanabilir. Bu probleme dair 6rnek bir ¢oziim “Ekler” boliimiinde verilmistir.

Ogretmen adaylarmin P-3 ¢oziim siirecindeki muhakeme eylemleri ve bu muhakeme
eylemleri siirecinde yasadiklar1 zorluklar Tablo 7 ve Sekil 24°teki gibidir. OA2 ve OA4’iin
cebirsel stratejileri izlerken diger iki adaym farkli stratejileri de izledigi goriilmektedir.
Bulgular kisminda da gdriilecegi iizere siire¢ sonunda dgretmen adaylarindan OA1 toplam
formiiliine dayali genel bir ¢oziim ortaya koymustur. OA1 ¢oziimiinde 6ncelikle deneme
yanilma stratejisiyle yanita ulagsmis ancak bu yanitini; 18 ve 20 tamsayilarmi ardisik
tamsayilarin toplami olarak ifade edemediginden aksine Ornek buldugunu diisiinerek
¢iirlitmiistiir. OA1’in bu siirecte yetrince drnekle inceleme yapmadigi yani sectigi stratejiyi
etkin kullanamadigi sdylenebilir. OA2, ¢dziim siirecinde “a=2(2n+3)” esitligini elde
etmistir. Bu esitlikten a ’nin bir ¢ift tamsay1 olmasinin yaninda 4 ile boliimiinden kalanin 2
oldugu goriilmektedir. Ancak OA2 bu ifade ile elde ettigi sonucu yalnizca ¢ift tamsayilara
genelleyerek; tamsayilarin temsillerini yorumlama ve tiim ¢ift tamsayilarin aynm 6zellikle
olacag: diisiincesiyle yanlis bir iddia ile ¢6ziim siirecini sonlandirmistir. OA3 ise dogru
yanit1 vermis ancak 6zellikle ¢eliski ile ispat stratejisinde yasadigi zorluklardan dolayr bu
yanitim dogrulayamamistir. OA4 ise deneme yanilma stratejisi sonunda bir genellemeye
vararak dogru ¢6ziim kiimesini sunmus ancak temsilleri tanimadaki yasadig1 zorluktan ve
tamsayilarin 6zelliklerini iliskilendiremediginden bu kiimenin 6zelliklerini tam anlamiyla
ortaya koyamamustir. Ozetle OA1 ve OA3’iin ¢dziim siirecinde stratejik zorluklar, OA2 ve
OA4’iin ¢6ziim siirecinde ise kavramsal zorluklar adaylarin muhakeme eylemlerini dogru
bir sekilde siirdiirmelerine engel olmustur. Diger taraftan 0gretmen adaylarinin ortaya
koyduklar1 ¢ozliimleriyle ilgili degerlendirmeleri analiz edildiginde epistemolojik

bilgilerine dayali zorluk yasadiklarina rastlanilmamuistir.
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Tablo 7
Osretmen Adaylarimin P-3 Icin Muhakeme Eylemleri

Ogretmen Adayi Muhakeme Eylemi
OAl OA1ME;:: Deneme yanilma stratejisi
OA1ME;: Aksine 6rnek bulma stratejisi
OA1MEg;: Toplam formiiliine dayali cebirsel strateji
OA2 OA;ME;:: Ardisik sayilara dayali cebirsel strateji
OA;ME;: Ardisik sayilara dayali cebirsel strateji
OA;ME;s: Ardisik sayilara dayali cebirsel strateji
OA3 OA3ME:: Deneme yanilma stratejisi
OAsME;: Celiski ile ispat stratejisi
OA3ME;: Tiimevarmmla ispat stratejisi
0A4 OAsME;:: Ardisik sayilara dayali cebirsel strateji
OA4ME;: Ardisik sayilara dayali cebirsel strateji
(OAIME], QAIME:,
OAIMESOAMEL |\ ME;, OAIME), OAMED)
. 0A;ME?) R =
. UG- __ ==
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) “
GA1I~:%£A.;I;IE3}
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veryi
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@ Yetersiz @ Yetersiz @ Vetersiz
Matematiksel Bilgi Stratejik Bilg Epistemolojik Bilgi

Sekil 24. Ogretmen adaylarinin P-3 i¢cin muhakeme eylemleri
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Ogretmen adaylarinin bu probleme dair muhakeme siiregleriyle ilgili ayrmntili bulgular ise

sOyledir:

4.1.3.1. OAI’in P-3 icin muhakeme siireci

OA1 éncelikle 6zel drnekleri inceleyip buradan genellemeye ulasmak istedigini belirttigi
bir stratejiyi yani deneme yanilma stratejisini izlemis ve bu siirecteki gdzlemleri sonucunda

¢ikarimlarda bulunmustur (Sekil 25).

OA1: Oncelikle kafamda bir seyler olugsun diye ardisik sayilari topladim. Bakalim ne
geliyor ne gelmiyor diye. Sonra ifade edilebilenler neler, yani belirli bir genellemeye
varabilir miyim diye birka¢ tane deneme yaptim. Sonra buradan 1, 2, 4, 8, 16 diye birkag
tane sayr buldum. Sonra buradan dedim ki 2’nin kuvvetleri ilging sayidir. 128’1

deneyemedim. Yani 64’ten sonrasini sey yapamadim ama hani dyle diistindiim.

Sekil 25. OA1’in P-3 igin deneme yanilma stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 25°ten de goriilecegi iizere OA1 genel olarak 15°ten kiiciik tamsayilar icerisinden
sectigi ardisik iki, lic ve dort pozitif tamsayiy1 toplayarak, her biri i¢in birkag deneme
yapmustir. Bu siirecte elde ettigi toplamlar1 inceleyen OAl, bir genelleme yapmis ve
yanitin 2" olacagi iddiasinda bulunmustur. OA1, daha sonra bu iddiasini test etmek icin
aksine drnek verme stratejisi ile 2 nin kuvveti olmayan 18 ve 20 tamsayilarini ele alip, bu

tamsayilar1 ardisik sayilarin toplami olarak yazmaya calismistir:
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OA1: Ben 18’i de ardigik sayilarm toplami seklinde yazamadim. Ama 18, 2’nin bir kuvveti
degil. Orada bir ¢eliskiye diistim. 20’yi de yazamadim. O da 2’nin bir kuvveti degil.

Celiskiye diistiim sonra bu ¢6zlimii biraktim.

Aciklamalarindan goriildiigii iizere OAl, iddiasmi test ederken sectigi 18 ve 20
tamsayilarin1 ardisik pozitif tamsayilarin toplami olarak yazamadigi i¢in iddiasini
clriittiiglinii belirtmistir. Burada inceledigi 6rneklerle bir genellemeye vararak problemin
yanitina dair dogru bir iddiada bulunan OA1’in, iddiasini test etmek icin sectigi tamsayilar
ardisik tamsayilarin toplami seklinde yazabilmek i¢in uygun tamsay1 gruplari ile yeterince
denemede bulunmadigi sOylenebilir. Baska bir deyisle iddiasini test etmek i¢in aksine
ornek stratejisi uygun olmakla birlikte bu stratejiyi uygularken toplamlar: 18 ve 20 olacak
sekilde 0rnek sayilar segcmede stratejik yaklasamamistir. Diger taraftan problem durumunu
mantiken anlamadig1 ve ardisik sayilarin toplamlaria dair fikirlerle problem durumuna
yaklagmadigi sdylenebilir. Ciinkii aksi halde 1’den biiyiik tek tamsay1 boleni olan 18 ve 20

tamsayilarinin bu tek sayilarin kardinali adedince ardigik tamsaymin toplami olarak

yazilabilecegini (Or: 3|18 ve 18+3=6 oldugundan 18=5+6+7 seklinde yazilabilir.)

diisiinmenin zor olmayacag agiktir. Ozetle, problem ¢dzme yaklasimma, stratejik
yaklagimina ve matematiksel bilgiye dayali zorluklar OA1’in aslinda dogru olan iddiasin

clirlittiiglinti diistinmesine neden olmustur.

OA1, daha sonra ardisik pozitif tamsayilarin toplamin1 bulmada kullanildig1 bilinen genel

formiilii temel aldig1 bir strateji ile muhakeme siirecine devam etmistir (Sekil 26-27):

OA1: Sonra ardigik sayilarin toplamindan gideyim dedim. Oradan belki genel bir formiil
falan bulurum diye diisiindiim. Dedim ki 6nceki sayilar m tane olsun. Ardigik sayilar da
m+1°den n’ye kadar gitsin. Sonra m+1°den n’ye kadar giden sayilarin toplamindan m
’ye kadar olan sayilarin toplamini ¢ikardim. Boylece m+1°den n’ye kadar olan sayilarin

toplamin1 bulmus oldum.
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Sekil 26. OA1’in P-3 igin toplam formiiliine dayali cebirsel stratejiyi izlemek iizere
hazirligt

Sekil 27. OA1’in P-3 igin toplam formiiliine dayali cebirsel stratejiyi izledigi muhakeme
eylemi

L N(n+l)
2

bilinmektedir. Bu formiilden yararlanarak Sekil 22’de goriildiigli gibi m+1’°den n ’ye

” formiiliiniin 1’den n’ye kadar olan ardisik tamsayilarin toplamini verdigi

kadar olan ardisik tamsayilarin toplammi bulan OA1 “Bunun disindakiler ilging sayidir
dedim.” diyerek genel bir sonuca varmistir. OA1, ardisik tamsayilarin toplam formiiliiniin
temel alarak cebirsel islemler sonucunda elde ettigi ifadenin dogru oldugunu belirtmekle

birlikte iddiasin1 ¢ok genel kaldig1 yoniinde elestirmistir:
OA1: Bunun disinda kalanlar dedim ama kendimi elestirdim ben.
Arastirmaci: Nasil elestirdin?

OA1: Eminim aslinda. Bdyle bulunabilir ama bu ¢dziim o kadar genel ve agik ki. m ’yi ne
sececegim n’yi ne sececegim belli degil. iki tane bilinmeyen var. Ama yazdigimizda da

bulabiliriz. Biitiin sayilar i¢in denemek tabi ¢ok zor.
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4.1.3.2. 0A2’in P-3 icin muhakeme siireci

OA2 oncelikle ardigik pozitif tamsayilarm toplami olarak yazilabilen tamsayilari bulup
daha sonra yazilamayanlar1 bulmay1 diisiindiigiinii belirttigi cebirsel bir strateji izlemistir.
Oncelikle genel say1 temsilleri ile iki ardigik saymin toplamini incelemis ve buradan bir

¢ikarimda bulunmustur:

OA2: Ben ilk olarak dedim ki ardistk olarak yazlabilenleri gdstereyim. Sonra
yazilamayanlar1 o sekilde bulayim. Iki ardisik saymnin toplami seklinde yazilanlar tek
sayilardir o ylizden tek sayilar1 eledim direk. Hani tek sayilar iki ardisik saymin toplami

biciminde yazilabiliyor. Ama buradan 1’1 eledim.

Sekil 28. OA2’nin P-3 igin ardisik sayilara dayli cebirsel strateji izledigi ilk muhakeme
eylemi

Sekil 28’de goriildiigii gibi cebirsel bir strateji izleyen OA2, genel say1 temsilleri ile n ve
n+1 seklinde ele aldig1 iki ardisik tamsayinin toplamin1 2n+1 seklinde buldugundan tek
sayilarin iki ardigik tamsaymin toplami seklinde yazilabilecegi iddiasinda bulunmus ve
sonra problemde “ardigik pozitif tamsayilarin toplami” ifadesi bulundugundan ve n sifir
degerini alamayacagindan 1’1 hari¢ tutmustur. Daha sonra genel say1 temsilleri ile li¢

ardisik sayiy1 toplamistir (Sekil 29).
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Sekil 29. OA2nin P-3 i¢in ardigik sayilara dayal cebirsel strateji izledigi ikinci muhakeme
eylemi

Sekil 29°da goriildiigii gibi lic ardisik sayr temsilini topladiktan sonra bu toplami 3
parantezine alarak 3’lin kati olan tamsayilarin da ardisik sayilarin toplami seklinde
yazilabilecegini iddia eden OA2 dort ardisik saymin toplammi incelemeye baslayarak

cebirsel stratejisini izlemeye devam etmistir:

OA2: Sonra dért ardisik say1 icin baktim. Buradan da 4n+ 6 geldi. 2 parantezine aldim ve
2(2n+3) geldi. Buradan dedim ki ¢ift sayilar1 da bu sekilde eleyebilirim. Ama 2’yi
eledim. Sonra burada n yerine en kiiciikk 1 alabilecegim i¢in 10’dan kiiciik diger cift

sayilar1 da elemem gerekiyordu. Yani sonug olarak 1,2,4,6,8 ilging say1 oluyor.

Sekil 30. OA2’nin P-3 icin ardisik sayilara dayali cebirsel strateji izledigi {igiincii
muhakeme eylemi

Sekil 30°da goriildiigii gibi genel say1 temsilleri ile ardisik dort sayinin toplaminin ¢ift say1
olacagini gdzlemleyen OA2, buradan n’nin en kiigiik 1 tamsayr degerini alabildigini gz
oniinde bulundurarak 10’dan kiiciik ¢ift sayilarin ardigik pozitif tamsayilarin toplami olarak
yazilabilecegini diisiinmiis ve daha once elde ettigi 1 tamsayisini da ¢6ziim kiimesinin
icerisine katarak 1,2,4,6 ve 8’in ilgin¢ say1 olacagi iddiasinda bulunmustur. Dort ardisik
pozitif tamsaymin toplaminin, dordiin bir kat1 olacagi i¢in bir ¢ift tamsayr olacagi ve bu
gercegin OA2’ nin elde ettigi a = 2(2n + 3) esitliginden de goriiliiyor oldugu agiktir. Ancak
bu esitlik, a pozitif tamsayisinin ¢ift olmaktan bagka 6zelliklerini de ortaya koymaktadir.
93



Nitekim tiim ¢ift tamsayilarin 2 ile tam boliinebilir olmalar ortak 6zellikleridir ancak ¢ift
tamsayilar birbirinden farkli o6zellikleri barindirabilitler. Ornegin a ¢ift pozitif
tamsayisinin 4 ile béliimiinden kalanin 2 oldugu goriilmektedir. Bu durum, OA2’nin tiim
cift tamsayilarin ayn1 6zellikleri tagidigini diistindiigii seklinde yorumlanmistir. Dolayisiyla
matematiksel bilgiye dayali sahip oldugu zorluk, yanlis bir iddiada bulunmasina neden

olmustur. Asagidaki diyalog da bu yorumu destekler niteliktedir:

Arastirmaci: DoOrt ardisik saymin toplamindan baska ¢ift sayilarla ilgili bir deneme

yapmay1 disinmedin mi?

OA2: Hayir ciinkii toplamlar1 4n+6 geldi. Oradan 2 parantezine aldim ve 2(2n+3)
geldi. Dedim ki bu o zaman c¢ift say1 olacak. 2 ¢arpani geliyor ya basta. O yiizden gift

sayilart direk eledim. 1 harig tekleri de elemistim zaten.

Diger taraftan OA2 problem ¢dzme oturumunun sonunda yaptig1 yorumda probleme dair
dogru sonuca ulastigini diisiindiiglinii ancak ifade etme bakimindan ¢éziimiinde eksiklikler

olabilecegini belirtmistir. Bu diisiincesini goriisme sirasinda da yenilemistir:
Arastirmact: Yorumunda ¢oziimiiniin dogru oldugunu diisiindiigiinii belirtmigsin.

OA2: Evet bence dogru. Ilk olarak bir a pozitif tamsayis1 aldim ve bu a sayisinn ilging
bir say1 oldugunu kabul ettim. Sonra bir genellemeye gittim. Buradan dogru sonuca

ulastigimi diisliniiyorum. Tam ifade edemedigim i¢in ¢6zlimiimde eksiklikler olabilir.

4.1.3.3. 0A3’in P-3 icin muhakeme siireci

OA3 oncelikle ele aldig1 6zel orneklerle sirasiyla, iki, {ic, dort ve bes ardisik sayinin
toplamu i¢in birka¢ durumu inceleyerek yani deneme yanilma stratejisini izleyerek buradan

bir genellemeye varmaya ¢alismistir (Sekil 31):

OA3: Ilk basta biraz denedim. Daha sonra oradan baktim ki olmuyor ama bir sey dikkatimi
cekti yaparken. Cift sayilar arasinda aramaliy1z dedim. Ciinkii tek sayilar iki ardigik saymin
toplam1 seklinde yazilabiliyordu. Sonra dordiin katlar1 da ilging degil dedim ama baktim ki

2’nin kuvvetleri hari¢ yazilabiliyordu.
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Sekil 31. OA3’{in P-3 igin deneme yanilma stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 31°de goriildiigii gibi OA3, genel olarak 10’dan kiigiik tamsayilar igerisinden sectigi
ardisik iki, li¢ ve dort pozitif tamsay1yr toplamis ve her biri i¢in birka¢c deneme yapmugtir.
Elde ettigi toplamlara dair gozlemleri sonucunda oncelikle tek sayilarin hepsinin iki ardisik
sayinin toplami olarak yazilabilecegini iddia etmistir. ilging sayilar1 ¢ift sayilar arasinda
ararken dordiin kat1 olanlarin ilging say1 olamayacag: iddiasinda bulunmus sonra ise bu
iddiasin1 ¢iiriiterek 2’nin kuvvetlerinin ilging say1 oldugunu iddia etmistir. Daha sonra bu

iddiasin1 say1 drnekleri ile test etmistir:

OA3: Mesela 16’y1 denedim 32’yi denedim. Gergekten de bunlarin yazilamadigini

gordiim. Digerleri mesela su aradaki 15 ile 22 arasindaki tiim sayilar1 denedim.

Bununla birlikte OA3’nin ¢ikarimda bulunurken 2’nin tek sayiya esit olan tek kuvvetini
yani 2° =1’i ihmal ettigi goriilmektedir. Yani problem durumunda verilen say1 kiimesinin
ve matematiksel kavramlarin o6zelliklerini ihmal ederek asir1 genellemede bulundugu
soylenebilir. OA3 daha sonra 2’nin kuvveti olarak ortaya koydugu iddiasin1 geliski ile ispat

stratejisini kullanarak ispatlamak istedigini ancak daha sonra vazgegtigini agiklamistir:
Aragtirmaci: Celiski ile ispattan neden vazgegtin?

OA3: Ciinkii ben zaten bunun oldugunu diisiiniiyorum (¢6ziim kiimesini gdsteriyor) ve ben
burada aksine bir sey bulamam zaten. Ama ben sdyle diisiindiim buradaki her sey ilging
sayl. Celiskiye varmam i¢in buradan bir say1 segmeliyim ki onu iki ardisik sayimin toplami
seklinde yazabileyim. Ama zaten ilging say1 oldugunu yani yazilamadigini diisiindiigim
icin segemiyorum. Benim aklima gelmiyor. Hani diisiindiim bulamadim. Bulamadigim i¢in
celiskiden vazgectim. Hani ¢iirlitemedigimi diisiindiigiim i¢in. Zaten aksine bir 6rnek

bulamam ben burada.
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OA3’nin agiklamalarindan da goriildiigii iizere c¢eliski ile ispat stratejisini dogru
kavrayamadigr diisiiniilmektedir. Clinkii sec¢tigi bu stratejiye gore ¢Oziim kiimesi
icerisinden aldig1 bir elemanin ardisik pozitif tamsayilarin toplami olarak yazilabildigini
iddia edip celiskiye diismesi gerekirken, OA3 ¢oziim kiimesi icerisinde gercekten bu
sekilde yazilamayan bir tamsay1 aradigini ifade etmistir. Stratejik bilgiye dayali yasadigi
bu zorluktan sonra OA3 tiimevarim stratejisi ile iddiasin1 ispatlamaya calisarak muhakeme

siirecine devam etmistir:

OA3: O yiizden dedim tiimevarimla bakayim. Tiimevarim yapmak icin de ilk basta k =1

icin gergekten 2 ilging sayi. O zaman n igin kabul edelim bunu dedim. n+1 i¢in ger¢ekten

oldugunu gosterecegim. 2", 2.2" seklinde yazilabiliyor ve ben de biliyorum ki 2" ilging

say1 degildir. ilging olsaydi zaten mesela t + (t +1) +... seklinde yazilacakt:. Hani olsaydi

eger. Bunun basinda 2 var ya 2 ile ¢arptifimizda da sOyle bir format geliyor elime (

2t+(2t+1)+...). Bu da yine ardisik sayilar. Bu yazilamiyorsa bu da yine yazilamaz.
Sonugta bu t+(t+1)+... seklinde yazilamiyordu. Bunun 2 katin1 alinca da yine

yazilamayacak. Dolayisiyla n+1 i¢in de gdstermis oldugumu hissediyorum.

Sekil 32. OA3’iin P-3 i¢gin tiimevarim stratejisini izledigi muhakeme eylemi

OA3’nin Sekil 32’de goriilen ¢oziimii ve ¢dziime dair agiklamalar1 incelendigine
kabullerinden yola ¢ikarak ifadeleri aralarinda mantiksal bir iligki olmadan tiimevarim
stratejisini  kullandigi  goriilmektedir. Dolayisiyla OA3’nin  sectigi stratejiyi dogru
uygulama konusunda zorluk yasadigi sOylenebilir. Bununla birlikte kendisi de yaptigi

ispatin dogrulugundan emin olmadigini belirtmistir:

Arastirmaci: Yaptigin bu ispatt dogru buluyor musun?
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OA3: Yaptigim seyle alakali yani acgikgasi suradan suraya ben dedim ki hani bu
yazilamiyorsa bu da yazilamaz diyorum ama hani neye dayanarak diyorum bunu, bana

Oyle geliyor belki de. Yani pek emin degilim.

4.1.3.4. 0A4’iin P-3 icin muhakeme siireci

OA4, ardisik pozitif tamsayilarin toplami olarak yazilabilen tamsayilar1 bulup daha sonra
yazilamayanlar1 bulmay1 diisiindiigiinii belirttigi cebirsel bir strateji izlemistir. Bunun i¢in
oncelikle genel say1 temsilleri ile iki ardigik saymnin toplamini incelemis ve buradan bir

¢ikarimda bulunmustur (Sekil 33):

OA4: Simdi soruda iki veya daha fazla say1 demis. Ben dnce ikiden daha fazlaya gitmeyi
diisiindiim. Once iki tane say1 ile ulasmaya ¢alistim. Hani ilging sayiyr bulmaktan ziyade
ilging olmayanlar1 bulursam daha net gidebilirim diye diisiindiim. O yiizden iki tane ardigik
sayilarla basladim. Burada sayilart n ve n+1 seklinde aldim. Toplamlar1 zaten 2n+1
seklinde olacagi igin bu ilging say1 olmuyor dedim. 2n+1seklinde olanlar yani tek sayilar

ilging say1 olmuyor. Cift sayilar ilging say1 oluyor dedim. Buna bir yildiz koydum. Bu

dursun dedim.

Sekil 33. OA4'in P-3 icin ardisik sayilara dayali cebirsel strateji izledigi ilk muhakeme
eylemi

Sekil 33’te goriildiigii gibi cebirsel bir strateji izleyen OA4, genel say1 temsilleri ile n ve
n+1 seklinde ele aldig1 iki ardisik tamsayinin toplamin1 2n+1 seklinde buldugundan tek
sayilarin iki ardigik tamsayinin toplami seklinde yazilabilecegi iddiasinda bulunmustur.
OA4’tin bu sirada problem durumundan uzaklasarak asir1 genellemede bulundugu
sOylenebilir. Cilinkii n problem durumuna gore sifir olamayacagindan bir tek tamsay1 olan
1 de iki ardigtk pozitif tamsaymnmn toplami seklinde yazilamaz. OA4 daha sonra
n,n+1n+2,... seklinde ele aldig1 genel say1 temsilleri ile on ii¢ ardisik saymnin toplamina
kadar cebirsel stratejisini uygulamaya devam etmis ve elde ettigi esitliklerden ¢ikarimlarda

bulunmustur:
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OA4: Sonra ii¢ say1 i¢in ayn1 seyi diisiindiigiimde bu sekilde bir esitlik elde ettim ve 3’iin
kati seklinde olarak diisiindiim bunu da. Bu sekilde diisiindiigimde 3(n+1) seklinde
olanlar ilging say1 degildir dedim. Dort, bes ve bdyle digerlerine baktim. Belli bir kural
bulmaya calisim. Bu sekilde diislindiigiimde asal sayilarin ve katlarimin ilging sayi
olmadig1 gibi bir esitlige ulastim. Daha sonra diger yani asal sayilarin disindaki sayilar i¢in
de bir esitlige ulastim. Sayinin kati olacak ve katinin yarisi da kalani seklinde olursa bunlar
ilging say1 degildir dedim. Hani bu sekildeki esitligi saglayan sayilar ilging say1 degildir

dedim.
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Sekil 34. OA4'iin P-3 i¢in ardisik sayilara dayali cebirsel strateji izledigi ikinci muhakeme
eylemi

Sekil 34’ten ve yukaridaki agiklamalarindan gériilecegi {izere OA4 izledigi cebirsel strateji
sonucunda tek sayida ardigik sayiyr topladiginda bu tek tamsayimnin bir tam katini elde
etmigtir. Elde ettigi bu toplamlardan yola ¢ikarak asal sayilarin ve asal sayilarin tamsay1
katlarmin ilging olamayacagi ¢ikariminda bulunmustur. Burada OA4’iin bir ¢ift asal sayi
olan 2 tamsayisin1 géz ardi etmesinin yanlis bir genellemede bulunmasina neden oldugu
goriilmektedir. OA4 ¢ift sayida ardisik sayry1 topladiginda ise bu ¢ift sayinin bir tamsayi

kat1 ile ve bu ¢ift tamsaymin yarisinin toplami seklinde esitliklere ulagsmig ve bu sonucu

genelleyerek xk +§ esitligini olusturmustur. Daha sonra OA4, tek tamsayilar ilging say1

olamaz, asal sayilar ve asal sayilarin tam katlar1 ilging olamaz ve xk +§ seklinde

yazilabilen sayilar ilging olamaz seklinde ifade edilebilecek ¢ikarimlarindan Sekil 35°te

goriilen ilging say1 kiimesini olusturmustur:

OA4: Buldugum ii¢ seyi birlestirip yani onlarin kesisim kiimesi seklinde diisiindiim. Hani
kesisim kiimesini saglayan elemanlar ilging say1 degildir. O zaman kesisim kiimesinin

tiimleyeni de ilging sayilardir diye diisiindiim.
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Sekil 35. OA4'{in P-3 i¢in ¢oziim kiimesi

OA4’iin olusturdugu kiimeyi inceledigimizde xk +§ seklinde ifade edilemeyen i ¢ift

tamsayilarinin ilgin¢ oldugunu belirtmistir. Bu esitligin bir tamsay1 olmasi i¢in x ’in bir ¢ift

tamsayr olacagi agiktir. Dolayisiyla n bir pozitif tamsayr olmak iizere X=2n olarak
aldigimizda xk +§ =2nk + 2_2n =2nk+n=n(2k +1) esitligi elde edilir ki bu da i 'nin tek

tamsay1 boleni olmayan sayilari yani problemde istenilen ilging tamsayilar1 verir. Elde
edilen bu esitlik tek basina problemin dogru yanitini ifade edebilecek Ozellikte olmakla
birlikte OA4’iin elde ettigi bu cebirsel ifadeleri iliskilendirmede ve anlamlandirmada
giiclik cekmesi buldugu sonuglari anlamli bir sekilde yorumlayamamasina neden

olmustur:
Arastirmaci: Bu kiime mi senin yanitin?

OA4: Yok sonra sunu sey yaptim. Sunu ekledim. Hani asal sayilar diye diisiinmiistim en

bagta sonra asal sayilarin katlar1 da olabilir diye diistindiim.
Arastirmaci: Asal sayilar ilging mi?

OA4: Degil. Ben bunu hani tiimleyeni zaten esitlikte de asal say1 olmadigin1 belirttim
burada. Asal sayilarin katlarinin da olmayacagini diisiindiim O sekilde gitmeye calistim.

Hani belli bir say1y1 deneyerek degil de hani somut bir sey olsun istedim.
Aragtirmaci: Dolayistyla surada su kiimen senin ilging sayilar kiimen mi?
OA4: Aynen ¢iinkii esit degildir seklinde tanimladim burada.
Arastirmaci: Cevabindan emin misin?

OA4: Cok emin degilim. Yani ¢ok tatmin olmadim ama. Hani bir sayiyr denemektense

bunu yapardim yani.
Arastirmaci: Yani belirledigin ii¢ 6zellikten emin degil misin?

OA4: Eminim ama belki baska bir yontemle bulunmalidur.

99



Aciklamalarindan goriildiigii iizere, OA4 yamitindan emin olmus ancak ¢ziim yolununun

bu yanitinin dogrulugunu kesin bir sekilde gostermeye yeterli olmadigini diistinmiistir.

4.1.4. Problem-4’e Ait Bulgular

1

1
«§(m,n)= a + Ml +o.t seklinde tanimlanan toplamin sonucu tamsayi olacak

sekilde pozitif m ve n tamsayilar1 var midir?” ifadesine sahip P-4 i¢in 6zel say1 6rnekleri
ile deneme yanilma yapilarak istenilen sarti saglayan m ve n degerlerinin
bulunamayacagina dair bir genelleme yapilip daha sonra ortaya konulan iddia

ispatlanabilir. Bu probleme dair drnek bir ¢oziim “Ekler” boliimiinde verilmistir.

Ogretmen adaylarmimn P-4 ¢oziim siirecindeki muhakeme eylemleri ve bu muhakeme
eylemleri siirecinde yasadiklari zorluklar Tablo 8 ve Sekil 36’daki gibidir. P-4’e gore

S(m,n) ’yi tamsay1 yapan m Ve n tamsayr degerlerinin bulunamayacagini sezgisel olarak

gérmenin &gretmen adaylar1 igin zor olmayacagn diisiiniilsede siire¢ sonunda OAl
oncelikle m ve n degerlerinin bulunup bulunamayacagina dair muhakeme eylemlerinde
bulunmug daha sonra deneme yanilma stratejisi ile elde ettigi genel bir denklemden
bulunabilecegini iddia etmistir. OA1’in bu siirecte matematiksel kavramlara ve stratejilere
yonelik zorluk yasamasi problemle ilgili dogru bir iddia ortaya koyamamasina neden

olmugtur. OA2, OA3 ve OA4 ise S(m,n)’yi tamsay! yapan m ve n tamsay1 degerlerinin

bulunamayacagini deneme yanilma stratejileri ile elde ettikleri sonuclar1 genelleyerek ifade
etmis ancak ispatlayamamuslardir. Ogretmen adaylarinmn bu problemde yamitlarini
ispatlama zorlanacaklar1 6ngoriilmiis olmakla birlikte; muhakeme eylemleri sirasinda
OA2’nin tamsayilarin ebob ve ekok’larmin ¢arpimina esit olmasi 6zelligini ikiden fazla
tamsay1 icin kullanmaya dayali bir zorluk yasadigi goriiliirken; OA4 izledigi muhakeme
eylemlerinde genel olarak bir zorluk yasamamustir. Ote yandan 6gretmen adaylar1 genel
olarak yanitlarinin dogrulayamadiklarinin farkinda olduklari gériiliirken, OA1’in elinde
daha az veri olmasima ragmen sonsuz elemanli tamsayilar icerisinde elde ettigi cebirsel

ifadeyi tamsay1 yapacak tamsayilarin bulunma ihtimalini yiiksek gormesi dikkat ¢cekmistir.
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Tablo 8

Osretmen Adaylarimin P-4 Icin Muhakeme Eylemleri

Ogretmen
Aday1

Muhakeme Eylemi

OALl

OA1ME;: Cebirsel strateji

OA1ME;: Model kullanma stratejisi

OA;1ME;: Deneme yanilma stratejisi

OA2

OA2;ME;: Cebirsel strateji

OA2ME;: Deneme yanilma stratejisi

OA2MEjz: Durum inceleme stratejisi: Cift tamsayilar

OA;ME;: Deneme yanilma stratejisi

0A3

OAsME;:: Deneme yanilma stratejisi

OA3ME;: Deneme yanilma stratejisi

OA4

OA4ME;:: Deneme yanilma stratejisi

OA4ME;: Celiski ile ispat stratejisi

OA4ME;: Deneme yanilma stratejisi

(OAME2, OAIME;,
OAMEs OA:ME;,
OAsMEz, OA:ME:)

OAsME) OAsMEz)

UG

1]

II T_TGJ | II

Problem ¢6zme

l '. III

Problemi Stratejiyi U;."!IV

anlama

| |
| |
. Yeiersi

Matematiksel Bilgi

. Yetersiz

Stratejik Bilgi

® Yetersiz

k.

Epistemolojik Bilgi

Sekil 36. Ogretmen adaylarinin P-4 i¢cin muhakeme eylemleri
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Ogretmen adaylarinin bu probleme dair muhakeme siiregleriyle ilgili ayrmtili bulgular ise

sOyledir:

4.1.4.1. OAI’in P-4 icin muhakeme siireci

OA1 o6nce iki terimli ve sonra da problem ifadesinde oldugu gibi terim sayis1 belirsiz bir

toplam dizisi alarak dogrudan cebirsel islem yaptig1 bir strateji izlemistir (Sekil 37):

OA1: Ben 6nce paydalarini esitleyerek toplamaya galistim. Sonra buradan bulamayacagim

gibi geldi. Bunu burada biraktim.

Sekil 37. OA1’in P-4 igin cebirsel strateji izledigi muhakeme eylemi

Dogrudan cebirsel islemler yaparak bir sonuca varamayacagimi fark eden OAIl, bu
stratejiyi terk edip problemi kesirlerde parga-biitiin iliskisine dayali bar modelini kullandig:

baska bir stratejiyi izlemeye baglamistir:

OA1: Sonra basgka bir sey aklima geldi. Dedim ki hani 1’i m pargaya boleyim. Sonra
m+1 pargcaya ve M+ N’ye kadar bolmeye devam edeyim (Sekil 33a). Tamsay1 olabilmesi
icin toplamlarinin bana bir biitiinii vermesi lazim diye diisiindiim. O yiizden de m+n’ye
kadar olan sayilar1 formiilden topladim. Sonra m ’ye kadar olan sayilar1 ¢ikardim buradan.
Buradan n(2m+1) =3 geldi. Burada m=1 ve n=1 i¢in bu denklem saglanir. Ama o
zaman da sOyle bir sikint1 oldu. Problemde yerine yazdigim zaman 1+E geldi o da E

oldu. Yani tamsay1 olmadi. Sanirim bir seyleri eksik diistinmiistim (Sekil 38b).
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(@) (b)
Sekil 38. OA1’in P-4 i¢in model kullandi: stratejiyi izledigi muhakeme eylemi

Sekil 38’de goriildiigii gibi OA1 bir biitiin olarak ele aldig1 bar modellerini sirasiyla

m,m+1,..,m+n pargaya ayirmistir. Daha sonra ardisik sayilarin toplami formiiliinii

kullanarak ayirdig1 parga sayilarini toplayip, bu toplamin 1°e esit olabilmesi i¢cin m ve n
‘nin degerlerini belirlemeye calismistir. Bu siirecte OA1 biitiinden ayirdigi pargalari
toplamak yerine par¢a sayilarini toplama hatasinda bulunmustur. Yani stratejisini dogru bir
sekilde izlemede zorluk yasadigi sdylenebilir. Ayrica bu sirada cebirsel islemlerinde de
hata yapan OA1 n(2m+1) =3 esitligini elde etmistir. Bu esitligin saglanabilmesi icin m
ve n’nin 1 olmast gerektigi iddiasinda bulunmus ancak bu iddiasini problemde istenilen
kosullar igin test ettiginde ciiriitmiistiir. Ozetle stratejik bilgi ve matematiksel bilgi
kaynakli zorluklar1 nedeniyle yanlhs iddiada bulunmus ancak iddiasini test etmesi
sonucunda bu iddiay: ciiriitmeyi basarmistir. OA1, daha sonra m ve n’ye ozel tamsay1

degerleri vererek elde ettigi sonuglari incelemis yani deneme yanilma stratejisini izlemistir:

OA1: Sonra yine tekrardan surada yaptigim toplam var ya (ilk strateji) o toplam gibi

yapmaya ¢alistim. Herhangi bir say1 verdim m ’ye. O fark etmez 5 de olabilir 6 da olabilir.

—_

3
Bunlarin hepsinde soyle geldi. Burada payda 3 ya o yiizden payda esitlemek i¢in payimni 3

Toplamlar1 nasil ¢ikacak diye baktim. Mesela - ’ten — ’e kadar olan sayilar1 topladim.

disindaki biitiin sayilarlarla carpiyoruz. Sonra iste n i¢in n digsindaki biitlin sayilarla
carpiyoruz. Gordiim ki n—1 tane oluyor biitiin sayilardan. Sonra dedim ki ben bunlari

n—1 parantezine alayim. n—1 parantezinde o sayilarin toplami payda da zaten iste o
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sayidan n’ye kadar olan sayilarin ¢arpimi geldi. Oradan da iste esit k olacak sekilde bir
tane n tamsay1 bulunabilir. Bulunur herhalde yani diye diisiindiim. Sonugta bir siirii say1

var. Oyle diisiiniiyorum.

(@) (b)

Sekil 39. OA1’in P-4 igin deneme yanilma stratejisini izledigi muhakeme eylemi

OA1’in Sekil 39°da da goriildiigii gibi oncelikle hem m hem de n’ye 6zel deger vererek
inceleme yaptigi (m=2,n=1 ve m=>5,n=1) daha sonra n’yi degisken olarak kabul edip
m ’ye degerler atayarak incelemede bulundugu goriilmektedir. Bu siiregte faktoriyel
carpimdan da yararlanarak payda esitlemek i¢in cebirsel islemler yapmistir. Bu sirada
yukaridaki agiklamasindan da goriildiigii iizere son terimi temsil etmek i¢in kullandig1 n
ile payda esitlerken payr carpmasi gerekli tamsayiyr birbiri ile karistirmigtir. Yani
matematiksel bilgiye dayali zorluk yasamistir. Yaptigi islemler sonucunda m ’nin 6zel bir
deger aldig1 ve n’nin degerinin bilinmedigi genel bir ifade elde eden OA1, yukaridaki
aciklamasindan da goriilecegi tizere bu ifadeyi tamsay1 yapacak sekilde bir n tamsayisinin
sonsuz elemanli tamsayilar kiimesi i¢inde var olacagini diislindiigiinii belirtmistir. Elde
ettigi belirsiz ifadeden bdyle bir ¢ikarimda bulunulamayacagi agik olmakla birlikte OA1’in
“Bulunur herhalde yani diye diisiindiim. Sonugta bir siirii say1 var.” seklindeki ifadesinden
sonsuz ¢okluktaki tamsayilar igerisinde istenen sartlar1 bir deger olmali gibi bir fikre sahip
oldugu diisiiniilmektedir. Bu durum OAI1’in sonsuz elemanli kiimelerin &zelliklerini
anlamlandirma konusunda zorluk yasadigi seklinde yorumlanmistir. OA1’in Sekil 40’ta
goriilen ¢oziimiine dair agiklamalar1 da bu yorumu destekler niteliktedir. Bu durum,
OAl’in problem durumunda verilen ifadeyi tamsayr yapacak sekilde m ve n ’nin
bulunabilecegine dair yanlis bir iddia ile muhakeme siirecini sonlandirmasina neden

olmustur.
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Sekil 40. OA1’in P-4 i¢in yaptig1 ¢cdziime dair agiklamalar

4.1.4.2. 0A2’in P-4 icin muhakeme siireci

OA2 6ncelikle problem ifadesinde oldugu gibi baslangig terimi ve terim sayisi belirsiz bir

toplam dizisi alarak cebirsel bir strateji izlemistir (Sekil 41):

OA2: Yani ilk basta denklemlerden bir sey gelir diye diisiindiim. Yani buradanm ve n
’yi bulurum. Once payda esitlemeye calistim. Hepsinin ¢arpimini ebob ve ekok’larinin

carpimi seklinde yazayim dedim. Sonra diisiindiim aralarinda asal olduklari i¢in direk zaten

ekok geliyor. Aslinda E’E’Z alsak orada 2 ile 4’iin ebob’unu da ayr1 ayr1 incelemem
gerekiyordu. Sonra onu nasil inceleyecegimi diistinemedim. O islemlere girsem

¢ikamazdim. Hepsini ikili ikili alacagim bakacagim falan. O yiizden bunu biraktim.

Sekil 41. OA2’nin P-4 igin cebirsel strateji izledigi muhakeme eylemi

OA2’nin Sekil 41°deki ¢oziimii incelendiginde iki tamsaymin ¢arpimmin bu tamsayilarin
ebob ve ekok’larinin ¢arpimina esit olmasi 6zelligini ikiden fazla tamsay: i¢in kullandigi
goriilmektedir. Dolayisiyla matematiksel bilgiye dayali bir zorluk yasadigi soylenebilir.
Bununla birlikte elde ettigi genel esitliklerden bir ¢ikarimda bulunamayacagini anlayan

OA2, deneme yanilma stratejisini izlemeye baslamistir:
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OA2: Sonra dedim ki m=1 olsun, m=2 olsun n’ ler devam etsin dedim. Buradan

sezgisel olarak aslinda mantigini ¢dzdiim gibi oldu. Hani 1’e¢ gidecek ama tamsayi

1 1
olmayacak. Buradan 1_6' 1+ E geldi yani hep 1’1 basa alarak yazabildik ve diger taraf

zaten hep rasyonel geliyor. Sonra h=m ve n=m+1 seklinde yazilsin falan dedim.

Oradan tam bir sey gelmedi.

(@) (b)
Sekil 42. OA2’nin P-4 i¢in deneme yanilma stratejisini izledigi ilk muhakeme eylemi
Sekil 42°de goriildiigii gibi OA2 izledigi deneme yanilma stratejisinde dncelikle m ve n
ye Ozel degerler verdigi daha sonra yine 6zel durumlar olarak m=n ve n=m+1
seklindeki durumlar inceledigi goriilmektedir. Yapmis oldugu incelemeler ile yaptigi
gozlemler sonucunda m ve n’nin aldigi farkli degerlere gore verilen ifadenin her zaman
1’e yakinsayacagmi ya da iraksayacagim sezdigi goriilen OA2, bu iddiasinin dogrulugunu

gosterebilmek i¢in durum inceleme stratejisini izlemistir:

OA2: Sonra dedim bunlari bos ver. n bir ¢ift tamsay1 olsun dedim. n ¢ift oldugu zaman

m 'nin de tek ve ¢ift olma durumunu incelemem gerekiyordu. m de bir ¢ift tamsay1 olsun

dedim. Yazdigimda tekrar E parantezine aldim. Suras1 geldi. Sonra bu denklemi ben yine

diizenleyemedim. Sonuca ulasamadim. Bunu da biraktim (Sekil 43).
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Sekil 43. OA2’nin P-4 i¢in durum inceleme stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 43’te goriildiigii {izere durum inceleme stratejisini izleyen OA2’nin bu strateji ile
problem durumunu farkli temsillerle yeniden ifade etmek disinda bir netice elde
edemeyecegi oldukca agiktir. Bu stratejiyi secerken OA2’nm yeterince Ongoriilii
diisiinmedigi soylenebilir. Elde ettigi cebirsel ifadelerden bir veri elde edemeyecegini fark

eden OA2 yeniden m Ve n’ye 6zel degerler verdigi stratejisini izlemistir:

OA2: Sonra dedim ki n=1 icin tekrar ben bu ¢dziimii inceleyeyim dedim (Sekil 44).
Aslinda burada bir seylere ulagtim birazcik. Buradan yazdim hani zaten 1 ve 2 i¢in tamsay1
degil. 2°den biiyiik oldugu zaman da zaten 0 ile 1 arasinda geliyor hep. Derecesi alttakinin
daha biiyiik oldugu igin. Oyle diisiindiim yani. Sonra N=2 igin yaptim. Bu denklem
geldi. 1 ve 2 i¢in olmadigin1 gosterdim. 3 i¢in de zaten yine derecesi kiiglik geldigi igin
m=3 i¢in ya aslinda derecesi zaten hep kii¢iikk ama. Hani 3 verdiginizde saglamayacak.
Nn=2 i¢in de derecesi bliyiik oldugundan mutlaka O ile 1 arasindaki bir say1 olacak. O
yiizden m, 1 den farkli ise her n eleman pozitif tamsayisi i¢in bu toplam 0 ile 1 arasinda

olur dedim. Sadece m=1 oldugu zaman bunun 1 artilis1 geldigini diistindiim.

Sekil 44. OA2’nin P-4 i¢in deneme yanilma stratejisini izledigi ikinci muhakeme eylemi
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2m+1
m?+m

Sekil 44’te goriildiigii gibi OA2 n=1 igin elde ettigi S(M,1)= esitligini m=1,2

icin incelemis ve M =1 olmasi halinde bu ifadenin 0 ile 1 agik araliginda oldugunu iddia

etmigtir. Daha sonra Sekil 40’ta gorildigi gibi n=2 i¢in elde ettigi

S(m 2) = ; itligini i 1 k bu ifadenin de t 1 5 iddi
) cS1tligini mmceleyere U 1Tadeénin d€ tamsayl olamayacagini iddia
m(m +1)(m + 2) HHE Y Y y g

etmistir.

Sekil 45. OA2’nin P-4 i¢in deneme yanilma stratejisini izledigi ikinci muhakeme eylemi

OA2 izledigi bu stratejiden sonra muhakeme siirecini sonlandirmistir. Deneme yanilma
stratejisine dayali yaptig1 gézlemlere ve sezgilerine dayanarak herhangi bir m ve n degeri
igin verilen ifadenin tamsayr olamayacag iddiasinda bulunan OA2 bu iddiasin

ispatlayamamistir. Kendisi de bu yonde agiklamalar yapmuistir:
Arastirmaci: Yani bu ifade tamsay1 olmaz mi hig?

OA2: Olmuyor. Mutlaka rasyonel bir say1 yani sezgisel olarak yok. Sonra yok oldugunu

diislindiigiim i¢in ona uygun ¢6ziim yapmaya ¢alistim. Cevabi ispatlayamadim iste pek.

4.1.4.3. 0A3’in P-4 icin muhakeme siireci

OA3 oncelikle deneme yanilma stratejisini izleyerek, Nn=2 igin verilen toplami

incelemistir (Sekil 46):

OA3: Burada dereceler arasinda bir sey yapabilir miyim diye diisiindiim. Payda falan

esitlemeye calistim. Ama sonra diisiindiim ki sayilarla ¢alistyoruz yani polinomlarla degil.

108



Sekil 46. OA3’iin P-4 igin deneme yanilma stratejisini izledigi ilk muhakeme eylemi

Inceledigi 6zel durumdan sonra polinomlarin derecelerinden yola ¢ikarak verilen ifadenin
higbir zaman tamsay1r olamayacag: iddiasmnda bulunan OA3 (Sekil 46) sonra
aciklamalarindan da goriildiigii gibi “sayilarla ¢alisiyoruz yani polinomlarla degil” diyerek
bu iddiasindan vazgegmistir. OA3’nin elde ettigi ifade kendisinin de belirttigi iizere bir
polinom degildir ancak pay ve paydasi polinom olan rasyonel bir fonksiyondur ve
¢ikariminin dogru oldugu sdylenebilir. Dolayisiyla matematiksel bilgiye dayali zorluk
yasamasi iddiasin1 ¢iiriitmesine neden olmustur. OA3 sonra hem m hem de n’ye &zel
degerler vererek incelemelerde bulundugu deneme yanilma stratejisini izlemeye devam

etmistir:

OA3: Daha sonra deger vereyim dedim. m=1 ve n=1,2,3icin baktim (Sekil 47). Sonra
M =2 i¢in baktim. Baktim ki bu toplam siirekli biiyiiyor. En son % bulmusum. Iste
sonra yine ben durdum yani. Nerede biiyiiyiip nerede bir tamsayiya esit olacak. Hani ispat
yontemiyle yapsaydim goriilebilirdi ama burada belki onuncu terimde gelecek belki iki

yiiziincii terimde.

Sekil 47. OA3’iin P-4 i¢in deneme yanilma stratejisini izledigi ikinci muhakeme eylemi
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Sekil 47°de goriildiigii gibi OA3 deneme yanilma stratejisi ile m=1 ve n=1,2,3igin ve
sonra m=2 ve n=1,2 i¢in elde ettigi sonuglar1 gdzlemlemistir. Ancak bu strateji ile bir

sonuca varamayacagini diisiindiiglinii belirterek muhakeme siirecini sonlandirmistir. Siireg
sonunda OA3 yaptig1 incelemelerine gére m Ve n’nin bulunamayacagini sezdigi ancak bu

sezgisinden emin olmadigini bildirmistir:
Aragtirmaci: Cevabin nedir?

OA3: Bir cevabim yok hocam. Ugrasmalarim var. Ama yok gibi geliyor bir yandan. Yani
ben bulamadigim i¢in dyle diislinliyorum ama olursa da sasirmam yani. Ben bulamadim

bilmiyorum o yiizden.

OA3’nin ifadelerine gore sinirli sayida drnek ile calisarak sezgisel olarak ortaya koydugu

iddialarin matematiksel olarak gegerliliginin sinirliliklarinin farkinda oldugu sdylenebilir.

4.1.4.4. 0A4’iin P-4 icin muhakeme siireci

OA4, oncelikle deneme yanilma stratejisini izleyerek elde ettigi sonuglardan verilen

toplamin tamsay1 olamayacagina dair bir ¢ikarimda bulunmustur:

OA4: Once n’yi 1 aldim. Yani m ’nin ardisig1 oldu. Sonra bir de n=2 i¢in baktim.
Burada paydanin derecesi hep biiyiik olacak. Yani bu toplam hi¢bir zaman tamsay1 olamaz

dedim.

Sekil 48. OA4'iin P-4 i¢in deneme yanilma stratejisini izledigi ilk muhakeme eylemi

Sekil 48’den goriildiigii lizere deneme yanilma stratejisi ile N =1,2 i¢in verilen toplamin

sonuglarmi gozlemleyen OA4, verilen toplamimn tamsayr olamayacag genellemesinde

bulunup bu iddiasin1 dogrulamak i¢in ¢eliski ile ispat stratejisini izlemistir:
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OA4: Tamsayiya esitleyip celiski bulayim dedim. Burada o yiizden X e[J olsun dedim.
Sonra payda esitlemek i¢cin m,m+1,m+2 diye devam eden sayilarin ekok’u d olsun
dedim. Islemleri yapinca teklik ve ciftlikten celiski elde etmeye calistim ama olmadi. Yani

d ardisik sayilarm ekok’u oldugu i¢in d - X e gifttir dedim ama sol tarafin tek oldugunu
ifade edemedim.

Sekil 49. OA4'iin P-4 i¢in geliski ile ispat stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 49 ve agiklamalarindan goriilecegi tizere elde ettigi esitligin sag tarafinda d - X
carpimi bulunan ve d ardisik sayilarin ekok’u oldugu i¢in bu ¢arpimin ¢ift olacagin
belirleyebilen OA4, esitligin sol tarafinin her zaman tek tamsay1 olacagini gosterirse geliski
elde edebilecegini diisiinmiis ancak bunun miimkiin olmayacagini gorerek sonra yeniden

deneme yanilma stratejisini izlemistir:
Aragtirmaci: Sonra nasil devam ettin?

OA4:Celiski ile ispattan vazgegtim. m Ve n’ye deger vererek S(m,n) ile ilgili bir 6zellik

bulmayi diisiindiim ama bir sonuca ulasamadim. Yapamadim ben yani.

a b
Sekil 50. OA4'iin P-4 i¢in deneme yanilma stratejisini izledigi ikinci muhakeme eylemi

Agiklamalarindan ve Sekil 50’den goriildiigii gibi deneme yanilma stratejisi ile elde ettigi

sonuglar1 goézlemleyerek bir genellemeye varmak isteyen OA4, bunun miimkiin
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olmayacagina karar vermis ve bu noktadan sonra baska bir strateji izlemeyi denemeden

problem ¢6zme siirecini sonlandirmistir.

4.1.5. Problem-5’e Ait Bulgular

“a,b ve ¢, a<b<c sartim1 saglayan pozitif tamsayilar olsun. Negatif olmayan tiim

tamsayilar a® +b® —c® seklinde ifade edilebilir mi?” ifadesine sahip P-5 icin ozel say1
ornekleri ile deneme yanilma yapip negatif olmayan tiim tamsayilarin istenilen bigimde
ifade edilebildigine dair bir genelleme yapilip daha sonra ortaya konulan iddia
ispatlanabilir veya say1 temsilleri ile galisilarak bir genellemeye varilabilir. Bu probleme

dair ornek bir ¢oziim “Ekler” boliimiinde verilmistir.

Ogretmen adaylarmin P-5 ¢oziim siirecindeki muhakeme eylemleri ve bu muhakeme
eylemleri slirecinde yasadiklar1 zorluklar Tablo 9 ve Sekil 51°deki gibidir. Siire¢ sonunda

OA3 probleme dair bir yanitinin olmadigim belirtirken OA4 cebirsel strateji ile a,b,c

arasinda bir iligki belirleyerek dogru kabul edilebilecek bir ¢oziim ortaya koymustur. OA1
ve OA2 ise dzellikle cebirsel ifadeleri anlamada sahip olduklar1 sikintilardan dolayr yanlis
¢ikarimlarda bulunmustur. OA4 disindaki adaylarin muhakeme eylemlerinde poblem

durumunda verilen a,b,c arasindaki siralamayi dikkate almadan pek ¢ok degisken

bulunduran denklemler iizerinden bir ¢ikarimda bulunmak istemelerinin zorlanmalarinin
temel nedeni oldugu sdylenebilir. Ozellikle OA1 birgok strateji ile yanit aramis ancak
genel olarak pek c¢ok degisken barindiran elde ettigi cebirsel denklemleri
yorumlayamamasi ve ayni zamanda problem durumunu anlamadaki zorluklar1 muhakeme

eylemlerini verimli sonuglar elde edebilecek sekilde yiirlitmesine engel olmustur.
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Tablo 9

Osretmen Adaylarimin P-5 Icin Muhakeme Eylemleri

Ogretmen Muhakeme Eylemi
Aday1
OA1l OA1ME;:: Deneme yanilma stratejisi

OA1ME;: Tiimevarim stratejisi

OA1MEgz: Durum inceleme stratejisi: ¢ift tamsayilar
OA1ME.: Durum inceleme stratejisi: tek tamsayilar
OA1MEs: Denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji
OA1MEg: Denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji
OA1ME;z: Denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji

0A2 OA:;ME;: Cebirsel strateji
OA;ME;: Cebirsel strateji
OA3 OAsME;:: Deneme yanilma stratejisi
OA3ME;: Tiimevarim stratejisi
0A4 OA4ME;: Tiimevarim stratejisi

OA;ME;: Cebirsel strateji

(BA1ME:, DAzME;
OAsMEL, 0AsMEz )

N UGe
u
(OALMEz, . . .
DA MEs, OA1MEs, DAL ME
Z i ,E'—ﬁ_——i—,‘-‘i'———?]— >

\ Problem C&zme
Stireci

!

|
Problemi Strate] I‘}::l;'ll}'glll

anlama aglde edilen
# II f 4
v Yeterli

® [

|

||| E
. Yetersiz i Yetersiz . Yetersiz

Matematiksel Bilgi Stratejik Bilgi Epistemolojik Bilgi

Sekil 51. Ogretmen adaylarinin P-5 i¢cin muhakeme eylemleri

Ogretmen adaylarmin bu probleme dair muhakeme siirecleriyle ilgili ayrmtili bulgular ise

sOyledir:
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4.1.5.1.0A1’in P-5 icin muhakeme siireci

OA1, deneme yanilma stratejiyle dzel say1 degerleri i¢in problem durumunu incelemis ve

bu inceleme sonucunda sezgisel olarak bir ¢ikarimda bulunmustur:

OA1: Once ben aslinda anlayabilmek i¢in bir deneme yaptim (Sekil 52). Edebilecek miyim
edemeyecek miyim neler olacak falan diye. Ben birka¢ denememde yapmaya c¢alistigim

seye ¢ok yaklastim. Ifade edebiliriz. Gordiim aslinda ama sezgisel olarak gordiim.

Sekil 52. OA1’in P-5 igin deneme yanilma stratejisini izledigi ilk muhakeme eylemi

OA1 izledigi deneme yanilma stratejisi ile sezgisel olarak tiim tamsayilarin problemde
istenildigi sekilde ifade edilebilecegini diisiindiigiinii belirtmistir. OA1, daha sonra
tamsayilar kiimesinin genis bir kiime oldugu gerekcesiyle bu iddiasini tiimevarim stratejisi

ile ispatlamak istemistir:

OA1: Sonra dedim ki tiimevarim uygulayayim sonugta tamsayilar bayag: genis bir kiime.
Tiimevarim uygulayayim dedim (Sekil 53). k =0 ig¢in oldu. n i¢in kabul ettim. n+1 igin
de gostereyim dedim ama bu yol gercekten bu soru igin uygun degil. Ciinkii ii¢ tane
bilinmeyen var. Bir de n igin dogru oldugunu kabul ediyorum ben tamam ama n+1 igin
gosterecegim zaman bu (+1)’1 ne yapacagim. Onu uyarlayamadim yani o yiizden ben

bundan vazgegtim.
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Sekil 53. OA1’in P-5 igin tiimevarim stratejisini izledigi muhakeme eylemi

OA1 oncelikle timevarim stratejisinin uygun oldugunu diisiinmiis olsa da, sonra
yukaridaki agiklamalarindan da goriildiigii tizere birden fazla degisken bulunmasi ve n
icin dogru kabul ettigi ifadeyi, n+1 i¢in de dogrulamak igin kullanabilecegi bir forma
doniistiiremedigi i¢in bu stratejinin problem i¢in uygun olmadigini gérmiistiir. Daha sonra
negatif olmayan tiim tamsayilarin problemde istenilen bi¢imde yazilabilecegini
gostermenin zor oldugunu belirterek, isini kolaylastiracagi gerekgesiyle durum inceleme

stratejisini izlemistir:

OA1: Sonra da dedim ki ben bu tamsayilarin hepsini nasil gosterebilirim ki. Ben bu
tamsayilar1 ikiye boleyim. Bir ¢ift tamsayilar bir de tek tamsayilar var ya. Dedim ki hem
cift tamsayillar1 hem de tek tamsayilar1 bu sekilde gosterebilirsem demek ki biitiin
tamsayilar1 bu sekilde gosterebilirim. a*+b®—c®=2n seklinde ifade edilsin. Burada
(a+b)? deyip 2ab’yi karsiya attim. Sonra burada iki kare farki uygulayinca bdyle bir

seyler geldi. Sonra da bunu 2’ye ye bunu da n+ab ’ye esitledim. Bakalim boyle sayilar
bulabilecek miyim dedim. Buray: 2’ye burayr da n+ab ’ye esitledim. Sonra buradan olur

gibi geldi ama.
Aragtirmaci: Nasil olur gibi?

n+ab

OA1: Soyle bu ikisini toplayip islem yaptigimda C=1+ geldi. Buradan ben c’yi

falan bulurum dedim. Yani a ve b’yi de.
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Sekil 54. OA1’in P-5 i¢cin durum inceleme stratejisini izledigi muhakeme eylemi: Cift
sayilar

Sekil 54°te goriildiigii gibi OA1 dncelikle pozitif ¢ift tamsayilar1 problemde istenen formda
gbsterip gdsteremeyecegini incelemistir. Bu incelemeyi a®+b”—c® ifadesini 2n ’ye
esitledikten sonra cebirsel islemleri takip ederek yapmistir. Bu sirada 6nce islemsel hata
yapan OA1 sonra elde ettigi (a+b—c)(a+b+c)=2(n+ab) seklindeki esitlikte (a+b—c)
'yi 2’ye; (a+b+c)’yi (n+ab)’ye esitlemistir. Burada OA1’in tamsayilarm iki saymin

carpimi seklinde tek tiirlii yazilabilecegini diislindiigii sOylenebilir. Yani matematiksel

n .
bilgiye dayali zorluk yasamustir. Yaptig: islemlerle ¢ =1+ esitligini elde eden OA1

2
buradan istenilen sartlardaki a,b,c tamsayilarim1 belirleyebilecegini sezgisel olarak
diistiindiigiinii belirtmistir. Bu esitlikten a,b,c tamsayilar1 i¢in herhangi bir belirleme
yapilamayacagi agiktir. Ayrica belirlenecek a,b,c tamsayilart ile negatif olmayan tim
tamsayilarin istenilen sekilde ifade edilip edilemeyecegine dair bu esitlikten bir ¢ikarimda
bulunulmas1 miimkiin degildir. Dolayisiyla burada OA1’in hem denklem ve degisken
kavramlarina dayali yani matematiksel bilgiye dayali zorluk yasadigi hem de problem
durumunu anlamlandirmadigi sdylenebilir. Ayrica ¢ift tamsayilari inceledigini belirten
OA1’in problemdeki ifadeyi 2n ’e esitledikten sonra bu fikirden uzaklastigi
goriilmektedir. Nitekim elde ettigi son esitlikte n, herhangi bir tamsay1 degerini temsil
ediyor olmasina ragmen bu konuda herhangi bir agiklama yapmamuistir. Yani bu siirecte
OAVl’in izledigi strateji ile ilgili de zorluk yasadigi sdylenebilir. OA1 daha sonra tek

tamsayilar1 inceleyerek muhakeme siirecine devam etmistir (Sekil 55):
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Sekil 55. OA1’in P-5 icin durum inceleme stratejisini izledigi muhakeme eylemi: Tek
sayilar

OAl’in negatif olmayan tek tamsayilarin istenilen sekilde yazilip yazilamadigim
inceledigini belirttigi Sekil 49’dan goriilen ¢oziimiinde yine a,b,c ve tek tamsayilari
temsil etmek i¢in kullandig1 n temsilini igeren genel bir esitlik elde etmistir. Buradan
“sezgisel olarak gordiim” diyerek problemde istenen sartlar1 saglayacak sekilde a,b,c ’nin
bulunabilecegini belirtmistir. OA1’in denklemler sonucunda muhakkak bir ¢6ziim kiimesi
elde edebilecegini diislindiigiinii s6yleyebiliriz. Bununla birlikte elde ettigi denklem igin
uygun degerler belirlenebilse de bu denklemden problem durumunda istenildigi gibi her n

negatif olmayan tamsayisi i¢in a,b,c tamsayilarmin belirlenebilecegi kanaatine varmak

miimkiin gdriinmemektedir. Bu durumda OA1’in hem problem durumunu anlamada hem
de denklem kavramina iliskin zorluk yasadigi sdylenebilir. Arastirmaci ile arasinda gegen
asagidaki diyalogdaki “Evet iste buradan bunlari ¢ekerek bir seyler bulunur her halde
diye.” seklindeki sdylemi bu yorumu destekler niteliktedir. OA1, Sekil 55’ten ve
aciklamalarindan da goriilecegi lizere ¢oziimiini yeterli bulmadigindan bagka stratejiler

aramaya devam etmistir:

Aragtirmaci: Surada 1 olmasa ¢ift sayilar1 inceledigin ¢oziimle benzer islemler mi

yazacaktin?
OA1: Evet ama zaten orada da kesinlemedim yine sezgisel oldugunu soyledim.
Aragtirmaci: Tamam ama bdyle bir bagint1 bulunca buldugunu diisiindiin sanirim.

OA1: Evet iste buradan bunlar1 ¢ekerek bir seyler bulunur her halde diye. Hocam baska

seyler de denedim.

Arastirmaci: Tamam ne yaptin alternatif yollar yazmigsin.
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OA1: Evet.
Arastirmaci: Alternatif yollar bulma gereksinimi niye duydun?

OA1: Ciinkii yeterli hissetmedim. Ben bu sekilde a,b,c bulurum diyorum da ya hepsini

kendim yazmam gerekiyor. Simdi a,b,c ’yi kiiclikliikk sirasina gore alacagim. a’ya 1

n+2
diyeyim. ¢ =2 diyeyim o zaman C :_1+T buradan tabi n’e de bir seyler diyecegim.

Iste siirekli hepsine sey yaptigim igin o yiizden bu sonunu begenmedim. Ben istiyorum ki

ben sadece bir seyler yazayim ¢iksin.

OA1 daha sonra Sekil 50°deki gibi a,b ve ¢ arasindaki siralamadan yararlanarak izledigi

cebirsel strateji ile bir bagint1 bulmaya ¢aligmistir:

OA1: Hocam ben sonra dedim ki kiigiikliik biiyiikliik iliskisiyle belki bir seyler elde
ederim. a<b ve b<c ya iste buradan islemler yapmaya ¢alistim. O zaman O<b—a ve
0<c—b iste buradan a’+b”—c® yi elde etmeye calistyorum. En sonunda sdyle bir
esitsizlik elde ettim. Ama sonra diisiindiim ki bu esitsizlikle ben tamsayilar1 nasil elde
edecegim ki. Yani bu esitsizlik benim isime yaramaz diye diisiindiim. Sonra bu yoldan

vazgectim.

(@) (b)

Sekil 56. OA1’in P-5 i¢in denklem ¢dzmeye dayali cebirsel strateji izledigi ilk muhakeme
eylemi

Sekil 56’dan ve agiklamalarindan goriildiigii gibi a,b ve c arasindaki siralamadan

yararlanarak bir baginti bulmaya calisan OA1 daha sonra buradan bir veri elde

edinemedigini belirtmistir. OA1 daha sonra a® —c”’yi —b*’ye esitlemistir. Yani aslinda
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farkinda olmadan problemdeki a®+b*—c? ifadesini sifira esitleyerek baska bir cebirsel

stratejiyi izlemistir (Sekil 57):

Sekil 57. OAl’in P-5 icin denklem ¢6zmeye dayali cebirsel strateji izledigi ikinci
muhakeme eylemi

Sekil 57°de goriildiigii gibi, OAl (a—c)(@+c)=-b* esitliginden a—c=-b ve a+c=b
esitliklerini yazmustir. Yani daha oOnce oldugu gibi carpanlarma aywrma ile ilgili
matematiksel bilgiye dayali zorluk yasamistir. Yaptigi cebirsel islemler sonucunda a=0
esitligini elde etmistir. Matematiksel bilgiye dayali yasadigi zorluk problemin ifadesi ile
celisen bir esitlik elde etmesine neden olsa da OA1, yasadig1 kavramsal zorlugun farkinda
olmadig1 i¢in, bunun nedenini anlamlandiramamistir. Daha sonra a® +b? —c? ifadesini bir

t tamsayisina esitledigi baska bir cebirsel stratejiyi izlemistir (Sekil 58):

Sekil 58. OAl’in P-5 igin denklem ¢dzmeye dayali cebirsel strateji izledigi iigiincii
muhakeme eylemi

Sekil 58°deki ¢oziim incelendiginde OA1’in bu sirada daha 6nce oldugu gibi bilesik
tamsayilarin carpanlarinin tek tiirlii gosterebilecegi yanilgisina diistligli ve ayrica cebirsel

islemlerde hata yaptig1 yani matematiksel bilgiye dayali zorluk yasadigi goriilmektedir.
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Sonug¢ olarak genel bir denklem bulsa da yaptigi cebirsel islemler sonucunda a,b,c
degerlerini bulabilecegini diisiindiigiinii belirten OA1, bu yanitinin sezgisel olugunu ve
¢Ozlimiiniin eksik oldugunu belirtmistir:

Arastirmaci: Senin cevabin ne oldu?

OA1l: ifade edebiliriz. Ciinkii ben birkag denememde yapmaya c¢alisigim seye cok
yaklagtim. Gordiim aslinda ama sezgisel olarak gordiim. Onu tam olarak agik ifade
edemedim. Zaten ¢Oziimimii degerlendirirken kagitta da yazdim. Sonuna geldigimde
sezgisel olarak bunu gordiigiimii ama acik¢a ifade edemedigimi soyledim. O yiizden ben

ifade edilebilecegini diisiiniiyorum.

4.1.5.2. 0A2’in P-5 icin muhakeme siireci

OA2 a,b,c degerlerini sirasiyla n,n+1,n+2 seklinde ardisik tamsayilar olarak temsil

ederek elde ettigi esitlikle cebirsel bir strateji izlemistir (Sekil 59):
OA2: ilk basta a,b,c ‘yi ardisik aldim. Yerine koyunca bu esitligin sag tarafinin negatif

olmamasi i¢in n’nin 3’ten kiigiik olmamasi gerekiyor. Buradan bu ¢ikt.
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Sekil 59. OA2’nin P-5 icin cebirsel strateji izledigi ilk muhakeme eylemi

Sekil 59°dan gériilecegi lizere OA2, a,b,c’yi ardisik sectiginde izledigi cebirsel strateji ile
a’nin en kiiciik 3 olabilecegi sonucuna ulagmistir. Daha sonra b ’yi 6zel olarak a ve c’nin

aritmetik ortalamasi alarak basladigi1 baska bir cebirsel strateji izlemistir (Sekil 54):
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OA2: Dedim ki b o zaman 2

seklinde ifade edilsin. Buradan o zaman (a —c) 'nin %b

"den kii¢lik olmas1 gerekiyor diye diisiinim. Ve ilk olarak (a—c) ’nin %b ’e esit olmasini

inceleyerek bir sonuca ulastim. 3¢ =5a geldi. a = 3k seklinde segersek a =5k ve b de 4k
olur. Yani bunu diyebildim buradan.

Sekil 60. OA2’nin P-5 igin cebirsel strateji izledigi ikinci muhakeme eylemi

Sekil 60°ta goriildigii gibi problemde verilen ifadeye gére a <b<c oldugundan b ’yi 6zel

olarak a ve ¢ ’nin aritmetik ortalamas1 olarak ele alan OA2, daha sonra ikinci bir kabulle

a—C=— alarak aslinda a’+b®—c? ifadesini sifira esitlemis oldugundan yalmzca sifiri

2

ifade edecek sekilde a, b ve c’nin alabilecek degerlerini bulmustur. OA2’nin cebirsel

ifadeleri kavrama ve yorumlamada zorluk yasadigi sOylenebilir. Nitekim a<b<c
siralamasindan ve yine a’+b®—c? ifadesini farkinda olmadan yine sifira esitleyerek
yaptig1 ¢ikarimlarla elde ettigi esitsizligi incelemistir (Sekil 61).

OA2: Simdi bu sifirdan biiyiik esit olacaksa eger buradaki durumlari inceledim.
(a—c)(a+c)>-b® olmalidir. Burada iki durum olabilir. Birincisi —b?’ye esit olmasi.

Bunlar1 yapinca da yine iste 3k, 4k,5k geldi.
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Sekil 61. OA2’nin P-5 igin cebirsel strateji izledigi muhakeme eylemi

Sekil 61°de goriildiigii gibi OA2’nin inceledigi ilk durum a® +b* —c? ifadesinin sifira esit
olmasi durumudur. Yani cebirsel ifadeleri iyi yorumlayamadigi i¢in farkinda olmadan
aslinda bir dnceki ¢oziimiiniin aynisin1 yapmustir. OA2 daha sonra esitsizlikte belirledigi

ikinci durumu inceleyerek stratejisini izlemeye devam etmistir:

Sekil 62. OA2’nin P-5 icin izledigi iiciincii cebirsel strateji ile elde ettii verilerden
cikarimda bulunma eylemleri

Sekil 61 ve 62’de goriilen ¢oziimleriyle OA2 6zel durumlardan yola ¢ikarak aslinda
birbirine denk sayilabilecek ve bir sonuca varilamayacagi agik olan cebirsel stratejiler
izlemis, cebirsel ifadeleri anlamlandirma ve yorumlamada sahip oldugu zorluklar
nedeniyle elde ettigi verileri yorumlamada zorlanmis ve herhangi bir anlamli ¢ikarimda

bulunmadan muhakeme siirecini bitirmistir.
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4.1.5.3. 0A3’in P-5 icin muhakeme siireci

OA3 oncelikle deneme yanilma Stratejisini izlemistir (Sekil 63). Ayrica bu sirada Pisagor

iicgenine dayanarak 0’1n istenilen bigimde yazilabilecegi ¢cikariminda bulunmustur:

OA3: Ben dedim ki bir tane bir say1 alayim rastgele ve bu sekilde yazilsin. Simdi negatif
olmayan tamsayilar sifirdan biiylik ya da sifira esit olacak. Sifira esit oluyorsa zaten
kolayca 3, 4 ve 5’in katlar1 bunu sagliyor. Bir siirii var. Ama pozitif bir say1y1 gostermekte
cok zorlandim. 1’1 bulmak i¢in bile bayagi ugrastim. Bayagi zaman kaybettim. 2 icin

ugrasmadim artik.
Aragtirmaci: Zaman kaybettigin i¢in mi?

OA3: Evet zor oldu belirlemesi. Nereye kadar gidecegim yok zaten deneme yanilma ile sey
amaci ile baglamistim bana bir fikir versin belki bir Oriintii bulacagim hani o sayilar

arasinda diye baslamistim ama deneme yanilma yapamadim bile. Sayilar beni zorlad1.

Sekil 63. OA3’{in P-5 igin deneme yanilma stratejisi izledigi ilk muhakeme eylemi

Sekil 63’te goriildiigii gibi deneme yanilma stratejisini izleyen OA3, yukaridaki
aciklamalarinda belirttigi gibi 1’1 bulmak i¢in dahi ¢ok faza ¢aba gosterdigini belirterek bu
stratejiyi terk etmistir. Daha sonra ise negatif olmayan tiim tamsayilarin istenilen bigimde

ifade edilebilecegi fikriyle timevarim stratejisini izlemistir (Sekil 64):
Aragtirmaci: Sonra ne yaptin?

OA3: Sonra dedim ki tiimevarim yapayim bari dedim. Tiimevarimda da surada kaldim.
k =1 i¢in gosterdim. n igin kabul ettim, n+1 igin yine bdyle bir ifade geldi. Kabuliim ise

yaramadi.
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Sekil 64. OA3’iin P-5 igin tiimevarim stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 64’te gorildiigii gibi tlimevarim stratejisi ile negatif olmayan tiim tamsayilarin
istenilen bigimde yazilabilecegini gostermek isteyen OA3, bu stratejiyi ise yarar

olmadigini fark ederek birakmis ve ayn1 zamanda ¢6ziim siirecini sonlandirmistir:
Arastirmaci: Peki ne diislindiin problemin yanitiyla ilgili?

OA3: Yani ben yorum kisminda (Sekil 65) ifade edilir mi ifade edilemez mi ben kararsiz
kaldim. Ve dedim ki hani sey hani size de demistim siz soruyorsunuz ifade edilebilir midir

diye benim de bastan beri hep bdyle bir diistincem vardi ama ben bulamadim bir tiirli.
Arastirmact: Ifade edilemez sonucuna mi vardin?

OA3: Arada kaldim. Yani ifade edilemez diye diisiindiim.

Sekil 65. OA3’iin P-5 i¢in yaptig1 ¢oziime dair agiklamalar1

4.1.5.4. 0A4’iin P-5 icin muhakeme siireci

OA4, sezgisel olarak negatif olmayan tiim tamsayilarm problemde istenilen bigimde ifade

edilebilecegini diistinmiis ve tiimevarim stratejisi ile gostermeye ¢alismustir (Sekil 66):
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OA4: Burada sezgisel olarak dogal sayilarin bu sekilde yazilabilecegini diisiindiim. K ’ya
esit olsun dedim. Sifir i¢in inceledim 6nce. Sifir i¢in zaten 3,4 ve 5 sagliyor. Bir tane
bulmam yeterli. 1 igin de gosterdim. 4,7 ve 8 igin de 1 oluyor. Sonra k=n igin
dogrulugunu kabul ettim ve k=n+1 igin baktim. a®’y1 diger tarafa attim. Iki kare

farkindan gitmeye g¢alistim. a<b<c oldugu i¢in (b—c)(b+c) negatif olmak zorunda.

Zaten a’’nin de pozitif oldugunu biliyoruz. Burandan a ile n arasinda bdyle bir esitsizlik
buldum. Yani a* nin n’den biiyiik olabilecegini diisiindiim burada. Birazcik sezgisel kald
bunlar. Yani pek emin olmadim buradan. Hani sonucu bilerek onu ispatladigim igin
birazcik havada kaldi gibi geldi. Hani Oyle oldugunu biliyorum gosteriyorum yani.

Dogrulugunu biliyorsun yani sonucta. Biraz sezgisel kald1 benim i¢in.

Sekil 66. OA4'iin P-5 i¢in tiimevarim stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 66°dan ve OA4’iin agiklamalarindan goriildiigii gibi tiimevarim stratejisi ile negatif
olmayan tiim tamsayilarmn istenilen bicimde yazilabilecegini gostermek isteyen OA4,
oncelikle cesitli cebirsel islemler yapmis daha sonra yaptigi islemleri kendisi de anlamli

bulmayarak, deneme yanilma stratejisi ile a,b ve ¢ arasinda bir iligski bulmaya ¢alismistir:
Aragtirmaci: Daha sonra ne yaptin? Devam etmissin bu ¢oziime degil mi?

OA4: Evet ama sonra a,b ve ¢ arasinda bir iliski bulmaya ¢alistim (Sekil 61). En azindan
bir iliski bulayim dedim. Hani sayilarin se¢imini ona gére yaparim diye. Ve ben ardisikliga
taktim. Orada siirekli bir ardisiklik olacak gibi. Siirekli birbirinin ardisigi olsun diye
gitmeye calistim. Ve hani seyleri diisiiniiyorum siirekli 3,4 ve 5’1 diisliniiyorum. 5,12 ve
13’1 diistinliyorum. Hep boyle ardisik bir sayi illa ki olmali diye diisiindiim aslinda. Boyle
birbirini gotiirsiin falan diye. Ardisikligi kullanayim diye c¢’ye b+1 olsun dedim. Yani c

ile b’yi ardisik almisim orada. Sonra denedim a ile n arasinda bir iliski bulmak igin
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denedim. 1 ve 2 alinca olmadi. 3 sagladi. @ =n+3 alinca yerine yazip esitledim. Zaten her

tiirlii tamsay1 geliyor artik.

Sekil 67. OA4'iin P-5 igin i¢in deneme yanilma stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Izledigi cebirsel strateji ile a,b ve ¢ arasinda bir iliski belirleyen OA4 Sekil 67 ve 68’den
goriildiigii gibi dogru olarak nitelenebilecek bir ¢oziim ortaya koyarak c¢oziim siirecini

sonlandirmis ve ¢éziimiiniin dogrulugundan emin oldugunu bildirmistir.
Arastirmaci: Coziimiiniin dogrulugu ile ilgili ne diisiiniiyorsun?

OA4: Evet. Hani gerekli islemleri yaptigimda da sonug ¢ikiyor yani. Eminim ben bundan.

Sekil 68. OA4'tin P-5 icin ¢oziimii

4.1.6. Problem-6’ya Ait Bulgular

“d sayisi, 2, 5 ve 13'ten farkli olan herhangi bir pozitif tamsay1 olsun ve {2, 5,13,d}

kiimesi verilsin. ab—1, bir tamsayisinin karesi olmayacak sekilde {2, 5,13, d} kiimesinden

birbirinden farkli a ve b tamsayilari her zaman seg¢ilebilir mi?” ifadesine sahip P-6 i¢in

{2, 5,13, d} kiimesinden 2,5,13 tamsayilari ikiserli olarak ele alindiginda ab—1’in tam kare

oldugu gozlemlendikten sonra her d tamsayisi igin 2 ve d, 5 ve d, 13 ve d sayi ikilileri igin
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ab-1 ifadesinin orneklerle veya tamsayilarin ozelliklerine gore incelenerek yanit

ispatlanabilir. Bu probleme dair 6rnek bir ¢6ziim “Ekler” boliimiinde verilmistir.

Ogretmen adaylarinin P-6 ¢6ziim siirecindeki muhakeme eylemleri ve bu muhakeme
eylemleri siirecinde yasadiklar1 zorluklar Tablo 10 ve Sekil 69°daki gibidir. Ogretmen
adaylarmin tiimii izledikleri stratejiler sonucunda herhangi bir d tamsayis: i¢in problemde
istenilen sartlarin saglanabilecegini iddia etmistir. OA4 Ornekler iizerinde calisarak
genellemeye varmis, yanitinin dogrulugundan emin olmakla birlikte ¢6ziimiiniin
sinirlikliklarinin  farkinda oldugunu bildirmistir. Ancak bagka bir strateji ile yanitini
ispatlamamistir. OA1, OA2 ve OA3 ise izledikleri stratejilerde tamsayilarin dzelliklerini
belirleme, carpanlara ayirma, boliinebilme, cebirsel ifadeleri anlamlandirma gibi
matematiksel bilgilerine dayali zorluk yasamig ancak siire¢ sonunda cebirsel ¢oziim
yaptiklarmi diisiinerek OA3 kismen, OA1 ve OA2 ise yamitlarndan emin olduklarmi
bildimislerdir. Dolayisiyla yanitlarini ispatlamak i¢in uygun bir strateji arayisi ihtiyact
duymadan muhakeme siireglerini sonlandirmislardir. Ayrica bu siiregte OA1 ve OA2’nin
muhakeme  eylemlerinde  yasadiklar1  zorluklarda  problemi tam  olarak

anlamlandiramamalarinin etkisi de goriilmstiir.
Tablo 10

Osretmen Adaylarimin P-6 Icin Muhakeme Eylemleri

Ogretmen Aday1 Muhakeme Eylemi

OA1l OA1ME;:: Durum inceleme stratejisi: tek tamsayilar
OA:ME2: Durum inceleme stratejisi: ¢ift tamsayilar
OA1ME;: Cebirsel strateji

0OA2 OA;ME;: Durum inceleme stratejisi: ¢ift tamsayilar
OA,;ME:: Durum inceleme stratejisi: tek tamsayilar
OA;MEs3: Celiski ile ispat stratejisi
OA;ME.: Celiski ile ispat stratejisi

OA3 OAsME;:: Deneme yamlma stratejisi
OAsME;: Celigki ile ispat stratejisi
0A4 OA4ME;: Deneme yanilma
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Sekil 69. Ogretmen adaylarmin P-6 igin muhakeme eylemleri

Ogretmen adaylarmnin bu probleme dair muhakeme siiregleriyle ilgili bulgular ise ayrintili

olarak soyledir:

4.1.6.1. OA1’in P-6 icin muhakeme siireci

OAl, P-6 icin oncelikle durum inceleme stratejisini izlemis ve buradan g¢ikarimlarda

bulunmustur:

OA1l: ab-1#k? olacak sekilde a ve b bulabilir miyim diye bakiyorum. Burada k tek
olabilir k cift olabilir. Once k’nin ¢ift oldugu duruma baktim. Eger k ciftse ab—1# 4t°
olsun dedim. Buradan ben bir tane d bulabilirim. O yiizden ¢ift oldugu durumda
ab—1=k® oluyor gercekten. Sonra k=2t+1 olsun yani tek olsun dedim. t*+1’e g
dedim ve oradan da ab—1=#4q+1 geldi. Oyleyse ab—1, 4’e béliindiigiinde kalan 1
olmayacak sekilde de bir tane d bulabilirim. O zaman da dedim ki her zaman d
bulabiliyorum. Co6ziimde de hani bir ¢eliskiye falan diismedigim i¢in dogru oldugunu

diistindiim.
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Sekil 70. OA1’in P-6 i¢in durum inceleme stratejisini izledigi muhakeme eylemi

OA1’in Sekil 70’te gériilen ¢dziimii incelendiginde, ab—1 bir k tamsayisinin karesine esit
olmayacak sekilde olusturdugu esitsizligi, durum inceleme stratejisi ile, kK *nin sirasiyla ¢ift
ve tek olma durumlarma gore inceledigi goriilmektedir. Buna gore ab—1#= 4t* (k =2t) ve
ab-1#4q+1 (k=2t+1 ve t°+1=q) esitsizliklerini elde eden OAIl, bu esitsizlikleri

saglayacak sekilde d bulunabilecegini belirtmistir. Bu esitsizlikleri saglayacak tamsay1
degerlerini bulmak miimkiin olmakla birlikte elde edilen bu genel ifadelerden a ya da b
"den biri 2, 5 ya da 13 digeri d olacak sekilde ele alindiginda segilen herhangi bir d igin
problemde istenilen sartlarin saglanabilecegi ¢ikariminda bulunmak miimkiin degildir.
Cilinkii bu esitsizliklerde problem durumuna gére a ve b’den biri 2,5 ya da 13 digeri ise
belirlenen bir d degeridir. Yani d herhangi bir tamsay: degerini alabilen degisken degildir.
Dolayistyla bu durum, OA1’in cebirsel ifadeleri anlamada yani matematiksel bilgiye dayali
zorluk yasadigi ve ayni zamanda problem durumundan wuzaklagsmasi seklinde

yorumlanmuigtir.

OA1 problem ¢dzme oturumunda ikinci bir yolla daha problemi ¢dzmiistiir. Bu ¢dziimiinde
oncelikle 2,5,13 tamsayilarii ikigerli olarak ele alip ab-1’in tam kare oldugunu
gozlemlemistir (Sekil 71). Gozlemine gore Sekil 64a’dan gorildiigii gibi d’nin anahtar
eleman oldugunu belirten OA1 daha sonra sirastyla 2 ve d, 5 ve d, 13 ve d say ikilileri
icin ab-1 ifadesini incelemis ve tam kare olacak sekilde her zaman bir d tamsayinin
bulunabilecegi ¢ikariminda bulunmustur. Ancak 13 ve d ikilisini inceledigi Sekil
64b’den goriildiigii gibi 13d = k® +1 gibi elde ettigi esitsizliklerden problem durumuna
yonelik genel bir ¢ikarimda bulunulmasi miimkiin degildir. Bu durum ilk stratejisinde
oldugu gibi OA1’in cebirsel ifadeleri anlamada yani matematiksel bilgiye dayali giigliik

cekmesi ve ayni zamanda problem durumundan uzaklagmasi seklinde yorumlanmustir.
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Sekil 71. OA1'in P-6 icin cebirsel strateji izledigi muhakeme eylemi
Her ikisi de dogru olmayan iki farkli ¢6ziim yolundan sonra P-6 i¢in muhakeme siirecini
sonlandiran OA1, c¢oziimlerinin dogrulugundan emin oldugunu belirtmistir. Yaptig
aciklama dikkate alindiginda cebirsel bir ¢6ziim yaptigmi diisiindiigiinden dolay1

¢cozlimiinden emin oldugu sdylenebilir:
Aragtirmaci: Coziimiinlin dogrulugu ile ilgili ne diisiintiyorsun?

OA1l: Ben degerlendirirken de belirttim zaten (Sekil 72). Ik ¢oziimiim dogru.

Denklemlerden iglemleri yapinca bir ¢eligki ¢ikmadi.

Sekil 72. OA1'in P-6 i¢in yaptig1 ¢oziim ile ilgili degerlendirmesi

4.1.6.2. 0A2’in P-6 icin muhakeme siireci

Durum inceleme stratejisini izleyen OA2, éncelikle a ile b ’nin ¢ift olma durumunu ele
almistir. Problem verilerine gore bu durumda bu bilinmeyenlerden birini 2 digerini d

olarak belirledikten sonra elde ettigi esitlikten bir ¢ikarimda bulunmustur:

OA2: Bu kiimeden sectigimiz iki eleman g¢ift olsun dedim (Sekil 73). Yani a=2 ve
d =2k olacak. b, ¢ift oldugundan 2k seklinde yazilacak dedim. Buradan getirip yerine
yazdigimda x°—4k+1=0 geldi. Bu ifadenin tam kare olabilmesi igin X=2k olmasi

gerekiyor. Clinkii o zaman 2k —1’in karesi seklinde geliyor. Buradan ben k *y1 tek tiirlii
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secebilirim. O da % "dir. Bu da k ’y1 aldigim kiimeyle ¢elisiyor. Ciinkii k pozitif

tamsayiydi. O yiizden de ¢eliski olustu dedim. Yani eger d ¢ift tamsay1 olursa her zaman

karesi olmayacak sekilde yazilabilir.

Sekil 73. OA2'nin P-6 i¢in durum inceleme stratejisini izledigi muhakeme eylemi

OA2’nin Sekil 73’teki ¢oziimii ve yukaridaki aciklamalarindan goriilecegi iizere; d *nin
¢ift olmast durumunda 2 ile ¢arpiminin 1 eksiginin tam kare olamayacagi seklinde dogru

bir iddiada bulunmustur. Daha sonra d "nin tek tamsay1 olmasi durumunu incelemistir:

OA2: Sonra a’y1 cift tamsay1 b ’yi de tek tamsay1 olarak segeyim dedim (Sekil 74).
Buraya kadar her sey yolundaydi. Burada bir islem karigikligina diistim. Buradan bir

sonug ¢ikaramadim. O yiizden bu ¢6ziimii biraktim.

Sekil 74. OA2'nin P-6 igin durum inceleme stratejisini izledigi ikinci muhakeme eylemi

Sekil 74’teki gibi a’nin ¢ift yani verilen kiimeye gore 2, b =d ’nin tek olma durumunu
incelerken carpanlara ayirma ile ilgili yasadigi zorluk nedeniyle 2x=4+n seklinde bir
esitlik elde eden OA2, buradan n 'nin ¢ift tamsayr olmasi durumunda tam kare elde
edilebilecegini ifade etmis ancak bir sonu¢ elde edemedigini bildirmistir. OA2’nin
¢oziimiinde hem ¢arpanlara ayirma hem de cebirsel ifadeleri anlama konusunda zorluk

yasadig1 goriilmektedir.
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OA2 daha sonra a =2 ve d yi bir ¢ift tamsay1, yani d =2k olarak alip ab—1"yi tam kare
kabul etmesi durumunda celigskiye diismesine dayanarak d =13k ve d =5t aldiginda da
bir ¢eliski elde edecegini dogrudan ifade etmistir (Sekil 75):

OA2: Sonra digerlerini inceledim. Burada da dedim ki d =13k olsun. Hani oradan 13’iin

de olmayacagini yani 13 ve 13’iin katlarinin da saglamayacagin1 gostermeye calistim.

Buradan da yine ayni islemleri yaptigimda x =13k geliyor. Buradan da k = % ve surada

yerine yazsak yani su aslinda d kabuliimle c¢elistigi i¢in burada da celiskiye diistim. O
yiizden bu da olmayacak dedim. Ayni sekilde d =5t i¢in yaptim. Yine celigkiye diistim.

Sekil 75. OA2'nin P-6 igin celiski ile ispat stratejisini izledigi muhakeme eylemi

OA2’nin Sekil 75°teki ¢oziimii incelendiginde herhangi bir cebirsel islem yapmadan
celigkiye diistigiinii belirttigi goériilmektedir. a ve b ’den birinin 2 ve b=d ’nin gift
tamsay1 olmas1 halinde ¢eliskiye diismesini 2’nin problemde verilen kiimenin bir eleman:
olmasina bagladigi ve bu durumu kiimenin diger elemanlarina genelleyerek 13 ve 13k
veya 5 ve 5K sayi ikilileri alinip ab—1’nin tam kareye esit olmasi durumunda ¢eligkiye
disecegini diisindiigii goriilmektedir. Oysa 2 ve b=d ’nin ¢ift tamsayr olmasi halinde
ab—1’nin tam kareye esit olmamasinin nedeni tam kare olan sayilarin 4 ile boliimiinden
kalanindan ya 0 ya da 1 olmasindan kaynaklanmakta olup kiimenin bir elemani olarak 2 ve
onun katlarinin ele alinmasindan bagimsizdir. Tam kare olan sayilarla ilgili bu bilgiye
sahip olmamakla birlikte OA2’nin cebirsel ifadeleri anlamadaki zorluklar d *nin 5 ve 13’iin
katt olmast halinde ab—1’nin tam kareye esit olmayacagina dair yanls bir iddiada
bulunmasina neden olmustur. Ayrica bu iddiasin1 kontrol etmedigi goriilmiistiir. Buraya
kadar yaptigi ¢oztimlerle d 'nin ¢ift tamsay1r ve 5 ve 13’tin katlar1 olmasi durumunu
inceledigini diisinen OA2 daha sonra d ’nin diger tek tamsayilardan biri olmas:

durumlarini inceleyerek ¢oziim siirecine ¢eliski ile ispat stratejisi ile devam etmistir:

OA2: Sonra dedim ki d &yle bir say1 olsun ki 2, 5 ve 13’ten farkl1 asal sayilar ya da bu asal

sayilarin kat1 olsun. Onu da d =k -c seklinde ifade ettim. ¢ €[] * olacak. U¢ durumun da

saglandigin1 kabul ettim. O zaman buradan 2kc,5kc,13kc tam kare olmali dedim. O halde
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lciinii de saglayacagindan ¢ carpani yani k asal say1 oldugu i¢in ¢=2,5,13,t seklinde bir

22n+1

say1 olacak dedim. k tek oldugundan 2Kc ’nin tam kare olabilmesi i¢in ¢°nin carpant

icermesi gerekiyor. Eger ¢ de 2*™ carpam igerirse ve burada tekrar a demisim buras: k

olacakti. k de tek oldugu i¢in tam kare olmasiyla gelisiyor. Asagida da ayni1 sekilde devam
etti.

Sekil 76. OA2'nin P-6 celiski ile ispat stratejisini izledigi ikinci muhakeme eylemi

Sekil 76°daki ¢oziimii incelendigine OA2’nin bir d tamsayisi i¢in kiimenin elemanlarryla
olusturdugu esitliklerin timiinii tam kare kabul ederek ¢eliskiye diismek istedigi
goriilmektedir. Ancak Oncelikle, daha sonra bu durumun ¢6ziimiin dogrulugunu
etkilemedigini iddia etse de, ele aldig1 tic durumu da ayn1 tamsayinin karesine esitlemistir.
Ayrica tek tamsayilart inceledigini belirten OA2 d=kc esitliginde cell* olarak
belirlemigtir. Buradan d ’nin yalmizca tek tamsayr olmayacagi agiktir. Ayrica 2kc—1

ifadesi yerine 2kc ifadesinin tam kare olma durumunu inceledigi goriilmektedir. 2kc

22n+1

ifadesinin tam kare olmasi i¢in ¢ ’nin carpanini i¢ermesi gerektigi iddiast ise dogru

olmakla birlikte bu durum c’nin 5 ve 13’{in kat1 olmasina engel degildir. Kisaca OA2
tamsayilar ve Ozelliklerine yonelik yasadigi zorluklar nedeniyle celigkiye diistiigiinii

zannederek ¢ozlim siirecini bitirmistir.
Arastirmaci: Yani dolayisiyla her zaman bu kiimeden bir istenilen elemanlar segilebilir mi?

OA2: Evet

Arastirmacit: Tamam yani biitiin tamsayilar1 bir arada incelemek yerine tek ve ¢ift olarak

ayirip dyle inceledin. Coziimle ilgili diislincelerin nedir?

OA2: Yani ¢ift sayilar bence tamam. Hani onda sikint1 yok. Tek sayilar da tamam. Hani

burada en az bir tanesiyle ¢eliskiye diismem yeterli olabilecegini diisiiniiyorum. Hani
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sadece alirken hani x*’lerin farkli olabilecegini diisiinmemistim ama farkli da olabilir.
Zaten bu ¢oziimiim daha sonrasinda ona bagli gelmedi. O ylizden bence ¢éziimiim dogru

oldu yani.

4.1.6.3. 0A3’in P-6 icin muhakeme siireci

OA3 oncelikle deneme yanilma stratejisi ile d’nin alabilecegi birka¢ farkli deger igin

verilen kiimeden istenilen sartlarda iki tamsayi secebildigini gbzlemlemistir:

OA3: Once d’ye deger verdim ben (Sekil 77). 1 i¢in baktigimda mesela 13-1—-1=12 yani

bir saymin karesi olmadig1 i¢in sagliyordu. Boyle baktigim zaman sayilar sagliyordu. Bize

bunu soruyor.

Sekil 77. OA3'iin P-6 i¢in deneme yanilma stratejisini izledigi muhakeme eylemi

OA3 &ncelikle Sekil 77°de goriildiigii gibi deneme yanilma stratejisi ile problem durumunu

analiz etmistir. Daha sonra ise ¢eligki ile ispat stratejisini izlemistir:

OA3: Ben 2,5,13 e baktigimda onlarin tam kare oldugunu gordiim. O zaman bu sayilarla d

icin bakmaliyiz dedim. Yani su sartlar saglanmali (Sekil 78a). Bu esitsizlikleri taraf tarafa

topladigimda 20d —3# X* +y* +2* geldi. O zaman 20d = Xx*+Yy*+2°+3 geliyor va.

x>+ y? + 7% nin birler basamag 7 olmamali dedim. Iste sonra burada da 7 olsun deyip

celiskiye diismeye ¢aligtim.

134



3 elye
‘ -
9 d -4 &KX 7 o saglaaly A e .
; ( . U + o
s d-489 - 20d. T Ky 1 —~ 103_-\(141 a3
| L A |
1% sk % 7 7_,03#\"'1*1\42 43 |' VJM}»‘L
: | K ) X 11%1 ‘ el boS, 1 ¥
(9d-1) (@4)4(43CHJ-‘-} ] gt H
€ce (| IS \ \’ ‘]’L —/)-(‘341%4’.}@)
/ o CMﬁ 4 A 1 l; :(Q\’MT Nyl
?OC)—E tx*j : i‘J 1 | a bv(j/ hod 1
@ (b)

Sekil 78. OA3'iin P-6 igin ¢eliski ile ispat stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 78’de goriildiigii gibi 20d # X* + Yy + 2° + 3esitsizligini saglayacak sekilde her zaman
bir d bulunabilecegini geliski ile ispat stratejisini izleyerek ispatlamaya c¢alismistir. Bu
esitsizligin sol tarafi 20’nin bir kati oldugundan sag tarafinda bulunan X*+y*+2z°
ifadesinin son basamagimnin 7 olmamasi gerektigi iddiasinda bulunan OA3, bu ifadenin tek
olmasini kabul ederek celiski elde etmeye calismistir. Bu sirada OA3’iin esitligin sol
tarafinin 20’nin degil 10°’nun bir kat1 olarak ele aldig1 veya baska bir deyisle elde ettigi
carpimin sadece son basamagi ile ilgilendigi yani bolme ile ilgili kavramsal bir zorluk
yasadig1 goriilmektedir. Ayrica benzer zorlugu x> + y? + 7% ifadesinin son basamaginin 7
olmamasi gerektigi iddiasinda bulunduktan sonra bu ifadenin tek olmamasi gerektigine
dair yaptig1 genellemede de yasadigi goriilmektedir. OA3 belirttigi gibi ¢eliskiye varmak
icin 2d -1, 5d -1, 13d —1 ifadelerinden ikisinin ¢ift birinin tek veya her i¢iiniin de tek

olmasi durumlarini incelemistir ve buradan ¢eliski elde ettigini belirtmistir:

OA3: Burada 2d -1 ¢ift olamaz zaten. O yiizden ben dedim ki bu tek olsun. 1 eksigi cift
olduguna gore o zaman d ¢ift. 5d —1de ¢iftse eger d tektir. Ayni anda d hem tek hem gift
olmadig1 i¢in ¢eliskiye diistim. Yani X +y2 +2°’nm birler basamagi 7 olamaz. Sonra

hepsinin tek olmast durumuna baktim ama iste orada ¢eliski elde edemedim.
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(a) (b)

Sekil 79. OA3'iin P-6 icin geliski ile ispat stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 79°dan ve agiklamalarmdan goriildiigii iizere OA3’nin 2d —1’nin tek olmast i¢in d
"nin ¢ift olmasi gerektigi iddiasinda bulunmustur. Oysa bu ifadenin d ’den bagimsiz olarak
2d ¢arpimindaki 2 c¢arpanindan dolayr her zaman tek olacagi agiktir. Bununla birlikte
2d-1, 5d-1, 13d -1 ifadelerinden timiinin tek oldugu durumu gosteremedigini
belirtmistir (Sekil 79). Yasadigi matematiksel bilgiye dayali zorluklardan dolay1 izledigi
cebirsel stratejileri yorumlamada sikinti yasayan OA3 daha sonra ¢dziim siirecini

sonlandirmistir.

Sekil 80. OA3'iin P-6 i¢in yaptig1 ¢dziime dair degerlendirmeleri

4.1.6.4. 0A4’iin P-6 icin muhakeme siireci

OA4, oncelikle kiimenin 2,5 ve 13 elemanlar1 i¢in ab—1 ifadesinin tam kare oldugunu
gozlemlemis ve daha sonra deneme yanilma stratejisi ilea =2 ve b=d olma durumunu

incelemistir:

OA4: Ben énce baktim 2,5,13’ii alinca tam kare oluyor. O yiizden sonra a = 2 olsun
dedim. Boyled ile hepsini tek tek denedim. a = 2 oldugunda tam kare olmasi i¢in d ’nin

tek olmasi gerekiyor.
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Sekil 81. OA4'iin P-6 i¢in deneme yanilma stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 81°de goriildiigii gibi OA4, a=2ve b=d aldiginda ab—1 ifadesinin tam kare
olmasi i¢in n ’nin tek tamsayr olmasi gerektigi c¢ikariminda bulunmustur. Daha sonra

benzer islemlerle a=5ve b=d ve a=13ve b=d durumlarimni incelemistir:

OA4: Sonra a=5 igin baktigimda n®’nin sonu 4 ve 9 oldugunda saghyor. Ama ilk
durumda ¢ift olmaz demistik. a =13 i¢in baktigimda sadece 2 ve 5 igin sagliyor. Yani

sonucta her zaman tam kare gelmiyor.
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Sekil 82. OA4'iin P-6 i¢in deneme yanilma stratejisini izledigi muhakeme eylemi

Sekil 82°de goriildiigii gibi OA4, a=5ve b=d ve a=13ve b=d durumlarini incelemis
ve a=>5 durumunda ab—1 ifadesinin birler basamagi 4 ve 9 oldugunda d tamsayilarinin
bulunabilecegini ifade etmistir. Ancak inceledigi ilk durumdan dolayr ¢ift tamsayilar
eledigini belirtmistir. a =13 igin ise ab—1 ifadesinin d 2 ve 5 tamsayilarindan biri
oldugunda tam kare oldugunu gozlemlemis ve bu ii¢ durumdan yola ¢ikarak Sekil 84’te
gortldigi gibi sectigi bir d i¢in ab—1 ifadesinin her zaman tam kare olmayacagini

bildirmistir.
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Sekil 83. OA4’{in P-6 igin yaptig1 ¢dziime dair degerlendirmeleri

Diger taraftan OA4, cevabindan emin oldugunu ancak baska bir yolla yapmanin daha

uygun olacagini belirtmistr.
Arastirmaci: Coziimiiniin dogrulugundan emin misin?

OA4:Evet bence dogru ama belki baska bir yontemle yapilabilirdi. Yani boyle érneklerle

gosterdim ama bence yine de dogru.

4.2. ikinci Probleme iliskin Bulgular

Ogretmen adaylarmin biligsel istem diizeyi yiiksek matematiksel gorevleri yerine
getirmede yasadiklar1 zorluklara yonelik atiflart Weiner (1972, 2010)’in atifla ilgili
tanimladigi konum boyutu altinda incelenmistir. Konum boyutu, kisinin yasadigi bir
duruma dair ortaya koydugu nedenin bireyin kendisinden mi yoksa kendisi digindaki
etkenlerden mi kaynakli olduguyla ilgilidir ve buna dayali olarak igsel ve dissal atiflar
olarak iki alt boyuta ayrilmistir. Ogretmen adaylarinin atiflar1 kodlanmis ve benzer kodlu
veriler kategoriler altinda toplanmistir. Daha sonra bu kategorinin i¢sel mi ve digsal mi1

olduguna karar verilmistir. Sonugta 6gretmen adaylarinin atiflar1 tablodaki olmustur:
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Tablo 11.

Osretmen Adaylarinin Muhakeme Eylemlerinde Yasadiklar: Zorluklalara Atiflar:

Ogretmen Icsel Atiflar Dissal Atiflar

Aday1

OAl muhakeme becerisi, deneyim, sebat, problemlerin niteligi, ge¢cmis
sorgulama ogretim faaliyetleri

OA2 kavramsal bilgi, stratejik bilgi, problemlerin niteligi
sorgulama

OA3 kavramsal bilgi, stratejik bilgi, problemlerin niteligi, ge¢mis
deneyim eksikligi Ogretim faaliyetleri

OA4 kavramsal bilgi, stratejik bilgi problemlerin niteligi, gecmis

Ogretim faaliyetleri

Tabloda goriildiigii iizere 6gretmen adaylarinin igsel atiflari; kavramsal bilgi, stratejik bilgi,
muhakeme becerisi, sorgulama, deneyim, sebat; dissal atiflar1 problemlerin niteligi ve

geemis Ogretim faaliyetleri seklinde adlandirilan kategorilerden olusmustur.

Bu baslik altinda her bir 6gretmen adaymin atiflari i¢sel ve digsal atif basliklar1 altinda elde
edilen kategoriler ve bu kategorileri ortaya cikaran diyaloglar ile birlikte sunulmustur.
Bazi diyaloglarda birden fazla atif bir arada bulundugundan, alinan atif ile ilgili kismin alt1

cizilmistir.

4.2.1. Ogretmen Adaylarinin Muhakeme Siirecinde Yasadigi Zorluklara Dair
icsel Atiflar

Tabloda goriildiigi tizere 6gretmen adaylarinin igsel atiflart; kavramsal bilgi, stratejik bilgi,

muhakeme becerisi, deneyim, sebat, sorgulama olmustur.
4.2.1.1. Kavramsal bilgi

OAL1 hari¢ diger 6gretmen adaylarmin muhakeme eylemlerinde yasadiklari zorluklara
atiflarindan  biri kavramsal bilgi eksiklikleri olmustur. Ornegin OA2, P-3’ii ¢dziim
siirecinden sonra ¢oziim asamasinda yaptigi kavramsal yanlislari zorlanmasinin nedeni

olarak gostermistir:
Arastirmaci: Neden dogru ¢6zlime varamadigini diisiintiyorsun?

OA2: Nive dogru coziime varamadim vine anlam vanilgisina diistim ben. Derste

cozdiigiimde direk 2 c¢arpanini bulunca katsayilarindan dolayr eledim. Aslinda yaptigim
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benim su en son islemdeki ciftleri diisiiniip gitmekti. Zaten tekleri elemistim. Ama 2
bi¢imindeki sayilar1 hi¢ diistinmedim ben direk 2 ¢arpanini goriince ¢ift sayilar gitmistir
dedim.

Benzer sekilde P-5’in ¢oziim siirecinden sonra da OA2 yeterli matematiksel bilgiye sahip

olmadigini diisiindiigiinii belirtmistir:

OA2: Nasil diisiinecegiz ki bir anda ardisik milkemmel kareler arasindaki farkin dogrusal

artmasini.
Arastirmact: Yani matematiksel bilgi olarak onu kullanmis, siz onu gordiiniiz degil mi?

OA2: Miikemmel Kkareleri gordiik sanirim. Hi benim sezgisel olarak ulastim seye

milkemmel karelerden basta ulasmamiz gerekiyor. Bu zaten tam kare farkindan gelir.

Kendi ¢oziimiimle karsilastirdigim zaman ayni sekilde ben de sey yaptim \/R falan
buldum. Zaten verilen iki esitligi de diizenledigim zaman bu sekilde bir say1 bulmam
gerektigine ulagabilirim. Hani benim ki biraz daha sey oldu her seyi yazdim bdyle kendim

ulagtim ama burada daha net yani her bilgi tik tik gidiyor.
Arastirmaci: O zaman senin deyiminle tik tik yapamama nedenin nedir sence?
OA2: Yapamadim ¢iinkii o kadar yeterli matematik bilgisine sahip degilim.

OA3 de muhakeme eylemlerinde zaman zaman matematiksel bilgiye dayali zorluklar
yasamis ve daha sonra kendisi de matematiksel kavramlarla ilgili kavrayisina atifta
bulunmustur. Ornegin P-2’in ¢dziim siirecinden sonra arastirmac ile arasinda asagidaki

diyalog ge¢mistir:
Arastirmaci: Neden zorlandigini diisiiyorsun bu problemde?

OA3: Yani agikcas: tiim lise hayatim boyunca bu sekilde yapiyorduk ve bu saymin bunu

boldiigiinii soyliiyorduk. Belki su an bende bir kavram yanilgis1 da olabilir. Biiyiik

olasilikla benim kavram vanilgim var. Ben diyvorum ki ben sadece diiz mantik. Yani ben

sadece bir tamsayinin carpimi bir tamsayinin karesi olur dive diisiiniiyorum ama belki orasi

rasyonel bile olsa iki tamsayinin karesi ¢ikabilir. Orada yanlis yaptim. Ama bu ispatta

orada sey yapmiyor. Diyor ki hani bu da bir saymin karesi olsun bu da bir saymin karesi

olsun oradan devam ediyor.

Arastirmaci: Nasil sence sorunun ¢oziimii?
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OA3: Simdi 6zetle ben kendimi ¢dziimiimde buranin tamsay1 olmasimna odakladigim icin
yanlig yaptim. Ama ¢oziimde ¢ok mantikli bir sekilde burasi bir tamsayinin karesi olsun
deyip gayet giizel ¢ozmiis. Yani basit anlasilmayacak bir yan1 yok. Akla gelmeyecek bir
seyi yok bence. Ben kendim yanilmisim. Oyle diisiiniiyorum. Yani ben aslinda o kadar
emindim ki ilk surada 86’nin karesini goriince ¢ok sasirdim basta. Tabi su kacirdigim
noktay1 tabi o zaman kagirdigimi bilmiyordum emin bir sekilde yoktur dedim kurtuldum

ama varmis.

Muhakeme eylemlerinde yasadigi zorluklari matematiksel kavramlarla ilgili eksikligine
atfeden bir diger aday OA4’iin ise P-1’in ¢dziim siirecinden sonra agiklamalar1 soyle

olmustur:

Arastirmaci: Bu problemde dogru yaniti neden bulamadigini diisiiniiyorsun? Yani neden

zorlandin?

OA4: Bence bilgi eksikligi. Aslinda yanitim cok dogru gelivordu bana. Bir denklik falan

kullanmak icin moddan gitmeyi diusiindim. Ama ondan da bir seye ulasamadim. Yani

bilemedim. Bilegi eksikligim var. Mod kullanabilirdim belki ama o konuda kendime

giivenemedigim i¢in pek ugrasmadim. Sadece neler yazabilirim diye orada belirttim yani.

4.2.1.2. Stratejik bilgi

OA1 hari¢, &gretmen adaylarmin muhakeme eylemlerinde yasadiklar1 zorluklara

atiflarindan bir digeri stratejik bilgi eksikliklerine yonelik olmustur.

Ogretmen adaylarindan OA2, hemen hemen her problem ¢dziimiinde; yasadigi zorlugu
dogru oldugunu disiindiigli yanita odaklanarak segtigi stratejiyi yanlis izlemesi ile
aciklamistir. Ornegin OA2’nin P-4’ten sonra arastirmaci ile arasinda gecen diyalog

asagidaki gibidir:
Arastirmact: Su an kendi ¢éziimlerin ile ilgili ne diistindiin?

OAZ2: Ben kabul ediyorum daha sonra islemler yaparak gdsterivorum. Kendi coziimlerim

tamamen uydurma. Yani sey yapmak istemedim deneyerek bir sonuca ulasmak istemedim
higbir soruda. O yiizden de boyle matematiksel bir seyler yapmaya calistim. Genelde de

kabul ettigimi diisiinerekten vani ne disiindiigiimii neyve ulasmak istedigimi birbirine

karistirdim birazcik genelde. Mesela soruyu okuvyorum. Diyorum ki bunu kabul ederek

baslayayim diyvorum. Sonra onu kabul ettigimi unutuyorum.
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Arastirmaci: Zaman mi az?

OA2: Hayir degil fazla bile bence ¢iinkii fazla diisiindiikce farkli seyler geliyor insanin

aklina. Ondan degil. Sonucun dogrulugunu biliyorum ya sezgisel olarak onu diistiniiyorum

0 sonuca gore aslinda ispati uydurdum sanirim. Aslinda 6yle de yvapmadim. Hani sezgisel

olarak ona ulastim. Sonucunu bilivorum sezgisel olarak. Ona gore islemlerimi siraya

koydum. Ben hep ispatladigimi diistinlivorum ama hicbir zaman yvapamiyorum.

OA2’nin stratejik bilgi kapsaminda yaptigi nedensel atiflardan biri de strateji olarak

oncelikli olarak tiimevarim stratejisini izlemeyi tercih etmesi olmustur:

OA2: Tiimevarim vapmasam aslinda belki bulurdum. Sonsuz sayida va asal sayilar o

yiizden timevarim vapmavi diisiindiim. Bana en rahat o geliyor.

Arastirmaci: Tiimevarim uygun mu o problem igin?
OA2: Yani bilmedigimiz seyleri tiimevarim yaptigimiz igin. Ilk aklima gelen o oluyor.

OA2, P-2 ¢bziim siirecini anlatirken ise problemin ifadesinde bir bagmt1 gordiigii zaman

denklem ¢6zmeye odaklandigi i¢in dogru yaniti bulmadigin bildirmistir:
Arastirmaci: Peki bu 6rnek ¢oziimii kendi ¢ozlimiinle karsilastirir misin?

OAZ2: Yani ben burada ortak bolen olabilecegini hi¢ diisiinmedim. Direk oradan kabul edip,

kok bulma, denklem ¢6zme derdine diistiim. Ama bdyle de olabilirdi daha giizel olurdu.
Arastirmaci: Ne acidan daha giizel?

OA2: Ben ikinci durumu diisiinmedim.

Arastirmaci: Sence neden?

OA2: Diisiindiigiin zaman hani bir say1 tam kare seklinde ifade edilebiliyorsa iki tane
carpan1 varsa, ikisi de tam kare ise direk olur zaten. Ama bunu hi¢ dikkate almadim.

Sanirim bir denklem vani bilinmeyen g0rdigim zaman direk denklem c¢6zmeye

kosullanmis gibiyvim. Denklem c¢O6ziyorum gordigiim zaman. Hani soru izerinde

diisinmekten cok. Denklem mi var tamam hani buna bu diyeyim, buna bu diyeyim,

islemleri yapayim sonuca ulasayim. Ama ikinci durumu hi¢ diisiinmedim. Aslinda baslarda

diisiindiim gibi oldum sonra hani a’ seklinde kabul ettigim icin o durumu her sekilde bu

gelecek diye diisiindiim. Aslinda buraya a® deyip kabul ettigim zaman biitiin durumlar

inceledigimi diigiindiim. Ama incelemedim.
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Diger taraftan OA3 de yasadig1 zorluklardan bahsederken strateji secimlerine deginmistir.
Omegin P-1’in ¢bziim siirecinden sonra deneme yanilma stratejisi ile sonuca ulagsmanin

kendisi i¢in bir zorluk olusturdugundan bahsetmistir:

OA3: Deneme yanilma ile yaptim ciinkii nerede duracagimi bilemedim. Normal ispat

yapmay1 da denedim aslinda. Agikgast bu soru bana zor geldi.
Arastirmaci: Neden zor?

OA3: Gergekten ugrastim her seyi denedim. Bir diisiincem vardi mesela ama cift sayilar
isin i¢ine girince de hemen ¢okiiyor zaten benim o diisiincem de. Béyle bazen bir lemma
olur bizi kolayca bir ¢oziime gotiiriir ya burada her seyi uzun uzun diisiinmek bana zor

geldi. Belki baska bir ispat yontemi secerek gitseydim hani deneme yanilma degil de.

Aslinda soyle ben bize verdiginiz sorular1 ilk basta deneme yanilma ile yapmayr hig

sevmiyorum. Hep istiyorum ki ispat yapayim ama ispatlayamayinca da yapiyorum.

OA3, ayrica P-4 ¢bziim siirecinden sonra problemleri ¢ozerken farkli bakis agisi
benimseme stratejisine sahip olmayisini yasadigi zorluklarin kaynaklarindan biri olarak

gostermistir:

OA3: Suradan b’yi ¢ekmis sonra. Hrmm evet anladim. Ben bir seye odaklanmisim. Ben

surekli kafamda bir Orintii arayip o savilar1 o Oriintiiye go0re ifade edebilecegimi

diisiindiigiim icin hani siirekli bir noktaya odaklaniyorum. Mesela su benim vaptigim kagit

vardi va demin orada da bovle giizel bir sevler gelmedi dedim va. O giizel bir seylerden

kastim herhalde bir oriintii arryordum. Burada sey yapmis, o b sayisini a ve k cinsinden

cekmis. Bu sayilarin pozitif oldugunu dolayistyla negatif olmayan tiim sayilarin bu sekilde
ifade edilebilmesi i¢in bir sikinti olmadigin1 géstermis aslinda. Ben tamamen su sekilde

odaklanmigtim.

OA4’iin de problemleri ¢dzerken yasadig1 zorluklara igsel atiflarindan biri strateji bilgisi
olmustur. OA4 belirledigi yanita uygun strateji sectigini bu stratejiyi yanita varacak sekilde
izledigini belirtmistir:

Arastirmaci: Neden bu ¢6ziim veya buna benzer yani dogru bir ¢6ziim yapamadigini

diisiiniiyorsun?

OAA4: Bilgi eksikligi var bence bayagi.

Arastirmaci: Nedir bilgi eksikligin mesela?
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OA4: Yani bilmiyorum dyle olmali. Mesela burada durumlar tek tek ele alinmis. Ben bu

kadar detayli diisinemezdim. Biliyoruz da yani ne bileyim o an onu diisiinmek aslinda

kullanabilecegin bir siirii bilgi var ama o an onu diisiinemiyorsun yani. C6ziime baktiginda

basit, kolay ama yapamiyoruz.
Arastirmact: Basit oldugunu diisiiniiyorsan neden diisiinemiyorsun sence?

OA4: Aslinda ben vazilamayacak dive diisiindiigiim icin hani islemlerimi de ona gore

secivorum biraz. Ona gore hareket edivorum Bodyle olur buradan gidersem bu sonuca

ulasabilir miyim gibi. Cogu ispatta da boyle yapiyorum ben. Yani sonuca gbre yapmaya

calisiyorum ben aslinda. Sonuc boyle gelecek boyle olacak devip kendimi ona ikna

etmeye calistyorum aslinda. Mesela ispatlarda falan da oluyor benim. Basini biliyorum

sonucunu da biliyorum. Ne olabilir ne olabilir orta kisma odaklaniyorum ama orada bayagi

bir eksikligim oluyor. Yani diisiindiigiinde matematikte o kadar ¢ok c¢oziim yolu var ki.

Gidecegimiz vyol yontem o viizden yani ben hangisini kullanacagimi kestiremiyorum cogu

Zaman.

4.2.1.3. Muhakeme becerisi

OA1, ézellikle 6rnek ¢oziimleri gordiikten sonra, siklikla gerekli bilgilere sahip oldugunu
ancak bunun muhakemede bulunmak i¢in yeterli olmadigi belirten agiklamalarda
bulunmustur. OA1’in, P-4’iin ¢6ziimiinii inceledikten sonra, arastirmaci ile arasinda gegen
asagidaki diyalogdan yeterli bilgiye sahip olmakla birlikte yeterli muhakeme becerisine

sahip olmadigin siir yazma analojisiyle acikladig1 goriilmektedir:
Arastirmact: Coziimii anladin sanirim. Oyle degil mi?

OAL1: Evet aslinda bilmedigimiz seyler degil ama yani sanatsal bir ¢dziim bence. Cok

sairane bir ¢oziim. Oyle her seyi bir araya getirmis, karistirmis falan.
Arastirmact: Bildigin seyler varsa sen neden ¢6zemedigini diisliniiyorsun?

OA1: Hocam simdi sovyle mesela iste siir yazmak gibi... Mesela aslinda sanatcilarin siiri de

Ovle degil mi. Yani aslinda olan sevleri bir araya getiriyorlar. Bilmedigimiz kelime yok

icinde ama cok sanatsal o siir. Mesela diyor ki iste “gdzlerin devrildi izerime” biz orada

“devrilmek” kelimesini biliyoruz “g6z” kelimesini bilivoruz “tzerine” kelimesini bilivoruz

ama onu bir araya getirip siir biz nive yazmiyoruz? Iste onu dizayn etmek icin genelde

144



burada sanatsal bir matematik orada siirsel bir vetenek gerekli. Buradan ben bunu

¢ikardim. Bu ¢éziimde de siir gibi ¢ok i¢ ice gegmis her sey. Ona benzettim.

4.2.1.4. Sorgulama

OA1’in verilen problemleri ¢ézmede yasadigi zorluklara igsel nedensel atiflardan biri
¢oziim siirecinde yaptiklari1 sorgulamamasi olmustur. OAl, P-2’yi ¢dzememe
nedenlerinden bahsederken ¢6ziim siirecinde yaptigi seyleri sorgulamadigini ve hemen

ikna oldugunu asagidaki gibi agiklamistir:
Arastirmaci: Bu problemi neden yapamadigini diistiniiyorsun?

OA1: Biraz daha neden dive sorgulamak lazim sanki. Buluncaya kadar devam etmedim.

Yani bir sey bulunca evet bu budur devip orada kalmak koti.

Arastirmaci: Ama ¢6ziimiinden eminsen orada kalirsin.

OA1l: iste emin oluyorum koti olan sey o. Kalmamam lazim. Ben kendimi burada

yokluguna ikna ettigim i¢in birakmisim. Var da olabilir desek belki ¢ikabilir.

Benzer sekilde OA2’nin de verilen problemleri ¢dzmede yasadigi zorluklara nedensel
atiflardan biri ¢6ziim silirecinde yaptiklarin1 sorgulamamasi olmustur. P-3’ ¢6ziim

slirecinden sonra arastirmaci ile arasinda gecen diyalog s0yle olmustur:
Arastirmaci: Neden ¢ozemedigini diisiiniiyorsun?

OA2: Yani sanirim c6ziimiim cok aklima vatti o an. O viizden biraz basite aldim sanirim.

Bu kadar detayli diisinmek verine bu budur bu budur hani islemler de rahat rahat gelince

dedim herhalde bdyledir. O an bana ¢ok mantikli gelmisti ¢6ziimiin de dogru oldugunu

diistinliyordum ama daha dikkatli diisiinmem gerekiyormus. Biitiin sayilar1 bir anda ciftse

tekse tariyorum diye diisinmemem lazimmis soruyu ¢ozerken. Direk bu budur deyip

elemek verine biraz daha lizerinde diisiinsem.

OA2: Anladim. Peki kendi ¢dziimiin veya buradaki ¢dziimle ilgili belirtmek istedigin baska

bir sey var m1?
OA2: Benim ¢dziimiim ¢ok sagma.

Arastirmaci: Dogru ifadeler var ama i¢inde mesela tek sayilari elemen gibi.
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OA2: 2_t ’vi diisinememek bavyagi lizdii beni. Yani biraz daha vaptigim seyi incelemem

lazim.

4.2.1.5. Deneyim

OA1 asagidaki diyalogdan da goriilecegi iizere derslerde ispat yapmaktan ziyade uygulama
niteligindeki problemlerle ugrastigini agiklayarak, verilen problemleri ¢6zmede yasadigi
zorluklar1 kendi deneyim eksikligine atfetmistir. Asagida P-3 ile ilgili arastirmaci ile

aralarinda gecen diyalogdan bir kesit gériilmektedir:
Arastirmact: Kendi ¢ozilim siirecini bu ¢ézlimle karsilastirarak degerlendirir misin?

OA1: Hocam sdyle simdi ben bu ¢oziime baktim ve anladim ki artik bundan sonra aklimda
soru isareti kalmiyor. Su say1 mi1 bu say1 mi1 artik deneme yanilma yontemine de gitmeme
de gerek kalmiyor. Ama benimkinde himm yani bu degil mi oraya bak dene suraya bak

dene...
Arastirmact: Peki ¢ozerken bu durumun farkinda miydin?

OA1: Hi h1 &yle oldugunun farkindaydim. Orijinale gitmeye elimden geldigince calistim

ancak o kadar oldu.
Arastirmact: Peki istedigin ¢6zliimii yapmada neden zorlandigin diigiiniiyorsun?

OALl: Aslinda soyle eger bu formiilii ben de bilseydim himm aslinda bu ikisinin farkli
oldugunu buluyor ve oradan sdyliiyor bence diisiiniilebilirdi yani su ilk kisim 6zellikle.
Diistiniilebilir bir ¢6ziim biraz kendimizi yordugumuz zaman. Ama suray1 ben kesinlikle
yapmazdim. Aklima gelmezdi yani digerlerini de denemek. Bunu gosterdim yeterli olurdu

diye disiiniirdiim. Aslinda 6zellikle cebir dersinde ¢ok fazla ispat yaptik. Ama daha cok

hoca aktif oldugu icin biz boyle dinleme modunda oldugumuz icin her halde biraz da pasif

oldugumdan eksik olabilirim. Hani kendim de ispatlardan cok uygulama ile ugrastigim icin

olabilir.

OA2 gibi OA3’iin icsel atiflarindan biri deneyim eksikligi olmustur. P-4’{in ¢dziimiinii

degerlendirme siirecinde arastirmaci ile arasinda gegen diyalog soyledir:
Arastirmaci: Peki bu problem i¢in neden bir ¢6ziim yapamadigini diigiiniiyorsun?

OA3: Bu ispati vapan kisi belli ki ispatlar konusunda siirekli calismis biri. Ne sekilde

celiskive diisecegin, bilivor. Hani hangi saviyvi ne sekilde sececegini biliyor. Benim o
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kadar deneyimim yok. Bence deneyim istiyor. Eger ben de cok ugrasirsam ben de vaparim.

Yapmamam icin bir sebep vok ama vapmak icin belli bir deneyim gerektigini

diistinliyorum.

4.2.1.6. Sebat

OA1, problemleri ¢ozerken aceleci davranmasmi problemleri ¢ézmede zorluk yasama
nedenlerinden biri olarak gostermistir. Ayrica P-2 bu aceleci tavrinin problem ¢dzmeye
0zgii olmadigimi eklemistir. P-2’yi ¢6zlim silirecinden sonra, arastirmaci ile aralarinda

gecen ilgili diyalog sOyle olmustur:
OA1l: Him evet ortak bdlen olabilir ve ona P demek cok mantikli. Ben ortak bélen

bulamadigim i¢in ona hi¢ bir sey demedim. 173k olsun demis. Boyle diisinmemistim
itiraf edeyim. Ama zaten bdyle diislindiikten sonra her ikisinin de tam kare olmas1 mantikli

yani kolay. Himm evet aslinda buradan sonra buraya gegis yapilabilirdi. Aslinda biraz daha

devam edip disiinseydim keske. Ben de devam edebilirdim. Cabuk vazgecmisim. Aslinda

¢cOzliim gayet basit.

Arastirmaci: Problem de basit gelmis miydi? Coziimi mii basit?

OA1: Soruyu goriince de basit gelmisti. Yaptigimi diisiiniiyordum. Ama benimkisi eksik

kalmis. Ama ¢oziim de anlayabildigim sekilde.

Arastirmaci: Derste acele ettin biraz sanki? Yani ¢oziim siirecini erken sonlandirdigim

gordiim.

OA1: Ciinkii ben bir an 6nce ¢cézmek istiyorum.

Arastirmaci: Problem ¢6zme konusunda mi1 dylesin sadece?

OA1: Hayir. Oniimdeki bir seyi bir an énce yapmak istiyorum. Kahveyi falan da hemen

icme istegi duyuyorum Oyle bir sey.

4.2.2. Ogretmen Adaylarinin Muhakeme Siirecinde Yasadig1 Zorluklara Dair
Dissal Atiflar:

Tabloda gorildiigi tizere 6gretmen adaylarinin digsal atiflari; problemlerin niteligi ve

gecmis Ogretim faaliyetleri olmustur.
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4.2.2.1. Problemlerin niteligi

Ogretmen adaylarinin tiimii muhakeme eylemlerinde zorlanmalarinin nedeni olarak
problemlerin zorlayici 6zellikte olduguna atifta bulunmustur. Ornegin OA1, problemlerin
¢Oziimii i¢in kullanilacak herhangi bir tanim veya teorem ig¢in yonlendirici ifade
bulundurmamasi, bir yanita yonlendirmemesi ve ayrica ¢6ziim i¢in bilgi pargalarinin bir
araya getirilmesi gerekliliginden problemleri zorlayici oldugunu diistindiiglinii belirtmistir.
Ornegin, P-1 probleminin ¢dziimii ile ilgili siirecte arastirmaci ile arasinda gegen diyalog

sOyledir:

Arastirmaci: Az Once bu tarz seylerle ugragsmiyoruz demistin. Neyi kastetmistin?
OA1: Bu tarz ispatlar yapmam lazim.

Arastirmaci: Nasil bir tarz?

OA1: Yani soyle mesela bu boyle demis ama sonrasinda bunu gosterebildigi sevler hani

sirekli hani sayilar teorisindeki problemler gibi onlar1 gdsterirken de biraz zorlaniyorum

ama bunlardan daha alt diizey oluyor. Hani en azindan oradaki teoremleri va da tanimlari

kullandigim zaman cikivor. Diyorum ki bu teoremden dolayr boyle cikmis. Ama burada

her sevi kendisi diistiniiyor.

Arastirmaci: Teorem kullansa daha m1 kolay olur?

OA1l: Bazi teoremler falan olsa dese ki bu teoremden dolayi boyle iste deyip ona

dayanarak bir sevler vapsak aslinda o da birazcik benzetmek gibi olur ama daha kolay

oluyor tabi.

Arastirmaci: Bu ¢6zliimde ne yapiyor?

OA1: Bu kendisi aliyor. Mesela ekok tanimini falan kullaniyor ama tabi onlar zaten cok

bilindik sevler. Ovle siirekli herkesin bildigi sevleri bir araya getiriyvor ama bir araya

getirmek zor. Boyle kek yapmak gibi falan mesela o malzemeleri ben de biliyorum ama

annem yapiyor ben yapamiyorum demek ki tizerinde ugrasmak lazim.

Benzer sekilde P-2’nin ¢oziim siirecinde arastirmaci ile arasinda gegen diyalogda da OA1
zorluk yasamasinda problemlerin niteligine atifta bulunmustur. Bu kez problemlerin agik

uclu oluslarina yani problem ifadesinde bir yanita yonlendirmemesine vurgu yapmuistir:

Arastirmact: Yani sen surada bitirdin ¢dziimiinii degil mi? Neden sence ¢6zemedin?
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OA1: Hocam sdyle ciinkii aslinda buras1 biraz daha nasil sdyleyeyim zorlayip diisiiniilmesi
gereken bir sey. Illa var ben bunu bulacagim. Ben kendimi burada yokluguna ikna ettigim

icin birakmisim. Ama var da olabilir deyip boyle iistiine gidilse ¢ikabilir.

Aragtirmaci: Yani ben sana n _var, bul deseydim bulabilir miydin?

OA1: Iste ben nasil olacak nasil olacak dive diisiiniip belki iste iki tane bir seyin karesi

olacak diyebilirdim.

OA2 de problemlerin ¢dziimii icin kullanilacak herhangi bir tanim veya teorem icin
yonlendirici ifade bulundurmamasi, bir yanita yonlendirmemesi yani baska bir deyisle agik
uclu oluslarindan dolayr problemleri zorlayict oldugunu diislindiigiinii belirtmistir.
Ornegin, P-1 probleminin ¢oziimii ile ilgili siiregte arastirmac ile arasinda gecen diyalog

sOyledir:
Arastirmaci: Neden ¢6zemedigini diisiiniiyorsun?

OAZ2: Yani bu tarz sorulari pek ¢c6zmedigimiz icin.

Arastirmaci: Sayilar teorisi dersini aliyorsunuz. Burada da zaten sayilarin genel olarak
bildigimiz Ozellikleri kullanilmis yani liseden beri bildigimiz. Bu tarz derken neyi

kastediyorsun?

OA2: Ama ispatlarinda yine de teoremleri falan ifade etmek gerekiyor ya. Gergi burada
ispatlarda onlara da gerek yok ama. Bilmiyorum yani ya da sey de oluyor. Hani orada

sorularda mesela celiskiye diisecegini sezgisel olarak bilivorsun. Yani genelde sorularda

celiskive dusmek icin elinden geleni vapiyorsun vani farkli seyleri uydurabiliyorsun

sonucu bildigin icin. Burada bilmivoruz ki hicbir sey.

OA3 de ornek ¢oziimleri incelerken problemlerin zorlayict oldugunu diisiindiigiinii

belirtmistir.
Arastirmaci: Sen neden zorlandin ¢ozerken sence?

OA3: Yani 6ziinde baktigin zaman yine ekok almis. Yine bilmedigimiz bir sey yok ama
gel gelelim iste mesela ben burada carpmisim orada ekok demek aklima gelmemis. ilk
incelik burada baglamig benim i¢in. Daha sonra orada hani diyor ki bir tek yani bu kadar
terim igerisinde bir tane tek say1 oldugunu gostereyim ki bir siirii ¢ift sayiin toplami arti

tek sayinin toplami tek olsun. O yiizden indekslemeye gidiyor. O j’nin tek oldugunu

gOstermesi bence biuiyik bir sey istivor nasil diveyim hem ayrintilar1 yakaliyor hem de

bunu c¢ok giizel bir sekilde sunuyor. Yani bana gore biraz zor bovyle coziimler. Hani ben
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onu yakalasam bile bu sekilde ifade edemem. Yani o yilizden ¢ok giizel. Yani fark burada

ortaya cikiyor. Yani kolay gibi bdyle bakinca bir yandan ama bu problemler zor aslinda.

Yani ne vapacagin hic acik degil.

Asagidaki diyalogdan OA4’iin de problemleri ¢dzmede yasadigi zorluklara atiflarindan
birinin problemlerin niteligi oldugu goriilmektedir. Ornegin P-3’ten sonra gerceklesen

goriismede problemlerin agik uglu olusuna atifta bulunmustur:

Arastirmaci: Senin i¢in bu veya buna benzer bir ¢6ziim yapmak zor mu olurdu? Neden bu

problem i¢in dogru bir ¢6ziim ortaya koyamadigin diisiiniiyorsun?
OA4: Aslinda teorem olarak bilseydim ispatlayabilirdim.
Arastirmaci: Hangi teoremi?

OA4: Yani teorem dedigim hani 2’nin kuvvetidir seklinde. Yani bu 2’nin kuvvetidir

ispatlayin deseydi belki yapabilirdim. Yani sonucu bildigim icin daha kolay olurdu

diisinmesi.

Arastirmaci: Ama bize zaten problemde onu soruyor. Yani yanit1 senin bulmani istiyor.

OA4: Evet ama mesela sunun sovyle oldugunu gdster deseniz ben daha rahat gosterebilirim

acikcasi yani mesela cevaplan bilsem vani uydurabilirim ¢oziimii boyle gelir falan.

4.2.2.2. Gegcmis ogretim faaliyetleri

OA2 disindaki &gretmen adaylart gegmis Ofretim faaliyetlerinin bu tiir problemleri
¢ozebilmek icin kendilerine yeterli bilgi ve beceriyi katmadigini diisiindiiklerine dair
aciklamalar yapmislardir. OA1, P-2 igin dogru yanmiti bulmamasina dair arastirmaci ile
goriigmesi sirasinda Oncelikle kendisinin yeterince sorgulamadigini belirtmistir. Daha
sonra ise bunu lisede yani gegmis 6grenim hayatinda karsilastigi problemlerin 6zelliginden

kaynaklandigini belirtmistir:
Aragtirmaci: Yani ben sana n var, bul deseydim bulabilir miydin?

OA1: Iste ben nasil olacak nasil olacak diye diisiiniip belki iste iki tane bir seyin karesi

olacak diyebilirdim.

Arastirmaci: Ama sonugta boyle bir tamsay1 var m1 diyor. Sen burada yok diyorsan ve

tamamen yokluguna ikna oluyorsan ¢oziimiinii bitirirsin.
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OALl: Bilmiyorum soyut islemlerle ilgili olabilir. O dénemi problemli atlatmis da

olabilirim. Ben aslinda bir seylerin kokiinii oraya da baglivorum. Ciinki bir seyleri biz o

Zaman arastirmadan vyaptigimiz icin bir sevler var m1 yok mu dive disiinmekten zivyade.

Sovle bir kural var sorular buna gore cozilir deyip vani Oyle bir 68retimden geldik. Alt

vapi bu sekilde... Simdi siirekli bir seyleri arastirmak sonucta beyin de bir seyleri ¢cozmeye

alistikca ovle diisiinmeye bashyor. Oyle bir aliskanlik eskiden de olmadidi icin zaten

zorlaniyoruz. O bence temel sebep dive dustiniyorum. Liseden beri bu tarz gelsek olmaz

boyle.

OA1, ayrica lisans ders igeriklerinin de acik uglu problemleri ¢dzecek veya ispat
yapabilecek bilgi ve becerileri kazandiracak nitelikte olmadigini ayrica ispatlamaya dayali

ders igeriklerinin programdaki yerini uygun bulmadigini belirtmistir:

OA1: Ispat konusunda hepimizin sikintisi var. Yani boyle ii¢iincii sinifta olmasi lazim, dyle

bir ders agmalari lazim... Siirekli bizim bunlarla ugrasmamiz lazim.

Arastirmaci: Ama zaten derslerinizde ispat yapiyorsunuz. Sadece hepsinin konu alanlari

farkli oluyor. Sen nasil diisiiniiyorsun o agilacak dersin nasil olmasini isterdin?

OAl: Ama sOyle, hocam buradaki gibi hani gecmis bilgilerimizi kullanarak ispat

yapabilecegimiz sevler degil. Biz topoloji falan aldik. Ya da cebirde falan belli bir teorem

buluyorduk sonra divorduk ki buradan buradan... Zaten bizim vapabilecegimiz sekilde.

Mesela bir Euler teoremini ispatlamiyorduk va da bir Wilson teoremini ispatlamiyoruz

adam zaten vapmuis. Bir tane sayi verilivor ona bakivoruz. Yani biraz daha uygulama. Yani

suradaki sorular gibi gecmis bilgilerimizi harmanlayarak bir seyler olusturmamiz

istenmivor tam olarak. Biraz daha uygulama tarzi oluyor.

OA3 de problemleri ¢dzme siirecinde yasadig zorluklari kisisel deneyim eksikliginin yani
sira Ogretim uygulamalart dolayisiyla yasadiklar1 deneyimlere baglamistir. P-4’iin

¢ozlimiinii degerlendirme stirecinde arastirmaci ile arasinda gegen diyalog soyledir:
Arastirmaci: Kendi ¢oziimiinle karsilastirir misin? Neden yapamadigini diisiiniiyorsun?

OA3: Yani ben bu tarz ispatlara aliskin degilim. Hep vani benim aliskin oldugum ispatlar

daha cok uygulamasi olan ispatlar. Cebirden dolay1 sanirim bovyle. Mesela cebirde bir sey

ispathiyvoruz sonra hemen uygulamava yoOnelik soru ¢Oziip onun lizerinde ispati soruya

aktarabiliyoruz.
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OA4 ise bu kategoriye dair atfin1 derslerde ele aldiklar1 problemler ve bu problemlere dair
uygulama bigimleri seklinde agiklamistir. Arastirmaci ile arasinda gegen diyalog soyle

olmustur:
Arastirmaci: Neden zorlandin sence bu problemlerde?

OA4: Aslinda biz bdyle cozmeve aliskin da degiliz. Mesela su an derste denklem

sistemlerinin ¢Oziimlerini falan sey vapiyoruz tamamen bodyle modiiler aritmetik mod hani.

Onlarin iizerinde siirekli islemler falan. Bastaki konular biraz benziyordu hani ebob ekok

falan hani sayilar iizerinde bayagi sey yapiyorduk ama sinav tabi o agirlikli olmadigi i¢in

hatta hi¢ yoktu galiba dyle.
Arastirmaci: Oradaki sorular daha m1 zor?

OA4: Yok hocam oradaki sorular daha kolay bana gore. Hani orada tanimi biliyorum

mesela niye dvyle oldugunu goster diyor mesela hani va tanim kullanacaksin vya teorem yani

elindeki seyler belli 0 yiizden bana onlar1 gostermek daha rahat geliyordu. Bunlar

gostermek zor. Derslerde hep dyle yani konuyu isleyip soru ¢ozdiigiimiiz igin

kullanacagimiz bilgi belli. Ovle alismisiz biz de burada zor geliyor.
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BOLUM V

SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde arastirmanin bulgu ve yorumlarina dayali olarak ulasilan sonuglar ve bu

sonuclara dayali onerilere yer verilmistir.

5.1. Sonuclar

5.1.1. Birinci Arastirma Problemine iliskin Sonuclar

Matematiksel muhakeme, Oncelikle s6z konusu problem baglamindaki matematiksel
kavramlara yonelik bilgi gerektirdiginden (Moshman, 1995); veri toplamada kullanilan
problemlerin se¢iminde problemleri ¢dzebilmek icin ihtiya¢ duyulacak matematiksel
kavramlara iligskin bilgiler dikkate alinmistir. Bu kavramlar kiime, baginti, fonksiyon gibi
Ortadgretim Matematik Ogretmenligi lisans programimin ilk iki yariyilinda yer alan Soyut
Matematik dersi kapsaminda oOgrencilere kazandirilmasi beklenen temel matematiksel
kavramlar ile arastirma verilerinin yiiriitiildiigi yariyillda yer alan Sayilar Teorisi dersi
kapsaminda yer alan tamsayilar ve 6zellikleri, boliinebilme, asal sayilar ve kongriiens ile
sinirlt  tutulmustur. Bununla birlikte problemlerin, zorlayict bir problem durumu
olugturmast amaciyla, bu kavramlarin farkli 6zelliklerine odaklanilmasini gerektirecek
sekilde secilmesine 6zen gosterilmistir. S6z konusu matematiksel kavramlarin bircogu ilk,
orta ve lise matematik 6gretim programlar1 kazanimlar1 arasinda da yer almaktadir (MEB,
2018a; MEB, 2018b). Yani katilimcilarin lisans egitimleri oncesinde bu kavramlara
yonelik matematiksel bilgileri edinmis olmalari beklenir. Ancak arastirma verilerinin
analizine gore; Ogretmen adaylarinin muhakeme siirecinde yasadiklar1 zorluklarin
cogunlugunun, s6z konusu matematiksel kavramlarla ilgili derinlemesine bir anlayisa sahip

olmamalarindan kaynaklandigini séylemek miimkiindiir.
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Ogretmen adaylarmin muhakeme eylemleri analiz edildiginde tamsayilarla ilgili bir
ozelligi tek basina ele aldiklarinda ilgili kavramm tanimina dayanarak dogru
muhakemelerde bulunduklar1 ancak tamsayilarin 6zelliklerini iligskilendirmeleri gereken
durumlarda zorlandiklar1 goriilmiistiir. Bu durum Ogretmen adaylarinin P-1 igin ortaya
koyduklar1 muhakeme eylemlerinde asal sayilar, tek ve ¢ift sayilar, boliinebilme ve ekok
kavramlar1 ¢ercevesinde agikca gbzlemlenebilirdir. Dolayisiyla katilimcilarin tamsayilar ve
ozellikleri ile ilgili muhakeme becerilerinin yeterli olmadigir sdylenebilir. Arastirmalara
gore matematiksel kavramlar1 tamimlayabilen ve oOzelliklerinden birini kullanmay1
gerektiren problemleri ¢ozmede basarili olan Ogrenciler, bu 0&zellikleri bir arada
kullanmalar1 gerekli matematiksel gorevleri yerine getirmede her zaman ayn1 performansi
gosterememektedir (Mamona-Downs & Downs, 2005). Zazkis ve Campbell (1996) siif
Ogretmeni adaylarmin Aritmetigin Temel Teoremini dogru tamimlayabildiklerini,
ozelliklerini basitce agiklayabildiklerini ancak gesitli problem durumlarina uygulamakta
zorluk yasadiklarmi bildirmistir. Elia, Panaoura, Eracleous ve Gagatsis, (2007) on birinci
siif 6grencileri ile fonksiyon kavrami; Diindar (2015) ilkdgretim matematik 6gretmeni
adaylar1 ile seri kavrami baglaminda yaptiklari arastirmalarda benzer bulguyu elde
etmislerdir. Diger taraftan katilimcilarin P-1’in ¢6ziim siirecinde matematiksel kavramlarin
ozelliklerini iligkilendirememelerinde, sectikleri cebirsel stratejilerde kullandiklar
temsilleri yorumlamadaki giicliiklerin de etkisinin oldugu sdylenebilir. Arastirmacilar
ogrencilerin matematiksel kavramlara dair tamimlart ve temel Ozellikleri bilmelerine
ragmen problem ¢ézme siirecinde basarisiz olmalarinin, sz konusu kavramlari temsil etme
ve farkli temsillerini yorumlamada sahip olduklari zorluklardan kaynaklandigini dile
getirmiglerdir (Bills & Tall, 1998; Elia vd., 2007; Gagatsis ve Shiakalli 2004; Zazkis ve
Campbell; 1996).

P-2 i¢in muhakeme eylemlerinde Ogretmen adaylarmin higbiri problemde verilen
"n73+n)" temsili istenilen matematiksel sartlart saglayacak bi¢cimde yorumlayarak,
gerekli doniisiimii yapamamustir. Diger taraftan P3’{in ¢dziim siirecinde OA2, olusturdugu

cebirsel temsillerle dort ardisik tamsayiyr toplayip "a = 2(2n+3)" esitligini elde edince

tim c¢ift tamsayilarin ardisik pozitif tamsayilarin toplami olarak yazilabilecegi iddiasinda
bulunmustur. Ancak bu esitlige gore ayn1 zamanda a tamsayisinin 4 ile boliimiinden kalan
2°dir. Zazkis (1998), sayilarla ilgili problem durumlarinda tamsayilarin tek ve ¢ift olma
siiflamasinin, Ogrencilerin muhakemelerinde olduk¢a baskin oldugunu bildirmistir.

Dolayisiyla oncelikle OA2’nin bu sirada yalmzca tamsayilarin tek ve g¢ift olma
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ozelliklerine odaklandigi, baska bir deyisle tamsayilarin 6zelliklerini tek ve cift olmaya
indirgedigi sdylenebilir. Nitekim bu durum siklikla durum inceleme stratejisine bagvuran
adaylarin, s6z konusu muhakeme eylemleri sirasinda durumlar olarak tek ve cift

tamsayilar1 ele almalarinda da gozlenmistir. Diger taraftan OA2’nin "a=2(2n+3)"

seklinde temsil edilen a pozitif tamsayisinin Ozelliklerini belirlemede zorlandigi da
sOylenebilir. Zazkis ve Campbell (1996) de sinif 6gretmeni adaylariyla yaptig1 ¢alismada,
bir say1 carpanlara ayrilmis formda sunuldugunda adaylarin sayilarin diger 6zelliklerini
belirlemede zorlandiklarin1 belirlemistir. Dolayisiyla s6z konusu temsilde a pozitif
tamsayisinin ¢ift oldugu seffaf, dorde boliimiinden kalanin 2 oldugunun opak olmasinin
OA2’nin bu temsili yorumlamakta zorlanmasina neden oldugu sdylenebilir. Benzer sekilde
diger 6gretmen adaylarinin da hem kavramlarin 6zelliklerini hem de say1 temsillerinin
barindirdig1 6zellikleri belirlemede siklikla zorluk yasadig: tespit edilmistir. Bu zorluklar
muhakeme eylemlerini basarisiz bir sekilde siirdiirmelerine neden olmustur. Ornegin her
iki yaninda iki ¢arpan bulunan esitliklerde, 6gretmen adaylarinin bu ¢arpanlart karsilikli
olarak birbirlerine esitledikleri goriilmiistiir (Or: Eger ab=cd ise a=c ya da a=d
dir.). Ogretmen adaylarinin tiimiiniin garpanlara ayirma ve say1 temsillerini yorumlama ile
ilgili yasadiklar1 bu zorluk, P-2 problemindeki muhakeme siireclerini dogru olmayan bir
¢Ozliimle bitirmelerine ve {listelik cebirsel denklemleri ¢ozerek elde ettikleri verilere olan
gliveni yani epistemolojik bilgileri ¢oztimlerinden kesin olarak emin olmalarina sebep
olmustur. Bagka bir deyisle ¢oziimlerinin yanlis oldugunu fark edemedikleri i¢in yeni
kavramsal iligkiler veya stratejiler arama ¢abasi igerisine girmeden  siireci

sonlandirmiglardir.

Diger taraftan Stylianou (2013), problem ¢6zme siirecinde temsil etme ve dogrulama
stireclerinin etkilesimini incelemis ve Ogrencilerin segtikleri temsillerin genellemelere
varma sekillerini ve dolayisiyla yanmtlarini gerekgelendirme bigimlerini  etkiledigi
bulgusuna ulagsmigtir. Stylianou, ayn1 zamanda 6grencilerin sunduklar1 gerekcelerin temsil
bicimlerini etkiledigini dolayisiyla gerek¢elendirme ve temsillerin bu siiregte birbirini
dinamik olarak etkiledigini belirlemistir. Ogretmen adaylarmin temsil se¢imlerinin iddiada
bulunma ve bu iddialarii gerekcelendirerek dogrulamadaki rolii P-3 probleminde 6ne
ctkmistir. Hem OA1 hem de OA3, P-3 i¢in muhakeme eylemlerinde 6zel say1
orneklerinden yola ¢ikarak genellemeye varmaya calismustir. Ozel sayr &rnekleriyle
genellemeye varmak ¢ogunlukla verimli bir strateji olmakla birlikte, belirli gdzlemlerden

sonra silirece genel say1 temsillerini (n,n+1,2n gibi) kullanarak devam etmeleri halinde
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genelleme yapmalarinin hem daha kolay hem de bu siire¢ sonunda ortaya konulan
¢oziimiin dogrulugunun daha kabul edilebilir olacagini sdylemek miimkiindiir. Diger
taraftan P-4 ve P-5 siirecinde ise 0gretmen adaylarmin sayr temsilleriyle cebirsel islem
yaparak muhakeme eyleminde bulunma istekleri zorluklar yasamalarina neden olmustur.
Ornegin P-3 i¢in deneme yanilma stratejisini izleyen OAl, P-4 siirecinde izledigi diger
stratejilerde zorluk yasamasina ragmen, deneme yanilma stratejisini izlemeyi tercih
etmemis ve bu durum dogru olmayan iddialar ortaya koymasina neden olmustur. Ayni
Ogretmen adaylarinin P-3, P-4 ve P-5 i¢in ortaya koyduklari muhakeme eylemlerinin; salt
strateji bilgisinin yaninda, problem ¢6zme siirecinin farkli agamalarinda problemin
karakteristigine uygun stratejinin se¢imi ve bu stratejinin etkin bir bicimde uygulanmasinin

onemini tekrar ortaya koydugu sdylenebilir (Star & Rittle-Johnson, 2008).

Ayrica Lithner (2008) muhakeme becerisi iyi olmayan 6grencilerin stratejilerini problem
metninde bulunan yilizeysel 6zelliklere gore belirlediklerini tespit etmistir. Bu durum ayni
ogretmen adaymin iki farkli problemdeki temsil ve strateji segiminde, problemlerin
ifadesinde bulunan temsillerin etkisinin olabilecegini diisiindiirtmiistiir. Nitekim P-3’iin
ifadesinde problem durumu say1 6rnekleri ile yapilan bir islemle agiklanmistir; P-4’te ise
sayilar harflerle temsil edilmistir. Benzer durum P-5’in ¢oziim siirecinde OA4 harig¢ tiim
adaylarin muhakeme eylemlerinde gozlenmistir. OAl, OA2 ve OA3 P-5 igin
gergeklestirdigi muhakeme eylemlerinde problemin ifadesinde bulunan “a,b,c”
temsillerini kullanmiglardir. Oysa problem durumunda bu sayilarin arasinda bir siralama
bagintis1 da verilmistir ve bu durumu goz oniine alan ve sayilar arasinda olabilecek iligkiyi

orneklerle arastiran OA4 dogru olarak nitelenebilecek bir ¢dziim ortaya koyabilmistir.

Tamsayilarin 6zellikleriyle ilgili kavramsal zorluklarinin yaninda; 6gretmen adaylariin
aritmetik  diislinceden cebirsel disiinmeye geciste de sikintilara sahip olduklar
goriilmiistiir. Ornegin aritmetik diisiinmede esit isareti yapilacak olan islemlerin var
oldugunu gosterirken, cebirsel diistinmede bu sembol artik dengeyi ifade etmelidir, yani
iliskisel bir sekilde yorumlanmalidir (Molina & Ambrose; 2008). OA1’in P-2, P-5 ve P-6
icin sergiledigi muhakeme siireclerinde yaptig1 cebirsel islemler sonucunda elde ettigi
esitlikleri yorumlamadaki zorluklar; 6zellikle esitlik, degisken, bilinmeyen kavramlarina
yonelik derinlemesine bir anlayisa sahip olmadigi1 baska bir deyisle aritmetik diisiinmeden
cebirsel diisiinmeye tam anlamiyla gecemedigi seklinde yorumlanmistir. Bununla birlikte,
bu durumun ortaya ¢ikmasinda OA1’in epistemolojik bilgilerinin etkisinin de oldugu

sdylenebilir. Ornegin OA1, P-5’i ¢oziim siirecinde izledigi cebirsel stratejisi sonucunda
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C=1+n+ab esitligini elde etmis ve bu esitlige gore a,b ve c tamsayilarmin

bulunabilecegini belirtmistir. Oysa bu esitlikten problem durumuna dair yani negatif
olmayan tiim tamsayilarin a®+b”*—c”® seklinde ifade edilebilecek, a<b<c sartini

saglayan a,b ve c tamsayilarinin bulunabilecegine dair bir ¢ikarimda bulunmanin

miimkiin olmadig1 agiktir. OA1’in elde ettigi bu sonucu ¢dziim olarak gdrmesinin sahip
oldugu ispat semasindan kaynaklandigi diisiiniilmektedir. Ciinkii 6gretmen adaylarinin
timii; aralarinda herhangi bir mantiksal bag bulunmasa da sembolik manipiilasyonlarla
yaptiklar1 ¢oziimleri dogru ve matematiksel olarak gegerli gorme egiliminde olmustur. Bu
durum literatiirde karsimiza aliskanlik edinilmis ispat semasi ve sembolik ispat semasi
olarak karsimiza ¢ikmaktadir (Martin ve Harel, 1989; Sowder ve Harel, 1998). Dolayisiyla
kavramsal bilgi ve stratejik bilgilerinin etkilesimli olarak 6gretmen adaylarinin muhakeme
eylemlerini sekillendirmesinin yaninda; bu siirecte epistemolojik bilgilerinin de etkisinin

oldugu sdylenebilir.

Diger taraftan Zazkis vd. (2008), deneme yanilma stratejisini izleyerek indiiktif bir
¢ikarimda bulunmada, 6rnek cesitliliginin énemini vurgulamustir. Ogretmen adaylarinin
ozellikle Sayilar Teorisi baglamindaki problemler i¢in Onemli goriilen bu stratejinin
muhakeme siirecine katacak avantajlarindan yararlanmadigini sdylemek miimkiindiir.
Ogretmen adaylar1 ya hi¢ &rnekler iizerinde calismamis ya da bu stratejiyi etkin
kullanamamuslardir. Ogretmen adaylarmin 6rnekler iizerinde ¢alisacaklar: stratejileri tercih
etmek istememe nedenlerinden biri olarak, yukarida belirtildigi gibi, problemlerin
ifadesinin kolay anlasilabilir olmasi ve 6gretmen adaylariin problemi analiz etme ihtiyact
hissetmemesi olarak tespit edilmistir. Oysa problem metnini okumanin problemi anlamak
anlamina gelmedigi bilinmektedir. Bagka bir deyisle problem durumuna dair metinsel degil
mantiksal bir anlayisa sahip olmak; dogru ¢ikarimlarda bulunmak ve bir ¢6ziim ortaya
koyabilmek i¢in gerekli matematiksel bilgi ve stratejileri segmede 6nemlidir (Furinghetti &
Morselli, 2009). Adaylarin yalnizca Orneklerden yararlanarak degil, gdzlemlenebilir
olmasa da kavramsal bir i¢sel diisiinme siireci ile de problem durumunu analiz etmeyi goz
ardi ederek problemi mantiksal olarak anlamadiklari; siire¢ igerisinde yalnizca
matematiksel kavramlara iligkin bilgilerinden yola ¢ikarak asir1 genellemelerle yanlis

iddialarda bulunmalarindan da goriilmektedir.

Ogretmen adaylarinin  &rneklerle calismak istememelerin  veya bu stratejiyi etkin

kullanmamalarinin diger nedenin de 6gretmen adaylarinin epistemolojik bilgileri oldugunu
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sdylemek miimkiindiir. Ogretmen adaylarindan OA2 ve OA3’nin goriismeler sirasindaki
sdylemleri bu yorumu destekler niteliktedir. Ornegin OA2’nin, muhakeme siirecine dair

gorislerini paylastigi soylemi soyle olmustur:
Arastirmaci: Kendi ¢oziimlerin ile ilgili ne diisiiniiyorsun?

OA2: Kendi ¢dziimlerim tamamen uydurma. Yani sey yapmak istemedim deneyerek bir
sonuca ulagsmak istemedim higcbir soruda. O yilizden de bdyle matematiksel bir seyler

yapmaya calistim.(...)

Yukaridaki diyalogdan gériildiigii gibi OA2, kendi deyimiyle matematiksel seyler yapmak
icin muhakeme siirecinde deneme yanilma stratejisini kullanmak istemedigini yani
ornekler iizerinde ¢alisarak bir ¢ikarimda bulunmak istemedigini belirtmistir. Bu durumda
O0gretmen adaylarinin Orneklere dayali muhakemede bulunmanin avantajlarindan tam
anlamiyla yararlanmadiklar1 ve muhakeme siirecinde yasadiklar1 zorluklardan birinin de
epistemolojik etkenlerden dolayr orneklerle ¢aligmaktan kagimmalari veya muhakeme
eylemleri i¢in avantajlarinin farkinda olmayarak calismalar1 oldugu soylenebilir. Ciinkii
her ne kadar matematiksel olarak tiimdengelimli ¢ikarimlar ve cebirsel ispatlar kabul
edilebilir olsa da muhakeme siirecinde indiiktif ¢ikarimlar 6nemli role sahiptir. Ancak Ellis
ve calisma arkadaslarinin (2017) da vurguladig: tizere literatiirde indiiktif muhakemenin
Oonemi ve Orneklerin nasil daha verimli kullanilabilecegini arastiran ¢alismalar oldukca
azdir. Bu kapsamda yapilan ¢aligmalarinin ¢cogunlugunun muhakeme siirecinde drneklerin
kullanilmasinin siirliliklarinin 6grencilere fark ettirilmesine yonelik Oneriler sunmay1
amacladig1 goriilmektedir (8rnegin, Stylianides & Stylianides, 2009). induktif ¢ikarimlara
asir1 glivenmenin Ogrenciler i¢in problem teskil ettigi dogru olmakla birlikte iddiada
bulunma, iddialar1 test etme veya ispatlama gibi matematiksel muhakeme siireci ile ilgili
etkinliklerde 6rnekler 6nemli role sahiptir. Bu rol ise, calisilmak iizere hangi 6rneklerin
secildigi, bu orneklerle nasil calisildig1 ve ¢alisma sonuclarinin nasil degerlendirildigine
bagli olarak sekillenmektedir (Aricha-Metzer & Zaslavsky, 2019; Ellis vd., 2017).
Dolayisiyla 6grencilerin orneklerle ¢alismalarinin siirliliklarinin farkinda olmasi kadar,
orneklerin muhakeme siirecindeki potansiyelini bilmesi ve etkin kullanim becerisi
kazanmasi da 6nemlidir (Ellis vd., 2017). Bu anlamda arastirma bulgular1 ele alindiginda,
ogretmen adaylarmin higbiri herhangi bir problem i¢in 6rneklerden yola g¢ikarak ortaya
koyduklar1 iddialarindan tamamiyla emin olduklarina dair bir sdylemde bulunmamstir ve
siklikla ¢oziimlerinin bir ispat niteliginde olmadigini belirterek sergiledikleri muhakeme
stirecinin smirhiliklarmin farkinda olduklarint gdstermiglerdir. Dolayisiyla bu kapsaminda
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arasgtirma bulgularinin literatiirden ayrildigini  sdylemek miimkiindiir. Bu durum,
muhakeme siirecinde ne tiirden ¢ikarimlarin matematiksel olarak kabul edilebilir olduguna
dair yeterli bilgiye sahip oluslar1 agisindan katilimecilar i¢in olumlu bir sonug¢ olmustur;
ancak yukarida bahsedilen sebeplerden dolay1 6gretmen adaylarinin 6rneklerle ¢alismanin
avantajlarindan yeterince faydalanamayarak muhakeme siirecinde zorluk yasamalarina

neden olmustur.

Diger taraftan Ogretmen adaylariin muhakeme siirecleri boyunca farkli stratejileri
izledikleri goriilmiis olsa da matematiksel olarak kabul edilebilir gordiikleri; formiil
kullanma, denklem olusturma ve bu denklemleri sembolik manipiilasyonlarla ¢6zmeye
dayanan cebirsel stratejiye (Van Dooren, Verschaffel, & Onghena, 2003) siklikla
basvurduklar1 gézlenmistir. Problemlerin karakteristigi de goz onilinde bulunduruldugunda
ilk akla gelenin cebirsel strateji olmasi dogal olmakla birlikte 6gretmen adaylarinin bu
stratejiyi izlerken bazen problem durumundan uzaklasmalari; daha 6nce bahsedildigi gibi
matematiksel kavramlarin temsillerini belirlemede, doniistirmede ve cebirsel ifadeleri
yorumlamada yasadiklar1 zorluklar, bu stratejileri izlemede, sonuglarin1 yorumlamada ve
neticede farkli bakis acist benimsemede zorluk yasamalarina neden olmustur. Nitekim
ogretmen adaylarinin iddialarin1 veya ¢oziim stireclerini yani segtikleri stratejileri dogru
uygulayip uygulayamadiklarini nadiren kontrol ettikleri goriilmiistiir. Bu durum 6gretmen
adaylarinin yaptiklart ¢oziimleri pesinen dogru kabul etmelerine ve ¢6ziim siireclerini
sonlandirmalarina sebep olmustur. Ornegin OA2 P-3 icin matematiksel bilgiye dayali
yasadig1 bir zorluk sonucunda, 10 ve 10’dan biiyiik tiim ¢ift tamsayilarin negatif olmayan
tamsayilarin toplam1 seklinde yazilabilecegi iddiasinda bulunmus ve bu iddiasini test
etmeden bu problem i¢in muhakeme siirecini sonlandirmistir. Oysa eger boyle bir
girisimde bulunmus olsaydi 10 ve 10°dan biiyiik ve 2’nin kuvveti olmayan herhangi bir
tamsaylyr verilen kosullar altinda inceleyerek iddiasini ciirlitmesinin kolay olacagini
sdylemek miimkiindiir. Ogretmen adaylarmin aliskanlik olarak ortaya koyduklar1 problem
cozme yaklagimlarindaki yetersizliklerin yani sira tipki problemi anlamada oldugu gibi
kontrol etmede de epistemolojik yaklagimlarinin etkisinde kaldiklar1 sdylenebilir. Ciinkii
ogretmen adaylarinin deneme yanilma stratejisi ile yani 6zel Orneklerle yaptiklar
caligmalarin sonuglarim1 gozlemleyerek bir iddiada bulunduklarinda bu iddialarini test

ettiklerine daha sik rastlanilmistir.

Ozetle, 6gretmen adaylarmin temel kavramlara yonelik derinlemesine bir kavrayisa sahip

olmamalar1 muhakeme siirecinde yanlis ¢ikarimlarda bulunmalarina neden olmustur. Bu
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durum problemler i¢in baska 6zel bir strateji veya kavramsal bilgi aramalarina ket vurarak
muhakeme siireglerinde zorluklar yasamalarina yol agcmistir. Ayrica katilimcilarin temel
kavramlarla ilgili yasadiklar1 zorluklarin, Zazkis (2007)’in Sayilar Teorisi alaniyla ilgili
ogrenmedeki kullanishligina ragmen matematik egitiminde hem miifredat hem de
arastirma bakimindan sayilarin hak ettigi yeri almadigimi ve miifredatlarin hesaplamalarin

hakimiyetinde oldugunu bildirmistir.

Diger taraftan O6gretmen adaylarinin problemi anlamaya ve iddialarin1 veya ¢6ziim
slireglerini kontrol etmeye gereken 6nemi gostermedikleri ya da epistemolojik bilgilerinin
etkisinde kalarak ihtiya¢ duymadiklar1 ya da bunlardan kagindiklar1 sdylenebilir. Ogretmen
adaylarinin problem durumunu yeterince analiz etmemeleri, problem verileri ile problemi
cozmek i¢in gerekli matematiksel bilgileri arasindaki iliskilendirmeyi yapamamalarina ve
bu durumla iligkili olarak dogru stratejiyi belirleyememelerine neden olmustur. Siireg
sonunda elde ettikleri dogru olmayan sonuglar1 ve izledikleri siiregleri kontrol etmemeleri
de, belki de problemin dogru yanitina veya yaniti ispatlamaya gotiirecek matematiksel bilgi
veya strateji arayisi icerisine girip siireci basarili bir sekilde sonlandirma ihtimalini ortadan

kaldirmstir.

Bu kapsamda, katilimcilarin problem ¢ézmede 6gretmen yeterliliklerini karsilayacak bilgi
ve beceriye sahip olduklarmi sdylemek giictiir. Ogretmen adaylarmin mevcut duruma dair
ortaya koyduklar1 olas1 sebepleri yani yasadiklar1 zorluklara dair atiflari ise ikinci arastirma

probleminin sonucu kapsaminda ele alinmistir.

5.1.2. ikinci Arastirma Problemine iliskin Sonuclar

Ogretmen adaylarmin biligsel istem diizeyi yiiksek matematiksel gorevleri yerine
getirmede yasadiklar1 zorluklara yonelik atiflart Weiner (1972, 2010)’1n atiflara yonelik
olusturdugu konum boyutu altinda incelenmistir. Konum boyutu, kisinin yasadigi bir
duruma dair ortaya koydugu nedenin bireyin kendisinden mi yoksa kendisi disindaki
etkenlerden mi kaynakli olduguyla ilgilidir ve buna dayali olarak icsel ve dissal atiflar
olarak iki alt boyuta ayrilmistir. Bulgulara goére oOgretmen adaylarinin muhakeme

stireglerinde yasadiklar1 zorluklara atiflar1 tablodaki gibi olmustur:
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Tablo 12.

Osretmen Adaylarinin Muhakeme Eylemlerinde Yasadiklar: Zorluklalara Atiflar:

Ogretmen Icsel Atiflar Dissal Atiflar

Aday1

OAl muhakeme becerisi, deneyim, sebat, problemlerin niteligi, ge¢mis
sorgulama Ogretim faaliyetleri

OA2 kavramsal bilgi, stratejik bilgi, problemlerin niteligi
sorgulama

OA3 kavramsal bilgi, stratejik bilgi, problemlerin niteligi, ge¢mis
deneyim eksikligi ogretim faaliyetleri

OA4 kavramsal bilgi, stratejik bilgi problemlerin niteligi, ge¢mis

Ogretim faaliyetleri

Ogretmen adaylarmin atiflar1 incelendiginde, bunlarin literatiirde goriilen matematik
basarisina/basarisizligina (Cortés-Suarez & Sandiford, 2008; Polaki ve Nenty, 2001;
Weiner 2010) ve ayn1 zamanda ispatlama basarisina/basarisizligina verilen atiflarla benzer
oldugunu sdylemek miimkiindiir (Bastiirk; 2013). Birinci arastirma probleminden elde
edilen bulgulara gore O0gretmen adaylar1 kavramsal bilgi ve stratejik bilgilerine dayali
siklikla zorluk yasamistir. Tablodan da goriilecegi iizere OAl disindaki adaylar,
yasadiklar1 zorluklara dair bu bilgilere atifta bulunmuslardir. Bu durum &6gretmen
adaylarinin bu tiirden problemleri eger yeterince bilgi ve beceri sahibi olunursa
cozebildiklerini disiindiiklerini ortaya koydugundan kendileri ve mesleki yasamlarindaki

ogretim etkinlikleri agisindan olumlu goriilmiistiir (Kloosterman, 1984; Weiner, 2010).

Bulgular OA1’in siklikla basit kavramsal yanlislar yaptigim gostermektedir. OA1’in ise
atiflarinda bu kapsamda bilgi eksikligine bir atif yapmadigi, bununla birlikte diger
adaylardan farkli olarak muhakeme yetenegindeki yetersizlige atifta bulundugu
goriilmektedir. Yetenek literatiirdeki arastirmalarda siklikla atfedilen bir neden olmakla
birlikte, kontrol edilemez ve kalict oldugundan kisilerin basarisizligini bu nedene
atfetmelerinin olumsuz sonuglar dogurdugu bildirilmistir. Bununla birlikte OA1’in
deneyim, sebat ve sorgulama gibi igsel atiflarda da bulunmasi bu tiirden problemleri
¢ozmek icin, kendisi ve Ogrencileri adina, gelecekte bir ¢aba i¢inde bulunma ihtimalini
gostermesi agisindan olumlu bulunmustur. Nitekim aragtirmlar, 6gretmenlerin atiflarin1 bu

tiir uygulamlarin gergeklestirilmesi i¢in 6nemli gérmektedir (Middleton & Spanias, 1999).

Ogretmen adaylarinin yasadiklari zorluklara dair yaptiklar1 dissal atiflar incelendiginde ise
tiimiiniin gérevin zorluguna atif yaptigi goriilmektedir. Bunun yaninda OA2 harig
ogretmen adaylar1 gegmis 6gretim faaliyetlerine atifta bulunmuslardir. Bu atiflar bireysel

acisindan digsal olmasinin yaninda kalict ve degistirilemezdir. Ancak bununla birlikte
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adaylarin i¢sel ve degistirilebilir atifta bulunmalar1 problemler zor olsa da yeterli bilgi ve
beceriye sahip olduklarinda c¢dzebileceklerini diisiindiiklerini gostermektedir. Ogretmen
adaylarmin 6gretim faaliyetlerine yonelik elestirilerinin ise derslerin yiiriitiilme sekli

dikkate alindiginda dikkate deger oldugunu sdylemek miimkiindiir.

Her iki aragtirma probleminin bulgularindan elde edilen sonuglar bir arada alindiginda; zor
olarak nitelenen problemlerin ¢oziilebilmesi i¢in ¢ok yonlii ve derinlemesine matematiksel
bilgi gerektirdigi bununla birlikte yeterince ¢aba harcandiginda ¢6zebilir olduklarin;
bunun i¢in ise ogretim faaliyetlerinin iyilestirilmesi gerektigi sdylenebilir. Bir sonraki
bolimde arastirmanin sonuglar1 ¢ercevesinde yararli olacagi diisiiniilen Onerilere yer

verilecektir.

5.2. Oneriler
Arastirmanin sonuglar ¢er¢evesinde yararli olacag diisiiniilen 6neriler sunlardir:
Uygulamaya Yonelik Oneriler

Lisans programlar1 dahil olmak iizere matematik derslerinin dnemli bir siiresinde problem
¢ozme uygulamalarinin (Arastirmada ele alinan tanima gore ispatlama etkinlikleri de bu
uygulamalara dahildir.) yapildigi bilinmekle birlikte; arastirma sonuglari &gretmen
adaylarmin sistematik bir problem ¢6zme yaklagimina genel olarak sahip olmadiklarini
gostermistir. Diger taraftan 0gretmen adaylarinin siiregte yasadiklar1 zorluklara atiflarindan
ikisi problemlerin niteligi ve 6gretim uygulamalar1 olmustur. Ogretmen adaylarinm bu iki
atifta bulunurken kullandiklar1 sdylemleri dogrultusunda O6gretim uygulamalarinda;
problem ifadesinde dogru yanit1 veren veya yanita yonlendiren problemlere nazaran acik
uclu problemlere daha cok yer verilmesi ve kisa siire once ele alinan tanim ve teoremlere
dayal1 problem ¢6zme uygulamalarinin yaninda kavramsal olarak daha kapsayici
problemlere daha ¢ok yer verilmesi Onerilmektedir. Bu tiir problemlerin &gretmen
adaylarinin hem muhakeme becerilerini artiracagi hem de kavramsal ve stratejik bilgilerini

zenginlestirecegi diisiiniilmektedir.

Lisans programindaki tiim yariyillarda yer alan derslerde ispatlama etkinlikleri yapiliyor
olmakla birlikte ispat stratejilerinin lisans programlarinin ilk yartyilindaki alan dersleri
kapsaminda verildigi bilinmektedir. Lisans programina yeni baslayan 6grencilere temel
bilgi ve becerileri kazandirmak agisindan bunun gerekli oldugu agiktir. Bununla birlikte

veri toplama siireci baglamadan 6nce; katilimcilar1 tanimaya yonelik yapilan goriismede
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ogretmen adaylarinin tiimii birinci siifa basladiklarinda derslerin lise matematik dersi
ogretim uygulamalarindan farkli olarak teorem ve ispatlamaya dayali islendiginden alan
derslerine aligmakta zorluk yasadiklarini ancak daha sonra bu uygulamalar1 yararh
bulmaya basladiklarin1 belirtmislerdir. Bu nedenle 6gretmen adaylarinin programin ilk
yartyilinda biligsel olarak olmasa da duyussal olarak ispatlama stratejilerini 6grenmeye
hazir olmadiklarini sdylemek miimkiindiir. Dolayisiyla ilk yariyilla birlikte ileriki yillarda
ispat stratejilerinin mantiksal olarak 6gretilmesine yonelik Ogretim uygulamalarinin
tekrarlanmasi Onerilmektedir. Bu tiir uygulamalara programda daha ileriki dénemlerde
bulunan Matematikte Problem C6zme veya Mantiksal Akil Yiiriitme dersleri kapsaminda

yer verilmesi diisiiniilebilir.
Arastirmaya Yonelik Oneriler

Matematik egitimi literatiirinde Ogretmen adaylariyla/6gretmenlerle tamsayilarin
ozelliklerine dair yapilan ¢alismalarin azhigi dikkat ¢ekmekle birlikte mevcut arastirma
matematik Ogretmen adaylarinin bu baglamdaki temel kavramlarda dahi zengin bir
kavrayisa sahip olmadiklarini1 gdstermistir. Bu sonucun ortaya ¢ikmasinda problemlerin
olusturdugu bilissel yiikiin (Merrienboer & Sweller, 2005) etkisinin olabilecegi ihtimali
olmakla birlikte Ogretmen adaylarinin bazi zorluklari yar1 yapilandirilmig goriisme
sirasinda da yasadigr gozlenmistir. Dolayisiyla matematiksel muhakeme icin Onemi
arastirmacilarla vurgulanan Sayilar Teorisi baglaminda yapilan arastirmalarin nicelik ve
nitelik olarak artmasi; bu konuda Ggrencilerin yasadigi zorluklart ortaya ¢ikarmasi ve
oOneriler sunmasi agisindan 6nemli goriilmektedir. Bu nedenle arastirmacilara bu kapsamda

caligmalar yapmasi onerilmektedir.

Calismada amac¢ dogrultusunda veri toplamak icin 6zellikle 6gretmen adaylar1 tarafindan
tamamiyla dogru bir ¢éziim ortaya koyulamayacagi ongoriillen problemler segilmistir.
Beklenildigi tizere katilimcilarin genellikle dogru bir ¢6ziim sunamadiklar1 goriilmekle
birlikte, ¢6zebilmek i¢in ortaya koyduklari muhakeme eylemleri 6zellikle matematiksel
kavramlara yonelik yasadiklar1 zorluklari agik¢a gozlemlenebilir kilmistir. Bu nedenle
matematiksel muhakeme ile ilgili calismalarda arastirmacilarin, amaclarina uygunlugunu

analiz ettikten sonra, bu tlirden problemleri kullanmalar1 6nerilmektedir.
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Ek-1. Problem 1 ve Ornek Coziimii

Problem: #/n den kiigiik tiim pozitif tamsayilara boliinebilen en biiyilkk n tamsayisini

bulunuz.

Coziim: 7 <3420 <8 ve 420 =-ekok{l, 2,3,4,5,6,7} oldugundan 420 tamsayisi istenen
kosullar1 saglar. Simdi 420’nin bu kosullar1 saglayan en biiyiikk tamsay1r oldugunu
gosterelim:

n>420 olacak sekilde bir n tamsayisinin da 3n >den kiigiik tiim pozitif tamsayilara
béliinebildigini farz edelim. 420 = ekok{l, 2,3,4,5,6,7} ve ¥/n >7 oldugundan n>840 ve
#n >0°dir. Ayrica 2520 = ekok{L,2,3,4,5,6,7,8,9} ve buna gore In >13’tir. Simdi m
’yi ¥n den kiiciik en biiyiik pozitif tamsay1 olarak alalim, yani m<3%/n <m-+1 olsun.
m>13 ve ekok{l,2,...,m} nin n’yi boldiiglinii biliyoruz. Fakat ortak bdlenleri sadece 2 ve

3 oldugundan;

m(m—-1)(m—-2)(m-3)

ekok{m-3,m-2,m-1,m}> 5

dir. Boylece

m(m-21)(m—-2)(m-3)
6

m£6(1+ 2 J(l-ﬁ- 3 j[l-ﬁ- 4 j
m-1 m-2 m-3

yazilabilir. Bu esitsizligin sol tarafi m’ye gore artan bir fonksiyon iken sag tarafi m’ye gore

<n<(m+1)°

elde edilir ve buradan

azalan bir fonksiyondur. Fakat m=13 i¢in,

13-12-11-10=17160 > 16464 = 6-14°

olur ve bu esitsizlik 13 ve 13’ten biiylik tiim tamsayilar i¢in yanligtir.

Dolayistyla n>420 i¢in istenilen sartlar saglanmaz.
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Ek-2. Problem 2 ve Ornek Coziimii

Problem: :n(173+n) ifadesini tam kare yapan n pozitif tamsayilarini bulunuz.

Coziim: n ve 173+n sayilarinin ortak boéleni p olsun. Bu durumda, p bu iki saymin
farkin1 da bolmelidir. Buradan, p|173 olacagindan p =173 elde edilir. Dolayisiyla n

sayis1 173’¢ bolinebilmelidir. k e[l i¢in n=173k olsun. Buradan,
N(173+n) =173k (173(k +1)) =173°k (k +1)

esitligi elde edilir. k ve k+1 ardisik iki tamsay1 oldugundan ¢arpimlari tam kare olamaz.

Dolayisiyla n(n+173) sayis1 tam kare olamaz.

O halde istenilen sartin saglanmasi i¢in n(173+n) carpiminda her iki ¢carpim da tam kare
olmalhdir. n=u’* ve 173+n=v® diyelim. v*-u®=173 esitliginden u+v=173 ve

v—u=1 olur. Buradan da v=187 ve u =86 elde edilir. Buna gére n =86 "dr.
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Ek-3. Problem 3 ve Ornek Coziimii

Problem: Bir¢ok pozitif tamsay1 iki veya daha fazla ardisik pozitif tamsaymin toplami
olarak ifade edilebilir. Ornegin, 24=7+8+9 ve 51=25+26.

A bir pozitif tamsayr ve iki veya daha fazla ardisik tamsaymin toplami olarak ifade
edilemiyorsa o zaman ilging sayidir. Tiim ilging sayilar1 bulunuz.
Coziim: Bir n sayisi ilgingtir yalniz ve ancak n 2’nin kuvvetidir. Negatif olmayan baz1 k

tamsayilar1 i¢in n = 2* alalim.
Farz edelim ki n ilging olmasin. O zaman

(k+1)(2m+k) *)

n=m+(MmM+1)+..+(m+k)= >

olacak sekilde pozitif m ve k sayilar1 vardir. K+1 ve 2m+k farkli pariteden oldugundan

bunlardan biri 3’ ten biiyiilk olan bir tek tamsayidir. Buna gore n’nin 3’ten biiyiik tek

tamsay1 olan bir bdleni vardir. Dolayisiyla her pozitif k tamsayis1 igin 2" ilgingtir.

Geriye n digindaki tiim pozitif tamsayilarin ilging olmadigint gostermek kaldi. h negatif
olmayan bir tamsay1 ve / 1’den biiyiik bir tek tamsay1 olmak iizere n=2"/ yazabiliriz. (
2" % ¢ olduguna dikkat edelim.)

(—k r41-2M
2

Eger 2™ < ¢ ise * dan k=2""-1ve m=

olarak belirlenebileceginden o zaman n ilging degildir.

2h+l_k _ 2h+l+1_£

Eger 2" >/ ise *dan k=/-1ve m= 5 >

olarak belirlenebileceginden o zaman n ilging degildir.

Dolayistyla her durumda eger n, 1’den biiyiik bir tek tamsayi bolenine sahipse ilging
degildir.
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Ek-4. Problem 4 ve Ornek Coziimii

1 1

Problem: S(m,n)=—+ +o.t seklinde tanimlanan toplamin sonucu tamsay1
m m+l +n

olacak sekilde pozitif m ve n tamsayilarini var midir?

Coziim: S(m,n) toplam1 tamsay1 olacak sekilde m ve n pozitif tamsayilarinin oldugunu
kabul edelim. Burada n>1 oldugu asikardir. Bu nedenle m,m+1,...,m-+n sayilar1 arasinda

¢ift sayilar vardir. Ekok(m,m+1,...,m+n) =l olsun. Dolayisiyla | ¢ifttir. Buradan;

IS(m,n):LJr ! +.t ! ™
m m+1 m+n

elde edilir. Kabiiliimiize gore, yukaridaki estligin sol tarafi ¢ifttir. Sag tarafin ise tek

oldugunu gostererek bir ¢eliski elde edecegiz.

0<i<n sartim saglayan her i tamsayisi igin, 2% nin m+i’yi tam boéldiigiinii varsayalim.
m=max{a,,a,....a,} olsun. Buna gore 2"|I dir.

0<j<n omak lizere a; =m oldufunu farz edelim. | bir tane bulunabildigini iddia
ediyoruz. Bunun aksini yani 0< j< j, <n olmak iizere a, =a, oldugunu farz edelim.

Buradan k ve Kk, tek tamsayilar olmak {izere m+ j=2%k ve m+ j =2%k, dir.

Dolayisiyla k+1, k ve K, arasinda bir ¢ift tamsayidir ve buradan;
m+ j<2¥(k+1) <2k, =2"k =m+ j,

elde edilir ve bu 29" in 2% yi boldiigiinii gdsterir. (k+1) a, =m nin maximalligi ile

celisir. Boylece boyle bir j bir tanedir. Buna gore i# j olmak iizere 0<i<n sartin

tektir.

saglayan tiim tek tamsayilar i¢in L cifttir ve —
i

Bu nedenle, (*) esitliginin sag tarafi bir toplam harig cifttir, ve dolayisiyla sag taraf tektir

ve bu sol tarafin ¢ift olmasiyla ¢elisir. Buna gore ilk kabuliimiiz yanlistir ve S(m,n) bir

tamsay1 olamaz.

187



Ek-5. Problem 5 ve Ornek Coziimii

Problem: a,b ve ¢, a<b<c sartin1 saglayan pozitif tamsayilar olmak iizere; negatif

olmayan tiim tamsayilarin a’ +b? —c” seklinde ifade edilebilir midir?
Coziim: Anahtar fikir, ardistk miikemmel kareler arasindaki pozitif farklarin dogrusal
olarak artmasidir. Negatif olmayan her k tamsayisi i¢in, k'nin paritesinden farkli ve daha

biiyiik bir pozitif a tamsayisi segeriz. Sonra ¢ =b+1esitligini kurariz. Daha sonra k ’y1

k =a?+b?—c? =a® —(2b+1) seklinde yazabiliriz. k ve a farkli pariteden oldugundan

a’ — k tektir ve dolayisiyla,

a’-k-1
2

b:

pozitif bir tamsayidir. Ciinkii bu esitligin sol tarafi a icin bir kuadratik oldugundan, her a
icin degeri a ’dan biyiiktiir ve bu durumda a<b<c=Db+1saglanir. Boylece ¢6ziim

tamamlanir.
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Ek-6. Problem 6 ve Ornek Coziimii

Problem: d sayisi, 2, 5 ve 13'ten farkli olan herhangi bir pozitif tamsay: olsun ve {2, 5, 13,
d} kiimesi verilsin. ab-1, bir tamsayisinin karesi olmayacak sekilde {2, 5, 13, d}

kiimesinden birbirinden farkli a ve b tamsayilar1 her zaman secilebilir mi?

Coziim: 2.5-1=3, 2.13-1=5" ve 5.13-1=8" oldugundan, {2d —1,5d —1,13d -1}

kiimesinde tamkare olmayan bir say1 arariz.

Bu sayilarin hepsinin tamkareler oldugunu farz edelim; yani
2d -1=a*, 5d -1=b? ve 13d -1=c?
olacak sekilde a, b ve ¢ pozitif tamsayilari vardir.
Buradan x € Z" olamk tizere a=2x+1 ve d =2x(x+1)+1 yazabiliriz.
X(x+1) daima gift oldugundan, d =1(mod4) ve dolayisiyla b ve c ¢ifttir.
b ve ¢ ¢ift ise Y,Z€Z" olmak iizere b =2y ve ¢ =2z seklinde yazilabilir. 5d =b* +1 ve

13d =c? +1 ve buradan 8d =c? —b? elde edilir.

CAyP 4l 47241 AP -4yP 2P -y?
5 13 8

Boylece, d yazilabilir.

Buradan z ve y'nin ayni pariteden (her ikisi de tek ya da her ikisi de ¢ift) oldugu goriiliir.
Bu durumda, z°—y* =0(mod4) dir ve bir ¢eliski elde edilir. Bdylece, ¢dziim tamamlanmis

olur.

189



Ek-7. Problem Coézme Oturumlarinda Coziilen Diger Problemler ve

Coziimlerine Dair Ornekler

Problem: X <X,<X, sartini saglayan asal sayilar igin X +X,+X, =68 ve

XX, + XX + X X, =1121 esitlikleri de saglaniyorsa X, kagtir?

Coziim:

Problem: n®+5n sayisi her n pozitif tamsayisi i¢in 6’ya bdliinebilir midir?
Coziim:

Problem: 1 ile 1000 tamsayilarinin kag tanesi negatif olmayan iki tamsayinin kareleri farki

olarak yazilabilir?
Coziim:

(n+1)*>—n®=2n+1 oldugundan tiim tek tamsayilar1 iki kare farki olarak yazabiliriz.

(n+1)*>—(n-1)>=4n oldugundan, 4’¢ béliinebilen tim tamsayilari da iki kare farki

olarak yazabiliriz. Boylece 4n, 4n+1 ve 4n+3 formundaki sayilart iki kare farki olarak

yazabilecegimizi géstermis olduk.

4n+2 formundaki tamsayilar1 da iki kare farki olarak gosterip gosteremeyecegimizi

gorelim. Bu tamsayilardan herhangi bir x tamsayist segelim. x =4n+2=2(2n+1) olarak
ifade edilebileceginden x tamsayis1 mutlaka bir tek ve bir ¢ift tamsaymin carpimi
seklindedir. Fakat ayni zamanda X =a’—b’=(a—b)(a+b) ifadesinde (a—b) ve (a+h)
ifadelerinin her ikisi de ya tek ya da ¢ift tamsayidir. Yani birinin tek birinin ¢ift olmasi
miimkiin degildir. O halde x=4n+2 formundaki tamsayilar iki kare farki olarak

yazilamazlar.

Buna gore, 1 ile 1000 arasindaki tamsayilarin dortte ticii iki kare farki olarak yazilabilirler.

Problem: 7" —1 sayis1 6" —1 sayisinin bir kat1 olacak sekilde kag¢ tane n pozitif tamsayisi

vardir?
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Ek-7. (devam) Problem C6zme Oturumlarinda Coziilen Diger Problemler ve

Coziimlerine Dair Ornekler
Coziim:
6" —1| 7" —1 olacak sekildeki n pozitif tamsayilarii ariyoruz.

6" =1(mod5) oldugundan 5|7" —1 olmalidir.

7" =2(mod>5) denkligini aragtiralim. 7' =2(mod5), 7° =-1(mod5), 7° =3(mod5),

7* =1(mod5) oldugundan 7" —1=0(Mod5) olmast i¢cin n=4k olmalidir. O halde, n bir

cift tamsay1 olmak zorundadir.

Bu sonucu 6" —1 sayisiin 7’ye boliinmesinde kullanalim. 6° =1(mod7) ve 6" =1(mod7)

olacagimdan 7|6" —1 olur. Fakat 7, 7" —1 sayisimi asla bolmeyeceginden istenen sekilde n

say1s1 yoktur.
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Ek-8. Yar1 Yapilandirilmis Goériisiime Formu

Coziim stirecinde neler yaptiginizi agiklayiniz.
Coziimiiniiziin dogrulugunu tartiginiz.

(COziimiiniiziin sizce tam veya eksik yonleri nelerdir?
(Cozlim siirecinde yasadiginiz sikintilar oldu mu? Nelerdir?
Verilen 6rnek ¢6ziimii inceleyip anlatiniz.

Kendi ¢6ziimiiniizii ve size verilen 6rnek ¢oziim ile karsilastiriniz.
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