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Uzay-zaman geometrisinin pargacifin  dinamigini nasil etkiledigini
incelemek igin, egri uzay-zamanda skaler ve vektér pargaciklarm goreli dalga
denklemleri ¢6ziltir. Bu baglamda, kiitlesiz spin-1 pargaciklar igin, egri uzay-
zamana genellestirilmis dalga denklemi son yillarda yazilmis ve bu denklemin

aragtirilmasiyla da agik bir aragtirma alanmi olusturulmustur.

Bu caligmada; duragan Kantowski-Sachs, sabit hizla genigleyen Robertson-
Walker ve sabit hizla dénen Som-Raychaudhuri, Hoenselaers-Vishveshwara ve
Rebougas evrenleri igin foton (mDKP) denklemiyle Maxwell denklemlerinin
esdegerliligi gosterilmis ve bu denklemler ¢oziilmiistiir.  Ayrica elde edilen her bir
¢Ozlim igin harmonik davramsg araliklar: bulunmustur. Son olarak, ¢6ziimlerin sonlu
olabilmeleri i¢in gerekli olan kosul kullanilarak, her bir evren modeli i¢in fotonun

enerji spektrumunu veren baginti elde edilmigtir.

Anahtar Kelimeler : Spin-1, kiitlesiz par¢acik denklemi; duragan, genisleyen ve

donen evren modelleri



ABSTRACT

In order to understand how the geometry of space-time effects the dynamics
of relativistic particles one has to solve the corresponding wave equations for scalar
and vector particles in curved space-time. The wave equation of photon in curved

space-time is recently proposed and it is an active area of investigation.

In this work the exact solutions of photon equation are obtained for stationary
Kantowski-Sachs universe, for Robertson-Walker universe which is expanded with
constant velocity, for Som-Raychaudhuri, Hoenselaers-Vishveshwara and Rebougas
universes which are rotated with constant velocity. The equivalence of these
solutions with solutions of Maxwell equations are also shown. In addition, for each
solution the harmonic behavior region is found. Finally the energy spectrum is

obtained for each universe model using the necessary boundary conditions.

Key Words: Spin-1 massless particle equation, stationary, expanding and rotating

universe models.
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1. GIRIS

20. yilizyilin bagina kadar Newton yasalarmm destekledigi giines merkezli
evren modeli tamamen benimsenmigken, Einstein’in 1905-1920 yillar1 arasinda
ortaya koydugu Ozel ve Genel gorelilik kuramlariyla birlikte bu model ciddi anlamda
sorgulanmis ve en kisa zamanda terk edilmigtir. Genel gorelilik kuraminin varligiyla
Evrenbilim de tamamen yon degistirmek durumunda kalmistir. Giines merkezli ve
duragan kabul edilen evren igin artik yeni bir tanimlama gerekmekteydi. Ciinkii,

evren ne giines merkezliydi ne de duragandu.

Evrenbilim, onceleri sadece evrendeki madde dagilimi ve bu dagilimin
yapisiyla ilgilenmekteydi. Einstein’in genel gorelilik kurami ve alan denklemlerinin
ortaya ¢ikmasiyla birlikte, evrenin geometrik yapisi ve boyutlarinin aragtirilmasi sdz
konusu olmugstur. Bu baglamda genel gorelilik ve Evrenbilim ortak alanda

varliklarini devam ettirmek durumunda kalmiglardir.

Einstein alan denklemleri
R . R=x4T 1.1
v 5 g 7 Z2a i V4 uv ( . )

bigiminde verilir. Burada R, , Riemann tensorii; R, Ricci skaleri; g v » metrik

pv 2

tensorii; T

s  enerji-momentum  tens6rii  ve  x, evrensel  sabit

(x = 87[4G =2.073x10™® (c.g.s)) dir. Denklem(1)’in sol tarafi evrenin geometrik

c

yapisini, sag tarafi ise madde dagilimini betimler.

Evrenin ilk, simdiki ve gelecek anlarmi anlamak i¢in ¢ok sayida evren
modelleri 6nerilmigtir. Guintimiizde, klasik evren modelleri ve goreli evren modelleri
olmak tizere iki tiir evren modeli tanimlanmaktadir. Klasik evren modelleri, Newton
yasalarina gére yazilmis olup tlirdes ve duragan bir evreni betimlerler. Evrenin

tirdes ve duragan olmasi bizi iki sonuca gotiiriir: Birincisi, uzay’m sonlu olmasi



durumunda, evrenin tlim maddesinin uzayin merkezinde birikmesidir. Ikincisi ise,
uzayin sonsuz olmasi durumunda, evren sonsuz olup duragan ve uzaya tiirdes olarak
yayilan yildizlardan olugmasidir. Yapilan gozlemler sonucunda her iki durumun

dogru olmadig1 anlagilmigtir.

Goreli evren modelleri ise duragan ve duragan olmayan modelleri
icermektedir.  Bu tir modellerde evren genellikle kusursuz  bir akiskan
(etkilesmelerin yok sayildig1) veya tozsu (zerre) pargacik yada iginimca baskin veya
bos oldugu varsayilir. Bu alanda bir ¢ok evren modeli yazilmistir [1-11]. Einstein,
de Sitter, Robertson-Walker-Friedmann, Schwarzschild ve G&del evren modelleri,
goreli evren modellerinin ilk 6rnekleridir. Bu evren modellerini, genel olarak, tiirdes
ve genigleyen Friedmann evrenleri ve karali ve karasiz dénen Gédel evrenleri olmak

lizere iki grupta toplamak miimkiindiir.

Tarihsel gelismede, kozmik dénmeyi iceren evren modellerine kargt yapilan
tartigmalarda bir ¢ok zorluklar ortaya ¢ikmigtir. Sorunlu olanlardan biri kararl
G6del modelidir. Evrenin gozlemlenebilir geniglemesi, genellikle uzak galaksilerin
spektrumlarindaki kirmiziya kaymayla iligkilidir ve bu nedenle biitlin standart evren
modelleri kararli olmamalidir. Stiper akigkan gibi basit fiziksel bir madde kaynagi
i¢in, genel goéreli alan denklemlerinde, dénme ve geniglemenin birlikte var

olabilecegi gosterilmesi, gergek Evrenbilime dogru atilmig 6nemli bir adim olmustur
[12-14].

Egri uzay-zamanlarda kuantum etkilerini incelemek igin tek pargacik
durumlarinin dikkatli bir sekilde incelenmesi gerekir. Bunun igin efri uzay-
zamanlarda goreli dalga denkleminin tam ¢ozlimleri bulunarak, par¢acig:i kuantum

mekaniksel olarak betimleyen dalga fonksiyonu bulunmalidir.

1946°da Gamov, galaksilerin olusum kuraminda donen galaksilerin
genislemesi i¢in kozmik dénmenin dnemini ortaya koymustur [15]. 1949 yilinda
Kurt Gdel, Einstein denklemlerini evren sabitini ihmal etmeden tekrar ¢6zmiistiir

[16]. Bu ¢6ziim, o zamana kadar yapilan galigmalardan daha karmagsik ¢6ztimler



icermektedir. Godel evreninde donmenin etkilerini incelemek igin, Once
pargaciklarin dalga fonksiyonlar1 bulunur, sonra bu dalga fonksiyonlarina kuantum
mekaniginde bilinen yontemlerle fiziksel anlam kazandirilir ve pargacig: betimleyen
fiziksel niceliklere kuantum etkilerinden gelen katkilar hesaplanarak yapilir. Bu
model, ¢ok uzun yillar, dénen evren modellerini c¢alismak i¢in kuramsal bir

laboratuar olugturmugtur [17-20].

Bu c¢aligmada dinamigi tartigilan spin-1 pargacigini betimleyen Duffin-
Kemmer-Petiau (DKP) denklemi,

(ip“v, -mp¥x,t=0 (1.2)
bigiminde verilir. Denklem(2)’teki 16 x16 lik olan S* matrisleri
Bx) =y (x)®I+1®y"(x) (1.3)

seklinde 4 x 4 ’liikk Dirac gamma matrislerinin 4 x 4 ’liik birim matrisleriyle dogrudan
carpimiyla elde edilir. Egri uzay-zamandan gelen katkilarla birlikte tiirev,

V,=0,+Q, (1.4)
bi¢imindedir. Denklem(2) kiitlenin sifir olmas1 durumunda,
BV ¥(x,1)=0 (L.5)

4x4°liik bir denkleme indirgenir. Bu denklemdeki fA# denklem(3)’den farkli

olarak, o* = (I,5) olmak tizere

B ) =t (x)® I +1® o (x) (1.6)



bigiminde 2x2’lik Pauli matrisleri cinsinden yazilan 4x4°lik bir matristir.

Denklem(5)’deki V, ise
V,=0,+Z, (1.7

olarak verilen kovaryant tiirevdir. Denklem(4) ile Denklem(7)’deki Q, ile 2,

7

terimleri, pargacigin spiniyle uzay-zamanin etkilegmesini betimlemektedir.

Bu ¢aligmanin amaci, Kiitlesiz, spin-1 pargacigi(foton) i¢in Gnerilen ve egri
uzay-zamana genigletilmis olan kiitlesiz Duffin-Kemmer-Petiau (mDKP)
denkleminin Robertson-Walker (RW), Kantowski-Sachs (KS), Som-Raychaudhuri
(SR), Hoenselaers-Vishveshwara (HV) ve Rebougas (R) evren modelleri igin
¢Oziimlerini yapmak ve bu ¢6ziimleri aymi evren modelleri igin ¢dziilen Maxwell

denklemlerinin ¢dziimleriyle egdeger oldugunu gostermektir.

Bu ¢aligmanin i¢erigi su sekilde diizenlenmigtir: Kaynak aragtirmasi kisminda
spin-0 ve spin-1/2 pargaciklari i¢in, Som-Raychaudhuri, Hoenselaers-Vishveshwara
ve Rebougas metrikleri i¢in Klein-Gordon ve Weyl denklemlerinin ¢oziimleri
verilmistir; Materyal ve Metot kisminda Bianchi III tipi metrik i¢in mDKP denklemi
ile Maxwell denklemlerinin esdegerliligi gosterilmistir; Bulgular ve Tartigmalar
kisminda Kantowski-Sachs (yondes olmayan, tiirdes ve duragan), Robertson-Walker
(yondes, tirdes ve genigleyen), Som-Raychaudhuri (yondes olmayan, tiirdes ve
donen), Hoenselaers-Vishveshwara (yondes olmayan, tiirdes ve dénen) ve Rebougas
(yondes olmayan, tiirdes ve donen) evren modelleri i¢in mDKP denklemi ve
Maxwell denklemlerinin egdegerliliklerinin gdsterilmesinin yam sira ¢6zlimleri de
yapilmistir ve son olarak Sonuglar ve Oneriler kisminda ise elde edilen sonuglar

tartigilmig ve daha sonraki galigmalara 151k tutacak Sneriler sunulmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Egri uzay-zamanda Kuantum Alan Kurami, mikro pargaciklar diinyasinda
kiitle ¢ekiminin etkilerini aragtirmak i¢in 6nemli bir rol oynadigindan beri, kuramsal
fizigin en ilging alanlarindan biri olmugstur. Gergek fiziksel evreni anlayabilmek ve
evren i¢indeki pargaciklarin dinamigini tartigabilmek i¢in hem Einstein hem de
kuantum alan denklemlerinin ¢6ziimlerinin yorumlanmasi gereksinimi ortaya
gtkmigtir. Diiz uzay-zamanda goreli kuantum mekaniginin alan denklemlerinden,
genel goreli kuantum alan denklemlerine kovaryans ilkesi ve tetrad formalizmi
kullanilarak gegilir [21-30]. Kiitle c¢ekimsel etkilerin atomik boyutta zayif
olmasindan dolay1 bu etkilerin genel goreli dalga denklemlerinde yazilmasi
gerekmeyebilir fakat, birgok astrofiziksel durumlarda kiitle ¢ekimsel etkiler 6nemli
rol oynar. Bu nedenle bu etkiler genel goreli dalga denklemlerinin i¢inde yer
almalidir. Kiitle ¢ekimsel etkilerin en ¢ok biiylileyen yOnlerinden biri de pargacik
yaratma stirecindeki rollidiir [31-33]. Buna Ornek olarak kara deliklerin pargacik
yaratmasi verilebilir [34,35]. Egri uzay-zamanda Kuantum Alan Kuraminmn tutarli
bir kuram olabilmesi i¢in tek pargacik durumlarinin ¢éziimlenmesi ve anlagilmasi
gerekir. Bu nedenle bu alanda yapilan ¢aligmalar verilen bir ardalan i¢in yari-klasik
denklem olan Hamilton-Jakobi, kuantum mekaniksel olarak kiitleli spin-0 par¢acigini
betimleyen Klein-Gordon, kiitlesiz spin-1/2 pargacigim betimleyen Weyl, kiitleli ve
spin-1/2 pargacifi betimleyen Dirac denklemlerinin, 6zel metrikler igin ¢oztimleri
lizerinde yogunlagmaktadir [36-50]. Ayrica klasik elektromanyetik dalgalari ifade
eden Maxwell denklemlerinin yine bu 6zel metrikler i¢in ¢Oziimleri iizerinde
¢alismalar s6z konusu olmugtur [51-53]. Son birkag¢ yildir, kiitleli spin-1 pargacigi
tamumlayan  Duffin-Kemmer-Petiau denkleminin kiitlesiz limitinde yazilan ve
kiitlesiz spin-1 pargacik olan fotonu betimleyen denklem tizerinde g¢aligmalar

yapilmaktadir [54,55].

Duffin, Kemmer ve Petiau, kiitleli spin-1 pargaciklar i¢in dalga denklemini
formiile etmiglerdir [56]. Duffin, Kemmer ve Petiau, ilk nce Klein-Gordon ve

Proca alanlarinin Dirac alanlar1 gibi matris bigiminde temsil edilebileceklerini

gostermiglerdir.  Do6rt boyutlu diiz uzayda betimlenen [i,B D8, —m]'{’ =0



(7 =0,1,2,3) denklemi, bozonlar igin, diger goreli dalga denklemlerinin tersine, spin-
0 ve spin-1 bozonlarini temsil eden birinci mertebeden denklemdir. Son zamanlarda,
Kuantum Renk Dinamigi i¢in Duffin, Kemmer ve Petiau kuraminin uygulamalar:
Gribov tarafindan g6z 6niine alinmigtir [57]. Genel goéreli Duffin-Kemmer-Petiau
denkleminin (DKP) ¢aligma gergevesi Red’kov ve Lunardi tarafindan egri uzay-
zamana uygun hale getirilmigtir [58,59]. DKP denkleminin egri uzay-zamana
genellestirilmesiyle egri ardalanlarda bozonlarin davranisimi incelemek Onemli

duruma gelmigtir.

Genel goreli kuantum mekaniginde Maxwell denklemlerinin kargilig
Elektromanyetik alan kuvvetleri ile DKP’nin bilesenleri, uygun tamimlama ile
DKP’nin sifir kiitle limiti olarak elde edilmektedir. Son yillarda diiz uzay-zamanda
kiitlesiz spin-1 pargacifin dalga denklemi ile serbest uzaydaki Maxwell
denklemlerinin egdegerliligi gosterilmigtir [60]. Bunu izleyen ¢alismalarda, kiiresel
koordinatlarda yazilan Robertson-Walker uzay-zamaninda genel géreli kiitlesiz DKP
denklemi ¢oziilmiistiir [61]. Aym teknik kullanilarak mDKP denkleminin, kararli
Godel ve Godel tipi uzay-zamanlar i¢in ¢6ziimleri elde edilmistir [62]. Bu teknikte
Kemmer matrisleri, Pauli spin matrisleri ile birim matrisin dolaysiz ¢arpiminin
sonucu olan 4x4’lik matrislerdir. Bu gosterim, elektrik ve manyetik alanlarin
karmal(kompleks) birlegimiyle iligkili spinériin tamimlanmasina ortam olusturur.
mDKP denkleminin kullanilmasindaki en 6nemli avantajlarindan biri 4x4’lik
matris bi¢imindeki denklemleri ¢dzme islemi, Maxwell denklemlerini ¢&zme
islemiyle kargilagtirildiginda daha basit olmasidir.  Bunun yaninda kuantum
mekaniksel ¢6ziim, elektromanyetik alanlarin dalga-pargacik ikilisini tartigmak i¢in
énemli rol oynamaktadir. Ciinkii elektromanyetik alanda dogal parcacik sadece
kuantum mekaniksel denklemlerle betimlenebilir.

Bu kisimda, yapilan aragtumalar sonucunda tez konusuyla dogrudan
baglantili olan ¢aligmalarin bir Ozeti verilmektedir. Bu 06zet su sekilde
diizenlenmistir: birinci kesimde SR, HV ve R dénen evren modelleri i¢in Klein-
Gordon denklemlerinin tam ¢oztimleri elde edilmektedir. Ikinci kesimde ise aym

evren modelleri i¢in Weyl denklemlerinin tam ¢6zlimleri verilmektedir.



2.1 BAZI DONEN EVREN MODELLERINDE KLEIN-GORDON
DENKLEMININ TAM ¢OZUMU

2.1.1 Egri Uzay-Zamanda Klein-Gordon Denklemi

Klein-Gordon denklemi kuantum mekaniksel anlamda, goreli ve spinsiz
pargaciklar: betimler. Bu denklemin, d6rt boyutlu diiz (Minkowski) uzay-zamanda,
hem serbest hem de bazi potansiyeller altindaki ¢6ztimleri yar1 klasik pargacigin
davramisim1 verir. Egri uzay-zamana genellestirilmis Klein-Gordon denkleminin
¢ozlimleri ise dort boyutlu egrisel (Riemann) uzay-zaman igindeki yar klasik

pargacigin hareketi i¢in bazi sonuglar verir. Bu denklem
(~V, Ve +ER+m*)¥ =0 @.D

bigiminde olup, burada &, gergel boyutsuz ¢iftlenim sabiti; m , pargacigmn kiitlesi ve

R=R,g" ,Riemann skaleridir (R, , Riemann tensértdiir ).

uv?

2.1.2 Som-Raychaudhuri Evreninde Klein-Gordon Denkleminin Tam

Cozimi
SR evren modeli
ds* = dt* —dr* —dz* +2ridgdt - r* (1 —r*)d¢* (2.2)

metrigi ile betimlenir. Buradaki isaret anlagmasi
g, = diag{-1,-1,-1,+1} (2.3)
seklindedir. Ricci skalerini hesaplamak i¢in gerekli olan temel 1-formlar

0 ' =dr 0 =rdp 0°=dz 0°=dt+rdg (2.4)



ile verilir. Denklem(2.4)’de verilen temel 1-formlarin dis tiirevleri alinarak ve birinci

yap1 denklemi olan

do' =-wi A 6’

ifadesi kullanilarak 1-formlar i¢in agagidaki bagintilar elde edilir:

wly =8° —(-1—)92 =—wh

Ikinci yap1 denklemi olarak bilinen
QY =aw'; +w' AW
ifade kullanilarak 2-formlar
QO =30' A6 =-Q"
Q% =6'A0° =-Q"

Q% =8> A" =-Q7

biciminde bulunur. Ikinci yap1 bagintisinin Riemann tensorii cinsinden

Qij = %Rijldgk /\01

@.5)

(2.6a)

(2.6b)

(2.6¢)

Q.7)

(2.82)

(2.8b)

(2.8¢c)

2.9)



seklinde verilen ifadesi kullanilarak Riemann tensdzlerinin sifirdan farkli bilesenleri
Ry=R,=R,, =2 (2.10)
olarak elde edilir ve bu bilegenler kullanilarak Ricci skaleri i¢in
R=-2 (2.11)
degeri bulunur.

Denklem(2.8a)-(2.8¢), denklem(2.10) ve denklem(2.11) kullanilarak (2.1)
denklemi

[(1—#)33,—63, —%6;¢—6§z+28;—%6,—p2:|‘{’=0 (2.12)

bicimine doniisiir. Burada p? = m* —2¢ dir. Dalga fonksiyonu
Y = o ) R () (1,w ve k sabit) (2.13)

olarak tamimlanirsa denklem(2.13),

2

R"(r)+—1-R‘(r)+[—£2——r2w2 +,12]R(r) =0 (2.14)
r r

bigimini alir. Burada A* =w®—k>+2wl+m’ -2¢ dir. Denklem(2.15) igin,

sirastyla
R(r) = y"eF(y) (2.15)
y=wr’ (2.16)



doniigtimleri yapilir ve biraz cebirsel islemden sonra

yF' +|(+1)-y]F - {%—Z—W}F =0 (2.17)

denklemi elde edilir.  Denklem(2.17), yapr1 olarak hipergeometrik(dejenere)

denkleme benzediginden dolayi, bu denklemin agagida verilen iki bagimsiz ¢6ziimii

olur:
F = F(b,c,y) (2.18a)
F, =y~ Rl1+b-0)2-c,y] (2.18b)
Burada
b= il 7 (2.192)
2 4w
ve
c=1+1] (2.19b)

dir. Denklem(2.17)’nin asimptotik davramgim veren kapali bigimdeki tam ¢6ziimii

r—>towo(veya y >x)’da

LA29) ke €D Flatb-02-cy] @20

Ve =rirp-o) RO

bi¢imindedir.
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2.1.3 Hoenselaers-Vishveshwara Evreninde Klein-Gordon

Denkleminin Tam C6ziimii

Hoenselaers-Vishveshwara(HV) evren modeli
ds* = dt* —dr* -dz’ +%(c ~)(c=3)d¢* +2(c —dgadt 2.21)

seklinde verilen metrik ile betimlenir. Burada c=coshr dir. Ricci skalerini

hesaplamak igin agagidaki temel 1-formlar1 géz 6niine alinmigtir:

0' =dr 6 =%sinhrd¢ 0° =dz 6° =dt+(coshr —1)d¢ (2.22)

2.1.1 kesiminde verilen teknik kullanilarak, 1-formlar

whs = (/2/2)6° — cothr8? = —w? (2.23a)

w' = (2/2)6 = w' (2.23b)

w's = —(/2/2)8" = w (2.23¢)
2-formlar

Qb = (1/2)6' A9* =-QY (2.24a)

Q% =(1/2)6' A6° =-Q" (2.24b)

Q% =(1/2)8*> A 6° =-Q% (2.24¢)

Riemann tensdriiniin sifirdan farkli bilegeni

11



Ry =1 (2.25)

ve Ricci skaleri

R=1 . (2.26)

bigiminde elde edilir.

Denklem(2.23a)-(2.23¢), denklem(2.24a)-(2.24c) ve denklem(2.26)’da
verilen bagmtilar denklem(2.1)’de yerine konularak

{@5—363 YO 425 +0R . S’}
coshr +1 sinh” r coshr +1
(2.27)
—( _ L, (coshr +1)1/2)6, + ,uz}‘P =0
sinh 7
denklemi elde edilir. Burada u® = m® +¢ dir. Dalga fonksiyonu
P = 'R R(p) (I,w ve k sabit) (2.28)
olarak tanimlanirsa, denklem(2.27)
R’ (r) +coth 7R () + [4, + 4, cothrcscr + 4y csch?r |R(r) = 0 (2.29)
bigimini alir. Burada
A =m*+&-w -k (2.30a)
A, =4w(w+1) (2.30b)

12



veE

2

A, = —4(-’5 +wl+w?) (2.30c)

dir. Denklem(2.29) i¢in, sirasiyla
R(r)=y""(1-»)"U) (2.31)
y = (1+coshr)/2 m =—l/\/§ n=—/2w (2.32)

bigiminde tanimlanan doniigtimler kullarulir ve sonra biraz cebir yapilirsa Gauss
hipergeometrik denklemi olarak bilinen agagidaki denklem elde edilir:

YA = U () + |+ V21 - 242w) - 2 - 2421~ 242w)y U 3)

(2.33)
—[212 +w? + 4wl =20 = 2w —k* + m? +§]U(y) =0
Denklem(2.33)’lin
U,=,F(a,b;a +b —c +11-y) (2.34a)
U, =(1-y)“?* F(c -d,c =b';c —d -b +11-y) (2.34b)
bigiminde iki bagimsiz ¢6ztimii vardir. Burada
a =%[1—2«/§l—2«/§w+\/1+4w2 +4k° —4;42] (2.35a)
b =%[1—2\/51—2\/§w—\/1+4w2 Ak 47 (2.35b)

13



Ve

¢ =1-2421-22w (2.35¢)

dir. Denklem(2.33)’{in ¥ — oo ( veya y —> oo )’daki kapali bigimdeki tam ¢6ziimii

I'(cI'(c' —a -b)

— ——=F(a,b,a +b —c +1;1-
T —a)Te -5 ¢ »)

F(a',b',c',y) =

(2.36)
+(1- y)cl““‘“bl G )F(C‘l b b, —¢) F(c —a,c-b,c—a-b+1L1-y)
I'(@)r'®)
ile verilir.
2.1.4 Rebougas Evreninde Klein-Gordon Denkleminin Tam Coziimii
Rebougas(R) evren modeli
ds* = dt* —dr* —dz* + (3cosh® 2r +1)d¢’ + 4 cosh 2rddt (2.37)

seklinde verilen metrik ile betimlenir. Ricci skalerini hesaplamak i¢in agagidaki

temel 1-formlar1 g6z 6nline alimaigtir.

0' =dr 60 =sinh2rdp 0’ =dz 0°=dt+2cosh2rdg (2.38)

2.1.1 kesiminde verilen teknik kullanilarak 1-formlar

w's =20° —2coth2r0* = —w* (2.39a)
w1 =20% =w' (2.39b)
w'y =-20" = w? (2.39¢)

14



2-formlar

Q') =80' AB* =-QF (2.40a)

Q% =40' A6° =-Q” (2.40Db)

Q% =46* A0° =-Q7 (2.40c)
Riemann tensoérleri,

R,=8 R,=4 R, =4 (2.41)

ve Ricci skaleri

R=0 (2.42)

bulunur.

Denklem(2.39a)-(2.39c),  denklem(2.40a)-(2.40c) ve denklem(2.42)’de
verilen bagintilar kullanilarak denklem(2.1)

3cosh? 2r +1 4cosh2r
deosh”2rlye oo 1 5242 ZCOSUI
[ sinh?2r " 7 sinh?2r # 7 sinh?2r *
(2.43)
+2coth2rd, +m2]‘{" =0
bi¢imine doniigtir. Dalga fonksiyonu
P = g8 () (1,w ve k sabit) (2.44)

15



olarak tanimlanirsa, denklem(2.43),
R (7)+2coth2rR (r) + |4, + 4, coth2r csc h2r + 4, csch>2r [R(r) = 0 (2.45)

bi¢imini alir. Burada

A =m? -3w* -k’ (2.46a)
4, = 4wl (2.46Db)
ve
e
Ay =4+ w) (2.46¢)

dir. Denklem(2.45) igin, sirasiyla
R(r)=y"(1-»)"U®) (2.472)
y=(+cosh2r)/2 p=-2-L1 q=—IV2—+Z (2.47b)

seklinde tanimlanan déniigimler kullanilarak ve biraz cebir yapilarak agagida verilen

Gauss hipergeometrik denklemi elde edilir:

yA- U M +[1-1/2-w)-2-2w)»]U" ()
(2.48)

-%[w2 —dw—K +m*[U(y) =0

Denklem(2.48)’in
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U,=,Fb,c;b+c—-d+11-y) (2.492)

U, =(1-)*"°,F(d=b,d—c,d—c—~b+1l-y) (2.49b)

bigiminde verilen iki bagimsiz ¢6ziimii vardir. Burada

b=%[1—2w+\/1+3w2+k2—-m2] (2.50a)

c=%[l—2w—x/1+3w2+k2—m2] (2.50b)
ve

d=1-w-1/2 (2.50c)

dir. Denklem(2.48)’in » — t oo (veya y — oo )’daki kapali bigimdeki tam ¢6ziimii

T(d)['(d —b-c)
I'(d - c)[(d - b)

F(b,c,d,y) = LE(b,c;b+c—d+11-y)

2.51)

J@rGre-a),
T(c)T'(b)

)d—b—c 2E(d_b’d_c’d—c—b+l;l"y)
ile verilir.

2.2 EGRI UZAY-ZAMANDA WEYL DENKLEMI

Dirac denkleminde kiitlenin limit durumunda sifira gitmesiyle elde edilen

Weyl denklemi kiitlesiz, spin-1/2 pargaciklar1 temsil eder. Egri uzay-zamanda Weyl
denklemi, (1+7° ¥ =0 Chirality kogulu ile birlikte

17



y°V ¥ =0 (2.52)

bigiminde ifade edilir. Burada »° =y’y'y*y’ ve V_ =0, +%y(“);/(”)e(a)"e(b)v,a dur.

Genellestirilmis Dirac matrislerinin (y*) diiz uzay-zamandaki Dirac matrisleriyle

() iligkisi

y* =, r® (2.53a)
ve buradaki tedratlar(e,,,” )

ew e 1" =g” (2.53b)
ile verilir.

2.2.1 Som-Raychaudhuri Evreninde Weyl Denkleminin Tam C6ziimii

SR metrigi i¢in denklem(2.53b) kullamlarak tedratlar

eq” = 6% (2.542)
e’ =% —(1/r*)5:] (2.54b)
e =03 (2.54¢)
eoy” = 5% (2.54d)

olarak bulunur. Spin baglanti katsayilar
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1 a 14 3
I, = _27’( 7w oy (2.55)

bagintisi ile verilir ve tedratlarin egri uzay zamandaki tiirevleri ise

A
€oywa = aae(b)v —Llseuy (2.56)

denklemi ile ifade edilirler. Denklem (2.55) ve Denklem(2.56) kullanilarak, spin
baglanti katsayilart

I = —%7/“’)%2’ ; (2.57a)

I, = %}f‘”y“’) +%(r2 -y @y, (2.57b)

I,=0; (2.57¢)
Ve

I, = %7(2’7“) 2.57d)
seklinde bulunur.

m,(r) ve n,(r) her biri iki-bilesenli spindr olmak lizere, dalga fonksiyonu

P = IO (zl ((Z))J 2.58)

bigiminde tanimlanir. Bu tanim ve Gama matrislerinin standart bi¢imi kullanilarak
Chirality kogulunu veren denklem
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& (F)J (2.59)

771(")=772(7')=( R,(")
bigimine indirgenir. Denklem(2.57a)-(2.57d), denklem(2.58) ve denklem(2.59)
kullanilarak, denklem(2.52)

0, +£—wr—L R, = i[k+w+l}R1 (2.60a)
L r 2r | 2
P 1], . 1
0,——+wr—— R, =ilw—k——|R, (2.60b)
L r 2r | 2

denklemlerine indirgenir. Denklem(2.60a) ve denklem(2.60b)’den R, elenerek R,

icin
7’R,(r)—rR, (r)J{(%-z-zﬂ)—r“w2 +2,2r2}R2 (r)=0 (2.61)

denklemi elde edilir. Burada A> =2wl-w+w* —k* +k—% diir. Denklem(2.61)

i¢in, k, sabit olmak tizere, sirasiyla
R,(r) =y e’ F(y) (2.62a)
y=wr? (2.62b)

doniigimleri kullanilarak ve biraz cebir yapildiktan sonra

2
yF" + 2k, - y)F' —(kl -%—)F =0 (2.63)
w

20



denklemi elde edilir. Denklem(2.63) yap1 olarak hipergeometrik(dejenere) denkleme

benzemektedir. Bu nedenle, bu denklemin agagida verilen iki bagimsiz ¢6ziimii olur:

12
}?1 =1F1(k] —_:zklay) (2643.)
4w
12
F, =y lFII:I -k, —Z—,2—2k1,y:] (2.64Db)
w

Denklem(2.63)’tin » — oo (veya y — oo )’daki kapal1 bigimdeki tam ¢dziimii

A Ira-2k A
F(kl —4_M)‘92k1=y) = ( 12’)2 lFll (kl —E,zkl’y)
Td-k -2
4w

(2.65)

3 2
+Myl—2k’ lFl{l_kl _/1_,2—2/(1,)/]
X 4W
w

ile verilir.
2.2.2 Hoenselaers-Vishveshwara Evreninde Weyl Denkleminin Tam Coziimii

HV metrigi i¢in denklem(2.53b) ve denklem(2.55) kullanilarak, tedratlar

eq =0% (2.662)
V2

@ _ shr-18% - 8¢ 2.66b

e’ = lcoshr ~1)5% ~ 5% (266b)

e’ = 6% (2.66¢)
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a a
€oy =00

ve spin baglanti katsayilari

V2
I =-Y2,0,0
4
sinh 7 ﬁ
T, =207 ,0,0 N2 0,0
4 4
=0
V2
T, =Ty(2)7,(1)

(2.66d)

(2.672)

(2.67b)

(2.67¢)

(2.67d)

seklinde bulunur. Denklem(2.58) ve denklem(2.59) ile birlikte yukarida elde edilen
tedratlar ve spin baglanti kat sayilari kullanilarak denklem(2.52)

~

P V2I _«/E(coshr—l)w_ coshr |
" sinhr sinh r 2sinhr |
Fa 3 V21 +x/5(coshr—1)w_ coshr |
|7 sinhr sinh 7 2sinh7 |

R {

NG

R, = i{k +w+ T}Rl (2.682)

w—k— g}kz (2.68b)

seklinde verilen iki denkleme indirgenir. Bu denklemlerden R, elenerek R, igin

R/ (r)—cothrR () + [A + Bceothreschr + Desc hzr]R1 (r)=0

denklemi elde edilir. Burada

22
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1 1

A=-w’ -k -Ek - (2.70a)

B =4w* + 4wl + 2w ++2 (2.70b)
ve

D =—4w? — 4wl =21’ —ﬁw+§- (2.70c)

diir. Denklem(2.69) igin, sirasiyla
R(r)=y""(1-y)"UW) (2.71a)

y=—;—(coshr+1) m=——+— n=- 2w——2— (2.71b)

doniigtimleri kullanilarak ve biraz cebir yapilarak

Y- U ) +[c—(a+b+1)ylU" -abU =0 (2.72)

denklemi bulunur. Denklem(2.72) yap1 bakimindan hipergeometrik(dejenere)

denkleme benzemektedir. Bu nedenle, bu denklemin agagida verilen iki bagimsiz

¢ozlimi olur:
U, = F(a,b;a+b-c+11-y) (2.73a)
U,=(-y)™“" Flc—a,c~b,c—a-b+11-y] (2.73b)

Denklem(2.72)’nin » — oo (veya y —> o )’daki kapali bicimdeki tam ¢6ziimii
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I'e)'(c—a->b)

F(a,b;c;y)= F(a,a,a+b—-c+1;1-
(a,b;¢;9) Te—ae ) (a,a;a c )
(2.74)
T'(c)['(a+b-c) o-acb
1- Flc—a,c—-b;c—a-b+11-
T(@T'©) ( .V) 1 1[" a.c c—a y]
ile verilir. Burada
a= %[1 — 221 - 232w+ \/4w2 +4k* + 242k + ﬂ (2.752)
b =-;—{1—2«/2_l—2«/§w—\/4w2 +4k* +2\/§k+~;-} (2.75b)
ve
¢= %— 21 - 22w (2.75¢)
dir.
2.2.3 Rebougas Evreninde Weyl Denkleminin Tam Coziimii
R metrigi i¢in denklem(2.53b) ve denklem(2.55) kullanilarak, tedratlar
eq =06 (2.762)
e’ =—~—1—[2c0sh2r5“o —5“2] (2.76b)
@ sinh2r
ez =067 (2.76¢)
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en® =0% (2.76d)

ve spin baglant1 katsayilar

I =—yOy® (2.772)
I, =sinh 2ry @y @ + 2 cosh 2ry Py (2.77b)
I, =0 2.77¢)
L, =y®y® (2.77d)

elde edilir. Denklem(2.58) ve denklem(2.59) ile birlikte denklem(2.76a)-(2.76d) ve
denklem(2.77a)-(2.77d) kullanilarak denklem(2.52)

[ 5 I 2wcosh2r cosh2r

+— , : }Jg =ilk+w+1]R, (2.78a)
sinh 2r sinh 27 sinh 27

[ 5 { 2wcosh2r cosh?2r

- +—= — R =ilw-k~1]R, (2.78b)
sinh 27 sinh 27 2sinh 27

seklinde iki denkleme indirgenir. Denklem(2.78a) ve denklem(2.78b)’den R,

elenerek R, i¢in asagidaki denklem elde edilir:
R/ (r)—2coth2rR, (r) + [A + Bceoth 27 csc h2r + Desc 1 2;’]R1 =0 (2.79)

Burada

A=-3w?—k* -2k; (2.80a)
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B=4wl+2I; (2.80b)
ve

D=3—-4w* —4w-1?; (2.80c)
dir. Denklem(2.79) i¢in, sirasiyla

R () =y"(1-y)U®Y) (2.81a)
1 1 w [ 1
Y 2(°°S r+l) p 4 1777747y ( )

doniisiimleri kullanilarak ve biraz cebir yapilarak agagidaki denklem elde edilir:

(2.88)

Denklem(2.88), yapt olarak hipergeometrik(dejenere) denklemine benzemektedir.

Bu nedenle bu denklemin asagida verilen iki bagimsiz ¢6ztimii olur:
U, =,F@a.ba +b—-c’ +11-y) (2.892)
U, =0-yf™" Elc'-a,c'-b",¢'~a'-b'+1;1-y] (2.89b)

Denklem(2.88)’in » — t o (veya y —> « )’daki kapal1 formdaki tam ¢dziimii
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L(cH(c' —a -b)
I(c —a)(c -b)"

F(a,bic;y)= F(a,ba +b —c +11-y)
1

(2.90)

F(C‘)F((l' +b‘ —C') (;'._a'_.[;l * i 1 ' v 1 *
+ 10 e Fle —da.,c =b'c —a —b +11-
T@)C®) ( J’) 1 1[" a,c ¢ —a J’]

ile verilir. Burada

a = —w+%«/3w2 k% +2k +1 (2.91a)
b = —w-%\/ﬁz + k% +2k+1 (2.91b)
ve
1 1
-, 4 2.91
c w 275 ( c)
dir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1 BIANCHI III TiPI UZAY-ZAMANLARDA mDKP DENKLEMI VE
MAXWELL DENKLEMLERI

Bianchi III tipi uzay-zamanin metrigi,
ds® = (& + REdx? ' + R |(a' |+ D* (e f +(ax° @3.1)
ile verilir. Burada D ve H x'’in R ise x°’m fonksiyonlaridir. Bu metrik

genisleme ve donmeyle birlikte uzaysal olarak tlirdes bir evreni tanimlar. Metrik

tensorii (g, ) ve onun tersi (g*") swrastyla

-1 0 -RH 0 -A’D? 0 - Rg 2

0 R? 0 0 ’ 0 R 0 0 (32)
~RH 0 R*A* O _ Ri _ 0 RW? 0

Y 4B & 0 0 0 R

dir. Burada A’* = D? - H? dir. Denklem(3.1)’de verilen metrik, belirli kosullar
altinda, agagida verilen uzay-zamanlara indirgenebilir:

(1) Silindiriksel koordinatlarda G&del uzay-zamana;

kogullar:
X =t,x=r,x*=0,x*=z2 (3.3a)
1
R(t)=1, H(r)=e”, D(r)y=—7e” (3.3b)
®) () () 7
metrik:
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ds* =—(dt +edo) +dr? +%(e‘”d0)2 +d7

(2) Kartezyen koordinatlarda genisleyen Godel uzay-zamam,;

kosullar:

Rt)=ct,Hx)=e™ ,D(x)=vA+1e™
metrik:
ds* = —dt* —2cte™ dydt + czl‘z(abc2 + Ae*™ dy? + dz2)

(3) Som-Raychaudhuri uzay-zamani;

kosullar:

R®)=1,H(r)=r>,DF)=r
metrik:
ds? = —dt* +dr® = 2r*dgdt +r*(1-r? Jag? + d2’

(4) Hoenselaers-Vishveshwara uzay-zamani;

kosullar:
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(3.3¢)

(3.42)

(3.4b)

(3.4¢)

(3.5a)

(3.5b)

(3.5¢)

(3.62)



R(t)=1,H(r)=(c-1), D(r) =——\/1=_2—(c—1)

metrik:

ds* = —dt* +dr* —2(c —1)dgdt ——21—(0 ~1)c - 3)dg*> +dz’

(5) Rebougas uzay-zamani;

kosullar:

R(@)=1, H(r)=2cosh2r, D(r) =sinh2r
metrik:
ds* = —dt* +dr® +4cosh 2rdgds — (3 cosh? 2r + 1)d¢2 +dz*

(6) Robertson-Walker uzay-zamani;

kosullar:

R@®)=a(t),H(x)=0,D(x)=1
metrik:
ds® = —dt* + a* (t)(dx* + dy* +dz?)

(7) Minkowski uzay-zamanu,
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(3.6b)

(3.6¢)

(3.72)

(3.7b)

(3.7¢)

(3.82)

(3.8b)

(3.8¢)



R@®)=1,H(x) =0, D(x)=1

metrik:

ds® = —dt* +dx* +dy* +dz*

3.1.1 mDKP Denkleminin Coztimii

(3.92)

(3.9b)

(3.9¢)

Denklem(3.1) ile verilen metrik igin denklem(2.53a), denklem(2.53b) ve

denklem(2.55) kullamlarak, tedratlar
e =S

1
L
s "155(’13

1(1
el = 5(}5{2‘) - H%)j

B __SH
es =03

Dirac matrisleri
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(3.10a)

(3.10b)

(3.10¢)

(3.10d)

(3.11a)

(3.11b)



ve spin baglant1 katsayilart

H HR
C.= M) ~(2) (0
o =3zp? 7 2Dr”

H H R. R
[=——t 7OzO 222 50Oz@ 50Oz 0)
® 4D v 2D a 2 a

H oo ARy 2AA + HH o
F(z) — el (1)},(0)_,_ (2)?,(0) _ 7,(1)},(2)

4 4 2D 4D

Renwr HR po
1"( ],(3);,(0) + 7(2)7(3)

) 2D

(3.11c)

(3.11d)

(3.12a)

(3.12b)

(3.12¢)

(3.12d)

bigiminde bulunur. Burada nokta ve gizgi sirasiyla x° ve x'’e gore tiirevdir. Dirac

matrislerinin standart bigimleri kullanilarak mDKP denkleminin agik ifadesi,

p* =0 ®I+1®c” olmak lizere,

1
RD

{( FO— [;_ ﬁ(z))axo + 31{— B, +— F +% ﬁ(s)[% 4

+%[ ~(1))2 + (ﬁ(z))2 + (ﬁ(z)ﬂ_%(ﬁ(l)ﬁm _B'(a)’ga))
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WO _FO GO D zoFe +RH IR )
4DR(ﬂ 4 p ) 2DR’B d RDﬂ

seklinde yazilir. Yeni zaman parametresi ve spin6r, sirasiyla

—

. 1,
= dx 5 \P =
X' =] R(x")

& e e e

seklinde tanimlanir. Bu tanumlar Denklem(3.13)’de yerine konularak

. =0 .
L | Y +2R(_)2 ) |+vo,-La, (¥, +¥,)
Dl R | F D

D=0
+2 6_0+2R(_’2 )+63 ¥ =0
X R(x) X

(6 [ +£ (w, +IP4)“L H[a—o +2R(‘5C‘-’0)]_6 |, -w,)
X D X R(x ) X

3

o, RE |y 2REY,
R(x")

(a +2](\P +¥,)-=|H| 8., ZR(_O) -3, (v, -¥,)
D D ¥  R(x")
+ls R( ) 2R(x")

o t——= ¥, —— ¥, =
T ORG) R(x")
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(3.13)

(3.14)

(3.15a)

(3.15b)

(3.15¢)



. S ,—0 .
A P +2R(_Jz Mio, +15, (¥, +¥,)
p|7® "R |7 T D%

(3.15d)

=0

D=0
+2 6_0+2R(x )+63 ¥, =0
x R(x) X

bigiminde dort denklem elde edilir. Denklem(3.15b) ve denklem(3.15c)’ye
bakildiginda ¥, =¥, oldugu kolayca goriiliir. Spinér bilesenleri

¥, = R @)expli-we® + k3 +k,x’ o,  (j=1234) (3.16)

seklinde tanimlanirsa, denklem(3.15a), denklem(3.15b) ve denklem(3.15d) asagidaki

denklemlere indirgenir:

2, ﬁu%(k2 +wH ) o, —i(w—k)p, =0 (3.17a)

0., —%(k2 +wH) |, —i(w+k)p, =0 (3.17b)
D 1 .

04+ |l +0.)-1 (b + wH Xy~ 9) = 20w, =0 (3.17c)

Denklem(3.17a) ve denklem(3.17b)’den ¢, ve ¢, ¢ekilerek denklem(3.17c)’de

yerine yazilirsa ¢, i¢in

D’ ky, . (k,+wHY
ail¢3+—58x1¢3+{w2_k§+33H —(_Z_D_) }03 =0 (3.18)
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denklemi elde edilir. Denklem(3.18)’in kapali bigimindeki tam ¢6ziimii kullanilarak

spindriin {iglincii bilegeni igin tam ¢6zlim

—[Rz(xo)]_[R"' (x%)dx® i(k2x2+k3x3~ij'] =° )dx°)
e 2

¥, =R7’e L (x1) (3.19)

seklinde olur. Denklem(3.19), denklem(3.17a) ve denklem(3.17b)’de yerine

konularak spindriin diger bilegenleri bulunur.
3.1.2 Maxwell Denklemlerinin Coziimii

Giiglti elektromanyetik ve kiitle ¢ekim alanlarin etkilesmesini igeren bir ¢ok
astrofiziksel (Kiitle cekimsel lenslerde 15181n sapmasi, kuasarlar, kara delikler) durum
vardir. Elektromanyetik ve kiitle ¢ekimsel alanlarin etkilesmesi egri ardalanda
kaynaklt Maxwell denklemleri tarafindan betimlenir. Bu denklemler ve
kontravaryant ve kovaryant alan tensorleri, elektromanyetik kaynagin yoklugunda

L(\/Tg Fo), =0 (3.202)

Fyv,a + Fa;u,v + Fva,,u =0 (320b)
F* =00’ (4D ]~ e* (0P [e# 1y 4] (i=j=0123) (3.20c)
F, =8,,8,F% (3.20d)

bi¢iminde verilirler. Maxwell denklemleri ve mDKP denklemi arasindaki benzerligi

gbrmek amaciyla denklem(3.1)’de verilen metrik i¢in, Maxwell denklemleri ¢ziiliir.

Bu metrik i¢in, kontravaryant ve kovaryant alan tensdrleri(F** ve F, ) genel

koordinatlarda denklem(3.20c) ve denklem(3.20d)’den
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Fo =—(E“) +%B(3)) F, =—-RE® (3.21a)

F® = —’%E@) F,, =-RDE® (3.21b)

F% = %[E“) —%B(”J F, =-RE® (3.21¢c)

F2 = -5;—23“’ F,, = R’[HE® + DB®] (3.21d)

FP = —%B(” Fy =-R*B® (3.21e)

F* = ?253“) Fy, = R*[- HE® + DBO] (3.21f)
veE

F®=F'=F2=F*=0 (3:21g)

biciminde elde edilir. Burada E® ve B®’ler yerel Lorentz ¢ercevesinde sirasiyla
elektrik ve manyetik alanlarin bilesenleridir. Denklem(3.20a) ve denklem(3.20b)’de
verilen Maxwell denklemleri, alan tens6riiniin bilegenleri cinsinden agagidaki

bigcimde ifade edilir:
' E(l) E(Z) ' _B(3)
6[+2 +—1—6’2 -5614-&
x D )\ g® D *| gp® D * D | E®
E® g (-B®
+ 6x3 [3(3)J+—56"3 E(l) =0

(3.222)
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2R _B(l) 1 E(Z) 1 H E(3)
Y [Em 702 o | (B0 B0 | g |70 62

d 2R |- B Ls E® Ls E® =0 3.22
LA R s P 6229
(3.22d)

Yeni bir zaman parametresi ve karmal (kompleks) spinér, sirasiyla

—o_ 1 0
X0 = jR(XO)dx (3.23a)

G(l) E(l) +i B(l)
G?* |=| E® +iB® (3.23b)
G(3) E(3)+l-B(3)

1
TR

G

seklinde tanmimlanir. Bu tammlar kullanilarak Maxwell denklemleri spinériin
bilegenleri cinsinden
(a , +£+ﬂa ,]G(l) +La ,G?
T p T p s D
(3.242)
iH D H iD

=0, + =+ —+—0, (GP =0
D\* D H H*
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8.,GV —i0 ,G? + é(axz ~H0,)GP =0 (3.24b)

0,6 -i0,G? -5 ,G =0 (3.24c)
ve
—;5(15(6,?o ~0, )G + [ax, + %JG(Z) +i0,G® =0 (3.24d)

bigiminde yazilirlar. Spindr yeniden

GO (x'") = explil-wE® +kpx? + £, JUP (D), k=123 (3.25)

seklinde tammlamrsa, U® ve U@’ nin U® cinsinden ifadeleri agagidaki bigimde

olur:

O (k36,+M]U(” (3.26a)
w* —k; * D

U® = 21 2 wal+——k3(k2+WH)]U<3> (3.26Db)
ky —w ¥ D

Denklem(3.26a) ve denklem(3.26b), denklem(3.25) ve denklem(3.24a)-(3.24d)’de

yerine konulursa U® icin,

o2U® +%ax,U<3> +(w2 ~k; +%H' —(ﬁfl—;ﬁDU@ =0 (3.27)
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denklemi elde edilir. Denklem(3.27), denklem(3.1)’de verilen metrik i¢in yazilan
foton denkleminin indirgenmis bi¢imi olan denklem(3.18) ile aymdir. Bu nedenle
denklem(3.27)’nin ¢6ziimii de denklem(3.18)’in ¢6ziimiiyle aym olacaktir.

mDKP spinériiniin bilegenleri ile Maxwell spindriiniin bilegenleri arasinda

o, =-UY +iU® (3.28a)
@, =0, =UY (3.28b)
o, =UY +iu® (3.28¢c)

seklinde bir iliski oldugu kolayca goriiliir. Elektrik ve manyetik alanlarin Maxwell

alanlar1 cinsinden ifadeleri agagidaki bigimde verilir:

. . ) . 1 )
@ _ 0,0 @ _ 0,00 _ ®,0) 3
E® =eDedFr BY = el * F* = ———ePePe"?F,; (3.29)
2\-g

Denklem(3.29) ve denklem(3.282)-(3.28¢) kullanilarak mDKP denklemi ile Maxwell
denklemlerinin spinér bilesenleri arasindaki iligki

@, =iRD(F® +i* F®)-R(F" +i* F')~ R* H(F* +i* F") (3.30a)
@, =@, =R(F® +i*F*)+ R*°H(F® +i*F*) (3.31b)

veE
@, = iIRD(F™ +i* F®)+ R(F® +i* F°)+ R*H(F? +i* F'?) (3.30¢)

seklinde kurulur.
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4. BULGULAR ve TARTISMASI

4.1 BAZI EVREN MODELLERI ICIN mDKP DENKLEMININ
COZUML

4.1.1 Robertson-Walker Evreninde mDKP denkleminin Céziimii

Denklem(3.8c)’de verilen metrikle betimlenen Robertson-Walker(RW) uzay-

zamanu, tlirdes ve genisleyen bir evren modeli verir.

RW metrigi igin denklem(2.53b) ve denklem(2.55) kullanilarak, tedratlar

efoy =90 (4.1a)

el = -c—l%é‘(’{) (i=123) (4.1b)
ve spin baglant: katsayilari

Loy =0 (4.22)

T, = % 770 i=123 (4.2b)

bigiminde bulunur. Dirac matrislerinin standart bigimleri ve denklem(4.1a)-(4.1b) ile

denklem(4.2a)-(4.2b) kullanilarak, mDKP denkleminin agik ifadesi agagidaki
bigimde elde edilir:

{2(1@1)@ JF%D[(a1 BI+1®5)0, + (5 ®1+185)0, ]
a
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L 3 e1+186%9, + ) 1 @1+105')
2a(t)

a(t)
(4.3)
+ 90 32 @1+186%) +(5° ®I+1®5) ¥ =0
2a(t)
Spindr
LI’A
\IIB
Y= (4.4)
lPC
‘PD
olmak tizere denklem(4.3)’iin matris bigimi
1000 0110 0 —i ~i 0
0100 111 001 i 0 0 —i
B, =2 0, + 0
0010 a®)||1 0 0 1 0 0 -—i|”
00 0 1 0110 0 i i 0
(4.5)
200 0 4 0 0 0\|[¥,
110 00 0 a(r)0220‘PB_0
a®)|0 00 0|7 a®|0 2 2 O|f| ¥ |
000 -2 00 0 0jlw

o

seklinde olur. Yeni bir zaman parametresi 7 = I% dt tamimlanir ve denklem(4.5),
a

spindriin bilegenleri cinsinden

2(5,7 + Zd(n)}PA L (o, i, Y, + %)+ 2t sw =0 (4.62)
a(1) a(n) a(1)
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2a(n)
2| 0 Wy —6 ¥, +¥, 13, ¥, -y 0 4.6b
(”a(n)J * o ot o) (n)’ S(Fa=¥p)=0  (46b)

24(n) 1 |
25, +22 o,(w, +¥ 8,(¥, ~¥,)=0 4:6
("+a(n)j +a(f7) 2y +0)4osio,( ) (4:60)

2a(n>)
2|0, +—= 0, +i0 \¥y+¥.)——0,¥,=0 (4.6d)
( T a() #0.+i0, K ¥e)- (77)
bigiminde dort denklem olarak yazilir. Denklem(4.6b) ve denklem(4.6c)’ye
1
a’(n)
(j=4,B,C,D) seklinde tanimlanirsa denklem(4.6a), denklem(4.6b) ve

bakildiginda ¥, =¥, oldugu kolayca goriliir. Spinér Y. = ()

J J

denklem(4.6d) agagidaki denklemlere indirgenir:

8,0, +(0, -0, )b, +6,0, =0 (4.72)
20, @ +0,(®, +D,)+id, (@, -P,)=0 (4.7b)
8,0, +(0, +i0, )b —8,®, =0 (4.7¢)

Spindriin bilegenleri yeniden
@, = expli(-wn + b,y + k,z)lf, (%) (4.8)

bi¢iminde tanimlanir ve bu ifade denklem(4.7a), denklem(4.7b) ve denklem(4.7c)’de
yerine konuldugunda agagida verilen {i¢ denklem elde edilir:

O, +k) fe —iw—k;)f, =0 (4.92)

©, k) fe —iw+k) f, =0 (4.9b)
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0,(fi+ 1)~k (fy = f)—2iwf. =0 (4.9¢)

Denklem(4.9a) ve denklem(4.9b)’den f, ve f, gekilerek denklem(4.9¢c)’de yerine

yazilirsa f. i¢in
82, + (k2 +k2 —=w?)f, =0 (4.10)

denklemi bulunur. Denklem(4.10)’nun ¢6ziimiinin agagidaki bigimde oldugu

kolayca goriiliir:
fo = de*VEHE (4 boylandirma sabiti) 4.11)
Boylece spindriin liglincti bileseni i¢in kapali bigimdeki ifade

1 i[ﬂ kE k2 -w etk yalyz—w J %a‘t}
a

¥Y.=A——=¢
A )

(4.12)

bi¢giminde olur. Denklem(4.12) kullamilarak spin6riin diger bilegenleri de kolayca

yazilabilir.
4.1.2 Kantowski-Sachs Evreninde mDKP Denkleminin Coziimii

KS uzay-zaman, tiirdes olan fakat yondes olmayan bir evren modeli verir. Bu

uzay-zaman
ds® = —dt* + dx* +sin® xdy* + dz* (4.13)
metrigi ile betimlenir.

KS metrigi i¢in denklem(2.53b) ve denklem(2.55) kullanilarak, tedratlar
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¢ =50 (4.14a)

et =84, (4.14b)

ety =——58, (4.14c)
sin x

el =5t (4.14d)

ve spin baglant1 katsayilar

I

© =0 (4.152)

=Ly =T

1 ~()~
Ty = 5 cosx7 D@ (4.15b)

bigiminde bulunur. Dirac matrislerinin standart bigimleri, denklem(4.14a)-(4.14d) ve
denklem(4.15a)-(4.15b) kullanilarak mDKP denkleminin ag¢ik ifadesi agagidaki
bicimde elde edilir:

{2(I®I)6t +(@F ®I+1®5")0, +#(52 QI+I®5%)3, +
sinx
(4.16)
icosx

&° ®1+1®53)az—2—-(52 RI+I®5*) 5 ®1+1®53)}\11=0
simnx

Denklem(4.4)’de verilen spinér kullanilirsa denklem(4.16)’nin matris bigimi

2 0 00 0110 0 -i -1 0

0 2 00 1 0 0 1 ;i 0 0 —i
0, + 6,c+,L Z l 0

0 0 20 1 0 01 sinx{i 0 0 —il|”’

0 0 0 2 01 10 0 i i 0
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200 0 0 00 0)¥,
000 0 j 2i 0 0 -2i|||¥
N z_zc?sx l l Bi_p 4.17)
0 00 O 2sinx|2i 0 0 -2i||| ¥,
000 -2 000 o)J/\¥,
olur. Denklem(4.17), spindriin bilegenleri cinsinden
26, +0,)¥, +(ax , 6y)(‘PB +¥.)=0 (4.182)
s x
20,%, +(a +°°ij(\1' PP ) =0, (¥, —¥,)=0 (4.18b)
sSmx sinx
20, [a +°°S"J(1P +¥,)+——8,(W, ~¥,)=0 (4.18¢)
s x sinx
2(a,-a,)~{JD+(ax+ , ayj(\Pch):o (4.18d)
simx

seklinde dort denkleme indirgenir. Denklem(4.18b) ve denklem(4.18¢c)’ye
bakildiginda ¥, =¥, oldugu kolayca goriiliir. Spin6r

¥, = exp[i(— wt+k,y+ k3z)1fj (%) (4.19)

biciminde tanimlanir ve bu tamm, denklem(4.182), denklem(4.18b) ve
denklem(4.18d)’de yerine konulursa

@, —iw—l)f, =0 (4.202)
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@, ~—2 ) f —iw+ k), =0 (4.200)
Smx

kZ
sinx

(fy—Sp)—2iwf. =0 (4.20¢)

(0,42, 1)-

sin x

denklemleri elde edilir. Denklem(4.20a) ve denklem(4.20b)’den f, ve f,
¢ekilerek denklem(4.20c)’de yerine yazildiginda f. i¢in,

2

0% f. +cotxd, £, Jr[w2 - k22 —kf}fc ~0 (4.21)

sin” x

denklemi bulunur. Denklem(4.21)’in ¢6ziimil i¢in sirasiyla,

y=1—cosx 4.22)
2
fe=y Q-pr0e L p=2 . q=-2 (4.23)
doniistimleri yapilirsa denklem,
y1-3)02®; +[c—(a+b+1)yp, @, —ab®, =0 (4.24)

bigimine doniistir. Burada

1 } 2 .2 1
- ) 4.25a
a= +.4/w —k; 2 ( )

1 1
hb=—-— 2_k2_|__ 4.25b
> w 37, ( )
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ve
c=k,+1 (4.25¢)

dir. Denklem(4.24) yap: olarak Gauss hipergeometrik denklemiyle ayni oldugundan,
bu denklemin ¢ozlimleri Gauss hipergeometrik fonksiyonlaridir (, ;). Bu nedenle
denklem(4.24)’tin ¢dziimleri de géz Oniine alinarak spindriin tiglincii bileseni igin,

kapal1 bigimdeki ifadesi

‘Pc - ei(—wt+k2y+k3z)yk2/2 (1 _ y)—kz/z [A 2}71 (a, b,c; y)
(4.26)
+By"™ ,F(a—c+1,b —c+l,2—c;y)]

seklinde olur. Denklem(4.26) kullanilarak spindriin diger bilesenleri de kolayca

yazilabilir.
4.1.3 Som-Raychaudhuri Evreninde mDKP Denkleminin Tam Coziimii

Denklem(2.2)’de verilen metrikle betimlenen SR uzay-zamam tiirdes olan

fakat yondes olmayan bir evren modeli verir.

SR metrigi i¢in denklem(2.53b) ve denklem(2.55) kullanilarak, tedratlar

et =58 4.272)
et =54 4.27b)
et = %(55) 264 ) (4.27¢)
et =6t 4.27d)
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ve spin baglant1 katsayilar

T = %7 Oy@ (4.282)
Ly = —%77 @y © (4.28b)
T, = % 7 OFO _%(1 _ 2 )}7(1)}7(2) 4.280)
[y =0 (4.28d)

seklinde elde edilir. Dirac matrislerinin standart bigimleri, denklem(4.27a)-(4.27d)
ve denklem(4.28a)-(4.28d) kullanilarak mDKP denkleminin agik ifadesi asagidaki

bigimde bulunur:
haen-rEe1+106%)p, +(3 @1+1®5")9,

+%(&2 ®I+I®5)0, +(6° ®I+1®5°)9, +i(I®I)
x(8"3®I+I®E3)—§i;—(&2®I+I®6"2)(53®I+I®&3 (4.29)
+—;(52®1+1®52)(5‘®1+1®5‘)

—%(51 RI+1®6")(5> ®I+I®82)}‘P=O

Denklem(4.4)’de verilen spintr denklem(4.29)’da yerine konularak
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2 ir ir
—-ir 2 0
—-ir 0 2
0 —ir —ir

2

+0

0

0

S O O O

o O O O

_— O O

o

—_ 0 O =

oS O O O

0 —-i —-i
111 0
rli 0

0 i i
0 0 Y,
01 y

T B
0 1 Y.
00 ¥

1l
[

bi¢iminde verilen matris denklemi yazilabilir. Denklem(4.30) agik olarak

26, +0,)¥, +(ira, 10, —£6¢J(‘PB FW,)=0
14

20,¥ +(a, +16,J(‘PA +‘PD)—(ir6, -1a¢)(\PA -¥,)=0
r r

20,% +[a, +la,j(\11A +‘PD)—(ira, —ia¢j(\PA ~¥,)=0
r r

26, -0, ¥, +(—ir6, +0, +£6¢)(‘PB +¥.)=0
r

seklinde dort denkleme doniisttiriiliir.

bakildiginda ¥, =¥, oldugu kolayca goriiliir.

¥, = expli(- wt + k,0 + k_,,z)lfj r)

(4.30)

(4.31a)

(4.31b)

(4.31c)

(4.31d)

Denklem(4.31b) ve denklem(4.31c)’ye

(4.32)

biciminde verilen spindr tanimi kullanilarak, denklem(4.31a), denklem(4.31b) ve
denklem(4.31d) agagidaki denklemlere indirgenirler:

49



©, +wr +%—)fc —i(w-ky)f, =0 (4.33a)
@, —wr—]i—z)fc —iw+ky)f, =0 (4.33b)

(0,42 )0ru 1)~ + 22 )1, = 12w, = 4330

Denklem(4.33a) ve denklem(4.33b)’den f, ve f;, ¢ekilerek denklem(4.33c)’de

yerine yazilirsa f. i¢in,

2

0> £, +%6,fc +[w2 —’r‘—g-kf —wr? +2k, —2k2w}fc =0 (4.34)

denklemi elde edilir. Denklem(4.34)’{in ¢dzlimi i¢in, sirasiyla

u=wr’ (4.35a)

fr=u"®, (4.35b)
déniigtimleri yapilirsa denklem

4202, + |- u? +dru+ (1~ 4p? O, =0 (4.36)
bigimine doniigiir. Burada

2
K= l(M ~2k, + w] (4.37a)
4 w

Ve
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k

-2 4.37b
> ( )

#:

dir. Denklem(4.36) yap1 olarak Whittaker denklemiyle aymi oldugundan bu
denklemin ¢6ztimleri Whittaker hipergeometrik fonksiyonlari olur. Bu nedenle

spindriin tiglincl bilegeni

wr2

. 2 —k?
P, = mrhdhs?) L ' M [& —w— -———2k34 ks Sk, +1, wrz}
w

Nwr 2
(4.38)

- 2
+C,U &—W—Zk3 ks Jky +1,wr?
2 4w

seklinde yazilir. Denklem(4.38) kullanilarak spintriin diger bilesenleri de kolayca

yazilabilir.
4.1.4 Hoenselaers-Vishveshwara Evreninde Foton Denkleminin Tam C6ztimi

Denklem(2.21)’de verilen metrikle betimlenen HV uzay-zamam tlirdes olan

fakat y6ndes olmayan bir evren modeli verir.

HV metrigi i¢in denklem(2.53b) ve denklem(2.55) kullanilirsa, tedratlar

€0y = (o) (4.392)

ety =g (4.39b)
V2 sinhr

o= J2eschrSt - X220 sa 4.39¢

‘@ (\/—csc To® coshr+1 @ ( )

ety = 5, (4.39d)
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ve spin baglant1 katsayilar

T = {2—7 Oy (4.40a)
Ty = —% A ANC, (4.40b)
T = Sirjlr ry V7O — -‘{4—57 Oy ® (4.40¢)
T =0 (4.40d)

seklinde bulunur. Dirac matrislerinin standart bi¢imleri, denklem(4.39a)-(4.39d) ve
denklem(4.40a)-(4.40d) kullanilarak mDKP denkleminin agik ifadesi agagidaki
bicimde elde edilir:

2(I®I)—[2—81—n£(52 ®I+I®5) (9, +(F ®L+I1®F")0, +
coshr +1

V2 (& ®1+1®52)0, —L00r

F2RI+IRFNF RI+I®RS?
sinh » 2s1nhr(a g )Ne o)

(4.41)
V2 ] V2

+(53®I+I®E3)(62+i—5— +—4-(52®1+1®&2)(51®1+1®&1)

V2

——4—-(51 RI+I®F )5 ®I+I®52)}‘P=O

Denklem(4.4)’de verilen spintr, denklem(4.41)’da yerine konularak
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20 0 0 0 —i —i 0 0110
0 200 JisinhriOO—ia+10016
0 0 2 0| coshr+1li 0 0 —i||" |1 0 0 1|°
0 0 0 2 0 i i 0 0110
0 —-i —i 0 200 0
J2 i 00 i 000 O
0. + 0 4.42
sinh#|i 0 0 -—il? |0 0 0 0]° (4.42)
0 i i 0 000 -2
00 0 0¥,
coshrlOOl‘f'B_O
sinhr|[1 0 0 1|||%,
00 0 0)j{¥,

seklinde verilen bir matris denklemi yazilabilir. Denklem(4.42) acik olarak, spindr

bilesenleri cinsinden

ix2 sinh 7 iN2
————0,+0, ——
coshr +1 sinh »

2(0, +9,)¥, +[ 5¢](‘PB +¥.)=0 (4.432)

coshr
209 +1 0, + ¥, +¥
t+ B ( r Sinhr]( A D)

(4.43b)

sinh 7

iN2sinhr i\/z
- 0, — o, (¥, -¥,)=0
(coshr+1 ’ ¢J( %)

.

20,9 +(a, + °°Shr)(\PA +¥.)
sinh

(4.43¢)

coshr+1 ' sinhr

_(i ZSinhr'a a l\/a %)(‘I’A —‘I’D)=0
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iv/2 sinh r iv2
20, -0, ¥, —-|—90,-0, — 0, (s +¥.)= 4.43
(6,-2.)%s [coshm (=0 ¢]( p+¥c)=0 (4.43d)
seklinde ifade edilir. Denklem(4.43b) ve denklem(4.43c)’ye bakildiginda ¥, =¥,

oldugu kolayca goriilit. Denklem(4.32)’de verilen spindr tanimi kullanilarak,
denklem(4.43a), denklem(4.43b) ve denklem(4.43d)

[a, + sinfr (k, + weoshr — w)} fo=iw=k)f, =0 (4.442)
{a, - ‘E (k, + weoshr — w)} fo—iw+k)f, =0 (4.44b)
sinh r
(@, +cothrXf, + f,)- Si%(@ +weoshr —w)(f, — fp) —2iwf, =0 (4.44c)
v

denklemlerine indirgenirler. Denklem(4.44a) ve denklem(4.44b)’den f, ve f)
cekilerek denklem(4.44d)’de yerine yazilirsa f. igin asagidaki denklem elde edilir:

ﬁkz +wcoshr —w

0> f. +cothrd, £, {wz — k2 + 2k, —( ) } f. =0 (4.45)

sinhr
Denklem(4.45), sirasiyla
y= 1+coshr (4.46a)
2
fe=y" -y, p=%k2 —2w, q=i2§—k2 (4.46b)
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déniigiimleri yapilarak,
Y- 00, +[' (@' +5'+1)yp, 0. ~a'b'®. =0 (4.47)

bigimine doniigiir. Burada

a' =2k, - «/§w+% +\/;v2 + 2wk, — 2k, + k2 +% (4.482)

b' =2k, —\/§w+%—\/w2 + 2wk, —~2k; +k? +% (4.48b)
ve

¢' =1+~2k, — 242w (4.48¢)

dir. Denklem(4.47) Gauss hipergeometrik denklemiyle aymi oldugundan bu
denklemin ¢6ziimleri Gauss hipergeometrik fonksiyonlardir(, ;). Bu nedenle
spindriin tiglincti bileseni
\PC = ei(—-wt+1c2¢+kaz)yp (1 _ y)q [A2Fv1 (a',b', CI; y)
(4.49)

+ By F(a' -c' +1Lb' ¢ +l,2—C';y)]

seklinde yazilir. Denklem(4.49) kullanilarak spindriin diger bilesenleri de kolayca

yazilabilir.
4.1.5 Rebougas(R) Evreninde mDKP Denkleminin Tam Coztimleri

Denklem(2.37)’de verilen metrik ile betimlenen R uzay-zamam tlirdes fakat

yondes olmayan bir evren modeli verir.
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R metrigi i¢in denklem(2.53b) ve denklem(2.55) kullanilarak, tedratlar
¢ =90 (4.502)
eq) =5 (4.50b)

1

el = ——>-(64 ~2c0sh2r5) (4.50)

e =G (4.50d)

ve spin baglant: katsayilart

Ty =707® (4.51a)
Iy =-7@7 (4.51b)
Ty =sinh2r7 7@ + cosh 27 V7 (4.51c)
Ty =0 (4.51d)

elde edilir. Dirac matrislerinin standart bigimleri, denklem(4.50a)-(4.50d) ve
denklem(4.51a)-(4.51d) kullanilarak mDKP denklemi asagidaki bigimde yazilir:

fa®n-2c0th2-(5* ®1+105%)p, + (5 ®T+105")3,

1
sinh 27

+

(67 ®1+1®57)0,+(5° ®I+1®5°)(0, +2i)

—icoth 27|32 ®1+1®67)(F ®1+105%)]
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+H(FOI+IRF)F ®I+185")
(4.52)
—(F RI+I®F )G’ ®I+I®GF) ¥ =0

Denklem(4.4)’de verilen spinér kullanilarak denklem(4.52)’nin matris bigimi

S O O N
S O N O
S N O
N O O O

-~

o

|
S = = O
—_— O O
_ O O e
(e B o

8, (4.53)

z

S O O O
S O O O

>

w
Il
[

+2coth2r

R )
o o o o
o o o o
S = = O
g o’-G o

seklinde olur. Denklem(4.53), spintriin bilegenleri cinsinden

2(5,+az)'1'A+(2icoth2ra,+a,— ! a¢)(1113+\11c)=o (4.542)
sinh 27

20,%, +(8, +2coth2r)¥, +¥,)
(4.54b)

—(2icoth2r6, —@;%J(‘PA ~¥.)=0
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20¥ .+ (8, +2coth2r}¥, +¥ )

(4.54c)
. i
—(2zcoth2r6, —MGJ(‘PA ~¥,)=0
2(6,—62)‘1’]3—(2icoth2r6,—6,— 5, |(W, +¥)=0 (4.54d)
sinh 27

olarak dort denklem seklinde yazilir. Denklem(4.54b) ve denklem(4.54c)’ye
bakildiginda ¥, =¥, oldugu kolayca goriiliir.

Spindriin denklem(4.32)’de verilen tammu kullanilarak, denklem(4.54a),
denklem(4.54b) ve denklem(4.54d)

{a, +— ! (%, +2wcosh2r)} fo—iw=ky)f, =0 (4.55a)
sinh 27

1 .
{a, Y. o (k, + 2wcosh2r)} fo—i(w+k)f, =0 (4.55b)

(6, +2coth2r)f, + f,))—;imlh—r(k2 +2weosh2r ) f, — f) — 2iwf, =0 (4.55¢)

bigimine doniigtir. Denklem(4.55a) ve denklem(4.55b)’den f, ve f;, gekilerek
denklem(4.55c)’de yerine yazilirsa f. i¢in agagidaki denklem elde edilir:

2
02 f, +2coth2rd, f, +| w* —k2 +4k, —(k2 +2,w°°Sh2rj f.=0 (4.56)
sinh 27

Denklem(4.56), sirasiyla
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_1+cosh2r

> (4.57a)

fo=y@=proe, p=2-¥, g--B 2 @570
doniigtimleri yapilarak

Y1) 0 +|d—(e+ f+1)y]o, @, —ef®, =0 (4.58)
sekline indirgenir. Burada

d=~;—[1—2w+\[3w2—4k3+k32+1] (4.59a)

e=-;-[1—2w—ﬁw2 ~ 4k, + k2 +1] (4.59b)
ve

f=1+%—~—w (4.59¢)

dir. Denklem(4.58) yapi olarak Gauss Hipergeometrik denklemiyle aym oldugundan
bu denklemin ¢6ziimleri Gauss hipergeometrik fonksiyonlaridir. Bu nedenle spindriin
liglincii bilegeni i¢in
qJC = ei(—wt+k2¢+k3z)yp(1 _y)q[A zﬂ(d, e’f;y)
(4.60)

+ By L F(d - f +Le—f+12— ;)]

ifadesi yazilir. Denklem(4.60) kullamlarak spindriin diger bilesenleri de kolayca

yazilabilir.
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4.2 BAZI EVREN MODELLERI ICIN MAXWELL DENKLEMLERININ

COZOML

4.2.1 Robertson-Walker Evreninde Maxwell Denklemlerinin Coziimii

Denklem(3.8c)’de verilen metrik igin denklem(3.20c) ve denklem(3.20d)

kullanilarak, kontravaryant ve kovaryant alan tensorleri

FOI = L‘E(l)
a(t)

FOZ = _I_E(Z)
a(r)

F03 - L_EG)
a(?)

F12 = 1 B(3)
a’(t)

13 _ 1 2)
2
a“(r)

F23 — 1 B(l)

a’ (1)

Ve

FOO =F11 =F22 =F33 =0

bi¢iminde elde edilir.

Fy =—a(t)E®

F, =—a(t)E®

Foy = —a(t)E®?

F, =a’(t)B®

Fy =~a*()B%

F,, =a’>(t)B?®

(4.61a)

(4.61b)

(4.61c)

(4.61d)

(4.61¢)

(4.61f)

(4.61g)

Denklem(3.20a) ve denklem(3.20b)’de verilen Maxwell

denklemleri, alan tens6riiniin bilegenleri cinsinden asagidaki sekilde ifade edilir:
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E® E® E®
0| o |* 9| goo |*O| 5o |70 (4.622)

20 E®), 1, (-B9) 1 B® )

(6’ ’ a(t) j(B“) ] ¥ a(t) GY[ E® a(,) —90. £ | 0 (4.62b)
2a0(OYE®Y, 1 . (B® ) 1 . (-B")_

(5, ’ a(t) J(B(z) j ¥ a(t) 6"[_ E® * a(t) %, g0 | 0 (4.62¢)
2a)YE®) 1 . (-B®). 1. (B® \_

(a, ’ a(r) )[B(” ] ¥ a(?) a*( o |7 () 0, 0= 0 (4.62d)

Denklem(3.23b)’de verilen karmal spindr kullanilarak, Maxwell denklemleri

spindriin bilesenleri cinsinden

axG(l) + ayG(Z) + azG(?’) =0 (4.63a)

(at + 2a(f)JG(1) 1 3yG(3) 1 ——i, G?® =0 (4.63b)
® a(t) a(t)

(at + 2a(t)]G(2) 1 axG(S) . 1 ——ip, GO =0 (4.63c)
a(t) a(t) a(?)

(at + 2a(t)jG(3) 1 id G(Z) 1 ——id, GO =0 (4.63d)
a(t) a(t) a(t)

biciminde bulunur. Yukanda verilen denklemlerde a(f)’nin elenmesi igin spindr

bilegenleri GV = 21
a“(t)

i =1,2,3) bigiminde secilir ve yeni zaman parametresi

n= J.—% dt seklinde tanimlanirsa, yukaridaki denklemler
a
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2,UP +o,UP +8,U® =0 (4.64a)

8,U® +io U® —id,UP =0 (4.64b)

8,UP -io, U® +io, UV =0 (4.64c)
@ 45 @ _; 0 -

0,UY +io, U® —ia U =0 (4.64d)

bigimine déniisiirler. 77, y ve z degigkenlerine bagliligin elenmesi i¢in spindr

bilegenleri, yeniden
U(k) = exp[i(— wn+ kzy + k3Z)]Z(k) (x) s k= 19293 (465)

seklinde tammlanir. Buna gére y® ve y®’niny® cinsinden ifadeleri agagidaki

bigimde olur:
i
70 = mz(kﬁx +whk, )z ® (4.662)

@) _

1
¥ =) (wo, +kyk, )2 ® (4.66b)

Denklem(4.66a) ve denklem(4.66b), denklem(4.65) ve denklem(4.64a)-(4.64d)’de

yerine konulursa x© igin,
02 + (k2 +12 - )y® =0 (4.67)

denklemi elde edilir. Denklem(4.67), denklem(3.8¢c)’de verilen metrik i¢in yazilan
mDXKP denkleminin indirgenmis bi¢imi olan denklem(4.10) ile ayn1 oldugundan bu

denklemlerin ¢6ziimleri de ayn olur.
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Denklem(3.28a)-(3.28¢c) ve denklem(3.29) kullanilarak mDKP denklemi ile
Maxwell denklemlerinin spindr bilegenleri arasindaki iligki asagidaki bigimde

kurulur:
o, = a@)|- (F" +i* F°) +i(F® +i* F?)] (4.682)
@, =@, = a(t)(F® +i* F¥) (4.68b)
0y = a@)[(F* +i* F°) +i(F® +i* F2)| (4.68¢)

4.2.2 Kantowski-Sachs Evreninde Maxwell Denklemlerinin Coztimii

Denklem(4.13)’de verilen metrik i¢in, denklem(3.20c) ve denklem(3.20d)

kullanilarak, kontravaryant ve kovaryant alan tensorleri

FO = E® F, =-E® (4.692)

F® ,LE@) Fy, = —sinxE® (4.69b)
sin x

F% - g® Fy, =—E® (4.69¢)

F? = ,LB“’ F,, =sin xB® (4.69d)
s x

F% = —B® F,,=-B® (4.6%)

F? = —,—I—B“) F,, =sin xB® (4.69f)
sinx

Ve
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FP=F'=F2=F*=0 (4.69g)

bi¢iminde yazilir. Denklem(3.20a) ve denklem(3.20b)’de verilen Maxwell

denklemleri, alan tensoriiniin bilesenleri cinsinden agagidaki sekilde ifade edilir:

(sin xd £ G, E¥) s % O =0 4.70

sinx0, +cosx 30 +0, 3O +sinx0, 30 |” (4.70a)

. —E® BO®Y) B®

sin x0, 30 +0, s —sinx0, £® =0 (4.70b)
E® B® B®

-0, B® -0, _£® +0, g0 =0 (4.70c)

. _E(3) ‘ B(2) B(l)

s1nx6,£B(3) ]+(smx6x+cosx{E(2) -0, Jies =0 (4.70d)

Denklem(3.23b)’de verilen karmal spindr kullanilarak, Maxwell denklemleri

spindriin bilegenleri cinsinden

(sinxd, +cosx)G® +0,G? +sinx0,G¥ =0 (4.71a)

~isinx9,G® +0,G® —sinx3,G? =0 (4.71b)

-0,G? +i0, G -io,GY =0 (4.71c)
veE

~isinx8,G? +(sinxd, +cosx)G? -8,GV =0 (4.71d)
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bigiminde yazilirlar. Spindr yeniden
G® =expli(-wt + b,y + k2P (%), k=123 (4.72)

seklinde tanimlanir. Buna gore 3@ ve y®’nin ¥® cinsinden ifadeleri asagidaki

bigimde olur:

R AV s
w —k; sin x

T (Waerl{sk_z sz (4.73b)
ky —w sin x

Denklem(4.73a) ve denklem(4.73b), denklem(4.72) ve denklem(4.71a)-(4.71d)’de

yerine konulursa y igin,

2
27 +cotxd, y® + (— —.kzz —k2+w’ ]x(” =0 (4.74)
sin® x

denklemi elde edilir. Denklem(4.74), denklem(4.13)’de verilen metrik igin yazilan
mDKP denkleminin indirgenmis bigimi olan denklem(4.21) ile aym oldugundan bu

denklemlerin ¢oztimleri de aym: olur.

Denklem(3.28a)~(3.28¢c) ve denklem(3.29) kullanilarak mDKP denklemi ile

Maxwell denklemlerinin spintr bilegenleri arasindaki iligki
@, =—(F" +i* F*) +isinx(F® +i* F?) (4.75a)

0, =0, =(F® +i*F) (4.75b)
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veE

@, =(FO +i* F"*) +isinx(F® +i* F?) (4.75¢)

bigiminde kurulur.

4.2.3 Som-Raychaudhuri Evreninde Maxwell Denklemlerinin C6ziimii

Denk.(2.2)’de verilen metrik i¢in, denklem(3.20c) ve denklem(3.20d)

kullanilarak, kontravaryant ve kovaryant alan tensorleri

F" = E® +rB® F, =-E® (4.76a)
F” = %E(z) Fy, =-rE® (4.76b)
F%® =E® —pB® F, =—E® (4.76c¢)
F2 = %B“) F, =r[rE® + BO] (4.76d)
F® =-B® F,=-B® (4.76¢)
F% = %B(” Fy, =r|-7E® + BO| (4.76)
Ve
FP=F"'"=F2=F%=0 (4.76g)

seklinde bulunur. Denklem(3.20a) ve denklem(3.20b)’de verilen = Maxwell

denklemleri, alan tensoriiniin bilesenleri cinsinden agagidaki bigimde ifade edilir:
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E® R B® E®
(ra,+1)[BmJ+(r 0,42 ) " 1+%|

(4.772)
E® | (BO
+r6{B(3)J—r 0, 5O =0
—E®O® , B® B®
2, (s, -0, o |77 por |70 (4.77b)
E® _B® BO
_a,[B(z)]Jra,[E o JM’[—E@ ~0 @.77¢)

Al ] )]
9, . +(r*0, -0 g +(r0, +1 B o (4.77d)
B® LT g s E®

Denklem(3.23b)’de verilen spindr kullanilarak, Maxwell denklemleri spindriin

bilesenleri cinsinden

(r, +ir*0, +1)GO —i(r?8, +ird, +2r)G? +8,G® =0 (4.783)

~ird,GV (20, -8,)G® —r0,G? =0 (4.78b)

-8,G? +i5,G® -i0,G" =0 (4.78c¢)
Ve

~ir0,G® + (%8, -8, )G© + (8, +1)G® =0 (4.78d)

bigiminde yazilirlar.
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G =expli(-wt + k¢ + k2)x®(r), k=123 (4.79)

bigiminde verilen spindr tamim kullamlarak, y® ve y®’nin y® cinsinden ifadeleri

agagidaki bigimde olur:
AR i(k38,+w2r+wTkzjz(3) (4.80a)
3
k
20 (w6r+wrk3 +-——k3r2jx(3) (4.80b)

Denklem(4.80a) ve denklem(4.80b), denklem(4.79) ve denklem(4.78a)-(4.78d)’de

yerine konulursa y® icin,

2

024 +—1—a,;5<3> +(2k3 —2k,w—wr? —-’%—kf + wzj;((” =0 (4.81)
r r

denklemi elde edilir. Denklem(4.81), denklem(2.2)’de verilen metrik i¢in yazilan
mDKP denkleminin indirgenmis bi¢imi olan denklem(4.34) ile aymt oldugundan bu

denklemlerin ¢oztimleri de aym olur.

Denklem(3.28a)-(3.28¢) ve denklem(3.29) kullanilarak mDKP denklemi ile

Maxwell denklemlerinin spinér bilegenleri arasindaki iliski

@, =—(F" +i* F*)=r?(F* +i* F?)+r(iF® —-* F*) (4.82a)
@, =0, =(F® +i*F)+r*(F? +i*F?) (4.82b)
@, = (F" +i* F*)+r2(F* +i*F?) +r(iF® -* F®) (4.82¢)

seklinde kurulur.

68



4.2 4 Hoenselaers-Vishveshwara Evreninde Maxwell Denklemlerinin

Coziiml

Denklem(2.21)’de verilen metrik igin, denklem(3.20c) ve denklem(3.20d)

kullanilarak, kontravaryant ve kovaryant alan tensorleri

FO - g0 V2sinh B® F,, =—E® (4.83a)
coshr +1
F% iE @ F, = —Qsinh rE® (4.83b)
sinh 7 2
FB - g® _ V2sinhr B® F, =—E® (4.83c)
coshr +1
F12 .£B(3) F, =(coshr-1)E® + -—\/—E—sinh ¥B® (4.83d)
sinh 2
F® =_B® F;=-B® (4.83¢)
F® -ﬁ-B‘” Fyy =—(coshr ~1)E® + -‘@—sinh rB® (4.831)
sinh 7 2
ve
F®=F"=F?=F*=0 (4.83g)

seklinde yazilir. Denklem(3.20a) ve Denklem(3.20b)’de verilen Maxwell

denklemleri, alan tensdriiniin bilegenleri cinsinden asagidaki bigimde ifade edilir:
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V2. E® . {B®
7(smhr6,+coshr 20 +[(cosh» —1), +sinh r _E®

(4.84a)
E®) 2 E® M
0, o |t sinh 70, & (coshr—1)2 , | =
B
V2 _E® B®
——sinh 79, o | [(cosh r-1)9, -0 ol o
(4.84b)

E® B® BW
=0 o |70 _ oo |0y |0 (4.84c)

V2. _E® BO
7s1nhr6, 30 +[(coshr—l)8,—6¢ £O

(4.84d)

@

+£(sinh ro, + coshr{ ] =0
2 E®
Denklem(3.23b)’de verilen spindr kullanilarak, Maxwell denklemleri
[%( inh 78 hr)G® [( hr—1)8, +sinh ]G(s) 5.G?
5 sinh 70, +coshr —ij{cosh7 —1)0, +sinhr +0,

(4.852)

N

+75inhr62G(3) +i{coshr-1)0,G® =0

—l—£smhr6 G® —[(coshr-1)8, -8 ]G<3> smhra G®=0 (4.85b)
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-8,G% +i0,G® -i9,GY =0 (4.85¢)

—l—\/:smhraG(” [(cosh»—1)a, 8¢]G(l)

(4.85d)

+g(sinhr6, +coshr)G? =0

olarak yazilirlar, Spin6riin denklem(4.79)’da verilen tamimi kullamlarak, @ ve

2P ’nin ¥® cinsinden ifadeleri asagidaki bigimde ifade edilirler:

20 = " }-k2 i[kﬁ, +£;(w2 coshr + wk, — w? )}za) (4.86a)
3
7P = m iwz |iwa, A sin\/gr (Wk3 coshr —wk; +k,k, )}ZG) (4.86b)
3

Denklem(4.86a) ve denklem(4.86b), denklem(4.79) ve denklem(4.85a)-(4.85d)’de

yerine konulursa 7@ igin,

*x® +cothrd, y®
(4.87)

2
+[w2 — k2 +2k, —(\/Ekz +wi:);hr—w) :|Z(3) =0
sinhr

denklemi elde edilir. Denklem(4.87), denklem(2.21)’de verilen metrik i¢in yazilan
mDKP denkleminin indirgenmis bi¢imi olan denklem(4.45) ile aym oldugundan bu

denklemlerin ¢6ziimleri de ayni olur.

Denklem(3.28a)-(3.28¢) ve denklem(3.29) kullanilarak, mDKP denklemi ile
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Maxwell denklemlerinin spintr bilegenleri arasindaki iligki asagidaki bigimde

kurulur:

@, =—(F" +i*F“’)+’—*gsinhr(zf"2 +i* F?)
—(coshr —1)(F* +i* F'?)
@, =0, =(F® +i* F*) + (coshr —1)(F* +i* F*?)

i2

@, = (F" +i*F1°)+Tzsinhr(F°2 +i* F%)

+(coshr —)(F* —i* F'?)

4.2.5 Rebougas Evreninde Maxwell Denklemlerinin Tam Coziimii

(4.88a)

(4.88b)

(4.88¢)

Denklem(3.37)’de verilen metrik i¢in, denklem(3.20c) ve denklem(3.20d)

kullanilarak, kontravaryant ve kovaryant alan tensorleri

F” = E® +2coth2rB® F, =-E®¥

F® = .—1—E(2) F,, = —sinh 2rE®
sinh 2r

F® =E® —~2coth2rB® Fy =—-E®

F2 = —71—B @ F,, =2cosh 2rE® +sinh 2rB®
sinh 27

FB =_B® F, =—RB®
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(4.89b)

(4.89¢)

(4.89d)

(4.89)



FB = ﬁB“) F,, = —cosh 2rE® +sinh 2rB® (4.899)
sinh 2r

veé
FO=FUl=F2 =F% =9 (4.89g)

seklinde yazilir. Denklem(3.20a) ve denklem(3.20b)’de verilen Maxwell

denklemleri, alan tens6riiniin bilegenleri cinsinden agagidaki bigimde ifade edilir:

O]
B(l)

E® E® B®
+0, +sinh 270, —2cosh2r0, =0
B® B® - E®

_E(l) 3) B(2)
Sh2r0,| ~[2cosh2rd, -8, ~sinh2r0,| ) |=0  (4:90b)

E(Z) B(3) B(l)
oo a0 o o

B(l)
E®

B®
(sinh 2r0, +2cosh 27{ J + 2[cosh 2r0, + 2sinh Zr( E (S)J

(4.90a)

_ E(3)
sinh 2r0, 20 +[2cosh2rat -9,

(4.90d)

@)

B
+(sinh 2r8, +2cosh2r =0
E®)

Denklem(3.23b)’de verilen karmal spinér kullanilarak, Maxwell denklemleri

(sinh 278, +2cosh 27)G® —2i[cosh 278, +2sinh 27 |G
(4.91a)

+8,G? +sinh 2r8,G® +2icosh2r5,G® = 0
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~isinh2r8,G® ~ [2cosh 278, — 8, G ~ sinh 270,G? =0 (4.91b)
-0,G% +i0,G® -i5,G" =0 (4.91c)

—isinh2r8,G® + [2c0sh 270, -3, |GO
(4.91d)
+(sinh 278, +2cosh 27)GY = 0

bigiminde yazilir. Spinériin denklem(4.79)’daki tanim kullanilarak, 7 ve z®’nin

&)

x" cinsinden ifadeleri agagidaki bi¢imde bulunur:

70 = 1 i[k@r . ﬁ (2w2 cosh2r + wk, )} z® (4.92a)

2
w® —k?

wa+l

@__ 1 [
kI —w? " sinh

7 > (2wk, cosh2r + k,k, )} 7@ (4.92b)

Denklem(4.92a) ve denklem(4.92b), denklem(4.79) ve denklem(4.91a)-(4.91d)’de

yerine konulursa 7 igin,

2
524 ® +2c0th 260, 7 ® + | w — k2 + 4k, —[ L TZXCNI ) 0 (4 93
sinh 2r

denklemi elde edilir. Denklem(4.93), denklem(2.37)’de verilen metrik i¢in yazilan
mDKP denkleminin indirgenmis bi¢imi olan denklem(4.56) ile aym oldugundan bu

denklemlerin ¢6ztimleri de ayni1 olur.

Denklem(3.28a)-(3.28¢c) ve denklem(3.29) kullanilarak mDKP denklemi ile
Maxwell denklemlerinin spindr bilesenleri arasindaki iligki agagidaki bicimde verilir:
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@, =—(F" +i* F') +isinh 2r(F® +i* F*)
(4.94a)
—2cosh2r(F* +i* F'?)

@, =@, =(F® +i* F°)+2cosh2r(F> +i* F*) (4.94b)
@, = (F" +i* F*)+isinh2r(F® +i* F*®) + 2cosh2r(F* +i* F'*) (4.94c)
4.3 TARTISMALAR

Bulunan matematiksel sonuglar tizerinde fiziksel sinirlamalar incelenebilir.
Bunun i¢in ¢dziimlerin davramiginin iyi bilinmesi gerekir. Bu kesimde, ¢aligilan beg

evren modeli i¢in bulunan ¢éziimler incelenmistir.

4.3.1 Robertson-Walker Evreni Igin C6ziimiin Incelenmesi

Bu evren modeli i¢in mDKP denkleminin ikinci dereceden ifadesi
denklem(4.11)’de

82 f. = (k2 + &2 - w?)f, (4.95)
bigiminde verilmisti. Denklem(4.95)’den
B =k -w (k2 =k} +k}) (4.96)

olmak iizere, f>>0, B°><0 ve B*=0 kosullan igin w ile momentumun

bilesenleri arasinda iligki kurulur. Bu sonuglar ¢izelge(4.1)’de gosterilmektedir.

RW evren modelinde iigiincii bilesen igin yazilan genel ¢6ziimden, fotonun

enerji spektrumunun stirekli oldugunu sdyleyebiliriz.
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Cizelge 4.1: RW evreninde ¢6ziimlerin frekans aralifinin gésterimi: w ’nin gergel
olabilmesi i¢in £, =0 olmalidir

Denklem Coziimii Igzlgzﬁ Frekans Aralig1 Yorum
ei(—wq+k2y+k3z) ) .
P VA — o HiP* w? <k —k, <w<k, Harmonik s"ahm.cl
a“(n) davranig1 gosterir.
ei(—wn+k2y+k3z) ..
Y, n T (ax +b) w? = k? w=k, Clzgls”el dagvrams
a“(n) glsterir.
(- z w>k . .
L ETTID s 2 g2 . Hiperbolik davranig
¢« () Wk ve gosterir.
i w<-k,

4.3.2 Kantowski-Sachs Evreni igin C6ziimiin Incelenmesi

KS evren modeli i¢in mDKP denkleminin ikinci dereceden ifadesi

2

k

2

0% f, +cotxd, £, +{w2 ~—2
sin® x

4 k;} f.=0 (4.97)

bigiminde verilen bu denklemde, birinci tiirevi igeren terimi yok etmek igin

1
fc =sin 2 x®, seklinde donislim tamimlanmir. Burada ama¢ harmonik salmici

denkleminin bigimsel ifadesini elde edebilmektir. Islem sonucunda

1 5

_ 2
i, +{—2-+w a 4

4sin? x

-k} jlcpc =0 (4.98)

denklemi bulunur.

bulabilmek i¢in sinx — £1 kosulu altinda denklem yeniden degerlendirilir. Bu
kosul kullanilarak denklem(4.98)

Denklem(4.98)’in asimptotik davramigmmi veren ¢6ziimii

020, +E+w2 -k - k_f}d)c =0 (4.99)

bi¢imine indirgenir. Burada
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B’ =%+w2—kf (k} =k} +k}) (4.100)

tammi kullanilarak, p> >0, B* <0 ve B*>=0 kosulari i¢cin w ile momentum

bilesenleri arasinda iligki kurulur. Bu sonuglar gizelge(4.2)’de gosterilmektedir.

Cizelge 4.2: KS evreninde sinx — =1 olmasi durumundaki ¢6ziimlerin frekans
aralifinin gosterimi: w 'nin gergel olabilmesi i¢in ii¢ durumda da
k, >20.87 olmahdur.

Denklem Coziimii lzzls(zﬁls Frekans Aralig: Yorum
3
e 3 W>\/ki v Harmonik
et(~wt+ 2 y+k32) sipx w2 > sz_ _= SallnICl
Y, > ——-e 4 ve
Jsinx 3 davranisi
W< — f ki - gosterir.
i(~wttkyy+ksz) «
e 2 _ g2 3 Cizgisel
Y. > ’——“—“—f—sinx (ax+b)| w* = 1 4 = k_zL _ _?1 davrans
4 gOsterir.
o Wik y+s?) w? <k*— ?_ _ g2 = 3 <w<. K- 2 Hipel‘bOIik
¥, > ————e** 1T g 172 174 | davrang
VP gOsterir,

—1<sinx <1 aralip: i¢in denklem(4.98) yeniden degerlendirilerek frekans

kosgullar1 belirlenir. Bunun i¢in, 6nce degiskene bagli olarak

1 1-4k2
,Bz(x)=§+w2+4sin22x—k32 (4.101)

seklinde bir nicelik tanimlamr. Sonra, £*(x) >0, B°(x) =0 ve f*(x) <0 olma
kosullar1 belirlenerek sinx ile w ve k;, arasindaki iligki kurulur. Bu iligki

¢bzlimlerin davramig bigimlerini veren araliklar1 belirler. Bu araliklar
cizelge(4.3)’de gosterilmektedir.
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Cizelge 4.3: KS evreninde —1 < sinx <1 olmasi durumundaki ¢6zlimlerin frekans
araliinin gosterimi: w ’nin gercel olabilmesi i¢in {i¢ durumda da
k, 20.5 olmaldir.

Frekans Kogulu Frekans Aralig: Yorum
. 4k} -1
) S — it 12 Harmonik
sin? x o Mo -1 ve salmnici
4w? ~4k2 +2 davranus1
. 4k; -1 gosterir.
Aw* —4k; +2
. 4k% —1 2 _ Cizgisel
sin’ x=——2——— sinx =% f# davranig
4w? —4k2 +2 4w” —4ky +2 gosterir.
2 __1 2 2 _ . .
sin? < 24/v52 2 i 4k; -1 < siny < 4k; —1 Hiperbolik
4w? —4k? +2 4w? — 42 +2 4w —4k? +2 | davranig
gosterir.

Denklem(4.26)’da verilen genel ¢6zlimiin sonlu olabilmesi igin
c—a=-n (4.102)

olmalidir. Bu kosul i¢in

n=——%(l+k2)+1/w2 —k? +% (4.103)

olmak iizere, fotonun KS evren modelindeki enerji spektrumu

2 -—
Wia =J_r\/N 1 1+k2N+kj (4.104)

ifadesi ile verilir. Burada N =2n+1 dir.
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4.3.3 Som-Raychaudhuri Evreni igin Coziimiin incelenmesi

Kesim 4.1.3’de SR evren modeli i¢in foton denkleminin iigiincii bileseninin

sagladigi denklem

4,2
2’0, +[—%+5+M}q>c =0 (4.105)
u

4y?
olarak bulunmustu. Bu denklemin asimptotik davramgi incelenerek bazi sonuglar

¢ikartilabilir. #’nun bliyiik degerleri igin parantez i¢indeki son iki terim ihmal

edilebilir ve denklem
2 1
0,9, _ZCDC =0 (4.106)
durumunu alir. Bu denklemin ¢6ziimii

1
D me 2 (4.107)

bigimindedir ve bu durumda genel ¢dziim

1 2

P, - e/ Wihdthi) Lei2 (w>0) (4.108)

wr
olur.

Denklem(4.105)’den
_ 2

ﬁz(u)=—-‘11+5+£—)1 44f‘ (4.109)

u u
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olmak tizere, B°(wr’)>0, B*(wr’)=0 ve pB*(wr’)<0 olma kosullar
belirlenerek wr® ile momentum ve enerji arasindaki iliski kurulur. Bu iliski

¢oztimlerin davranig bigimlerini veren araliklari belirler. Bu araliklar

cizelge(4.4)’de gosterilmektedir.

Cizelge 4.4: SR evreninde 0 < u# < o olmasi durumundaki ¢éziimlerin frekans
aralifinin gésterimi: # *nun gergel olabilmesi igin ti¢ durumda da

K 24/ u? —1/4 olmalidr.

Frekans Kosulu Frekans Aralig: Yorum

26— A —4p’ +1<u Harmonik salinict
<k +JAx? — 4u? +1 davranig1 gosterir.

u* —4dxu+4u’ -1<0

2 - 2 1= - 2 2 Cizgisel davranig
u”—4ru+4p” -1=0 u =2t dic? —Ap® +1 storis
u <2x—+/4x* —4u* +1 ‘ .
u* —Aru+4p* —1>0 e Hiperbolik

davranis gosterir.
u>2K++/4x> —4p’ +1

mDKP denkleminin {iglincli bileseni igin yazilan genel ¢ozliim
denklem(4.38)’de verilmisti. Bu denklemin sonlu olabilmesi i¢in

H—K+—=-n (4.110)

olmalidir. Bu kogul i¢in

s R R S (4.111)

olmak tizere, fotonun SR evrenindeki enerji spektrumu

Wy = N+ 2k, £ (N +2k, )+, (k, -2) (4.112)

ifadesi ile verilir. Burada N =2# +1dir.
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4.3.4 Hoenselaers-Vishveshwara Evreni Igin Coziimiin Incelenmesi

Kesim 4.1.4°de HV evren modeli igin mDKP denkleminin tigiincii bileseninin

sagladig1 denklem

k, + wcoshr —w

——sinhr
V2

82 f. +cothrd f,. +| w” —kZ +2k, — £.=0 (4.113)
rJC rJC 3 3 C

1
olarak bulunmustu. Bu denklemde f. =sinh ? @ . fonksiyonu yerine yazilirsa

RO +[A +B—+fmffjﬁJq>c =0 (4.114)
elde edilir. Burada

A=«/§k3—k§—w2—% (4.115a)

B = 4k, w—4w? — 2k +ZII (4.115b)

C = 4w’ — 4k, w (4.115¢)

olmak lizere, sinhr ’nin biiyiik degerleri i¢in parantez igindeki son terim ihmal

edilerek, denklem(4.114)

oD, +(\/§k3 —k2 - —%jcpc =0 (4.116)

bigimini alir. Denklem(4.116)’dan
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B =2k, — k2 =W -% (4.117)

tanim1 yapilarak, B°> >0, B*> =0 ve B° <0 olma kosullar1 belirlenerek w ile

momentum bilesenleri arasindaki iligki bulunur. Bu araliklar ¢izelge(4.5)’de
gosterilmektedir.

Cizelge 4.5: HV evreninde sinh7 — 0 olmasi durumundaki ¢6ziimlerin frekans
araliginin gosterimi: w nmin gergel olabilmesi i¢in ii¢ durumda da
0.37 < k; <1.37 olmalidur.

Denklem Coziimii Frekans Kosulu Frekans Araligi Yorum
[ 1 .
i(~wthyhyz) w? < \/57% - \/Eks - k32 -——< Harmonik
TN ot : 4 salimici
¢ Jsi 2 davranisi
sinh 7 ki —— 1 $
> 4 w< 1/\5"3 -k 7 gosterir.
i(~wt+hyptkyz) 2 _ JE o .
. 4 w 3 Cizgisel
Yo Vsinh 7 (ar+£) ¥ | W=i‘1/\/5k3—-k32—l | davranig
—ks - 4 4 gosterir.
1
W< — N2y — k=
i(~ Wyl ) w? > \Ekg 7y Hiperbolik
e +8r
Yo >—F—c¢ , 1 ve davranig
sinh —ks - 2 T gosterir.
w > '\/5](3 - k:,’z = Z

—o0<r <o aralifi igin, denklem(4.114)’den

B+Ccoshr ;i;fjhr (4.118)

B(r) =4+
tanim1 yapilarak B*(r) >0, B*(r) =0 ve B*(r) <0 olma kosullar1 belirlenir ve »

ile momentum ve enerji arasindaki iligki kurulur. Bu iligkiler

cizelge(4.6)’da
gosterilmektedir.
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Cizelge 4.6: HV evreninde — o < r < o0 olmasi durumundaki ¢dziimlerin frekans
aralifinin gosterimi: » ’nin gergel olabilmesi i¢in ti¢ durumda da
(C/24)* —(B/4)+120 olmalidur.

?{rzl;?us Frekans Aralig1 Yorum
2
coshr>—£+ < —£+1
24 24 A i nik sal
2 armonik salinici
B (r)>0 ve - davranig1 gosterir.
coshr<- [ ] B
24 \\24) 4
2 . .
1 davranig
oyt o CaflCy 2 | cugila
B(r) coshr Y 24 A gosterir.
2
_%_\/(%) ——+1<coshr
2 Hiperbolik
B (r)<0 ._C. e 2 B, davranis gosterir.
24 24 A

Denklem(4.49)’da verilen, mDKP denkleminin HV evreninde yapilan

¢Ozlimiiniin tiglinct bilegeninin sonlu olabilmesi i¢in

c'—a'=-n (4.119)

olmalidir. Bu kosul igin

n= (ﬁw—%]+\/w2 + 2wk, — 2k, + k? +% (4.120)

olmak tlizere, fotonun HV evrenindeki enerji spektrumlari

2—
Wy, =£N+k2 iJM+ﬁk2N+ki — 2k, (4.121)
D 4

ifadeleri ile verilir. Burada N =2#n +1dir.
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4.3.5 Rebougas Evreni I¢in Céziimiin Incelenmesi

Kesim 4.1.5’de R evren modeli igin mDKP denkleminin {i¢iincii bilegeninin
sagladig1 denklem

k, +2wcosh2r
sinh 27

2
82 f, +2coth2rd, f,. +{w2 —k? + 4k, —( j }fc =0 (4.122)

1
olarak bulunmustu. Bu denklemde f. =sinh 2 2r® . fonksiyonu yerine yazilirsa

_ (E+Fcosh2r)
sinh?* 2r

5’0, {D }pc =0 (4.123)

denklemi elde edilir. Burada

D=4k, -k} -3w? -1 (4.1242)
E=k +4w" -1 (4.124b)
F =4k,w (4.124c¢)

olmak {izere, sinh2r ’nin bliytik degerleri i¢in parantez igindeki son terim ihmal
edilerek, denklem(4.123)

82D, +(4k, k2 —3w? ~1)D, =0 (4.125)
bigimini alir. Denklem(4.125)’den

B> =4k, — k2 —3w* -1 (4.126)
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olmak tizere, B*>>0, B>=0 ve B*><0 olma kosullar1 belirlenerek w ile

momentum bilegenleri arasindaki iliski bulunur,

gosterilmektedir.

Bu iligkiler ¢izelge(4.7)’de

Cizelge 4.7: R evreninde sinh7 — 100 olmasi durumundaki ¢éziimlerin frekans
aralifimmn gosterimi: w 'nin gergel olabilmesi i¢in {i¢ durumda da
0.27 <k, £3.73 olmalidur.

Denklem Co6ziimii Frekans Kosulu | Frekans Araligi Yorum
4 4 1 1 .
i(~Wt+kyg+kyz) W2 < §k3 - \/—3—- k3 - §k32 - E < Harmonik
N salmici
c «/sinh 27 1 B 1 4 1., 1 davranis:
3 g | WS §k3 - §k3 73 gosterir.
. 4
gl TWthabth?) w =—Fk, Cizgisel
Y, > —————(ar+b 3 4 1 1
¢ ~sinh 27 ( ) 1 1 w=i\/§k3 _§k32 -3 davrat}ls
- 5 k32 - 5 gosterir.
oty |t |
D) w > gkz 3 3 3 | Hiperbolik
+pr
bR = ! ;| Ve davranis
sinh 2r —Ek; > p \/4k 1k2 1 gosterir.
w — —— ——
37 37 3
—oo < r <co araligl i¢in, denklem(4.123)’den
E + F cosh2r)
2(r)= DL 4.127
B () b 27 (4.127)

tanimi yapilarak, B*(r) >0, B*(r) =0 ve B*(r) <0 olma kosullar1 belirlenir ve 7

ile momentum ve enerji arasindaki iligki kurulur. Bu iligkiler

gosterilmektedir.
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cizelge(4.8)’de




Cizelge 4.8: R evreninde — o < 7 < olmasi durumundaki ¢dziimlerin frekans
aralifinin gosterimi: r *nin gergel olabilmesi i¢in ii¢ durumda da
(F/2DY +(E/D)+12 0 olmalidur.

Frekans Kosulu Frekans Aralif Yorum
2
cosh2r>i+ (—F——j +£+1
2D 2D D q ik sal
2 armonik salinici
B (r)>0 ve : davranig1 gosterir.
cosh2r < —— Ll +£+1
2D D
2o _F FY E Cizgisel davramsg
B (r)=0 cosh 2r = 2D * \/ (E) + D +1 gosterir.
2
-;B—\/(%J +£+1 <cosh2r
B*(r)<0 2 gs:;&zlg(ésteﬁr
< L + i + £ +1 .
2D 2D D

Denklem(4.60)’da verilen, mDKP denkleminin R evreni i¢in elde edilen

tiglincii bileseninin sonlu olabilmesi i¢in

Fed=-n (4.128)

olmalidir. Bu kogul igin

n=_%[(1+k2)—J3w2 +k? — 4k, +1] (4.129)

olmak tizere fotonun R evrenindeki enerji spektrumlari

W = i\/é(Nz —1+2k,N — k7 +4k;) (4.130)

ifadeleri ile verilir. Burada N =2n+1dir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢aligmada; Robertson-Walker (yondes, tiirdes ve genisleyen), Kantowski-
Sachs (yondes olmayan, tlirdes ve duragan), Som-Raychaudhuri (y6ndes olmayan,
tiirdes ve donen), Hoenselaers-Vishveshwara (yondes olmayan, tiirdes ve dénen) ve
Rebougas (yondes olmayan, tiirdes ve donen) evren modelleri igin, mDKP
denkleminin Maxwell denklemleriyle esdegerliligi ve dolayisiyla bu denklemlerin
¢ozlimlerinin de ayni oldugu gosterilmigtir. Bu ¢aligmayla, her bir yapidan en az bir
ornek evren modeli segilerek mDKP denklemiyle Maxwell denklemlerinin
egdegerliliginin  gOsterilmesi, en genel metrikler icin bu egsdegerliligin

gosterilebilecegi umudu ortaya konulmaktadir.

Fotonu betimlemenin yolu, klasik elektrodinamigin temel denklemleri olan
Maxwell denklemlerinde yer alan, elektromanyetik alanlarin kuantumlanmasidir. Bu
sekilde klasik mekanikten kuantum mekanigine gecgilmektedir. Genellemenin
yapilabilecegine 151k tutan buradaki esdegerlilik ise, kuantum mekaniginde elektronu
betimleyen Dirac denklemi gibi, klasik elektrodinamige bagvurmaksizin, fotonu
betimleyen bir denklemin var olduguna igaret etmektedir. Bu denklem de mDKP
denklemidir.

Bu ¢aligmada incelenen ikinci konu, bulunan ¢6ztimlerin, ele alinan her bir
evren modeli i¢in, harmonik davramg bolgelerinin belirlenmesi olmustur. Bu
¢oziimleme iki agamali ger¢eklesmigtir: Birincisi, denklemin asimptotik
davraniglarinda harmonik davrams bigimi aramirken, frekans ile momentum bileseni
arasinda iligkinin kurulmasi; ikincisi ise, asimptotik bolgenin disinda kalan
bolgelerde harmonik davranig bigiminin belirlenebilmesi igin degigkenin frekans ve
momentum bilesenleri arasindaki bagmtilarin bulunmasidir.  Birinci agamada
¢Oziimler yapilirken, w’nin gergel olabilmesi i¢in, SR evreninde harmonik davramnis
gozlenemez iken, RW evreninde k£, >0, KS evreninde k£, > 0,87, HV evreninde
0,372k, 21,37 ve R evreninde 0,27 2k, 23,73 oldugu goriilmiistiir. Burada
goriildtigti gibi, HV ve R evrenlerinde harmonik davramisin olabilmesi igin

momentumun {iglincti bilegeni olan ,’e bir simrlama getirilmigtir. Ikinci agamadaki
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¢oziimlemede ise, degiskenlerin gergel olabilmeleri i¢in; RW evreninde kogul yok

iken, KS evreninde k, >0, SR evreninde & >,/u’ —% , HV evreninde

2 2
(8 +120, ve R evreninde £ + E—) +120 oldugu ortaya ¢ikmugtir.
24 A 2D D

Yukarida ifade edildigi gibi, HV ve R evrenlerinde harmonik davranigin olabilmesi

icin  momentumun ikinci ve fdglincti bileseni olan &, ve £;’e bir sirlama

getirilmigtir.

Bu c¢alismada aragtirilan tiglincti konu ise, her bir metrik i¢in, elde edilen
¢oziimlerin sonlu olabilmeleri durumundaki gerekli olan kosullar kullanilarak, enerji
bagintilarinin bulunmasidir. Bu g¢er¢evede RV evreninde enerji stirekli degerler
alirken, diger dort evren modelinde enerjinin kuantumlu degerler almakta oldugu
gosterilmistir.  Bu da foton enerjisinin bu evren modellerinde kuantumlu oldugu

anlamina gelmektedir.
Bu caligma; kiitlesiz, spin-1 pargacigi olan fotonun egri uzay-zamandaki

davraniginin daha iyi anlagilabilmesi igin, farkli bir yol ve teknigin var oldugunu

ortaya koymakla, bugiinden sonra bu alanda yapilacak galigmalara 151k tutacaktir.
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