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Bu ¢aliymada, Whitney sabitleri, Whitney interpolasyon sabitleri ve Kryakin
sabitleri hakkinda detaylh bilgiler verildi. Whitney interpolasyon sabitlerinin 3 ile,
Whitney ve Kryakin sabitlerinin ise 2.14 ile iistten sinirh oldugu gosterildi.

Anahtar kelimeler: Whitney sabitleri, interpolasyon, polinomsal yaklagim,



ABSTRACT

In this work, it was given detailed information about Whitney constants,
Whitney interpolation constants and Kryakin constants. It was shown that Whitney
interpolation constants are bounded by 3, Whitney and Kryakin constants are
bounded by 2.14.

Key words: Whitney constants, interpolation, polynomial approximation.
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SIMGE VE KISALTMALAR DIiZiNi

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Tanim olarak egittir

k=12,3,.,n

[o.1]

{(x,y)e]R2 s Xt 4y :1}

Diizgiin norm (sf. 12)

Derecesi n’i agmayan polinomlar kiimesi
Whitney sabiti (sf. 37)

Whitney interpolasyon sabiti (sf. 37)
Kryakin sabiti (sf. 37)

{ f:[a,b]>R:f,[a,b] arahginda siireklidir}

{f:[a,6] > R:[a,b] aralgmda fin, k.tirevisiireklidir}

{f:l—)IR: ‘:[lf(x)lpdx<oo}

f fonksiyonunun N inci Bernstein polinomu (sf. 24)

f fonksiyonunun & adimli £ mnci1 sonlu farki (sf. 19)

[ fonksiyonunun siireklilik modiilii (sf. 13)

Jf fonksiyonunun k inci siireklilik modiilii (sf. 21)

Lagrange polinomu (sf. 15)
Temel Lagrange polinomu (sf. 15)

Ortalama yaklagim polinomu (sf. 37)

a,+a,+a,+..+a,



a,-a,-a,-...-a,

en iyi yaklagim sayis1 (sf. 11)

iist siurlanin en kiigiigii (supremum)

alt smirlarin en (infimum)

1, x>0
0, x=0
-1, x<0

F4
(k—m)\m!

1 1
I+—+..+—
m

=0
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1. GIRIS

1.1. Reel eksenin bir sonlu alt araliginda siirekli olan bir fonksiyona cebirsel
polinomlarla yaklasildiZi zaman, en iyi yaklagsan polinomun bulunmasi ve bu
polinomun verilen fonksiyondan sapmasmin en kiigiik olarak belirlenmesi yaklagim
teorisinin temel problemidir. En kiigiik sapma sayisinin agik olarak bulunmas: her
zaman miimkiin ve kolay olmadigindan bu saymin, miimkiin oldugu kadar, iistten en
kiigiik ve alttan en biiyiik sayilarla degerlendirilmesi s6z konusudur. 1957 yilinda H.
Whitney tarafindan, bir kapali aralikta siirekli olan bir fonksiyonun, ona en iyi
yaklagan cebirsel polinom ile sapmasinin bu fonksiyonun k mci siireklilik modiilii
ile bir sabitin (bu sabite Whitney Sabiti denir) ¢arpimi seklinde iistten
degerlendirilmesi yapilmigtir. Dolayisiyla en iyi sapma sayismin kiigiikliigiiniin
Whitney Sabitinin kiigiikliigiine bagl oldugu goriiliir. Bu sabitin kiigiiltiilmesi ile
ilgili birgok ¢aligma vardir. Bl. Sendov, Whitney Sabitinin 1’den kiigiik oldugunu

ileri siirmiigtiir.

L2 1= [O, 1] lizerinde siirekli ve reel degerli tiim fonksiyonlarin kiimesi
C [0,1] olsun. C[0,1] kiimesi bir reel lineer uzay ve
[|1£]]:= max |7 Cx)|
normu ile bir normlu uzaydir.
f€CJ[0,1] ve k, 1°den biiyiik bir dogal say1 olsun.
f fonksiyonu i¢in, # adimli £ 1nc1 sonlu fark

k %
A f(x) =3 (1) ( ) Fx+ jh)
=0 ¥
seklinde ve 1/k noktasindaki siireklilik modiilii de
o,(f,1/k)= sup |Af,f(x)|
x,x+khel
seklinde tanimlanr.
S fonksiyonumu esit arabkh x =m/(k-1), m=0,1,2,..,k—1, digim

noktalarinda interpole eden Lagrange polinomu L, ,(f,x) ile; her bir m=1,2,....k

icin
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I(f(x)—QH (f;x))dx= 0

0
esitligini saglayan ortalama yaklagim polinomu Q, (f;x) ile gbsterilsin. Bu
tamumlar kullamilarak, g, , derecesi k£ —1°i agmayan cebirsel polinomlar uzay: olmak

iizere Whitney sabitleri

W(k)= sup inf ——"—f;fﬂ——
FeClo\g,s PP @, ( fi1/ k)

seklinde, Whitney interpolasyon sabitleri

W'(k) = sup "f—Lk-l(f’ )"
reCloN o, @ ( .1 k)
olarak; Kryakin sabitleri ise
Fie sp P00
reciole,, ©®, ( f1/ k)
olarak tanimlanirlar,

Asagidaki sonuglar tamimlardan agikca goriilebilir:
w(k)sw'(k), W(k)<W(k). (1.1)

1.3. Butezde, Whitney, Whitney interpolasyon ve Kryakin sabitlerinin {istten
smirlandirilmas: konusunda Onceden yapilan ¢aligmalar aragtirilip elde edilen
sonuglar derlenmistir. Bu konu hakkinda yayimlanan son ¢alismalardaki teoremler
ve ispatlarina, tezin “Bulgular ve Tartigmasi” kisminda, bu sonuglara temel olan ve
1gik tutan tanim ve teoremlere ise “Materyal ve Metot” kisminda yer verilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

[a,5] kapali arahiginda siirekli olan bir f fonksiyonuna, derecesi k’i
agmayan cebirsel polinomlarla yaklagildiginda en iyi yaklasim polinomunun
bulunmasi problemi yaklagim teorisinin 6nemli problemlerinden biridir. Bu konu
hakkinda en 6nemli adimi 1854 yilinda P.L. Chebyshev [1] atmugtir. Chebyshev,
derecesi k’i agmayan bir P, polinomunun f fonksiyonuna en iyi yaklagan polinom
olmas i¢in gerek ve yeter kosul bulmugtur. Fakat o yillarda heniiz, her hangi bir
feCla,b] fonksiyonu igin genel olarak polinomlarla yaklastmin miimkiin olup
olmadig1 kesin olarak bilinmiyordu. 1885 yilinda K. Weierstrass [2] bu problemi
gbzdii. Weierstrass, her bir feC[a,b] fonksiyonuna polinomlarla yaklagmun
miimkiin oldugunu ispatlamistir, 1905 yilinda ise E. Borel [3] her hangi bir
f €C|a,b] fonksiyonu i¢in g, polinomlar uzay: iginde en iyi yaklagan polinomun
mevcut oldugunu géstermigtir.

Daha sonraki yillarda verilen bir f eC|a,b] fonksiyonu i¢in g, uzayma

gore en iyi yaklagim sayisinin bulunmasi problemi iizerinde durulmustur.
1952 yilinda H. Burkill [4], iyi bilinen

sup I f(x)-F., (x)l < -]:—' :}t‘:]l Tal (x)l 2.1

xefa,b]
esitsizliginde j"‘) yerine f fonksiyonunun £ mci sonlu farki yazildiginda benzer
sonucun elde edilip edilemeyecegini aragtirdi. k=1,2 icin (2.1) esitsizligine benzer

bir esitsizligin oldufunu gosterebildi. 1957 yilinda H. Whitney [5] Burkill’in &ne

2o W 0w

slirdligii problemi biitiin £ dogal sayilar1 igin ispatlad::

Whitney Teoremi : Her bir k>1 dogal sayisi ve f e Cla,b] igin
lf(x)—P‘,‘_I (x)l <W, s;lpIAf,f(y)l, xela,b], y,y+khe|a,b]
3 4

olacak sekilde W, sayist ve derecesi k—1’i agmayan P, polinomu vardir.
Whitney, problemi ¢6zmiistii, fakat ¥ dogal sayilar1 bﬁyﬁdﬁkc;e W, Whitney



sabitlerinin & ’ye bagh olarak biiyiidiigii dikkatleri gekmisti. Ayrica, W, Whitney

interpolasyon sabitini kullanarak agagida verilen sonuglari elde etmistir:

1<w/, %SWkSW,:<oo

ve
k 1 2 3 4 5
A 1 1 (i, l) (l; 3.25) (l; 10.4)
2 2 157 10 2
w, 1 1 (1_6_, 1_{) (1;325) | (1;104)
157 9

(Tek yazalanlar kesin sonug, ikili yazilanlar ise sirasiyla alt ve {ist sinirlardir.)

Whitney Teoremi sonraki yillarda yaklagim teorisinde genis yer aldi. Yu.A.
Brudnyi [6] 1977 yilinda Whitney Teoremini 1< p<o igin L? (]R") uzaymna tagidi
ve buldugu yeni bir metotla

W, <(ck?) ¢ = sh. @.1)
sonucunu elde etti (burada ve agafida gegen c’ler, £ dogal sayisindan bagimsiz
farkh sabitleri gostermektedir). E.A. Storozhenko [7] ise 1979 yilinda ayn1 problemi
0< p<1 gibi daha zor olan bir durum igin ispatladi. Ayrica Whitney Teoremini
0< p<1 igin I”(I) ve L7 (T) uzaylarima genisletti.

Seksenli yillarda problemin orijinal haline ddniig bagladi. Bunun 6nciisii Bl
Sendov oldu. 1982 yilinda Sendov [8] Whitney sabitleri ile Whitney interpolasyon
sabitleri icin oldukg¢a iddiali bir tahmin 6ne siirdii:

W, <1, W,<2.
Brudnyi’nin sonucu goz Sniinde bulunduruldugunda bu tahminin dogru olmast yeteri
kadar biiyiik £ dogal sayilan igin imkansiz gibi goriiniiyordu.

1985 yilinda K. Ivanov ve M. Takev [9], (2.1)‘den daha iyi bir sonug elde

ettiler;



W,<c-k-Ink
Aymi y1l iginde P.G. Binev [10]
W,<c-k

ve Sendov [11]

W,<c
sonuglarmi buldular. Bir yil sonra Sendov [12]

W,<6
sonucunu elde etti. Daha sonra Yu.V. Kryakin [13] 1989 yilinda

w, <3
esitsizlifini ispatlayarak Sendov’un imkansiz gibi gériinen tahminine oldukga
yaklast1.

Sonraki ¢aligmalarda Kryakin sabitleri olarak bilinen sabitlerin
deerlendirilmesi {izerinde durulmugtur. 1992 yilinda L.G. Kovalenko [14] L' (/)
uzaymda Kryakin sabitlerinin 6.5’tan daha biiyiik olamayacagimi ispatlamigtir. 1994
yihnda Kryakin [15] agagidaki sonucu elde etmigtir:

1<Wi<2.

1997 yilinda I. A. Shevchuk [16] her bir k£ dogal says1 igin W, Whitney
interpolasyon sabitlerinin n ile, 1998 yilinda I. G. Danilenko [17] k=4 ve 2003
yiinda O.D. Zhelnov [18] £=5,6,7 igin 2 ile iistten smirli olduunu
gostermiglerdir. Whitney interpolasyon sabitinin her bir k£ dogal sayist igin {istten
degerlendirilmesi ile ilgili son ¢aligma 2002 yilinda J. Gilewicz, Yu. V. Kryakin ve I,
A. Shevchuk’a [19] aittir: W, <3.



3. MATERYAL ve METOT

3.1. ON BILGILER

3.1.1. GIRIS

3.1.1.1. Tamm [25] f, (@,b) agik arahfinda tammli reel degerli bir
fonksiyon ve x, € (a,b) olsun. Her hangi bir >0 sayisma kargilik |x—x,| <8 iken
l f(x)-f (.xo)|<e olacak gekilde bir 8=38(s,x,)>0 sayis1 bulunabilirse f

Jonksiyonu x, noktasinda siireklidir denir.

3.1.1.2. Tamm [25] f, (a,b) agik araliginda tamml bir fonksiyon olsun.
f fonksiyonu (a,b) araliginmn her bir noktasinda siirekli ise f fonksiyonu (a,b)

aralifinda siireklidir denir.

3.1.1.3. Tamm [25] f, (a,b) agik arahinda tamml bir fonksiyon ve
x, €(a,b) olsun. Her bir >0 sayisina kargihk 0<x—x, <8 (8 <x—x,<0) iken
I F(x)-f(x, )| <& olacak sekilde bir 8 =58(g)> 0 sayis1 bulunabilirse f fonksiyonu

x, noktasinda sagdan (soldan) siireklidir denir.

3.1.1.4. Tanmm [25] f, [a,b] kapal araliinda tamml bir fonksiyon olsun.
f, (a,b) agik araliginda siirekli, x=a noktasinda sagdan ve x=5b noktasmda
soldan stirekli ise f fonksiyonu [a,b] kapal: arahiginda siireklidir denir.

[a,5] aralignda siirekli reel degerli biitiin fonksiyonlarm smifi C[a,5] ile

gosterilir,

3.1.1.5. Tanmm [25] f, (a,b) agik arahginda tammh bir fonksiyon olsun,

Her hangi bir >0 sayisma kargilik |x'—x"| <8 kosulunu saglayan her x',x" e (a,b)



icin | f(x)-f (x")|<a olacak gekilde bir 8=35(e)>0 sayist bulunabilirse f

JSonksiyonu (a,b) araliginda diizgiin siireklidir denir.

3.1.1.6. Teorem [25]
Kapali bir aralikta siirekli olan her fonksiyon o aralikta diizgiin siireklidir.

3.1.1.7. Teorem [25] (Ara Deger Teoremi)
feCla,b] olsun. [a,b] de x,<x, ve f(x)=f(x,) olacak sekilde
herhangi iki x,,x, noktas: verildiginde f fonksiyonu (x,,x,) arahgmnda, f(x,) ile

S (x,) arasidaki her degeri en az bir defa alr.

3.1,1.8. Tamm [26] f, [a,5] kapali aralifinda tammh bir fonksiyon ve
X, €(a,b) olsun. Eger

lim f(x)-f (%)

XX, X — xo

limiti varsa f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilir denir.

3.1.1.9. Teorem [26] (Rolle Teoremi)
f» [a,b] kapal arahginda siirekli (a,b) agik araliginda tiirevlenebilir ve
Sf(a)=£(b) olsun, Bu durumda f’(c)=0 olacak bicimde en az bir c<(a,b)

vardir.

3.1.1.10. Teorem [26] (Diferansiyel Hesabin Ortalama DeZer Teoremi)
f» [a,b] kapali arahgmda siirekli ve (a,b) agk aralifinda tiirevlenebilir
olsun. Bu durumda

vy S8)-fla
=201

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) sayist vardr.



3.1.1.11. Tanmm [25] f,bir 4R kiimesinde tamimh fonksiyon ve M >0

olsun. Vxe 4 igin | f (x)l <M oluyorsa f, A kiimesi iizerinde simrlidir denir.

3.1.1.12, Tamm [25] Eger AcR iistten (alttan) siirh bir kiime ise st
simirlarin en kiigiigiine (alt smirlarin en biiyiigiine) 4 ‘min supremumu (infimumu)
denir ve sup A (inf A4) ile gbsterilir.

3.1.1.13. Onerme [25]

AcR i¢in infA=m ve sup4 =M olsun. Bu durumda
i) Vxedigin x<M dir.

ii) Ve>0 icin x > M —¢ olacak gekilde bir x € 4 vardur.
iii) Vxe 4 igin x> m dir.

iv) Ve>0 igin x <m+¢ olacak sekilde bir x € A vardrr.

3.1.1.14. Teorem [25]
feCla,b] ise f fonksiyonu [a,b] kapah aralifinda smurhdir.

3.1.1.15. Teorem [25]
feCla,b] ise f fonksiyonu [a,b] kapali arahifinda en biiyiik ve en kiigiik

degerini alir.
3.1.1.16. Tamm [25] Dogal sayilar kiimesi {izerinde tamml bir fonksiyona

dizi denir. f bir dizi ise her bir # dogal sayisina bir @, sayisi kargilik geleceginden

f dizisi {a,}" seklinde gosterilir.

3.1.1.17. Tamm|25] {a,}"  dizisi verildiginde acR olmak iizere Ve >0
sayist igin her n>N iken |a,—a|<e olacak gekilde bir N=N(e,a)eN

bulunabilirse {a,}"  dizisi a ya yakinsiyor denir ve lima, =a seklinde gosterilir.

n—so



3.1.1.18. Tamm [25] {a,}" dizisi verilsin. Bir artan {n }  dogal say1

dizisi igin elde edilen {a, }" dizisine {a,}, dizisinin bir aitdizisi denir.

3.1.1.19. Tamm [25] AcR ve F(4), A kiimesi iizerinde tammli reel
degerli biitiin fonksiyonlarin kiimesi olsun. Dogal sayilar kiimesi iizerinden F(4)
kiimesine tammli fonksiyona bir fonksiyonel dizi denir.

3.1.1.20. Tamm [27] Ac R kiimesi fizerinde tamml {f,}" fonksiyonel
dizisi verilsin. Herhangi bir e >0 ve x € 4 sayilan igin en az bir N=N(g,x)eN

f,(x)-f(x)]<e olacak sekilde bir f

sayist bulunabilirse ve her n>N igin

fonksiyonu varsa {f,}"  dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir.

3.1.1.21. Tamm [27] AcR kiimesi iizerinde tammh {f,}" fonksiyonel
dizisi verilsin. Herhangi bir e>0 ve xe A4 sayilan igin en az bir N=N(g)eN

sayist bulunabilirse ve her n>N igin {f,(x)-f (x)|<a olacak sekilde bir f

fonksiyonu varsa {f,}"  dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir.

3.1.1.22, Teorem |27}
AcR kiimesi iizerinde siirekli olan fonksiyonlardan olugan { f }:1
fonksiyonel dizisi verilsin. {f,}  dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise f

fonksiyonu A iizerinde siireklidir.

©0

n=1?

3.1.1.23. Tanm [31] {f,} , AcR kiimesi iizerinde tamml fonksiyon

dizisi ve M €R" olsun. Vxed ve VneN igin I iA (x)lsM oluyorsa {f,}"

dizisine A kiimesi lizerinde diizgiin stmirlidir denir.



3.1.1.24. Teorem [26] (ilkelin Varhgi Teoremi)
Eger f, |a,b] aralifinda siirekli ise her bir xe(a,b) i¢in F'(x)=f(x)

olacak sekilde (a, b) arahipinda tiirevlenebilir bir F fonksiyonu vardur,

3.1.1.25. Tanmm [31] X # & bir kiime ve T bir cisim olmak {izere
+: XxX->X «TxX->X
(x.x)>x+x' ve (k,x) > kx
fonksiyonlar1 verilsin. Asagidaki aksiyomlar saglanirsa X kiimesine T cismi
iizerinde lineer uzay (veya vektor uzayy) denir. “+” ya toplama “+” ya da skalerle
¢arpma iglemleri denir.
i) Vx,y,ze X igin x+(y+z)=(x+y)+z,
ii) Vx,ye X igin x+y=y+x,
iii) VxeX ve @eX igin x+®=x,(®’a toplamaya gbre etkisiz
eleman denir.)
iv) Vxe X igin Ix’'e X Oyle ki x+x'=®, (x' ’ne toplamaya gore x’in
tersi denir ve x"=—x ile gbsterilir.)
V) Vx,ye X ve VAeT icin AM(x+y)=Ax+dy,
vi)  VxeX ve VA,BeT igin (A +B)x=Ax+Px,
vi) VxeX veleT iginl-x=x,

vili) Vxe X ve VA,BeT igin (AB)x =A(Bx).

3.1.1.26, Tammm [31] X, T cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

: x »R* w{o}
fonksiyonu
i) Vxe X igin x>0 ve |x|=0ox=0,
if) VxeX ve aeT igin x| =], (3.1

i) Vx,yelX icin [x+y|<|x|+[y] (iegen esitsizligi),

Szelliklerini saglyorsa || fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. (X ,"“)

ikilisine ise bir normlu lineer uzay ad verilir,
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3.1.1.27. Tanmm [28] X bir normlu linecer uzay ve x,ye X olsun.

x+(~y)=x-y farkinn normuna x ile y arasindaki uzaklik ad verilir.

3.1.1.28. Tanmm [28] A , bir X normlu lineer uzaynin alt kiimesi ve x € X
olsun. Bu durumda

inf [x- ]
sayisma x noktasimin M kiimesine uzaklig (sapmasy) denir.

Agciktir ki, eger x € M ise x noktasinin M kiimesine uzakhg sifirdir.

3.1.1.29. Tanim [28] M kiimesi X normlu lineer uzayinn alt lineer uzay1
ise
inf [x— )]

yeM

sayisina x noktasinin M iizerinde en iyi yaklagim sayisi denir ve bu say1 E, (x) ile

gosterilir. Eger bir y' € M igin

E,(x)=inf ey =]x-»"

esitligi saglaniyorsa y* € M elemanna x ‘e en iyi yaklagan eleman denir.

3.1.1.30. Tammm |21} S, bir X normlu lineer uzaymin alt kiimesi olsun. S
kiimesinden alinan her dizinin S kiimesindeki bir elemana yakinsayan bir alt dizisi

varsa S kiimesi kompaktir denir.

3.1.2. C[a,b] UZAYI

Daha 6nce, [a,b] kapali aralifi iizerinde siirekli olan tiim fonksiyonlarin
kiimesinin Cla,b] ile gésterildigi sdylenmisti.

f.geC[a,b] ve aeR igin

(f+&)(x)=f(x)+g(x)
(&) (x)=a (s (x)
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ile tamml iglemlere gore C[a,b], R iizerinde bir vektdr uzayidir. [27]
C|a,b] iizerinde

I71= sup |7 () (3.2)

seklinde tanimli [o| fonksiyonu (3.1) kogullarmi sagladigindan C [a,b] iizerinde bir

normdur. (3.2) ile tammh norma diizgiin norm ad1 verilir.
C|a,b], (3.2) normu ile bir normlu lineer uzayidir. [27]
3.1.3. POLINOMLAR

3.1.3.1. Tamm i=0,m igin a, € R(C) ve a, #0 ohmak iizere,
P (x)=ax" +ax"" +..+a,
seklinde tanimh fonksiyona » dereceli polinom ad1 verilir.
P, polinomuna, i =0,n igin a, R ise reel katsayil, g, €C ise kompleks
katsayil1 polinom adi verilir. Bu galigmada reel katsayili polinomlar ele ahnacaktir.
Bu c¢aliymada derecesi n’i agmayan polinomlarm kiimesi g, ile

gosterilecektir.

3.1.3.2. Teorem [24] (Cebrin Temel Teoremi)

n21 igin n dereceli bir polinomun 7 tane reel veya kompleks kokii vardir.

3.1.3.3. Teorem [24] (Faktorizasyon teoremi)
n dereceli bir P, polinomu i¢in

P(x)=ax"+ax +..+a,=a,(x-x)(x-x,)..(x-x,)

yazilacak gekilde » tane x,,x,,...,x, (reel veya kompleks) sayilar1 bulunabilir,

3.1.3.4. Teorem [24]
Eger P, € g, ve P,’in n’den fazla sifir noktasi varsa P, =0 dir.



3.1.4. SUREKLILiK MODULU

3.1.4.1. Tamm [23] f fonksiyonu [a,b] araliinda siirekli olsun. [0,6-a]

aralifinda taniml

o(f4)= sup |7 (x+h)-7 ()

O<hsu

veya ona denk olan

o(f)= s |7()-f(x)

x.x%,¢efab]

ile tammlt o( f,u) = w(u) fonksiyonuna f fonksiyonu igin siireklilik modiilii denir.

Bu tanima gore, o(f,u) siireklilik modiilii, bir # €[0,6—a] i¢in [a,5] nin
u uzunlugunda herhangi bir alt araligindaki f fonksiyonunun maksimum salmimmi

verir. Buradan

|7 (x+h)- f(x)|<0(h), x,x+he[a,b]
If(xz)_f(xl)lsm(lxz"xll)a X5 Xy e[a,b]

elde edilir.

Bu tamm, fonksiyonun diizgiin siirekli olmas: kosulu ile (—0,0) aralifinda

da gegerlidir.

3.14.2. Omek xe(-w,») igin f(x)=Ax+B olsun. Bu durumda
herhangi bir u >0 igin |
o(u)= sup |A(x+h)+B—Ax—BI = sup |4h|=|4|u.

Ozhsu
O<h<u

3.1.43. Ornek [23] f fonksiyonunun grafizi Sekil A’daki gibi ise bu
fonksiyonun siireklilik modiiliiniin grafigi Sekil B deki gibi olur.
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| PPN : Bl
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| I— !
i ) 54 i 2 54
Sekil A Sekil B
3.1.44. Ornek [23] xe(-w,) igin f(x)=sinx olsun. Bu durumda

herhangi bir >0 igin

o(u)= sup |sin (x+h)-sin x| =2 sup cos(x+ -hz—) sing—
o =
=2 sup sin—’1
Osh<u

bulunur. Buradan

ZsinZ usmrw
o(u)= 27

2, uxrw

elde edilir.

3.1.4.5. Siireklilik modiiliiniin 6zelikleri

i) 0)(0) =0,

ii)  (u) azalmayan bir fonksiyondur,

i) o(x)eC[0,6-4],

iv) () yari-toplamsaldir; yani, her u,,u, >0 sayilan igin

oy +u,)<o(y)+o(y,).
iv) 6zelliginden
oy +u,+..+u,) <o) +o(un) +..+o(y,)
esitsizligi elde edilir. Ayrica bu esitsizlikte ¥, =u, =...=u, =u yazilirsa
o (nu) < no(u)

bulunur. Benzer bir esitsizlik tamsay1 olmayan bir A € R* garpam i¢in de yazilabilir:

o(M)<(A+1)o(u).

14



Gergekten, n< A <n+1 olacak sekilde bir n tamsayisi igin
o(Au)< co((n+l)u) <(n+l)o(u)s(r+1)o(u)
elde edilir.

3.1.5. LAGRANGE POLINOMLARI

meN ve i=0,m icin birbirinden farkhi x, e R noktalar: ve bu noktalarda

tanumli olan bir f fonksiyonu verilsin.

3.1.5.1. Tamm [23] f fonksiyonunu x,,x,...,x, diigiim noktalarinda
interpole eden
L(x:f)=L(x f;X0, %500 %,,)
Lagrange polinomu, verilen bu noktalarda f fonksiyonu ile aym degerleri alan ve
derecesi m ’i agmayan cebirsel polinom olarak tamimlanir. Yani, her bir i = 0,m igin
L(x;f)=1(x).
Ornegin, m =1 igin Lagrange polinomu

L(fo;xo’xl): . f(xo)+

x—X,
Xo—X X =%

f(x)

_ f(xl)“f(xo) _
= o)+ LR L )
seklinde olur,

3.1.5.2. Tamm [23] (Temel Lagrange Polinomlari) Her bir j=0,m igin

£,(x)=12,(%%,.%,....%,) =H X%

=0 X; %

ile tanumlanan polinomlara temel Lagrange polinomlar: denir.

p(x)=(x~x)(x-x)..(x—x,) olsun. Budurumda

p’(xj) = lim M: lim ﬁ(x—x,.): ﬁ(xj —x,.)
x>, x— xj x->%, :;9 ::2

15



bulunur. Buradan her bir j=0,m igin Temel Lagrange polinomlari

p(x) X#£X

RARA Py P o U

seklinde yeniden yazilabilir.
1, i=j
d, y] ={ l ]
) 0, i#j

Kronecker sembolii olmak iizere her bir i, j=0,m igin £ ;(x)=3,, oldugu kolayca

gosterilebilir. Bu nedenle Lagrange polinomu
L(xf)= _Z‘;f(xj)gi (x)
=

formiilii ile gosterilebilir. Bir cebirsel polinomun sifirlarinin sayist iizerine olan

cebrin temel teoremi kullamlarak Lagrange polinomunun tekligi ve P,, degP, <m

olan polinom olmak iizere

L (%5 B3 X Xpsevs %) = B ()

oldugu gbdsterilebilir [23]. Ayrica bir operatér olarak diisliniildiifiinde Lagrange

polinomu lineerdir. Gergekten, {x,}"  noktalarinda tammli f ve g fonksiyonlar:

0

ve a,beR igin
L(x;af+bg)=ilj (x)(af(xj)+bg(xj))
—“Z‘ (x)f(x )”’Zf (x)g(x)

= aL(x,f)+bL(x,g)
elde edilir.

3.1.6. BOLUNMUS FARKLAR

F(x)=L(x; f3 %0, %%, ) Ttk (x—x,)(x-x)...(x—x,_,) ile bSliniir ve

x = x,, noktasindaki degeri incelenirse
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F (%)~ L(%,5 3 %0 %50 X 1) =i f(xj)

I:!(xm —xj) 0 g(xj —xj) (3.3)

Ji
=[x %500 %3 f]

elde edilir.

3.1.6.1. Tamm [23] (3.3)’de tammh [x,x,..,x,;f] ifadesine f

fonksiyonunun x,,x,,...,x, noktalarinda m. mertebeden bolinmiis fark: deni.

Ornegin,
(i f1-L (_’_‘;) oL (_) i} f(xiz:i(n),
/(%) f(x) f(x)

X0, %, %5 f | = + + .
O ey Ty A ey T Sy o ey gy
[%0; f1= £ (%)-
Boliinmiig fark x, noktalarina gore simetriktir [23]. Ornegin,
[%, x5 1 =[x, %05 ]

[xoaxpxz;f]:[xoaxzyx1;f]=[x1axo>xz;f]
:[xpxjaxo;flz[xz,xoaxl;f]'—:[xzaxlsxo;f]

3.1.6.2. Teorem [23]
Lagrange polinomu agagidaki sekilde gosterilebilir:

L5 £ 3 %5 X500 X, ) = [%03 £+ [%00 % F1 (=% ) + 54
SRS PSS 4 (€PN | C2uE W CEe 0

3.1.6.3. Tamm (3.4) formiiliine Newfon Formiilii denir.

3.1.6.4. Sonug
i=0,m i¢in x,e[a,b] ve f fonksiyonu (a,b) agik araliinda m. tiireve

sahip olsun. Bu durumda
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[0 %10 X f]:-’;lg—! 7 (0)

olacak bigimde en az bir 6  (a,b) vardr,

3.1.6.5. Sonug
P, , degP, , <m—1 olan polinom ise

[xo,xl,...,xm;Pm_l] =0,
eger f(x)=ax", acR\{0} ise
[xo,x,,...,xm;f]= a

drr.

X,, % €[a,b] ve fe cW [a,b] olsun. Bu durumda
f()"l)_f(xo)= If'(t)dt
%o
olur. #=x,+(x,—x,)t, degisken degisimi yapilirsa

[xo,x];f]z

1 %, B h
xo;[f (t)dt—!f (3, + (3 =% )1, )

X -

elde edilir. Asagida verilen teorem bu formiiliin genellestirilmigidir.

3,1.6.6. Teorem [23]
i=0,m igin x, €[a,b] ve fe c™ [a,6] olsun. Bu durumda

14 ey

[%05 %500 %3 f]= jj.j Fm (xo +(x, —x )1, +ot(x,, —x,,,_,)lfm)(/171,,,...6171‘1
00 0

esitligi vardur.

3.1.6.7. Sonug

3.1.6.6. Teorem’in kogullar1 dahilinde Vx € [a,b] igin | £ (x)l <1ise

]
[xo,xl,...,xm;f]sz—!,
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|f(x)—L(x;f;xo,aa,-..,x,,-l)lsmill(x—xo)(xw)---(x—x )

egitsizlikleri dogrudur.

3.1.6.8. Teorem [23]
i) a,BeRR igin [x,,x,.... x,;0f +Bg]| =[xy, %, .. X5 F]+ B[ %0, X5 s X5 8]

i) [%5%; 50005 S2] = D[ %00 X0 X35 £ ][ %00 %3 8]
i=0
3.1.7. SONLU FARKLAR
i =0,m igin x, noktalar es aralikli olsun, yani, her bir i =0, m igin
X, =x,+ih, heR, h#0.

m-1
L(x)=L(x; f3%0, %50 %) = Zf(x,)e, (x5 %05 %;5000%,,,)
Jj=0

Lagrange polinomu igin, £, temel Lagrange polinomlarimn x =x, noktasindaki

degerleri incelenirse

X, — X, m—i m-j[ M

£ (X, X0, %5000 X, =”"’ '=||_ - =—(-1 -

j( 2P xl l) l=0 xj_x,' x=(; J_l ( ) (])
i#j iz

f (xm)—L(xm)=f(xm)—§f(x,)z,. (%5 o Xyserns s )
- ST 69

J=0

507 ) e

elde edilir.

3.1.7.1. Tamm [23]
8 (%) =50 ()

ifadesine f Jonksiyonunun x, noktasindaki h adimli m inci sonlu fark: denir.
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Ornegin,
A (fix)=f (% +B)-f(x)
AL(f3x,) = f (%, +2R)—2f (%, +B)+ f (%)
N (fix0) =1 (%) ve AT(f3x%)=0.

Asagidaki esitlikler tiimevarim yontemi ile gOsterilebilir. [23]

Ay (S ;xo)z'"if(—l)“"" ('" Y )A’ (f;x,+ih), j=0m-1;

n—1

A (f;xo):z...EAZ' (5% +h(, +..+i,)), neN.

4=0 i,=0
h>0 olsun. (3.3) ve (3.5) esitlikleri kullanilarak,
8 (f3%) = £ (x) ~2(x.)

m—1
=(I—I(xo +mh—x, —jh))[x‘,,x0 +h,...,x, +mh; f]
j=0

=mIh" [xy, %, + B,y Xy + b ]
esitligi elde edilir. Elde edilen bu sonug ile boliinmiig farklarin tiim dzellikleri sonlu
farklara taginabilir.

i) Newton formiilii:

L o) =857+ 3 M (15,0

iy f fonksiyonu (x,,%,+mh) arahimda m inci tiireve sahip ise
A (f3x)=h"f"(6), 0e(x,,%+mh)
dir. Eger f(x)=x" ise,
AT (f3x,)=h"m!.
Eger f(x)=P,,(x) ise,
Ay (P, 43%)=0.
i) j=0,m igin f, (x,,%,+mh) arahfnda j inci tiireve sahip ise,
A (fi%) =W (f030),  Oe(x,x+(m-i)h).
iv) A;’,’“(f;xo+h),—A;,""‘(f;xo)=A;,"(f;xo).
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peN igin,
p-1
AT (3% + pR) = Ay (3% ) = DL A7 (f3%, +ih).
i=0

v) j=0m i¢in x,+jh noktalarmda tammh, f den farkh bir g
fonksiyonunu ele alalim.

A7 (af +bg;x,)=aAy (f3%,)+bA; (g:%,), a,b=sbt.

83 (n)= 3} JM(/im)AT (im0,

i=0
vi) j=0,m igin g(x):(x—xj)(x——xjﬂ)...(x—xm) ise,

m)

(j-1)!

Ay (fg 5 xo) =hm

AT(f3%).

Ozel olarak, g(x)=(x-x,) ise,

A ( fz;x,) = mhA} ™ (f5x, +h).
vii) f fonksiyonunun m inci tiirevi [x,,x,,] aralifinda siirekli ise,

1h ot

A7 (fix)=h"m! | IT S (xy + Bt + .t t,,) ).t

0

dir. Bir bagka kullamgh gosterim de
hh h
AL (f3x)= _[ I j £ (3 + 4+t 8, )l
60 o

seklinde yazilabilir.
" 3.1.8. k. SUREKLILIK MODULU

3.1.8.1. Tamm [23] Bir feC[a,b] fonksiyonunun k mertebeli siireklilik

modiili (k mex siireklilik modil), 7 €[0,(b—a)/k] igin

o, (1) =w,(t, f;[a,b]) = :;);:]“Ai (£:)

(a5-44]

ve t>(b-a)/k igin
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0, (1) = mk((b;a)}

ile tanimlantr.

3.1.8.2. Ornek [23] (a, b) aralif iizerinde % mc1 tlireve sahip olan bir f
fonksiyonu her bir x € (a,b) igin | £ (x)l <1 kosulunu sagltyorsa
o, (t; f;[a,b]) <t
drr, Gergekten, bir Oe(a,b) igin  Al(f;x)=HfM(6) oldupundan
“Af, (f; .)Il{a‘b_w] <h* elde edilir. Son olarak, [0,¢] aralifinda h iizerinden supremum

alinirsa istenen elde edilir.

Ayni sekilde eger f(x)= P, (x) derecesi k-1 i agmayan bir polinom ise
. (1; £3[a,8]) =0,

ve efer f(x)=x* ise

-

dir..

3.1.8.3. Ornek [23] f(x)=sinx ise

0 t;f;[(),zz] =2"sin"-t—sin—k-t-, t< X
2 2 2 2k’

o, (£ £;[0,n]) = 2* sin* 5 ts%.

Dikkat edilirse m(t; f ;[a,b]) =, (t; f ;[a,b]) dir, yani, bir fonksiyonun
siireklilik modiilii ile 1 mertebeli siireklilik modiilii aymdir,

o, (8 fila.8])=|/].
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3.1.8.4. Teorem [23]
k mca stireklilik modiilii agaZidaki zelliklere sahiptir.
i) aeR olmakiizere o, (taf)=|ojo, (5 1) dir.

i) o (tf+g)so,(5f)+o.(58)

i) o, (5/)< i(gm,. (o (2)

iv) feC®[ab] ve Vxe[a,b] igin [W(x)|<1 ise o, (1)< dir.
v)  o,(0;f)=0

vi) @,(r;f) fonksiyonu [0,c0) arahfinda azalmayandur.

vii) o, (/) eC([0,))

viiy /) eC[a,b] ise o, (1, f)<||7]

ix) Bir £, # 0 igin o, (f;.f)=0 ise @, (-;/)=0 tir.

x) P, derecesi k—1’i agmayan bir polinom ise @, (#;7,_,)=0 tir.

Aritmetik ortalama ile geometrik ortalama arasinda agagidaki gibi bir bagnt:

vardir,

3.1.9. Teorem [22]

i =1,n i¢in x, e R* olsun. Bu durumda

(I"Ixf)y" <13,

i=1 =

esitsizligi dogrudur.
3.2. WEIERSTRASS YAKLASIM TEOREMI

3.2.1. Teorem [2] (Weierstrass, 1885 )
Her feClab] ve Ve>0 sayist igin [f~P]<e olacak sekilde bir P

polinomu vardir.
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Bu teoremin birgok ispat: vardir. Burada verilecek olan ispat 1912 yilinda
S.N. Bernstein [30] tarafindan verilmigtir. Bernstein, 3.2.5. Teoremde varhg istenen
polinomu agik¢a vermigtir.

3.2.2. Tamm [21] (Bernstein Polinomlars) f, [0,1] kapah aralifinda

tanmimli fonksiyon ve N € N olsun.

By (f.%)= ff(;’\’,—](’: ) 2 (1-x)""

n=0

polinomuna f ‘e bagli N. Bernstein polinomu denir,

3.2.3. Ornekler [21]
By (1,x)=1,
B, (x,x)=x,
N -1 x
B, (x*,x)= ety
() =2l X

3.2.4. Lemma

i(%-x)z (2’ )x" (1-xy =2,

n=0

ispat.
e R A e
gt W C AR C
esitliginin sag tarafi

By (»*, x) ~2xB,, (x,x)+x*B, (1,x)
ifadesine esittir. 3.2.2. Ornek’teki sonuglar kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

istenen elde edilir.
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3.2.5. Teorem [21]

feClo,1] olsun. B, (f.x) polinomlan f fonksiyonuna [0,1] kapali
araliginda diizgiin yakinsaktir.

Ispat. M >0 sayist ve xe[0,1] igin l f (x)|.<_M olsun. x, €[0,1] igin

S, :={neN:’—;-—xo s-}%{} ve 8, =N\, olmak iizere,

B ~1 @)= 3 (5 V) 05y 1)
[ f(x )x"(l -x)""

Jk
2@z amny

[ f(xo)]( ) %o (1 ”xo)N_”
nesz h
seklinde yazilabilir,

;Jf(%}f(xo):,( sy

SZMZ@, J X (1-x,)""
e

nes;

sZMZ(" M °)( )x"(l x)' "

nes;

SZW%Z(]—':;—xo) []: )xga—xo)”‘"

nes)

X (l—x)
SZMNZ 0 0
N

M
WA

ey (%)= max ] (%)~ 1 (n/N )l olsun. Bu durumda

Zs: [f(%)"f (% )J(f)xg (1-x,)""

<o, ()3 02
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<ey ()Z[N] (1-x)""

n=0
=gy (%,)
elde edilir. Bu egitsizlikler kullamlarak

lBN (/. xo)—f(xo)i < 21\\//% +ey(x,)

bulunur. f e C[0,1] olduundan diizgiin siireklidir ve N - iken g, (x,), 0’a
diizgiin yakmsaktir. Dolayisiyla B, (f,x) polinomlar: f fonksiyonuna [0,1] kapal
araliginda diizgiin yakinsaktir.

3.3. CHEBYSHEV TEOREMLERI

C[a,b] uzaymdaki bir f elemanmna g, uzay iginde en iyi yaklagim

elemaninin varligi 1905 yilinda Borel tarafindan verilmistir.

3.3.1. Teorem [28] (Borel, 1905)
[a, b] kapal araliginda siirekli olan bir f fonksiyonuna, her bir ne N igin

derecesi n’i agmayan cebirsel polinomlar uzay: iginde en iyi yaklagan polinom

vardur.
ispat. infimum 6zelliginden her hangi bir N pozitif tam sayis1 igin
1
Ilf_PN“<En(f)+']V

olacak sekilde bir P, e g, elemam vardir. Bu egitsizlik ile birlikte

E,(f)<|r-0=|]
esitsizligi kullanilirsa
[B =18 - £+ 7]
<E (N4

<2+ s 2ff+1=sbr
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elde edilir. Yani; {F, )’ dizisi dilzgiin smirhdr. Buradan, {P, )}’ dizisi g,
uzaymm bir kapali topunun alt kiimesidir. g, uzaymn her bir kapali ve sinirh alt-
kiimesi kompakt oldugundan {P,}’  dizisinin bu kiime iginde yakinsak olan bir

{PN, }:_1 alt dizisi segilebilir. Yakinsadigi polinom P’ ile gésterilsin. Bu durumda

Hf“PN,l

<E,(f) +_A‘[7
oldugu hesaba katilarak % —» oo iken limite gegilirse
|7-E<E.(5)
elde edilir. Ayn1 zamanda,
E,(f)=<|r-£]
oldugundan f fonksiyonuna en iyi yaklagan polinomun P, oldugu goriiliir. Bbylece

ispat tamamlanir,

[a,5] kapah araliginda siirekli olan bir reel fonksiyona derecesi n’i agmayan

cebirsel polinomlar iginde en iyi yaklagan P’ polinomunun belirlenmesindeki gerek
ve yeter kosul Chebyshev tarafindan 1854 yilinda verilmigtic, Bu teoreme

Chebyshev alternans teoremi denir.

3.3.2. Teorem [28] (Chebyshev, 1854)
[a,8] kapah araliinda siirekli olan bir f reel fonksiyonu verilsin. f

fonksiyonuna derecesi n’i agmayan cebirsel polinomlar iginde en iyi yaklasan

polinomun P, olmasi igin gerek ve yeter kosul [a,b] aralifinda
a<x <X, <..<X,, <b olmak iizere 7, (x):= f(x)- P, (x) farki igin,

L n(5)=—105)=r0)==(-1)"r(x.,), (3.6)

ii. Vi=1,n+2 igin |r, (x,)|=

T

+2 . o s
- noktalar sisteminin olmastdur.

kosullarim saglayan n+2 elemanh {x,}
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Yukandaki kosullann saglayan {x}" noktalar sistemine Chebyshev

Alternans: denir.

Ispat. Gereklilik. Eger f fonksiyonu derecesi n’i agmayan cebirsel
polinom ise ispat agiktir. Bu nedenle, f fonksiyonu polinomdan farkh almacaktir.
Ispata baglamadan &nce yardime: birkag tanim verilecektir.

n ()=l

esitligini saglayan her bir x, €[a,b] noktasma e-nokta denir. Ozel olarak, eger x,

()} = ma
noktast 7, (x,) =]l kosulunu saghyorsa bu noktaya pozitif e-nokta, r,(x,)=-|r|

kosulunu sagliyorsa negatif e-nokta denir.
f fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom P, olsun.

r, fonksiyonu siirekli oldugundan [a,b] aralifinda en az bir e-nokta vardir.
Simdi [a,b] iizerinde hem pozitif hem de negatif e-noktalarmin varlif
gosterilecektir. Gergekten, eger negatif e-noktalar olmasaydi r, siirekli

fonksiyonunun biitiin degerleri -

.|| den kesin biiyik olurdu. Bu nedenle

0<h<|r,|| olacak sekilde bir & sayisi olacaktir Syle ki her bir x €[a,b] igin

b (=5 ()~ ()<l 6)
dir. @,(x):=P, (x)+h/2 polinomu goz bniinde bulundurulursa (3.7) esitsizligi

rl+ 251 ()-0, () < }-2
seklinde olur; yani,
b &-2.@lskl-2=lr (-2 )-2

olur ki bu P, polinomunun en iyi yaklagan polinom olmas ile eligir. Dolayisiyla
[a,8] iizerinde hem pozitif hem de negatif e-noktalar mevcuttur. Simdi ise (3.6)
kogullarim sa§layan (#+2) tane e-noktalar sisteminin varlig1 gdsterilecektir. Bunun

igin [a,b] aralift m+1 tane
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[a,zl],[zl,zz],...,[zm_,,zm],[zm,b] (3.8)

alt araliklara pargalansin 6yle ki her biri degismeli olarak sirasiyla pozitif ve negatif
e-nokta igersin. 7, siirekli oldugundan bu araliklarin sayisinm sonlu oldugu agiktir,

Yukaridaki pargalamis agafida belirtildigi gibi elde edilebilir.

a noktasindan b noktasina hareket edildiginde ilk e-nokta pozitif olsun. Bu
durumda z noktas, a noktas: ile ilk negatif e-nokta arasinda kalan ve r,
fonksiyonunu sifir yapan bir nokta olarak segilebilir. z, ise, z, ile ondan sonra gelen
ilk pozitif e-nokta arasinda kalan ve r, fonksiyonunu sifir yapan bir nokta olarak
seilebilir. Eger [z,,b] arahigmda pozitif e-nokta yoksa z, =b almir. Benzer sekilde
devam edilir. Son z, noktasi, b’den farkli olacak gekilde ve yukarida belirtildigi
gibi elde edilsin. Olusturulan her bir aralik degismeli olarak pozitif ve negatif nokta

igereceginden ispatin gereklilik kisminin ¢éziilmesi igin m+1>n+2 esitsizliginin
gosterilmesi yeterli olacaktir,

m+1<n+2 olsun. Bu durumda m<n olur. [a,z] aralifinda negatif e-
nokta olmadigindan [z,z,] araliginda pozitif e-nokta bulunmaz. Benzer sekilde
diger araliklarda da sirasiyla negatif ve pozitif e-noktalar bulunmaz. r,

fonksiyonunun siirekli ve s6z konusu araliklarin sayisinm sonlu olmasindan dolay:

0<h<|r,| olacak sekilde bir h sayist vardir dyle ki

g AR EAOR A xela,z]

2 AHAGH A xelz,5] (3.9

olur.

Pu(¥)=6(x—2)(x-2,)..(x-2z,)

polinomunda § sayis1 Syle segilsin ki
h
a) ||Pm||5‘2“’

b) xefa,z] igin sgn p,, (x)=1
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olsun. p, polinomu z,, j= 1,m , noktalarindan gegerken isareti degisir ve biitiin e-
noktalarda r, fonksiyonu ile aym igareti alir. @, polinomu
0, ()= B (x)+ Pu ()
olarak tammlanirsa derecesi n’i agmayan bir polinom elde edilir 8yle ki x €[a,z]
icin
f(¥)-0,(x)<|
olur. Ayrica (3.9)’den herhangi bir x €[a, z,] i¢in

7|

f(x)_Qn(x)’:';r(x)—pm(x)Z_

h
A A

oldugundan x e[a,z] i¢in

7 ()-2. ()<l

elde edilir. Benzer tartisma yapilarak x e[z, z,] igin

h
f(X)—Q,, (x) =r (x)_pm ('x)2 —"’;'||+E
ve
h
f@)-2.@=ll-a-pl<lnl-3
elde edilir. Buradan x €[z,,z,] igin
|7 ()@, (x)| <]
sonucu ortaya ¢ikar. Aym sgekilde (3.8) sistemindeki tiim araliklar i¢in aym esitsizlik
bulunabilir. Bu ise O, polinomunun f fonksiyonuna P, polinomundan daha iyi
yaklagtiginm gosterir ki bu bir geligkidir. O halde m+12>n+2 dir.

Yeterlilik. P, (x) polinomu a<x, <X, <...<X,,,

F®)=F (@)=~ (6)= B () ]== ()" [ £ (5) = B (502) ]
=|f-£

kogullarm saglasm. P, polinomunun f fonksiyonu igin en iyi yaklasan polinom

< b noktalar igin

oldugu gosterilecektir. Varsayilsin ki O, polinomu f fonksiyonuna en iyi yaklagan

polinom olsun. Bu durumda
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7 ~ad<|r-£
olur. Ozel olarak her bir j=1,n+2 igin
"f (xj) -0, (xf )“ < Ilf (xf) -F (xj)“ = "f "Iﬂ
esitsizlifi dogrudur. Buradan her bir j=1,n+2 igin x, noktalarinda
Q. (x!) ~-F, (xf) = [f(xj)—~ B (xj)]—[f(xj)—Q,, (xi)]

farki ile f (xj)—lf (x) farkimin igareti aymdrr. Dolayisiyla @, (x)-F; (x)

J

polinomunun [a,5] arahginda en azindan n+1 tane sifir noktast vardr, O halde

Q. =P dir.

3.3.3. Teorem [24]
f €C|a,b] fonksiyonuna, g, uzayinda en iyi yaklasan eleman tektir.

Ispat. Kabul edilsin ki feC [a,b] fonksiyonuna g, uzayinda en iyi
yaklagan iki tane };‘ ve E polinomlar: bulunsun. Bu durumda,
-7

olur. Chebyshev Alternans Teoremindeki {x, }:’: noktalar sistemi igin

F(®)-E (%)

esitsizligi dogrudur.,

s|f(x)-F () (3.10)

K, ()= P ()~ (x)
polinomu tanimlanirsa her bir i =1,7+2 igin
K, (5)= (5)=F (5)=[ £(0)-B () ]-] 7)- B ()]
elde edilir. (3.10)’den dolay: her bir i =1,7+2 igin
sen K, (x)= sgn (f (x)-B (x))

bulunur. Buradan X, (x) isareti en azindan n+1 kez degisir. O halde K, =0 dur.
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3.4. WHITNEY TEOREMIi
3.4.1. Teorem [29] (H. Whitney, 1957)
Eger f e Cla,b] ise

E, (f )<W,0, (h)

olur. Burada, k =_I_7_;_a dir ve W, sadece k ye bagh bir sabittir.

Whitney Teoreminin ispatina gegmeden birkag lemma verilecektir,
feCla,b] olsun. xe[a,b] olmak iizere

F(x)= ;[f(t)dt

seklinde tammlanir ve her bir x,,x, €[a,8] igin #=x, +(x, ~x,)u degisken degisimi

yapilirsa
F(u)-F ()= [£@)di- 7@y = [ @)ar

= ;ff(x, +(x, —-x,)u)(x2 ~x,)du

elde edilir. Buradan

j‘f(x, +(x,—x)u)du = F(x)-F(x)

0 X=X

esitligi yazilr,

3.4.2. Lemma

xe[a,b], keN,ve m=0,k olsunve 50 saysi
[x—mB,x+(k—-m)8]c[a,b]

kosulunu saglayacak gekilde verilsin. Bu durumda
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anf(x —mbt)dt = (—1"”'( )f(x)+

1& wi [k F(x+(j-—m)6)—F(x)
+3§§”(_1) U j—m

(3.11)

esitligi dogrudur,

Ispat.
jA £ (x—mt8)dt —(~1)" ( ) ()=
= ljﬁ(—l)k-’ (,;)f (x—mt6 + jt&)dt—(~1) " ( r’; ) 7(%)

0 Jj=0

= i(—l)k'j C ) 1] f(x+(j—m)18)de—(-1)"" (:) ;j f(x)ar

Jj=0 0

= g(-—l)‘" (’;) ;[f(x+(j—m)té‘)dt

son esitlikte u = x+(j—m)t degisken deBisimi yapilirsa,
x+{j-m)s

far-moyar-(y (1)@= 300" ()omms | /@
SO0 gt e 0-m 7 )

52 (s jallarch
elde edilir ki bu Iemmam::spatml verir.

Whitney teoreminin benzerini diferansiyellenebilir fonksiyonlar igin veren
3.4.3. Lemma ve 3.4.4. Teorem agagida verilmisgtir.

3.4.3. Lemma
ela,b], k>0, j=01,..k igin x,=x,+jh ve x,e[ab] olsun. Eger

FeCWY [a,8] ise Vxe[a,b] icin,
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|F(x)—L(x;F; Xy, X;, ...x,‘)l < ](x _ xo)(x;!:k)...(x— xk)l o, (h) (3.12)

esitsizligi saglanir. Burada,
o, (t)= o, (t;F';[a,b])
dir.

Ispat. g(x)= k!lh" (x-x)(x—x)..(x—x,)

olsun. Bu durumda, temel Lagrange polinomlari

£ )=t -y

J

formunda yazilabilir. Buradan,
P L3550 5) =3 F ()4, (9327 (5) 4,2
i(F(x)—F(x,-)) ()

F(x)=F(x)

SONOR e

J=0

elde edilir. f(x)=F'(x) olsun. O halde,

(e s -7 )

xx

olur. Bu esitlik kullamlarak

|F ()~ L(xF;%0,%,..5%,)| =

q(x)ZkZ(-l)k”’( )i 1 (e (x; — =) )t
=|q(x)| IZ(—I)"’ ( ) Fx+(x-x)r+ jht)dt'

< |q(x)|BHAf,, I (x+(x -x)t)ldt
< lq (x)] o, (h).

3.4.3. Lemma’nin ispat1 tamamlanmis olur.
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3.4.4. Teorem
Eger F e CV[a,b] ise

Ek(F)sb;aw,,(h) (3.13)

olur. Burada, h—-b—k—ad

Ispat. E,(F)= irelg“F—p"s“F—L(o;F;xo,xl,...xk)“
3.4.3. Lemma kullanilarak,

|F ~L(s F5 %0, %,,.. x, )| = max

max F(x)-L(x; F;%,,%,,.. xk)l
< max lq (x)| o, (k)

xefa,b]

elde edilir. Bir je{0,1,2,..k-1} igin xe[x,x,, | olsun. Dikkat edilirse

h =b—[:-—a- oldugundan x, =a ve x, =b dir. Bu durumda,

la(x)|= k!lh" (e=x,)(x =)=, ) (3, = %)...(% — %)
=-]-{#-(x-—xo)(x—x0 —h)...(x—x, —jh)((j+l)h—(x—xo)).,.(kh—(x-—xo))

=£T(x_;£)(x_}"l)( h )( J (k" hx)

elde edilir. j<X=

%o < j+1 oldugundan

[0(:) s G+ ()- O 0)--(k-)

cpi2 J¥1 2 3 k-J (3.14)
12 j+l1j+2j+3 &k
b-a

k

<h=

bulunur ki bu da istenen sonugtur.

Simdi Whitney Teoreminin ispati verilecektir.
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b—a

, J=0,L..,k igin
% J ¢

Ispat (3.4.1. Teorem’in ispat) x,=a, h=
X; =X+ jh, F(x)= If(u)du ,» G(x)=F(x)-L(x; F;x,%,,...%,), g(x)=G'(x)
0
ve o, (t)=w, (t; f ;[a,b]) olsun.  Bir xe[a,b] igin (3.11) esitliginde m=0,
x+kd e [a, b] kosulunu saglayan & ve F yerine G fonksiyonu alnirsa,

G(x+_]5) G(x)
J

bulunur. Buradan,

lg(x)|< ”A g(x)ldt+——— G||Z( ]

=0, (lal) l5| HG"
elde edilir. 3.4.3. Lemma’dan ||G]|<hw, (k) oldugu biliniyor. Buradan & mn

—hz—s |6]<h kosulunu saglayan herhangi bir segimi ile

o (1) <lel o (o) + 5o, (1)< (lﬂr‘,”)w,, )

elde edilir ki bu Whitney Teoreminin ispatini tamamlar,

36



4. BULGULAR VE TARTISMASI

4.1. WHITNEY INTERPOLASYON SABITLERI

feC[0,1]] ve keN olsun. f fonksiyonunun 1/k noktasindaki £.
stireklilik modiili ®,(f,1/k) ile, diigtim noktalar, m=0,12,..,k—-1 igin

x,, = m/(k—1) noktalan olan Lagrange polinomu ise L, ,(f,x) ile gdsterilsin.

4.1.1. Tamim (Whitney Sabiti)

W(k)= sup inf —H—f;lj—

feclol)\ey, Pe @, ( FRY k)

sayisina Whitney sabiti denir.

4.1.2. Tanim (Whitney Interpolasyon Sabiti)

Wl(k) = sup “f"'Lk—l(f")”
feCo\y, O ( 1/ k)

sayisina Whitney interpolasyon sabiti denir.

4.1.3. Tanim (Kryakin Sabiti)
Her bir m=1,2,...,k igin

:/j(f(x)-—gk_, () =0

esitligini saglayan Q, , (f;+) polinomuna gdre tammlanan

o~ “f ~0. (/)
W(k) =
A e CATD)

sayisma Kryakin sabiti denir,

Tammlanan bu ii¢ sabit arasinda
w (k)< W' (k) ve W(k)<W (k)

bagntilarmnmn oldugu tanimlarindan goriliir.
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4.1.4, Teorem

feC[o,1] olsun. k>1 igin,

w'(k)<3.

x e[I/k,1-1/k] i¢in

f@)-ba () sa(17)

esitsizlifi iyi bilindiginden (bkz. [29]) burada sadece x [O, l/k) i¢in

lf (x)“Lk—l (f: x)l <3w, (f,'llz) (4.1)

esitsizligi ispatlanacaktir. (4.1) i elde etmek igin Yu. V. Kriakin’e ait olan ySntem
uygulanacaktir [20]: O, ,, her bir i=1,2,...,k igin
4
[(F()-0..(fsr))de=0 (4.2)
kosulunu saglayan polinom olmak iizere g(x)=f(x)-Q,,(f;x) olsun. Bu
gosterimden faydalanilarak,
|f(x)—Lk-l (f;X)|=|f(x)—Qk_, (f;x)_Lk—l (f;x)+Qk-l (f,x)l
< lf ()G, (S x)|+|Lk_, (f;x)-L, (Qk_l;x)|
:If (x)_Qk—l (f ;x)1+|Lk-I (f —Qk—l;x)l

e+ S e (9

elde edilir. Bdylece problem Ig(x)l in xe[0,1/k) araliginda ve m=0,1,2,...,k~1

igin x, noktalarinda degerlendirilmesine indirgenmis oldu. Bu degerlendirme igin

4.1.5. Lemma kullanilacaktir

4.1.5. Lemma

k -
m<-2—, xe[%,-mTH], 0= 1_; ve a)k[f,i-)ﬂ ise
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(:)| f(x)|s1+(k8) ~(-1)"" [:J 4 (x)

6 1( )
+
J=0 J

Ak(x);l‘i;!x(x-%)(x-%) (x—-—) (1)’ H[l-——-—)

olup 4;(x), 4,(x) fonksiyonunun x degiskenine gdre tiirevidir.

-m))

4.1.5. Lemma’nin ispat1 igin 4.1.6. Lemma ve 4.1.7. Lemma’ya ihtiyag vardur.

4.1.6. Lemma )
me{0,1,...k}, xe I =[0,1] ve 5>0 olsun dyle ki

[x—md, x+(k—m)&]c 1 ise asagrdaki esitlik dogrudur:

(4] )= [t G-mo)a- 3 -

(4.3)
-—~2(——1)""( |-,
5;2,
burada, o, =0, o0, = i—;—, m=12,... ve F(x jf(t)dt dir.
Jj=1
4.1.6. Lemma’nin ispati i¢in 4.1.6.1. Lemma’ya ihtiya¢ vardir.
4.1.6.1. Lemma
[k (1) &!
-1)" © (44
Jz_(“,( ) (])]+x x(x+1)(x+2)..(x+k) @9
k (kY 1 em{ k
)" = (-1 - 4.5
NG ( j)j——m (-1) (mJ(am %i-n) @.5)
Jem
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Ispat. % dereceli bir polinomun k+1 tane farkli noktada aym degeri
aldiginda dzdes olarak sabit oldufu bilinmektedir. (4.4) esitligini ispatlamak i¢in bu
bilgi kullamlacaktir.

0.6 H(x+z)2(—1)“"'( ]2

J=0

=330 (§ T

l:/

seklinde tanimlanan (), polinomu k& dereceli bir polinomdur. Her bir

nef0,-1,-2,...,~k} igin,
i AN .
0,003 (T

=(- 1)“"( Jn(n+1) (n+(—n—1))(n+(—n+1))...(n+k)
=(-1)"" W(—])_" (-=n)!(k+n)!
=(-1) k!

oldugundan Q, (x)=(~1)" k! olur. Bu ise (4.4) esitligini ispatlar.
(4.5) iin ispatinda (4.4) esitligi kullamlacaktir.

H,,(x)= k)l k!
Em A m—x ) (m-x)(m-1-x)..(1-x)(1+x)...(k—m +x)
ile tanumlanan bu fonksiyon x =0 noktasinda tiirevlenebilirdir. (4.4) esitliginde x
yerine —m+x yazilirsa,

Z(lk,() 1 (1) &!

j-—m+x (m+x)(—m+x+l) (F1+x)x(1+x)..(-m+k +x)

- k—m 1
P e - MO0}
]atm
bulunur. Son egitligin her iki tarafinda x — 0 iken

S ()= ) @9
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elde edilir. Ayrica H,, (x) fonksiyonunun logaritmas: alinirsa,

k!
logH =1 - '
08,0 () og[(m—x)(m—l-x)...(l—x)(l+x)...(k-—m+x)]
=log(k1)—log(m—x)~...~log(1-x)-log (1+x)—...~log(k —m+x)
bulunur. Bu egitligin her iki tarafinin x =0 noktasmndaki tiirevi alinirsa,

bulunur. Buradan,

1. 0)=( £ (o -e1.)

elde edilir. Bu sonug (4,6) esitlifinde yerine yazilirsa (4,5) ispatlanmis olur.

Ispat (4.1.6. Lemma’nm ispati). 3.4.2. Lemma’daki (3.11) esitliginde (4.5)

esitligi kullanilirsa istenen elde edilir.

4.1.7. Lemma

i=1,2,...,k igin F(é—):O ise

F(x)=A4,(x) ;[A',‘Af(x(l ~f))dr, xel
ispat.
F(x).l=F(x)4(1,x)=p(x)§;ei (x) @7

£,(x) ifadesinin agilim yazilirsa,

o D ()
IO
oot 2) (e ()

i(i-1)(i-2)..(0)(-1)...(i-k)
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or D
_( l) i!(k—i)!(x__i)(k!)x(x i x 7 x p (x k
k
N (k!) 1
=) i!(k—i)!(x_i')Ak(x)
k
bulunur. Elde edilen bu sonug (4.7) de yerine yazilirsa,
1

PP ( ,.)Ak(x)
%

(4.8)

=4 (x)g(—l)k"i . ) F(x)—FG)

“ )
elde edilir.
F(x)_FG) 1 { %
N If(”)dll—ff(u)du}
e

k k

(4.8) de yerine yazilirsa,

P& AW E " 7 (e (h-2)0)

=4, (x);jg(—l)""' (I;)/ (x(1-0)+iY)ar

-4, (%) ;[A’,‘A F(x-n)d

elde edilir.

Simdi 4.1.5. Lemmann ispat1 verilecektir,
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ispat (4.1.5. Lemma’nin Ispati). 4.1.6. Lemma kullanilarak,
( )|f(x)l < _ﬂA T (x- mt6)|dt+ ( J(O‘k_m —am)lF(x)|+
+— F x+{j—m)d
Z( JIJ mll G-m2)}
elde edilir. x+(j—m)d <1 oldugundan 4.1.7. Lemma kullantlirsa,

[::Jlf (x)= ,:[ |AL 1 (x—mets5)|dt +

A Yer e @ -0 @)
+_;_: k ( J'A xl':(lmlm)‘s)”'IA f x+(] -m)é(1- t))P

elde edilir. x—mtS, x—mt5+15, x(1-1) ve x(1-t)+tfk saylan I aralifinda

oldugundan 0<r<1 igin

|A%f (x- mt6)|<a)(f, )

IN

1

|A f x(l t))|<w( ;)
|A’:Af(x+(j—m)5(1—z))|sm(f,-;;)sl

esitsizlikleri yazilabilir. Bu esitsizlikler (4.9) de yerlerine yazilirsa,

(:)lf (x)ls”%(:;)("’“" o452 UIA e omd) (1

|j—m|

elde edilir. |4, (x)|=(-1)"" 4, (x) oldugundan,

L CEERTIO R S ) CHEANC

seklinde yazlabilir. 4.1.6. Lemma, F in yerine 4, fonksiyonu yazilarak
uygulanirsa,
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(03 om0 )= [ e-ms)ar- ()10
-*Z(“lh[ )——A (x+(j-m)s),

(4.11)

JjJj—m

elde edilir.

o lir i)
D EAD DA

k
esitliginin solundaki her bir terim bag katsayisi %, derecesi k olan cebirsel

polinomdur. Sonlu farklarin §zelliginden,

Moy ()= XK 10) = (k1) R

j_
bulunur. O halde,
1 i
[k 4y (x—mot)dt = (k+1)(k6)" [¢*di = (k6)'
0 0

elde edilir. Bu sonug (4.11) de yerine yazilip elde edilen ifade (4.10) de yerine
yazilirsa,

( )lf(x)}<1+(k5) -(- 1)""’"( )A'(x)+
+—z( j{"“ e i)yl '”)‘5)} @12

|~ ji m—j

elde edilir. Ispatin tamamlanmas: igin (4.12) esitsizligindeki toplamda j>m olan
terimlerin sifir oldugu gdsterilmelidir. Gergekten, j>m ve m/k<x<(m+1)/[k ise

1-m/k
k—-m

1-x

x+(j- m)5—-——x+(1 m) m—i—z—’Z—+(j—-m)

J_o
k

ve
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x+(j~m)5-%ls~——m;1+(j—m)l~(m+l)/k—j+1 __moJ

k~m ko k(k-m)

<0

elde edilir. Dolayisiyla x-+(j-m)& e[ j/k,(j+1)fk]. Buradan j>m igin

|Ak (x+(j—m)5)|=(—1)"'j 4, (x+(j-m)5)
esitlifi yazilabilir. Bu sonug (4.12) da yerine yazilirsa 4.1.5. Lemma ispatlanmig

olur.
Ispat (4.1.4. Teorem’in ispati).
Genelligi bozmayacagmndan o, , (f,1/k)<1 olarak varsayilabilir. Teoremin

ispat1 birkag lemmaya ayrilarak yapilacaktir.

4.1.8. Lemma, 4.1.5. Lemma’nin bir sonucudur,
4.1.8. Lemma

x&[0,1/k) olsun. Bu durumda

lf(x)—~Q,‘_l (f;x)l =|g(x)] $1+(l—x)k -(—l)k 4, (x).

k-1
X, 27;17 olmak iizere | g(x, )2, (x)| nin degerlendirilmesi igin 4.1.9.
- m=0
Lemma’ya ihtiya¢ vardir.

4.1.9. Lemma
Her bir m=0,1,...,k -1 igin,

(%)< ["; IJ—‘ +2(k-1)0, |4, (5,)

esitsizligi dogrudur.
4.1.10. Lemma’mn g6sterilmesi i¢in 4.1.9. Lemma kullamlacaktir.

4.1.10. Lemma
x€[0,1/k) igin

|-+ ()] < (;lc" +Cpy (x))lA,c_1 (x)]+
+2(k-1)o,., (;f—l-)k (lAk_, (@]G_xj_.l 4, (x)l}
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burada
£~

3 k-1 s b
k~l() 1- (k I)x +k~1-(k—l)x~ ;x"’xm

dir.

4.1.11. Lemma

x€[0,1/k) ve k> 6 olsun. Bu durumda

[f (x)-L,(f; x)] <2+e(k-1)o, IAH (x)} :
4.1.12. Lemma
xe[0,1/k) igin
e(k-1)o,, |4, , (x)] <1,

4.1.12. Lemma, 20 igin 1-7<exp(-t) ve rexp(-1)<1 eitsizliklerinden

goriiliir,

Sonug olarak 4.1.4, Teorem, 4.1.11. Lemma ve 4.1.12. Lemma’larindan

kolayca goriiliir.

fspat (4.1.8. Lemma’nm ispat).

4.1.5. Lemma f yerine g i¢in uygulanir ve m =0 yazilirsa

|g(x)] <1+(1- %)’ ——(~1)k 4, (x)

elde edilir.

ispat (4.1.9. Lemma’nm Ispati).

Ispatn yazsmim kolaylagtirmasi amaciyla bazi yeni gbsterimler asagida
verilmigtir.

B (v)=k4, (y/k) =7 y(y D)-(y-4)

Vp =m+x, =kx,
z, = K=
k—m
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z, mo\J)m—J
bm(x):=(l—- ud )...(1—3‘-)(”5)...(“1)
k—m 1 1 m
€ P MU SR S—
k—-m-—x 1-x 1+x m+x

Genelligi kaybetmeden x,, s% kabul edilebilir. 4.1.5. Lemma’nin bir uygulamasi

4.1.9. Lemma’y: agagidaki esitsizlige indirger:

1+z;_(_1)"‘"(”;)3;(y,,)+zsmsk

y =m+x olmak {izere

fm+20“ ( )IB (vm)|- (4.13)

3

()]
=—b, (x)+ xb, (x)c, (x)

esitligi (4.13) de yerine yazilirsa g6sterilmesi gereken egitsizlik agagidaki gibi olur:
zk +b,(0)-b,(x, ) +x,b,(x,)c, (., ) +2s, <

<

k k-1
o +2Gk—l —k—xmbm (xm).

Bu istegi gergeklestirmek i¢in agafidaki egitsizlikler kullamlacaktir:

48 x k
2t <exp—m 420 Fm 34 4.14
i px,,,»l ko 1-x, k-m’ 14
s, < —I-(—;omxmbm (x,)+ %xmbm (x,)- (4.15)

(4.14) ve (4.15) den (4.13) i ispatlamak igin agagidaki esitsizligi g&stermek yeterli
olacaktir:
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x
exp—=—-1
40,b,(x,)+48 1 o %, +b,,,(O)—b,,,(xm)+

k 1-x, X, X,

m

+8, (x.)c. (xm)sz(o-k_l-a,,)f;_lb,, (x.).

Bu egitsizlik yeniden diizenlenirse g&sterilmesi gereken esitsizlik

40,,+48 1 +__l_ exp—m 1|+
k 1-x, x px |

m m

(4.16)

(BOEEE) (6, o s o () )00 402) <0

m

olur.

(4.14) iin Ispat1.
k
2t —exp—m=|1--Tn_| _exp-n
" x,, —1 k—m x, —1 -
m-k X,
1+ | —exp
k x,~1
<exp————exp—- ]

=ex Jocy I—-ex i —ﬁ”—-
- pm—k P x,—-1 m-k
1+x <expx esitsizliginden,
ZF —exp—r_<e a0 O . S
L ST T x,~1 m-k

— X kxm ex (_ kxm )
“k({-x)k-m P k-m

elde edilir. Yine 1+x<expx esitsizlifinde x yerine x—1 yazilirsa xexp(-x)<e’

(4.17)

bulunur. Bu esitsizlik (4.17) kullanilir ve x, <1/2 oldugu dikkate alimirsa,

r X x, 1 2 0.8
z, —eXp—"—< —= =X, <—X,
x,—-1 1-x,¢k ek k
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elde edilir. Ayrica

K +1sixm
1-x k-m k

m

oldugundan istenen elde edilir.

(4.15) in Ispata,
(4.15) i ispatlamak icin asafidaki esitsizlikten faydalamlacakty.

j=0,1,...,m~-1 igin

oot e ooy

u, =y, +(Jj -m)z, —j= (T(—Ef)-:(%)—ﬁn; olsun. Dikkat edilirse »,2u,, dir

Buradan,

k . . . .
[leBk(j+uj)| (l+u7{]...(1+glijuj(l—-u7’)...(l—ku:jJ
k . = Uy uj+l um U,
(j+1)|Bk(J+1+”j+l) (H-}’JF—J--.(lJrTJujH (l— . 1—k_fj_1
u. 4 u. 2 u. u. u.
w1 2| L= 2] e ] e -
1 j) it -1\ k-j
Uiy U. 2 ( Uu. 2 u. u.
1+ Uy 1-{ =L 1= ’f‘ 1_._.!;‘ 1= Jtl
J+1 1 \ J Jj+1 k-j-1

u.
"f(l"kj'J k-j K
j)_ k=i keme1

U, T k- - m
1+ .J"‘1 uj+l k J lk—m"l"'f—l‘
j+1 Jjt

<

elde edilir. Dolayisiyla (4.18) ispatlanmis olur. (4.18) den

~ 1 m1 (E 1 )
TG u‘)'nT—? P (0n-me.)

s-—l—-mz_l( k —1———B (y +(j+1-m)z )i
z, S\ j+1 m— v "

1 =t fk 1
5 g o)
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LI 0E Lomn s)

‘mm-j oz

m

bulunur. Asafidaki esitsizlik (4.15) in ispatint tamamlar;
1 k-m k-1 k-1 k-1

z, k-m-1k  k  k(k-m-1)

k-1 1 m
= +—+
k k k(k-m—l)
k-1 2
<t
k k

(4.16) mn Ispat.
(4.16) nn ispat: {i¢ kisma ayrilarak yapilacaktir.

I. Kisim.

Ik &nce agapidaki esitsizlik ispatlanacaktir: 0<x <x, icin

b, (x)(c, (x)-0,, +0, )<-I—cl—2T+d(x) (4.19)

burada d ( x) = %(i—x - —z—g— x* tir.

m>2 ve 0=0; -0, olsun.

Ot im0 =0 =0, , ~ 0,

1 1 1.1
= —————t—4X ~X
k—(m-1) k-1 k k" "
1 1 1.1 m
= —————t—t—X
k—(m-1) k-1 k k k-1 "

1 1 ( 1 1 ) 1

+..+ - +——X,

{(k 1 k—(m—l)] k-1 k)| k

parantez igindeki ifade negatif oldugundan

1 1

Oty Op—OL—X +—<—-X+—
k

elde edilir. Bu esitsizlik kullamlarak agagidaki esitsizlik elde edilir.
¢, (x)-o< LIRS S S -x+-1—+o'm——o*k_l
k-—-m—x 1-x 1+x m+x
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. P SUN SR —x+—1-+0‘ -0,
1-x? m -x* m+l-x k-m—x koom o
1 2x 2x 2x

"% (I—xz._x)~+22—x2+ +m2—x2+

T (mri-x) T (mm)k-m-x)

1 1 5 . i S
a=—t—t.. =22 olsun. ilk once geometrik ortalama ile aritmetik ortalama

32 42

kt 2
arasindaki bagnty, ardindan (1- t)k <1-kt+ g—z)—-, t>0, esitsizligi kullamlirsa

l_i l_i X’ _1._+ +_l._. B
3? m? m-2\3 7 m?

<1-ax’ +gf-x“+x2 1l 1
< 5 =+
2 (m+1)" (m+2)

1 1
elde edilir. K== oldugundan
(m+1)* (m+2) I
x? x’ a , xx, x at
l-— .| 1-— |£1- —a’+—x'+ = = l-ax’ + —x*
3 m 2 m k-1 2

bulunur. Bu nedenle
1 2x 2x 1.2 2x 2x
—+ —-x+ b (x)< + -x+ }
(k 1-x° 22—x2) () k-1 (l—x2 22—sz

.(l—xz)(l -—-;—:—J(l—wcz +£22-x“)

olur. j=3,..,m igin b,,,(x)s(l—xz)(l-xz/4)(j2—xz)/j2 ve j=m+1,...k—m

igin b, (x) < (1 -x ) (1 -~ x2/4) (j-x)/J esitsizlikleri kullanilarak

. ad ot x b,(x)<
32—x* T m’-x? (m+1)(m+l—x) (k—m)(k—m—~x) mAAT

2\ 1 1 1 1
<oax(1-2Y 1=l =+ —
(-7 22)(32 R +2(k_m)2]

51



elde edilir. Son olarak elde edilen bu egitsizlikler birlegtirilerek

b, (x)(c, (x)- )<——+(2a+;)x+(—}{—4a)x’+(-Z—+3—Zz-—%]x5+

4
$£—+(2a+-3—)x+(l—4a)x3
k-1 2 4
< Z+d(x)
elde edilir.
m=1 durumu igin bm(x)s(1~x2) ve j=2,..k-1 i¢in b, (x)<(j-x)/j

esitsizlikleri g6z Oniinde bulundurularak agagidaki esitsizlik elde edilir.

b (e ()-0) [ 2 B o)

k-1
<x| 2+ —12- Sx(2+a+—l—):x(a+2).
‘=i 4 4

0<x<1/k-1 oldugundan (4.19) ispatlanmg olur. Aym sekilde m =2 durumunda

2

j=12 igin b, (x)s[l—j_—z] ve j=3,..,k-2 igin b,(x)<(j-x)/j esitsizlikleri

kullanilarak
2x 2x G x
b, (x)( (x) ) Lk 1 1-x° +22 -x * i=3 i(i—x)me )

b k-2
s—i(f-)—+x 2+—1~+ —12—
k""l 2 i=3 i

.<_—1—~+x(§~+a)s—£—+d(x)
k-1 2 k-1

elde edilir. Son sonugla beraber ispatin birinci kismi ispatlanmug olur.
I1. Kisim.

Burada

bm(O);bm(x) ob, (x, )< +d(x )(1-x,Inx,)+x,In?x, (4.20)
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esitsizligi ispatlanacaktir. b, fonksiyonu icin [0, xm] araliginda ortalama deger

teoremi kullanilirsa,

@0y ()1, (6)(c, (0)-0) 1, (0

s-];—'_——+d(xm)+0'

12

:Z—_-l-+d(xm)+abm (xa)+0 (8, (0)- 5, (x,))

s%+d(xm)+abm (x,)+ox, (]:'—i+d(xm)+o)

bulunur. Buradan,
AORACY, ~ob, (x,) < —kl—zi(l +x,0)+d(x,)(1+x,0)+x,0”
X, -
elde edilir. Ayrica o <ln——=—Inx, esitsizligi goz Oniine almrsa (4.20)

m
ispatlanmig olur.

III. Kisim.

Bu son kisimda ilk iki kisimda elde edilen sonuglar1 birlegtirerek (4.16)
ispatlanacaktir. (4.19) ve (4.17) den

(”m(");”m("m)_abm(xm)]wm(xm)(cm(xm)-a)+4°’k-lk+4'8~l_lx +

m

m

X, x —1

m m

40, ,+4.8 1 1 X,
+ - +—| exp -1
k I-x, x x, —1

m m

+-—1-—(exp al -—l)sd(xm)(2~—xm Inx,)+x,In’x, +7?%+

1 1 x
< d - Pxe— = _
xrer(l(g)/(z]( (x)(2-xInx)+xin’x 1—x+x(exPx—1 1)]+

4c,,+48 28
+ +

k k-1

(4o, +48 28

k k-1

-0.56873
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elde edilir. & > 72 igin (4.16) yukaridaki egitsizlikten goriiliir. k<72 igin ise (4.13)
in dogrulugu direkt hesaplamalarla goriilebilir. Bu durumda 4.1.9. Lemma’nin ispat1

tamamlanms olur.

Ispat: (4.1.10. Lemma’nin ispats)

e (x—x)- (x =%, )(x=%,1) . (x—%,,)
L iy s gy T ey T g

ve x€[0,1,/k—1) oldugundan,

5 SR o e )

b e

elde edilir. Bdylece ispatin tamamlanmas: igin agagidaki Szdegligin gosterilmesi

yeterli olacaktir:
Sa e () (@I} @2
a,(x)= A (x)= x(x—--ll;) .(x——:—) olsun. Bu durumda

ax (x) = xa,, (x) = x*" —%x" +...

ve

a,(x)=x" l—k—;l x4

olur. Buradan

a, (x)~ar (x)- L, (a,:%) = a, (x) —ax (x)- L, , (ak —a ;x)

1
= —-Eak_l (X)

elde edilir. Yukarida g, (x)—a:(x)- L, , (a,, —a ;x) nin bag katsayist —71, derecesi

1
k ve 0, T Z——i— noktalarinda sifir olan bir polinomdur. Dolayisiyla bu
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polinom —%a,‘_l (x) polinomu ile gakigik olur..

a,(0)=a,(1)=0 veher m=1,2,....k-3 igin

m+1
sgnt, (x)a, (k’fl) sgnf,.,(x)a, ( P 1)

oldugundan

om0
‘G) (x)+a(x)
oy (9) G— x)— o (<)

elde edilir. Yukarida, son esitlik @, (x)a,,(x)<0 ve Ia,r_I (1/k)|>0=ak (k)

(4.22)

bagintidar: kullamlarak elde edilmigtir. Son olarak (4.22) esitliginin her iki tarafi
k* [k! ile garpilirsa (4.21) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

ispat: (4.1.11. Lemma’nin Ispati)
I f(x)-L,(f, x)l < Ig(x)|+|Lk_l (& x)I

esitsizligine 4.1.8. Lemma ve 4.1.10. Lemma uygulanirsa

1 ()~ L (£ 0 <1+ (- x)f (1) A()+( +C“(x))lA“(x)|+
+2(k- l)ak_,( ] (IAH (x)l(——x) |4, (x)l)

elde edilir. Burada
() 4 ()= () ()T )
esitligi kullanilirsa son esitsizlik
()~ (791402 4G, ()4 (5)] - A ) ()

+ ]A,‘_1 (x)l Cea(x)—2(k - 1) cJ',t_lexIA,,_1 (x)l +
+(k-1)0,,€ lA,‘_1 (x)l ~2(k-1o,, lA,, (x)l

olarak bulunur. Eger
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()= (1= %) +C ()| ()~ (A () e (9] Ca ()
-2(k-o, ex|4,  (x)|-2(k-1)a,, |4 (x)|<1
oldugu gosterilirse

| F(x)-L.(f, x)l <2+(k-1) o',,_lelA,,_l (x)l
bulunur ki bu 4.1.11. Lemma’y: verir.
Simdi A(x)<1 oldugu gosterilecektir.
6 <k <31 igin A(x)<1 oldugu direkt hesaplanir. Ispatin geri kalan kisminda

k > 31 varsayilacaktir,

4.1.11.1. Lemma
x &[0,1/k) igin

40, (0)| |4 (0)| s 1+ 0,,) x| 4, (x)|+i__i‘_,;|,4k (x)|

" Ispat.
I,A"-' (x)l _ (1-x) (fk_—g)! x(kil "‘x)(z—zi—l—x)...(l—x)
4 (<) %x(%—x)[%—x)...(l—x)

_K(1-x)(1-(k-1)x) (2~ (k~1)x)..(k -1~ (k ~1)x)

k1)1~ ke) (2 —Fx)...(k —&x)

_ (-G -1)x)(2-(k-1)x)..(k-1-(k-1)x)

(1- k) (2~ ke) ... (k - 1- )

:(Hl—xkx)(prszx)m(prk—lx—kx)

xe[0,1/k), t=0 igin 1+£ <e' ve €' (1-£)<1 oldugundan

{mfod) (g

NN )e’?%*'"”?%
1-kx
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X x0,
=1+ e
(%)

( x ) 1
<1+
1-kx 1-x0,_,

elde edilir. Buradan

(1-x)|4., (x)[ (1-x0,.,) < (1 + 1Txk_x)|A" (x)l

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
|4, , (x)|-|4. (x)l < (x +x0, ,—Xx’0, , ) 4., (x)+ . —xkx

<x(1+0,,) o (A ()

elde edilir ki bu 4.1.11.1. Lemma’y1 verir.

IAk (x)l

4.1.11.1. Lemma’dan yararlamlarak
k 1 k-1
h(x)< .;.(1 —x)' +(Cu (1)~ R0 ) A, () + Sk 4, () + |4, () +
+ %(1 ~x)" +(Co (%)= (k1) 0, )40 (x)] + (4.23)

+(1+0,,) |4, (x)|+ x(k-1) o, (1+ 0, , - 2¢) |4, ()]

elde edilir. 0<z<1 igin 1+£< I—Lt_ oldugundan (4.23)’nin son satirindaki ifade

%F%Z));IA"—I (x)l +x(k-1)0,, (04~ 2e)|A,,_l (x)|

ifadesinden kiigiik kalir.

gk(J’):‘_‘((l_yy)l (k y)le . (v )|+,:z-lak_)lB( )l

gosterimi kullanilarak (4.23) esitsizligi, 0 <u=/hx <1 ve 0<v:=(k-1)x <1 olmak

lizere
1 ., 1 1 ., _
h(x)< 2¢ 8 (u)+ ;IB,, (u)l +=€7 g (v)+ %":—’l-(ak_z —~ 2e)lek_1 (v)]

seklini alir.
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4.1.11.2, Lemma

y€(0,1) igin
1 1
g (V) + B )< 5 57, (4.24)

| S
82 ()4 72 (002~ 2)¥[Bis ()] 5 597 (4.25)

Ispat. ilk olarak (4.24) ispatlanacaktr.

j=1k igin 17y S—l; oldugundan

J=y J

y . .7 :y[l—y++1—y]
(-1 7 (k=y)k 1-yp{ -y T (k-y)k

2
A
1-y\1* 2

bulunur. Ayrica

= S5 (y)l=1—f-;kl! y(1-)(2~¥).-(k-»)

-y

A1) et tpr <
< yye yye e Se(ak—Z)

elde edilir. Bu esitsizlikler kullanilarak

y y i Y
[(l—y)]+m+(k—y)leBk(y)ls6e(ak—2)ye S12eye

esitsizligi bulunur. g, ( ) ifadesindeki ikinci terimin degerlendirilmesinde

;:y—y-lBk (»)| <y < ye

esitsizligi kullamlacaktir,

1+o0,,

5
B, (y)|s—*Lye? <—ye”

31

1+o,,
k

Boylece
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2

/4 5
Sp—+-—|ye”’
£ (7) (IZe 31)”
elde edilir. Buradan

1 zZ 5 1) , 1 _,
g"(y)"Lk‘B"(y)ls[lzeJrsl+31}ye =27

bulunur ki bu (4.24)’ii verir.

Simdi (4.25) ispatlanacaktir.
c,. 7 5 y Oy
s O+ 25 =213, (5| S0 2 e+ Zb 12610, )

esitsizlifinde o,_, —2e <0 ise (4.25) saglanir. Diger durumda ise yani k —2 > 62 ise

Fea ¢ 2e ve buradan
62

k-1
O _ Oy, Op,—2e
k-1 (0% Ze)le - (y)|.<_ k-le(o,,-1) e
k—ll - e ¥
Sk—leye SZ‘Ilye

olur ki bu (4.25)’i ispatlar.

Bu sonuglarla birlikte agagidaki esitsizlik elde edilir:

h(x)s—;—(1+u)e”" +—;—(l+v)e"’ S-;—+%=l.

4.1.12, Lemma’mn ispati.

k>6 ve xe[0,1/k) igin
e(k-1)0, |4, (1) <e(k-1)o, %x(i—x)(%—x)...[—k;—x)
=e(k~1)ak_1x(1-zoc)[l—’_;".)..{l--’l‘-f_)

<e(k—-1)o, xe e

<(k-1)o, xe™ < % <1
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4.2. WHITNEY ve KRYAKIN SABITLERI

4.2.1. Teorem [19]
/', [0,1] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

W (k 2, k <82000
( )S 2+exp(—2), k>82000
olmak iizere,
7 1
"f ~0O (f, )" <W (k)a)k (f’;J
drr.

4.2.1. Teorem’inin ispatt 4.1.8. Lemma ve 4.2.2. Lemma’dan kolayca

goriiliir,

4.2.2. Lemma
x&(0,1/k] igin
(1-x)" ~(-1)" 4 (x) <1+exp(-2) (4.26)
ve k <82000 i¢in
(1-x)" (1) 4 (x) <1 (4.27)
dir,

ispat. u == kx yazlirsa (4.26) esitsizligi 0 <u <1 igin

()= (1 “l;) ~ (1) B, (u) <1+ exp(2)

esitsizlifine denk olur. k=2 igin

w,(u)= %u [%—u) <08

benzer sekilde & =3 igin w, (1)< 0.8 elde edilir.

k>4 olsun. Bu durumda o, —1>1 olr. c(u):zl1 +...+kl olmak
—~Uu —u

lizere
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~(-1)" B; () =|B, (”)I("(")__:?)

esitligi,
2
c(u)<o, +——=< k+§1_il;
ve
1
lBk (u)l = -];!'u (1 “u)(2 "u)...(k -—u)
u u
=u (1 —u)(l-—é—}.,[] _;J
_ ue—u(u—i—-a.&%] - ue_ua}
esitsizligi kullanilarak
B, L 5 u_
~(-1) B, (u) < (crk r )IB,, (u)l 15 l B, (u)]
< max {O, e ( o,u _1)} + _g_ e e-(a,—l)u

ez

bulunur, xe* <1 oldugundan (o, u—1)e™*"e™' < 1 4. Bunedente
e
—(—-l)k B, (1)< exp(-2)+ —;—u’ exp(—u)
sonucu elde edilir. Buradan

w, (u)<exp (—2)_+ exp (—u)+ %uz exp(-u) <exp(-2)+1

bulunur ki bu (4.26)’1 verir.

4.2.3. Sonug

7 (1) < , k < 82000
(k)< 2+exp(-2),  k>82000.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢ahgmada elde edilen, Whitney sabitlerinin iistten 2.14 ile sinirh oldugu
sonucu, Sendov’un 1982’de 6ne siirdiigii, Whitney sabitlerinin 1 ile iistten sinirl
olduguna dair tahminine en yakin sonugtur.

Bu konu ile ilgili ¢aligmalar giiniimiizde halen tazeli§ini korumaktadr.
Zhelnov’un [32] 2002 yilinda yaymnlanan ¢aligmasinda k = 1,2,...,7 i¢in W, Whitney
sabitlerinin 1 ile istten sturh oldufunu géstermistir,

1992 yilnda Kovalenko ve Kryakin’nin [14] L'(J) uzaymnda Whitney

sabitlerinin 6.5 ile smirlilig1 sonucu L' (1) uzayindaki en iyi sonugtur.
Bu sonuglar g6z Oniinde bulunduruldugunda agagida verilen problemler,
giiniimiizde bu konu ile ilgili ¢dziilmeyi bekleyen problemler olarak goriilebilir.
1) Whitney sabitlerini 2.14’den daha kiigiik bir say1 ile sinirlandiriimasi.
2) 7den bityiik bir £ sayisi igin Whitney sabitinin 1°den kiigiik oldugunu
gosterme.

3) L‘(I) uzayindaki Whitney sabitlerinin 6.5’dan daha kii¢iik bir say1 ile

smirlandirilmasi.
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