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GcC, L=0G,Jordan egrisi ile simirh sonlu bir bolge, 4(z), G ’de taniml
negatif olmayan, G ’nin alan: iizerinde integrallenebilir ve hemen hemen her yerde

sifirdan farkli bir fonksiyon ve {K,, (z)}:’=0 ,

n=m

[[ MoK (@ G, =

e 0, n#m
kosulunu saglayan G bolgesinin alam tizerinde h(z) agrlikh bir ortonormal sistem

olsun.

Bu galigmada ilk olarak yankonform egri ile sinirli sonlu basit baglantili bir
bolgenin alam izerinde h(z) agirhik fonksiyonu ile ortonormal olan {K,,(z)}:=o

polinomlarinin baz1 6zellikleri incelenecektir. Daha sonra bolgenin simirindaki
singiilerlik ve agirlik fonksiyonunun singiilerligi arasindaki iligki ile bélgenin
kapaniginda, ortonormal polinomlarin modiiliiniin sifira gitme hizinin etkilenmedigi
ve bu iligki ile keyfi polinomlar igin de benzer degerlendirmenin yapilabilecegi ele

alinacaktir.

Anahtar Kelimeler: Ortogonal Polinomlar, Agirhk Fonksiyonu,

Yarikonform Doniigiim ve Yankonform Egri



ABSTRACT

Let G = C be a finite domain bounded by a Jordan curve L =48G, let h(z)

be a nonnegative weight function defined in G, and let {Kn(z)} be an

n=0
orthonormal polynomials system over the area of G domain by 4(z) weight

function that satisfy condition

Ifh(z)Kn(Z)mdaz _ {(1) n=m

5 n#m

First of all, we are going to investigate polynomials that are orthonormal with
h(z) weight function over the area of a finite simple connected domain bounded
with quasiconform curve in this work. Second, we obtain some estimates for the rate
of tending to zero of modulu of orthonormal polynomials at the closure of domain
with connection between the singularity of the bound of domain and singularity of
the weight function. At the end, we will see that the similar estimates can be done

about the arbitrary polynomials with this connection.

Key Words: Orthogonal Polynomials, Weight Function, Quasiconform

Mapping and Quasiconform Curve
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Kompleks sayilar kiimesi
cui)

Dogal sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi
Tanim olarak egittir

A bolgesi kompakt olarak G boélgesinin igerisindedir.
dxdy

G bolgesinin sinin

G bolgesinin kapanisi

z kompleks sayisinin eglenigi
4 egl'isinin uzunlugu

G bolgesinin alani
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{z:|z-z,| < 6}
{€:)¢-2<s}

D(0,1)

extG

QnD (z, 6 )

extD ( z,0 )

extD

[a,6] > R siirekli fonksiyonlar simfi

Kendisi ve tiirevi siirekli fonksiyonlar sinifi
a<ch, c sabit
asbveb<a

inf {z - z,|: 2 € L}

d(z,,L)
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k=Lm

4(G)
4(G)
1#(n,G)
4(G)

4(h.G)
a)(f,u)

k=12,...m (m21, meN)
G bélgesinde analitik fonksiyonlarn kiimesi

G bolgesinde analitik ve G ’da siirekli fonksiyonlanin kiimesi

{f : jGj h(z)|7 () do, < oo}

{f:feA(G)nI(1G)}
{f:fA(G)nL(hG)}
s |f(x+h)=1 ()
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1. GIRIS

Klasik ortogonal polinomlar olarak bilinen Tschebyscheff-Hermit,
Tschebyscheff-Laguerre, Jacobi ve onlarin &zel halleri olan 1. ve 2. tir
Tschebyscheff, Legendre polinomlan Analizin, Fizigin ve Mekanifin Cesitli
dallarinda kullamlan 6nemli bir materyaldir.

Ortogonal polinomlar teorisi ilk defa P.L. Chebyshev’in ¢aligmalan ile
baglamigtir [Chebyshev, 1947]. Daha sonra S.N. Bemnstein [Bernstein, 1954], G.
Szegd [Szegd, 1939], Y.L. Geronimus [Geronimus, 1950], P.K. Suetin [Suetin,
1974], F.G.Abdullayev, V.V.Andriewskii [1983], F.G. Abdullayev [1986,2000,2001]
v.b., devam ettirilmigtir. Daha fazla bilgi P.K. Suetin[1974] ve H. Stahl, V. Totik
[1992]’de bulunabilir.

1921 yilinda Szegé, reel eksenin alt kiimelerinden kompleks diizleme gegerek
keyfi olgilebilir L Jordan egrisi ve bu egri iizerinde tanimhi /4 agirhk fonksiyonuna
goére

0,(z2)=0,(z,h,L), n=0]2,..,
ortogonal polinomlarini tanimlamgtir. Gériildigan gibi Q,(z) polinomlan yalmz A

agirlik fonksiyonuna bagli olarak degil, aym zamanda L egrisinin 6zelliklerine bagh
olarak tammlanmaktadir. Bu polinomlarin bu sekilde tamimlanmasi bir g¢ok
matematik¢inin ilgisini gekmigtir. Daha sonra Ortogonal polinomlar teorisi V.L
Smirmov, M.V. Keldych, P.P. Korovkin, P.C. Rosembloom ve S.E. Warshawski,
Y.L. Geronimus, P.K. Suetin, G. Fauth, v.b. tarafindan geligtirilmigtir.

GcC, L=28G, jordan egrisi ile simrh sonlu basit baglantih bir bolge,

h(z), G’de tamml negatif olmayan, G *nin alam iizeri integrallenebilir ve hemen
hemen her yerde sifirdan farkli bir fonksiyon olsun. {K,, (z)}:=o , degK, =n "

polinomlar sistemi igin

”h(Z)K,,(z)m-)do.z _ {1, n=m

C 0, ngm
saglaniyorsa bu sisteme G bélgesinin alam iizerinde %(z) agurlikli bir ortonormal

polinomlar sistemi denir.



Bolge ve agirlik fonksiyonu verildiginde bu polinomlarin bélgenin iginde ve
sinirinda modiiliniin artis1 bakilan bélgenin ve agirlik fonksiyonunun 6zelliklerine
bagli olarak degisir. Bu bagimhligin bulunmas: polinomlar teorisinde gok 6nemli
problemlerden biridir. A(z) agirlik fonksiyonu ve L ’nin yarikonform egri oldugunu

kabul ederek bolgenin simininda IK,,(z)l ‘nin arti§1 bir @,, o, > ®©, n— o, seklinde
gosterilsin, Eger L yankonform egri ve Ah(z) fonksiyonu da L ’nin iizerinde
singiiler noktalara sahip ise, bélgenin simirinda |K,,(z)| nin artist dogal olarak

degisecektir. Bu degisim nasil olacaktir? Keyfi polinomlar i¢in bu degerlendirme
nasil olacaktir? Bunu agagidaki 4 maddeyle agiklayalim.

(1) Siir ve agirhik fonksiyonu singiiler noktalara sahip olmadifinda: Bu
durumda keyfi polinomlann modiiliiniin degerlendirilmesi belli yontemlerle elde
edilir. Bu degerlendirmelerde agirlik fonksiyonu ve sininn geometrik 6zellikleri
belirgin bir rol oynamaz.

(2) Sinir egrisi ve agirlik fonksiyonu singiiler noktalara sahip oldugunda: Bu
durumda, sinir egrisi ve agirlik fonksiyonu arasindaki bagint: (interference kosulu
altinda) ile , ele alinan keyfi polinomlarin, sinir egrisinin ve bolgenin 6zelligine bagh
olarak modiliniin degerlendirilmesinde, bu baZint1 sayesinde (1)’de elde edilen
degerlendirmenin aynisi elde edilir.

(3) Sinir egrisinin singiiler noktast var iken agirhik fonksiyonunun singiiler
noktasi1 olmadifinda: Bu durumda sinir egrisi iizerindeki singiiler noktalarn
durumuna gore keyfi polinomlarin modiilii degerlendirilir.

(4) Agirhik fonksiyonu singiiler noktaya sahipken, sinir egrisi’nin singiiler
noktast olmadiginda: Bu durumda agirlik fonksiyonu fizerindeki singiiler noktalarin

durumuna gore keyfi polinomlarin modiila degerlendirilir.

Bu ¢aligmada, yukanda belirtilen dort duruma gore

K,,(z)l ’nin ve keyfi
polinomlanin modiiliiniin degerlendirilmesinde, “e, hizimn sabit kalmasi igin L

egrisi ve h(z) fonksiyonu karsilikh hangi kosullan saglamalidir? ” sorusuna yanit

verilecektir.



Bu baglamda, materyal ve metot boliimiinde gerekli tammlar, lemmalar ve
teoremler verilecek, bulgular ve tartiyma bélimiinde ise daha 6nceden incelenmis
olan ¢alismalarin bir derlemesi olarak; bolgenin kapamginda sinir egrisi ve agirlik
fonksiyonuna bagli olarak ortogonal polinomlarin modiliiniin degerlendirilmesi,
daha sonra da keyfi polinomlarin agirlik fonksiyonu ve simr egrisinin interference

kosulu altinda modiiliiniin deerlendirilmesi ele alinacaktir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

GcC, L=0G Jordan egrisi ile simrh sonlu bir bélge; A(z)20, G’de
tammh agirhik fonksiyonu olsun. X (z):=a,z" +...+a,, a,>0, bigiminde verilen
{K.(2)},_ polinomlar sistemine

n=m

[[ oK, do, = {:,

n#m
kosulu altinda (G, h) ¢ifti i¢in ortonormal polinomlar sistemi denir.

A,(h,G) ile G ’de analitik ve

17, = ﬂh(z)lf (2)f do, <

4(hG)

kosulunu saBlayan fonksiyonlar sinifi gosterilsin. Aynica 4,(1,G) = 4,(G) dir.

Alan iizerinde ortogonal polinomlarin egri veya bir aralik iizerinde ortogonal
polinomlardan énemli farkhliklarinin olmasina rafmen egri veya aralik iizerinde
ortogonal polinomlar teorisinde incelenen problemler benzer gekilde alan iizerinde

ortogonal polinomlar igin de ele alinir.
{K i (z)}:;o polinomlar sistemi bolge ve agirlik fonksiyonuna gore tek tirlit

tammlandigindan bu polinomlar ile olustxirulan Fourier serilerininde herhangi bir
fonksiyona yakinsamasi bolgenin ve agirlik fonksiyonunun dzelliklerine baglidir.

Konu bir ¢ok matematikgi tarafindan gegitli bolgeler igin incelenmigtir. T.
Carleman [1],G. Szegé [2], P.P. Korovkin [3], Y.L. Geronimus [4], , P.C.
Rosembloom ve S.E. Warshawskii [5], P.K. Suetin [7], F.G. Abdullayev ve V.V.
Andrievskii [8], D. Gaier [9], F.G. Abdullayev [10], [11], v.b. tarafindan
incelenmigtir.

Ortogonal polinomlar Taylor serilerinin basit baglantith bolgeler igin
benzerlerini bulmak amaci ile ilk defa T. Carleman [1] tarafindan kullamilmugtir.

A.L.Kuzmina [6] pargali bir analitik egri boyunca ortogonal polinomlarin
asimptotik gosteriminin nasil olacagini incelemis. P.K.Suetin [7], [8] ise bunu daha
da genisleterek, bir daire boyunca ortogonal polinomlanin temel 6zelliklerini ele
alarak geligtirmigtir. P.K.Suetin [9] daha sonraki ¢aligmasinda ise bir bolge tizerinde

ortogonal polinomlan incelemigtir.



V.1.Belyi [10] yarikonform egri ile sinirli bélgelerde analitik fonksiydnlar igin
integral gosterimi elde etmis ve buna dayanarak, F.G.Abdullayev, V.V.Andrievskii
[11] ise K-yankonform egri ile simirli olan bolgelerde ortogonal polinomlar
incelemigtir.

V.V.Andrievskii, V.I.Belyi, V.K.Dzyadyk [15] kompleks dizlemin
fonksiyonlarinin ingasi teorisinde konform sabitler ile ilgili 6nemli bir galigma
yapmiglardir. Bu calismadan bir siire sonra F.G.Abdullayev [17],[18],[19],[20]
kompleks diizlemdeki bolgeler iizerinde ortogonal polinomlann bazi ézellikleri ile
ilgili sonuglar bulmugtur.

{K,(2)}, ortogonal polinomlar sisteminin ozellikleri ile ilgili alismalar

sirastyla;
P.K. Suetin (1974),
1. I'eC(l,@) ve h(z)2c>0 olmak iizere,

K,(z)|<cn

2. IeC(La) ve h(z)=h(z)|z—z| .¥2-2 olmak izere,

W
K, ()< cn 2

3. FeC(La,v) ve h(z)=h(z)lz—z| ,y2-2, 1<v <2 olmak iizere, simr
egrisi ve A agirlik fonksiyonu,

1+L

v
kosulunu saglamak tizere,

K,,(z)IScn ,zeG

degerlendirmelerini elde etmigtir.

Bu ii¢ degerlendirmede dikkat edilecek olursa, Ortogonal polinomlann
modiiliiniin artiginin degerlendirilmesi simir egrisi ve 7 agirlik fonksiyonuna bagh
olarak degigsmektedir.



Sonug 2.1 (Suetin, 1974) : GeC(p+La), p20,0<a <1, ve h(z) agirlik
fonksiyonu Vz e G i¢in D(z)#0 ve De A(E) olmak tizere 4(z)= |D(z)|2 seklinde
tammlansin ve D e WP H(G), 0<a <1 olsun. Bu taktirde

lKn(ZO)I eIy, z eFeQG,
dir.
Eger G bolgesi ne ig, ne de dig sifir agiya sahip degil ise boyle bolgelere

K —yarikonform egri ile sinirli bélge denir.

Sonu¢ 2.2 (Abdullayev, Andrievskii, 1983) : G, K-yankonform egri ile
simrh bir bolge, A(z) agirlik fonksiyonu Vze G igin D(z)#0 ve D e A(G) olmak

iizere h(z)= |D(z)|2 seklinde tammlansin ve D € Lipar, 0 < <1 olsun. Bu taktirde

her z, € G igin

L 1
3 Z & 2 az 2K2 ?
IKn(Zo)ISC‘S X(z) « 1
n Kt 5 A< —,
2K

dir.
Tanim 2.1: Eger, 6(s) € C([0,mesy]) ise y egrisine diizgiin egri denir ve

boyle egriler sinifi C, ile gosterilir.

Tamm 2.2: Eger L =0G sonlu sayida Cy yaylanmn z,,..., z,, kose nokta-
larinda birlesiminden olusur ve her bir z »J=L2,...m kose noktasinda birlesen iki
yay G’ye gore A;m, 0<4;<2, j=12,.,m, min {lj}=:ﬂ, dis a¢1 olugturursa

1< j<m
GeC,(A), 0<A<2, dirdenir
Sonu¢ 2.3 (Gaier, 1988) : Ge(C,(41),0<A1<2, ve A(z)=1 olsun. Bu
. . A 1 .
taktirde 0 < 4 < min ﬂ’i kosulunu saglayan her u igin

|K.(z)|Selz)n™, z,€G,



dir. Burada ¢(z,), z, 1n sintra olan uzakhgina bagh sabittir.

Sonu¢ 24 (Abdullayev, 1997) : GeC,(4),0<A<2, h(z) aghk
fonksiyonu Vz e G icin D(z)#0 ve De A(a) olmak tzere 4(z)= |D(z)[2 seklinde
tammlansin ve DeLipa, 0<a<1 olsun. Bu taktirde o > $(4;0) oldufunda

0< ,u<min{-2—}’z;%} kosulunu saBlayan her x4 ve o <9(4;0) oldugunda

0 < p < amin{l; A} kogulunu saglayan her 4 igin,

9-41
lKn(Zo)! <6 ¥V (z)n*, z€G,

dir.



3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde daha sonra kullamilacak kavramlar tamitilarak, temel teoremler

verilecektir.
Gc C, sonlu bir bélge (agik ve baglantily), z, € G keyfi bir nokta ve

f:G—->C, f(z2)=u(x,y)+iv(x,y) seklinde tamiml olsun.
3.1.TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

3.1.1.Tanim: Bir z,eC noktasinin £- komsulugu,
D(z,,€)={z:|z2—z|<€} ile tammlanan kimedir. ~Buradaki z, noktasina
komsulugun merkezi, £ sayisina ise komgulugun yangap: denir. D(zo,s) ‘a bazen
acik disk de denir.

D(zy,6)={z:|z - z,| < £} kiimesine kapali - disk denir.

D(w,p)= {z |2| > p} U {eo} kiimesine oo noktasinin komsulugu denir.

Bir D(z,,¢) komsulugu verildiginde, D(z,,£)\{z,}=D'(z,,¢) kimesine
2z, 1n delinmis komgulugu denir.

3.1.2.Tamm: f, z,’in delinmis bir komsulugunda tanimh olsun ve bir /
karmagik sayist verilsin. Eger, Ve >0 igin 0 <|z—z)|< & oldupunda |f(z)-£|< &
olacak sekilde bir 6 :=5(g,z,) >0 sayist varsa, f fonksiyonunun z, noktasindaki
limiti /°dir denir ve 322 f(z) = £ seklinde gosterilir.

3.1.3.Tamm: 127510 f(2)= f(z,) ise f fonksiyonuna z,noktasinda siireklidir

denir. Eger her z, € G igin f stirekli ise o zaman f fonksiyonuna G ’de siireklidir

denir ve G bolgesinde tammli, boyle fonksiyonlarn sinifi C(G) ile gosterilir.



3.1.4.Tamm: w= f(z) bir E kimesinden F kamesine bire-bir siirekli bir
donigim olsun. f(z) E izerinde siirekli ve onun tersi f~'(w) F kimesi

lizerinde siirekli ise, 0 zaman bu doniigiime bir Homeomorfizm denir [28].

3.1.5.Tamm: Bir @ €[0,27] sayist igin,

f(zo+re®)~ f(z))

€

0,f(2):= lim
limiti var ve sonlu ise f fonksiyonuna z, noktasinda ¢ -yénlii tiirevlenebilir denir.

3.1.5. Tamm’dan, z, noktasinda o -y6nli tim tiirevler var ve birbirine esit

ise f fonksiyonuna z, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve

f'(zy)=1lim M

z-32y z—2z,
ile gosterilir. Ayrica
f fonksiyonu her z,e€G noktasinda tiirevlenebilirse o zaman f

fonksiyonuna G ’de tiirevlenebilirdir denir.

3.1.1.Teorem: f fonksiyonunun z, € G noktasinda tiirevlenebilir olmasi
igin gerek ve yeter kosul z,e€G noktasinda sirekli ve VzeG igin
f(2)= f(z,)+(z-2,)f (z) olacak sekilde bir tek f * : G = C fonksiyonunun
olmasidir. Bu durumda f'(z,) = f (z,) dir [35].

3.1.2.Teorem: f fonksiyonu z, € G noktasinda tiirevlenebilirse

%f;(zo) ve %fy“(zo)

kismi tiirevleri mevcut olup bu kismi tiirevler

f'(zo)=§—’;(zo)=—%<zo)

kosulunu saglar [31].



3.1.6.Tanmm: f fonksiyonunun z, € G noktasinda zi(zo), %(zo) kismi
x

tirevleri mevceut ise é;i(zo) ve si_(zo) agagidaki gibi tammlanur:
z z

f Z) ‘_( f( Zy)— ’af (ZO)J = 1.(z),

i(Zo) : (aaf

Liay=o L+ (zo)J = fiz).

Ozel halde f(z) = u(x,y)+iv(x, y) seklinde ise

1 i
f; =5(ux +Vy)+§(vx—uy)’

1 i
.f; =_2_(ux —vy)+5(vx +uy)’
dir [31].

3.1.3.Teorem: f fonksiyonu z, noktasinda tiirevlenebilirse

re=La) Lia=o

dir [31].

3.1.7.Tamm: Eger, f fonksiyonu belli bir B(z,;r)c G dairesinin her
noktasinda tiirevlenebilir ise f fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir [28].

3.1.7. Tamim’dan, f fonksiyonu her ze€G noktasinda analitik ise, f
fonksiyonuna G ’de analitiktir denir. G ’de analitik tiim fonksiyonlarin kiimesi
A(G) ile, G’de analitik ve G ’da siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi A(G) ile
g(‘istérilir.

3.1.8.Tamim: Bir f fonksiyonu, z, noktasinin her komsulugundaki
noktalarda analitik fakat z,’da analitik degilse f’nin z,°da aykirihg:

(singiileritesi) var denir [28].
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Bir f fonksiyonu, z, noktasin bir D'(z,,£) delinmis komsulugunda
analitik fakat z,’da analitik degilse f,z,’da bir ayrik singiiler noktaya sahiptir
denir [28].

Aynca,f bir D={zeC||>r} Kkimesi izerinde analitik fakat

g(z)=r (—l—) ,z=0’da aynk singilerlide sahipse, f’nin z=c’da bir ayrik
V4

singiilerligi vardir denir [28].

3.1.9.Tanim: z,, f ’nin bir aynk singiiler noktas: olsun.

a) lim f(z) = A# ise, z,, f nin Aradan Kaldirilabilir noktasidir denir.
227

b) lim f (z) = ise, z,,f 'nin Kutup noktasidir denir.

z2

c) }anlo f(z) limiti mevcut degil ise, z,,/f ’nin Esash Singiiler noktasidir
denir [28].

3.1.10.Tamim: Her rneN igin f, :G—>C tanimh fonksiyonlarin
olusturdugu {f,} . dizisine fonksiyonlar dizisi denir.

3.1.11.Tanm: {f, }EN,D bolgesinde analitik olan fonksiyonlar ailesi olsun.
VzeD veVfe{f,} . isin l f (z)l <M olacak sekilde 3 M = M(K) sayisi varsa,
{ . }EN fonksiyonlar ailesine D ’nin iginde diizgiin simrhdir denir.

3.1.12.Tamm: {f,}  ortak tamm bolgesi G olan fonksiyonlar dizisi ve

z, € G olsun. {f,(z,)} , dizisi yakinsak ise {f,} . fonksiyonlar dizisine z, € G
noktasinda yakinsaktir denir.

3.1.12.Tamm’dan, {f,} . fonksiyonlar dizisi G bolgesinin her noktasinda

yakinsak ise, {f,} . fonksiyonlar dizisine G bolgesinde noktasal yalansaktir

denir. Ayrica,
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{/.}..y» G bolgesinde noktasal yakinsak fonksiyonlar dizisi ve f:G —C
bir fonksiyon olsun. VzeG igin }'1_)11010 £,(2)=f(2) ise f fonksiyonuna {f, }"eN

fonksiyonlar dizisinin limiti denir.

3.1.13.Tamm: {f,} ., G bolgesi izerinde tanmlt ve f:G—>C bir

N?
fonksiyon olsun. Ve >0 igin bir n,:=n,(¢)e N sayis1 varsa ve Vrn2n,(g) ve
VzeG igin |f,(2)- f(2)|<e saplamyorsa {f,} . fonksiyonlar dizisine G
bolgesinde f fonksiyonuna diizgiin yékmsaktlr denir.

3.1.14.Tamm: {f,} . ortak tamm bolgesi G C olan fonksiyon dizisi
olsun. Ve>0 igin bir n,:=n(e)eN sayis1 varsa ve Van,m>n,, VzeG igin
|£,(2) - £,,(2)| < € saplamyorsa {f,} . fonksiyonlar dizisine G c C bélgesinde bir
Cauchy dizisi denir [28].

3.1.4.Teorem: {f,} . ortak tamm bolgesi G olan fonksiyonlar dizisi olsun.

{/,},. dizisinin G’de diizgin yakinsak olmast igin gerek ve yeter kogul onun

Cauchy dizisi olmasidir [32]. -
3.1.15.Tanim: f: [a,b]—)R, sinirh bir fonksiyon olsun. Ve >0 igin bir

5 >0 sayist varsa ve [a,b] arahigimn ) (b, —a,)< & kosulunu saglayan her bir

k=0
ayrk {(a,.,b,)},_, parcalamst igin )| f(b,)— f(a,)|< & oluyorsa, f fonksiyonuna
k=0

[a,5]”de mutlak siirekli fonksiyon denir [24].

3.1.16.Tammm: Kompleks degiskenli.reel degerli #:G —> R, fonksiyonu
verilsin. u fonksiyonu kenarlart OX ve OY eksenlerine paralel olan her R€G
kapali dikdértgeninin sonlu sayidaki araliklan harig geriye kalan tim yatay ve tiim
dikey araliklarinda mutlak siirekli ise » fonksiyonuna G ’de mutlak siireklidir
denir [24].
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3.1.17.Tanm: GcC; f:G—>C, bir fonksiyon olsun. Re f(z) ve
Im f(z):G —> R fonksiyonlan G °de mutlak siirekli fonksiyonlar ise, f fonksiyonu
G ’de mutlak siireklidir denir. Béyle f fonksiyonlarimn sinifi ACL(G) ile
gosterilir [24].

3.1.5.Teorem: f e ACL(G) ise, f fonksiyonunun sonlu sayidaki noktalar

harig geriye kalan tiim noktalarda z e G igin

Y
ox oy

kismi tiirevleri vardir [30].

3.1.6.Teorem (Lagrange) : [a,b] kapali aralifinda siirekli ve (a,b) agik

. aralifinda diferansiyellenebilen f(x) fonksiyonu igin,
f()-s(a)_ .
=)

olacak sekilde bir & e (a,b) noktasi vardir [27].
3.1.18.Tanim: D c C bir bolge ve f € A(D) olsun. z, e D noktasinn dyle
kigik & komsulugunda, Vz € U,(z,) igin | f(2) s| f(2)| (l f)z|r (zo)l) ise, z,

noktastna f fonksiyonunun D’de yerel maksimum (yerel minumum) noktasi

denir [28]. (Burada kesisgmeyen komsuluklar alinacaktir.)
3.1.7.Teorem: f fonksiyonu bir G bolgesinde analitik olsun. Eger |f],

G *de maksimum deger aliyorsa, f sabittir [28].

3.1.1.Sonug: Her f e A(a), f # sabit fonksiyonu kendi minumum degerini

sinirda alir [28].
3.1.19.Tamim  (Sureklilik Modili): feCla,b] fonksiyonu igin,
[0,6 — a]araliginda
o(u)=(fu)= sup If(x+h)— f(x)l = |xsii]5u |f(xl)—f(x2)|

x,x+he[a,b] X, %€ a,b]
(asxsb-h)
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seklinde tanimlanan fonksiyona f fonksiyonunun Birinci Mertebeden Siireklilik
Modiilii denir [26].

Ozellikler:

1. »(0)=0

2. o(u) azalmayan

3. o(u)eC[0,6~a]

4. o(u) yan toplamsaldir. Yani #,u, €[0,6-a] igin,

o(u,+u,) < 0(un)+o(u,)

dir.

5. 0(u)-o(w,) < o(u,-u)

3.1.8.Teorem (Blaschke Fonksiyonu) : {a,}, U= {z: zeC, |z|<1}
bolgesinde a,#0 ve i(l—la,,l)«:o kosullanmi saglayan bir dizi, k negatif
n=l

olmayan bir tamsay1 ve ze€ U igin,

L]
B(z =Zk a,,_—_z . c,
() I,;Il—a,,z a,

ise | £, = sgpl f (re'” )l ile tamimlanmak iizere Be H* := sup{|| fil,:0<r< 1} ve B,

o, disinda sifir igermez. (& >0 ise orijin dahil.)

Bu B fonksiyonuna “Blaschke Fonksiyonu” denir. Dikkat edilmelidir ki,

a,’lerin bazilan tekrarlanabili. Bu durumda bu noktalarda ¢arpim sifirlarina
sahiptir. Blaschke garpiminda garpan yoksa B(z)=1"dir [26].

3.1.9.Teorem (LaurentTeoremi):

fedV), V={z:5<|z-z|<s,, 0<s <s, <oo}fonksiyonunun bir z,

noktasinda aynik singiilerligi varsa, f fonksiyonunun ¥ halkasinda

f(2)=Ya,(z-=)

i

agthmi vardir. Burada,
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y={z:|z-z|=r, 5, <r<s,}

oimak iizere,

a = I.J. f(ér)m-ld
2’”7(5“20

dir [28].
3.1.20.Tamm: G iizerinde tammli tek degerli bir analitik f/(z) fonksiyonu

ve GcC bolgesinden meydana gelen bir {G, f(z)} kamesine bir (fonksiyon)

eleman denir ve G ’ye de elemanin bir bolgesi denir [24].

3.1.21.Tamm: GnD=#{0}olsun. Vzeg igin f(z)=¢p(z)olacak sekilde

bir gcGND bolgesi varsa {G, f (z)} ve {D,(a(z)} elemanlanmin her birine

digerinin dogrudan analitik devamdir denir [24].

3.1.22.Tanm: G, |z—z,|<r ya da |z|>r formunda olan bir bélge olsun.
Bu durumda {G, f} elemanna dairesel bir eleman denir.
3.1.22. Tamm’a gore, G’de analitik f(z) fonksiyonu |z—z,|<r

bolgesinde,
f(Z)=§an (z2—2) G.1.1)
yaknsak bir kuvvet serisine ya da |z| > r *de
f(2)= ioa,.f" (3.1.2)

yakinsak bir Laurent serisine agilabilir.

Boylece dairesel bir e elemam (3.1.1) ve (3.1.2) ile teklikle karekterize edilir.

Buradan, bir e elemany, X, |z—z,|<r ya da |z|>7 kiimeleri olmak iizere kisaca,

e={K, f(z)} notasyonu ile

e:ia” (z—2)" (3.1.3)
n=0

yada
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e: Zanz"" 3.1.4)
n=0
bigiminde gosterilir [24].
3.1.23.Tammm: (3.1.3) formundaki dairesel bir eleman, z, merkezli, r

yarigapli bir |z — z,| <7 diskte

S a,(z-2)

n=0
serisine sahiptir denir. (3.1.4) formundaki dairesel bir eleman, o merkezli, r

yangapli bir |z|>r diskte,

ia,,z'"
n=0
serisine sahiptir denir [24].
3.1.24.Tamm: L:z= ﬂ(t), a<t<pf denklemi ile sirekli bir egri ve
a<a'<f' < B olsun.
z=A(t), a'<t<p’ dopal denklemi ile verilen L[a’, B'] ile gosterilen L

yayina kapali yay denir.
Benzer sekilde, z=A(t), a'<t< B dogal denklemi ile verilen L]c’, 8')

yayina yan-agik yay denir [24].

3.1.25.Tamm: L:z=A(t), a<t<p bir efri, e={K,f(z)}., L’nin
zy=A(e) baslangig noktasindaki merkezi ile dairesel bir eleman ve
J=0,n, e = {K o (z)} dairesel elemanlarin sonlu bir kiimesi olsun.

a) Her bir K, diski, a=f<f<..<tf,=§ olmak izere, bir
z;= Z(t j) € L noktasinda onun merkezine sahiptir.

b)  J=1n olmakuzere, L, =L[t,,.t,|cK,, K,

c) e, =e ve ¢, her j=1,n igin ¢, ,’in bir dogrudan devamudur.

16



Bu durumda e elemanina e=e,,e,,e,,...,e, zincir ile L boyunca analitik
devam ettirilebilir denir ve e, elemamna L boyunca e devamindan meydana gelir
denir.

e=¢,,6,6,,..,e, zincirine de L boyunca e’yi, e,’e birlestirir denir [24].

3.1.10.Teorem (Monodromy Teoremi) : Basit baglantih bir G bdlgesi
verilsin ve e,, z, merkezli K c G diskinin bir elemam olsun. ¢,, G ’deki her

siirekli egri boyunca devam ettirilebilirse, G ’nin her noktasinda bir f (z)

fonksiyonu tanimlamak mimkindir ve f(z), G iizerinde tek degerlidir [24].
3.1.1 Harmonik Fonksiyon, Alt Harmonik Fonksiyon:
f analitik fonksiyonu verilsin. ln| f (z)| ‘ye bakacak olursak, f(z)#0

olmahdir. Eger f(z)=0 ise lnl f (z)l = -0 olacaktir. f ’nin sifir noktalannda

ln| f (z)l harmonikligini kaybeder. Fakat bu noktalarin komsulugunda fonksiyonun

baz1 6zellikleri incelenebilir. Bunun i¢in 6nce harmonik fonksiyon, daha sonra da alt

harmonik fonksiyon kavrami verilecektir.

3.1.1.1.Tanim:

(a) B,R?’de bir bolge ve u: B—> R ikinci mertebeden siirekli kismi tiireviere
sahip bir fonksiyon olsun. Eger;

Au= ?2—1; + -6—2% =0
ox° oy

oluyorsa, u’ya B’de bir harmonik fonksiyon denir. Burada A operatriine
Laplace operatbrii A’z =0 denklemine de, Laplace denklemi denir.

(b) B,C’de bir bolge ve f:B—>C fonksiyonu verilsin. Eger f=u+iv

fonksiyonunun gergel ve sanal kismi harmonik ise, f ’ye karmasik harmonik

fonksiyon denir [28].
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3.1.1.2.Tamm: —0 <u <o olmak tizere #(z), z, noktasinin belli bir U, (z,)
komgulugunda tamimli reel degiskenli bir fonksiyon olsun. Ve>0 igin 36>0
sayist vardir ki, |z - z,| < & iken

{u(z)—u(zo)<g, u(zy) = —0 (
u(z) , u(z,)=—0

saglanirsa u fonksiyonuna iist yari siireklidir denir [26].

& limu(z) < u(zo))

zozy

3.1.1.2.Tamim’a goére, D bir bolge ve u:D —> [—oo,oo) bir fonksiyon olsun.
Vz e D igin u iist yan siirekli ise, # ’ya, D ’de st yan siireklidir denir.
Ayrica, K ={zeD: u(z)<a} kiimesinde st yan siireklilik kavrami da

bolgedeki gibidir. Fakat X kompakt ise buradaki iist yan siirekli fonksiyon her

zaman fistten simirlt olduundan, K kompaktinda maksimum degerini alir.

3.1.1.3.Tanim: u:D—)[—oo,oo) fonksiyonu, asagidaki iki kosulu saglarsa
D ’de alt harmonik fonksiyon denir [26].

(1) D’de ist yan siirekli

(2) Keyf, yeterince kigiik U < D dairesi verilsin. U ’da harmonik U’da
siirekli olan keyfi # fonksiyonu igin, 8U *da A>wu ise U’dada h2>u’ dur.

3.1.1.1.Teorem (Alt Harmonik Fonksiyonlar igin Maksimum Prensibi) :

D’de alt harmonik olan u fonksiyonu herhangi bir z,e€ D’de yerel
maksimum aliyorsa, o zaman u, z, 1n belli bir komsulugunda sabittir [26].

3.1.1.1.Sonug: f fonksiyonu D’de analitik ise, w=In|f| D’de alt
harmoniktir [26].
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3.1.2. Dirichlet Problemi
Au=0
probleminin ¢6ziimii olan u fonksiyonunu ariyoruz. Diger bir ifade ile,

D’ de harmonik ve D’da surekli olan 6yle bir u(z) fonksiyonu
bulunmahdir ki, bunun sinir degerleri 6nceden verilmis u(£)’ye esit olsun. Yani
u(¢&) e C(8D) olmak iizere, u(z)|,, =u(£) saglansin,

3.1.2.1 Tamm: u(z) karmagik fonksiyonu verilsin. Bir £ € C noktasinda,

D u(z) fonksiyonunun saf ve sol limitler var, fakat esit degilse u(z)
fonksiyonu & € C noktasinda L tiir siireksizlige sahiptir denir [24].

I u(z) fonksiyonunun sag ve sol limitleri co’luk ise u(z) fonksiyonu
¢ € C noktasinda IL. tiir siireksizlige sahiptir denir [24].

3.1.2.1 Tamum’a gore u(f) fonksiyonunun simrda siirekliligini; £,,%,....,&,

noktalan disinda siirekli ve bu noktalar diginda da I. Tiir Streksizlige sahip olmasiyla

ifade edecegiz.

3.1.3. Genellestirilmis Dirichlet Problemi

u(£), D bolgesinin siminnda sonlu sayida 1. Tir siireksizlige sahip noktalar

disinda siirekli olan bir fonksiyon olsun. D ’de harmonik ve smirlt £ = Ln E+&,
igin u(z)|,p =u(£) kosulunu saglayan u(&) harmonik fonksiyonunun bulunmast

problemine Genellestirilmis Dirichlet Problemi denir [24].

3.1.3.1.Teorem: Verilmis bir bolgedeki bir #(¢) sir fonksiyonu ile

Genellestirilmig Dirichlet Problemi’nin tek ¢6ziimii vardir [24].
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3.2. KOMPLEKS DUZLEMDE EGRI VE KOMPLEKS DEGISKENLI
FONKSIYONLARIN INTEGRALI

3.2.1.Tamim

(1) a,beR, a<b olsun. z=z(¢): [a,b] — C siirekli fonksiyon olmak iizere
kompleks dizlemde y := {z(t):t € [a,b]} kiimesine baslangig noktasi -z(a), bitim
noktas: z(b) olan bir egri,

(ii) z(a) = z(b) ise y egrisine kapah egri,

(iii) V4,1, €[a,b] igin £, #¢t, oldugunda z(1) # z(1,) ise y egrisine Jordan
yayu, eger z(a) = z(b) ise y egrisine Jordan egrisi,

(iv) P={t.t,...t,}, [a,b] aralifimin bir parcalamist olmak fizere

Vke{l,Z,...,n} igin z=2z(t) fonksiyonu her (t,_,t,) aralifinda sirekli

- (="

tirevlenebilir ve tlim z(¢), 1iI}‘_l z(¢) limitleri mevcut ise y egrisine par¢ah diizgiin
egri denir [32].

3.2.1.Teorem (Jordan Egri Teoremi) : 7, C’da bir Jordan egrisi olsun. Bu
taktirde y, kompleks diizlemi ortak simrlan y egrisi olan biri sonlu, digeri
sonsuzlugu igeren, sonsuz ayrik iki bélgeye ayirir [32].

3.2.1.Teorem’den, bu bdlgelerden sonlu olanina ¥ egrisinin i¢i, sonsuz
olanina y *min dis1 denir ve bunlar sirastyla Infy ve exty ile gosterilir.

3.2.2.Tanim: G < C bir bolge olsun. G bélgesinde alinan her ¥ egrisi igin
Inty c G ise G bolgesine basit baglantili bdlge denir.

[a,b] arahiinin P ={t,,1,....,t,} seklindeki tiim pargalamislanmin ailesi p ile
gosterilsin ve £,(P):=_|z(t,) - z(#,.,)| olsun. Bunlara gore;
k=1

3.2.3.Tanim:
limsup{¢,(P): P e p} <o

ise 7 egrisine dlciilebilir egri denir.
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3.2.2.Teorem: y pargal diizgiin egri ise y egrisi 6lgiilebilir ve
b
mesy = J'Iz’(t)| dt

dir [32].

3.2.4.Tanim: Farzedelim ki L dizgin egri ve f:L — C bir fonksiyon
olsun. V¢,t, € L igin, 0 < <1 olmak iizere

l7()-F(&) s 4l -], A=sabit>0

saglanirsa f fonksiyonuna Hélder (Lipshitz) <« smifi'ndandir denir ve
f e H*( f elipa) ile gosterilir.

Asagidaki dzellikleri verebiliriz:

1) feH(L)= feC(L)

2) f<a olmak uzere, fe H* = fe H?. Yani, H* c H” dr.

3) feH(L), g € H(L) olmak iizere,

rrgeH(z), fge(z), Len) (520

4) j=1,m igin L,’ler geri donme noktasina sahip olmayan egriler, L = UL 7
J=1

olmak iizere;
feH*(L,)= feH(L)

dir [26].

3.2.5.Tamim: Bir L yay: verilsin. L yaymn her bir noktasinda H(s),
0<s<mesL, s nin bir fonksiyonu olmak iizere, 6(s) e C([0,mesL]) ise L yayna
siirekli tegete sahip diizgiin egri denir ve béyle egriler simfi C, ile gosterilir.

3.2.6.Tamm: T bir dizgin efri peZ®, O<a<l, se[0mesT]| ve
z = z(s) egrinin denklemi olmak iizere, z(is) fonksiyonu p - inci mertebeye kadar
siirekli diferansiyellenebilir ve 2\ (s) e Lipa ise T egrisine C(p,a) smifindandir

denir [9].
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3.2.7.Tamm: y, denklemi z=z(f):[a,6]—>C olan 6lgilebilir egri ve f

fonksiyonu y egrisi tizerinde siirekli bir fonksiyon ise,
b
[fod=[fEm) 20,
7 a

integraline f nin y egrisi Gizerindeki integrali denir.
3.2.3.Teorem (Cauchy Teoremi) : G C bir bélge, f € A(G) olsun. y,

inty ile G ’de yerlesen dlgilebilir Jordan egrisi ise
[f(@)dz=0
4

dir [38].

3.2.4.Teorem (Cauchy Integral Formiili) : G C bir bélge, f e A(G)
olsun. ¥, Inty ile G ’de yerlesen 6lgiilebilir Jordan egrisi ise Vz € Inty igin

If(f)df

dir [38].
Simdi GcC, L=0G Jordan egrisi ile simirh sonlu bir bolge; A(z)=0,
G ’de tamimli integrallenebilir ve

j j h(z)do, >0

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun.
Burada do, iki boyutlu Lebesque 6lgiimiinii gostermektedir.
3.2.8.Tammm: G c C bir bolge ve p >0 olsun. G ’de 6lgiilebilir ve

j [n2)| /@) do, <+
G

kosulunu saglayan fonksiyonlar simft 27 (4,G) ile gosterilir.
Eger h(z)=1 ise LF(1,G)=L*(G) dir.
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3.2.5.Teorem: G T bir bolge olsun. fel’(G) p>1 ve gel’(G),

l + l =1 ise,
p q
) } [[f()a(2)do,|< [ [[lf @) de, } [ [[le@)f do, J
ve

1 1 1
.. L . p p
(ii) ( [l @)+e@)f dazJ < [ flrar da,j +( [[le)’ dazj
G G G
dir [36].
Bu esitsizliklere sirasiyla Holder Esitsizlifi ve Minkowski Esitsizligi adi
verilir,
3.2.6.Teorem: X bir i¢ carpim uzay: olmak lizere, Vx,y € X igin
[ ) < [xliv= v xy V2= [ )| < (e xXy, v)
esitsizligi vardir. Bu esitsizlige Cauchy-Buniakowski esitsizligi denir.
3.2.9.Tamim: G c C bir bélge, f : G — C bir fonksiyon ve p >1 olsun.

(i) f e ACL(G),
(ii) VB €G kompakt kiimesi igin f,, f, € L’(B),
kosullan saglamyorsa f fonksiyonuna G ’de L” —tiirevlenebilirdir denir.

3.2.7.Teorem: GcC bir bolge, f:G—>C, L —tirevlenebilir bir
fonksiyon ise D c G 6lgiilebilir sinirlt Jordan bélgesi igin

[ £ de=2i[[ £,(&)do,

dir [36].
3.2.8.Teorem (Cauchy Pompeiu Formiilii) : G C bir bélge, f:G—>C,

L' — tirevlenebilir bir fonksiyon, D c G 6lgiilebilir stmrh Jordan bolgesi ve z € D

1se

_L L) gy L2
Sk vl i | el
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dir [36].

f&)
-z

Ispat: B(z,6), z merkezli &£ yan ¢aph daire olmak iizere

fonksiyonuna D\ B(z,¢) bolgesinde 3.2.6. Teorem uygulanirsa;
f(é’)df If(é')df J' f(f)dé, Y _U f;(f)

(DB(z,) §-z ¢~z 3B(z, s) D\B(z, s)

elde edilir. Bu esitligin sol tarafindaki ikinci integral
1&gy [ LSO=SE) j 2 g,

Biss) 6~ 2 Blzs) & Z Bz
seklinde yazilabilir ve
[@-1@), r©-70)
&< 2 Jdé|<
aB('[e) ¢-z aa(jz,s) -1 &
oldugu g6z 6niinde tutulursa,
, f(f) f(é’) f(z) f(Z)
l d 1 2 A d =2

bulunur. Béylece ispat tamamlanir.

3.3. 4,(G) UZAYININ TANIMI VE OZELLIKLERI
Bu kisimda, ileride kullanilacak olan, G ’de analitik ve L°(G), p>0

sinifindan olan fonksiyonlar simfi ele alinarak, p=2 igin bu simfin Hilbert uzay1

oldugu gosterilecektir.
3.3.1.Tanmm: G c C, keyfi bir bolge ve p>0 olmak iizere, G ’de analitik

ve L?(G) simufindan olan fonksiyonlar sinifi
4,G)={f:f e AG)NIF(G)}

ile gosterilir.
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3.3.1.Teorem: Lebesque anlamindaki

1[f]=[[lreX do.

integrali Riemann anlamindaki integrallerin limiti olarak ifade edilebilir [33].
Ispat: {G,}  bolgeler dizisi ele alinsin ve
i) Her bir G, 'nin simint 8G,, sonlu sayida Jordan yaylarimn birlesiminden
olugsun,
i) Her # igin G»<G,,, <G,
iii) Vz e G igin 3n, dyle ki Vr2n, igin zeG,,

saglansin. Buna gore

Ifz), z€Ga;
9,(2) =
() {0, zeG\G,,

olacak sekilde segilirse, ze G igin @, T|f |2 oldugundan Lebesque (Integral altinda

limite gegme) Teoremine gére

[[eszMa, - [[If (2N do., (n—>w),

G G
saBlanir,

Yani;

[[If@fde, > 1[f]=[[|7 ) do,, (n->w)
Ga G
dir. m f (z)[2 do, integrallerinin her biri Riemann integrallenebilir oldufundan
G’I

1[ f]ye Riemann integrallerinin limiti gibi bakilabilir.
Ozel olarak;
G:={z:r<|z~z|<R}, 0<r <R<w, olarak segelim. f € 4,(G)

fonksiyonu her z e G noktasinda

@)=Y a(z-z)

n=—c0

seklinde seriye agilabilir. Bu durumda z—z, = pe” degisken degismesi yapilarak
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R2x

I[f]= _f I > a,p"" Y amp™e™ pdpdd

r 0 n=—®
elde edilir. » < p<R igin yukandaki seriler mutlak ve 8’ya gore diizgiin yakinsak
olduklarindan,

1[f]=2a] 3 o] p*"dp

r n=-—o

dir. Integralin igindeki seri negatif terimli olmadigindan

o R
If]=22> |a,,|2_[p2”+’dp

elde edilir. r=0 durumunda feA(0<|z-z|<R) ve I[f]<+w oldugundan
n<0 igin a, =0 dir. Budurumda z = z, aradan kaldinlabilir singiiler noktadir ve
1[f]=”§|_‘.’i1z2"+2 (33.1)
ohn+l
elde edilir. (3.3.1), 7 [f]’nin f’nin katsayillan yardimiyla hesaplanabilecegini
gosterir.

Lebesque integralinin ozellikleri ve |f+ g|2 < (| £+ g])2 < 2([ f |2 +| glz)

esitsizligi kullamlarak
i) f e A4(G) ve VceC igin ¢f € 4,(G)
if) £,g € 4(G) isin f+g e 4(G)
saglandig1 kolayca goriilir.
(i) ve (ii) den A4,(G) uzay: toplama ve skalerle ¢garpma islemlerine gore
kapalidir.
O halde 4,(G) uzay: bir lineer uzaydir.
3.3.2.Teorem: f € 4,(G), 8(z,) =dist(z,,0G) = }gafG I;f - z°| olmak tizere
G 5111
dir [33]. |
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Ispat: B(z,,8(z,)):={z:|z— 2| < 8(2,)} olsun. Bu durumda
1[f1=[{lfef do. 2 [[ |f@)f do,
G B(2,6(z))

(3.3.1) goz 6niine alinirsa

© 2
I[f]z 7:20% 822(2,) 2 7 8% (z)|ay|

elde edilir. g, = f(z,) oldugu dikkate alinirsa 3.3.2. Teorem ispatlanmis olur.

/.8 € 4(G) igin
SR PSS TP LY I L
R T ]
6zdesliginden yararlanarak
[[r(9)8@z)do,| < +o
G

oldugu kolayca gériiliir. O halde asagidaki tamim verilebilir.
3.3.2.,Tanim: f,ge 4,(G) igin

(7.8)=[[ 7)e(z)do, (33.2)
G

seklinde tanimlanan fonksiyona f ile g nin i¢ ¢arpim: denir.
3.3.3.Teorem: A4,(G) uzay: (3.3.2)’de tamimlanan ig ¢arpim ile bir i¢ garpim
uzayidir [39].
3.34.Teorem: A,(G) uzay1 (3.3.2) ile tamimlanan i¢ ¢arpimin meydana
getirdigi
I, = (3.3.3)

normuna goére bir normlu uzaydir [39].

3.3.5.Teorem: 4,(G) uzayi (3.3.3) normuna gére tamdir [39].
Ispat: {f,}e 4,(G) bir Cauchy dizisi olsun. f,(z)-f,(z) fonksiyonuna

3.3.2. Teorem uygulanirsa,

11,2~ £, < —‘;2-, ze BEG, &= dist(B,dG)
Tt
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elde edilir. 3.1.4. Teorem’e gore { f,,} analitik fonksiyonlar dizisi B€EG kom-
paktinda bir ' € A(G) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir yani;
'lggﬂ,(z)=F(z), ze BeG.
Ote yandan n,m > n, igin
IB (£~ £ul2) do, <1[f,- £, )<
saglanir. m — oo limite gegilirse her n>n,, VB € G igin

NiA@-F@)f do, <&

bulunur. B€ G keyfi kompakt oldugundan Vr 2 n, i¢in I[ £, ~ F]< & yani
F e A(G) ve
},‘_{?,,Hﬁz - F"AQ(G) =0

dir.
Dolayisiyla 4,(G) uzayindan her Cauchy dizisi yakinsaktir ve limit

fonksiyonu uzayin elemanidir. Yani 4,(G) uzay: tamdur.

Yukanda verilen 3.3.3. Teorem, 3.3.4. Teorem ve 3.3.5. Teorem’in sonucu
olarak asagidaki teorem verilebilir.

3.3.6.Teorem: A,(G) lineer uzay: (3.3.2) i¢ garpimiyla bir Hilbert uzayidir
[391.

3.3.1 4,(h,G) Uzayi ve Ortonormal Sistemler

Bu boliimde agirlik fonksiyonu ile 4,(G) uzay: ele alinacaktir.

3.3.1.1.Tamm: G sonlu bir bdlge, ~#:G —> R 6lgilebilir bir fonksiyon ve

hemen hemen her yerde /(z)20 olmak iizere,

0< [[A(z)do, <+ (3.3.4)
G

ise h fonksiyonuna G tizerinde tammli agirlik fonksiyonu denir.
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3.3.1.2.Tamm: GcC sonlu bir bolge, A(z) ise G’de tammh agirhk

fonksiyonu olsun. Bu durumda Vp>0 sayist i¢in, G ’de analitik ve I°(h,G)

simfindan olan fonksiyonlar sinifi

4,nG)={f:fe AG)N 2(h,G)}
ile gosterilir.
3.3.1.1.Teorem: G C bir bolge, h(z) ise G’de tammli bir fonksiyon

olsun. Eger VBEG kompakt kiimesi verildiginde pargali diizgiin £ c G egrisi ve
d >0 sayist

a) min{d(¢, B);d(¢,0G) }2 5,
b) h(z) 2 £ >0, Vzeir“:={z:d(z,z)sﬁ2s-},

kogullar saglanacak sekilde bulunabiliyorsa A4(z) bir agirlik fonksiyonudur [33].
Ispat: Ycel ve fe 4,(hG) igin m, = inf 4(z)>0 olmak iizere
[[Half N do,2 || n)\f() do,zm [ |f@)f do,
G é s
bsis3 <3

olur ve 3.3.2. Teorem’den
2
[[HolfCex dos 2x( 5] misef
G

bulunur. Ayrica M = matxl f (g)| olmak fizere
13

j j hz)|f (2 do, Zﬂ'(g) m,M? (3.3.5)

G
elde edilir. Vz, € B igin 3.2.4. Teorem’den
1
fe) =3[ a
76—z,

dir. Buradan

M mest
p/04)

[ (z0)] <
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elde edilir. (3.3.5) esitsizligi kullamlirsa
KX 5
4 (mest)’

oldugu bulunur. BEG ve feA,(hG) keyfi oldugundan A(z) bir agirlik

[[rarcarf do. > LZ0 m|fG)f. neB

fonksiyonudur. Bu da teoremi ispatlar.
3.3.13.Tammm: GcC bir bolge, Vn=0,1,23,.., i¢in ¢,:G—>C,

9, € 4,(G) olmak iizere {p,(2)} _, sistemine

n=m,

(2..2.) = [[0.(2) 2,(2) do, ={1’

0, n&m,
kosulunu sagliyorsa ortonormal sistem denir.

3.3.1.4.Tamim: C- kompleks diizlem, G c C sonlu L:=0G Jordan egrisi ile
sirlt basit baglantili bir bolge; A(z)e L'(G.do), h(z)=0, G-de tamml: agirhk

fonksiyonu olsun. Derecesi n-yi agmayan ve

1, n=m

[[r=)K,(2)K (2 Mo, ={
G

0, n#m

kosulunu saglayan {K,(z)},.; polinomlar sistemine G boélgesinin alam tizerinde

neN

agirlik fonksiyonuna gore ortonormal polinomlar sistemi denir [9].
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3.4. RIEMANN DONUSUMU

3.4.1.Tanim: G,H cC smirlaninda en az iki nokta igeren basit baglantili
bolgeler ve f:G — H bir fonksiyon olsun. f, 1-1 ve analitik ise f ’ye konform
doniigiim denir [24]. ‘

3.4.1.Teorem (Riemann Déniisim Teoremi): G < C basit baglantili bir
bolge ve z, € G tespit edilmig bir nokta olsun. G bélgesini D :={w:|w|<1} birim
dairesine doniigtiiren ve ¢(z,)=0, ¢'(z,) >0 kosullarim saglayan bir tek w = ¢(z)
konform déniigiimii vardir [32].

3.4.2.Teorem: Q:=C-G ve A= {w W] > 1} olmak iizere

O(w)= ve limM >0

Z—Hxo z
olacak sekilde bir tek @ : Q — A konform déniisiimit vardir.
Ispat: ¢, e C keyfi sabit bir nokta olsun.

1
C(z2)=¢p +—
z
donisimi basit baglantih Q bélgesini C’de basit baglantii bir G, =£(G)

bolgesine resmeden ve £(0)=¢,, £({,) =~ kosullanim saglayan bir konform

déntigimdar. 3.4.1. Teorem’den ¢(£,) =0 ve ¢'(£,) >0 kosulunu saglayan bir tek
@:G; > D konform dontgimi vardir. z(w):= 1 doéniigimi ise D birim
‘ w

dairesinden A bolgesine u(0):=o, g (0)=0 kosullanm saglayan konform

déniigiimdiir.

D= ﬂo¢oC:Q——) A’ (D(Z) =—1___

o(=+&5)
z
déniisiimii konformdur ve
®(w)=c0 ve lim () >0
Z—yeo z

saglanir,
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¢(z), konform doniisiimiiniin tersi z = w(w), ®(z) konform dénligiimiiniin
tersi ise z = W(w) ile gosterilir.
3.4.2.Tanm: 0 <7 <1< R <+ olsun.
L ={zeG:|p(z)|=r}, Iy ={z e Q:|®(z)|=R}, L, =L
egrilerine sirasiyla i¢ ve dig seviye egrileri denir.
3.43.Tanim: G c C basit baglantili bir bolge ®:Q—>A bir konform
doniigiim olsun. 0 <z <1 igin

L, = {z:lCD(z)l =1+u}

seviye egrisini géz oniinde tutalim. Buna gére @, :C 5" - {w : |w| >1+ u} tamimli

bir konform doniigimdir.

34.1.Lemma: Vue [0,-;—} i¢in,

Vzel,:

@, (z)|<1+cu (3.4.1)
kosulunu saglayan bir ¢, >0 sabiti vardir. Dikkat edilirse, ¢,, % *ya bagl degildir
[23,s-21].

3.5. YARIKONFORM DONUSUMLER VE YARIKONFORM EGRILER

3.5.1.Tammm: G,H < C herhangi iki bolge; f:G — H fonksiyonu Vze G
igin  J (z):= | lez —l f;r >0 kosulunu saglayan ve C' simfindan olan bir

homeomorfizm olsun. Eger,

TAQ R
sup 3
£ -]

ise f fonksiyonuna G bolgesi iizerinde tammh bir K —yarikonform doniisiim,

£

2

K<w 3.5.1)

K >1 sayisinada f doniigtimiiniin yarikonformluk katsayisi denir [15].
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3.5.1.Tamm’dan goriulir ki f, G bolgesi iizerinde K —yankonform

£:(2)

donistim ve &k = ise Vz e G igin <k<1dir

K+1

z

Yankonform déniisiimiin 6zelliklerinden bazilan agagidaki gibi verilebilir:

i) 1-yarikonform doéniigiim konform déniigiimdiir.

i) f;, K, —yarikonform ve f,, K, —yankonform donisiimleri verilsin. f,o f,
doniisimii X - K, — yanikonform doniigiimdiir.

iii) £ doniisimii K —yarikonform ise £~ de K - yarikonform déniisimdiir.

3.52.Tanm: f:D>L—> D', K-yankonform dénﬁsﬁmﬁ alinda f(L)

¢ember (dogru pargast) ise L egrisine K —yarikonform egri ( K — yarikonform
yay) denir [15].

3.5.2.Tamim’a bagh olarak, F(L), L’yi ¢ember veya aralifa resmeden

f:D>L— D' tim homeomorfizmalarin kiimesi ve .

g

QEOTART:

olsun. Eger,

K, <+ ' 3.5.2)
ise L eprisine yarikonform egri denir. Eger L, K -yarikonform ¢gri ise, 0 zaman
K, <K dir.

Herhangi bir K >1 sayis1 igin L, K -yankonform egri ise, L eprisine
yarikonform egri denir.

3.5.2. Tamm’da D =C ve D c C olmak iizere iki durum soz konusudur:

D=C durumuna K -—yankonform egrinin global tammi denir ve
yarikonformluk katsayisi (3.5.1) yardimiyla hesaplanur.

DcC durumuna da X -yankonform egrinin lokal tamimi denir ve

yarikonformluk katsayisi (3.5.2) yardimiyla hesaplanir.
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3.5.1.Teorem: L bir Jordan egrisi, z,,z, €L,z #z, keyfi noktalar ve
4(z,,z,)c L, z ile z, noktasina birlestiren kiigiik ¢caph alt yay olsun. L egrisinin
yarikonform egri olmasi igin gerek ve yeter kogul

|2y~ 23|+ - |
1 3 2 3
sup
z,z0€L,z;e8(z,2y) |Zl - 22,

<o

olmasidir [30].

3.5.2.Teorem : L, analitik yay veya egri ise K =1 dir [12].

3.5.3.Teorem: L € C, egrisi her £ > 0 igin (1+ ¢) -yankonformdur [37].

3.5.3.Tamm: L, C de bir Jordan egrisi; y: C — C doniisiimii altinda
(intL)=extL, y(extL)=intL ve VzelL igin y(z)=2z olsun. Eger y:C—>C
yarikonform ise y doniigiimiine L eZrisine gore yarikonform yansima denir [15].

3.5.4.Teorem: L, C de bir Jordan egrisi olsun. L egrisine gore yarikonform
yansimanin olmasi igin gerek ve yeter sart L egrisinin yankonform egri olmasidir
[15]. '

3.5.5.Teorem: L egrisi K-yarikonform egri olsun. O zaman L egrisinin

belli bir sontu komsulugunda simrh kismi tiirevlere sahip ve C' simfindan olan bir
yarikonform yansima vardir [15].
Ozel olarak, L egrisinin sonlu komgulugundaki her bir z i¢in, z' € L olmak

lizere
|y(z)—z'| = Iz—z'| (3.5.3)

saglanir.

3.5.1.Sonug: L egrisi K-yankonform egri, wg¢l, G=intl,Q=extL
olsun. Bu durumda L’ye gore ¢ (K)-yarikonform y(z) yansimasi vardir ve bu
yansima agagidaki ti¢ 6zellige sahiptir [15].

1) aeG,o=y(a) olmak iizere (C—(Lu{a}) bolgesinde siirekli tiirev-
lenebilir.

i) Yeterince kugik >0 sayis1 igin B(a,é‘):={z:lz—a|<é‘} ve

B(a,8)= ¥(B(a,5)) olsun.



C, =C\(B(a,8)U B(a,5))
bélgesinde (3.5.3) saglanir.

iii) Vz e C\L igin |y,| < c(K,8), o(K,6)" <|y-|<c(K,8) ve z¢C\L igin

< {ly(z)lz, ze B(a,6),
2§ — -2 ~
, z€ B(a,d),

lo-a

ve

|

_ | y(z)]2 , z€B(aé), -
|z al_z , ze B(a,s),

3.5.1. Sonug’tan, L eprisi, lokal anlamda K —yankonform egri olsun.
@,®, f donigiimleri yardimiyla bir 1< R <2 ve r,=R;' sayist igin 3.5.2.
Tamm’daki D bolgesi, [12]’de oldugu gibi D= G, -G, olarak segilebilir. Burada
Gy i=mt L, dir.
Bu durumda gosterilebilir ki a(-) = £~ {W} dénigiimit L egrisine gore
K? —yankonform yansimadir [12].
Yani, a(-) donigiimii, L egrisinin lzerindeki noktalan degistirmeyen ve
belli bir 1< R< R,, r, <r <1 sayilan igin
a(G\G)c G\Gx, a(G\G.)c Gy \G
saglayan bir K2 — yarikonform déniistimdiir.
Bu durumda da 3.5.1. Sonug’a benzer sekilde, L *ye gore,
lo*(2)-a|<|z-z|, zeL zeD (3.5.4)
kosulunu saglayan o' (-), ¢(K)—yarikonform doniigiim vardir
Boylece [36]’dan yararlanarak genelligi kaybetmeksizin 3.5.2. Tamm’daki D
bolgesinde
a(z)=a'(z), zeD

oldugu kabul edilebilir.
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3.5.4.Tamm: Eger, her w:{w:lwl < 1} — G konform ve yalinkat déniisiimii
C—>C’a K -yankonform (X = %) doniigimiine kadar genisletilebilirse G

bolgesine k —yaridaire (0 < k <1) denir. Bu durumda L =0G ’ye k- yarigember
denir. Eger, herhangi bir 0<k <1 igin G bolgesi (L egrisi) % -yaridaire
(k —yancember) ise G bolgesine (L egrisine ) yaridaire (yarigember) denir.

3.5.1.Lemma: L, K —yankonform egri,

z,el ve z,,z, € Gn{z H|z-z| < cd(z,, Ly, )}, w, =9(z,),j =123,

(22,23 € Qn{z : ]z—zll <cd(z,L, )}, w, =®(z)),j = 1,2,3)

olsun.

lzl —22|j|zl —z3l ise,

i) |W1 “Wzlﬁlwl _Wsl

I -
z—zllw—w|
174 |M Y

i) (") <
saglanir [11].

3.5.2.Lemma: L, K —yankonform egri olsun. Her ze L ve z, € G igin z,
noktasint z noktast ile birlestiren bir f(z,,z) G yay: varsa, agagidaki kosullan
saglar;

i) Vg € B(z,,2) igin d(¢,L) < |¢ - 7|

i) Vg¢,6, € B(zy,z) igin ¢ noktasim ¢, notasina Dbirlestiren
Bls1,6,) < Blz0,2) alt yayt igin mes B(s,,6,) <o, —¢,| saglanir [16], [29].

3.53.Lemma: L, K -yankonform egri olsun. Olgiilebilir herhangi bir
¥ < G yay1 ve onun & () yansimasi igin

mesy =< mesa ()

saglanir [29].
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3.54.Lemma: L, K —yarikonform egri olsun. Her u, O<u<R,—-1 ve
z,€G igin ¢ =¢™(z), |¢|=min{w|:we(poa)Xl,,, zo)} olmak tizere,

mes(¢° @)Giuu\G,2) X 87 (2)6% (£)
saglanr [16].
3.5.5. Lemma: G c C, bir bélge ve ¢:G —> C, K —yankonform doniigiimii

olsun. Her £ €G kompakt alt kiimesi ve Vk € (O,%) sayisl igin,

mes ¢(E) % (mesE)"
dir [34].
3.5.6.Lemma: G < C keyfi bir Jordan bolgesi; y € Q, z'e L noktasindan
baslayan o6lgiilebilir ve
i) mesy(61,6,) 2o~ 6a|s Ve €7
i) k(¢) monoton artan fonksiyon olmak iizere V¢ € 7 igin
d(g,L) = k(ls - 2))
kosullarim saglayan bir yay, f(z) ise y yay1 tizerinde 6lgiilebilir ve monoton artan
9(t), $(0)=0 fonksiyonu igin
|7)| 2 8(s—2]. Vser,
kosulunu saglayan fonksiyon olsun. Bu taktirde

F(z)=] —f—gg—)dg, zey (3.5.5)
752

olmak iizere,

| ~2 ( 2 lt d f d .
5], ¢ [! 9(t)dt] j 3 (t)[ te ! l:(r’) fk(: )Jdt, €= mesy

saglanir [20].



3.5.7.Lemma (Belyi) : fe A(z}—) ve y, L=0G"ye gore 3.5.1. Sonug’daki

6zellikleri saglayan yarikonform yansima olmak iizere, Vz € G igin

f( )___J] f(f)yf

0T (5) (3.5.6)

dir [15, s. 107].
Sonuglar kasmunda kullanilacak baz notasyonlan verelim:
3.55.Tamm: G sonlu basit baglantili bir bolge, he L'(G,do) agirhk

fonksiyonu ve VzeG igin 2(z)>0 olsun. p2>1ve fel”(G,hdo) olmak iizere

S ’nin, p’ye gore h afirhikh normu,

WM%%F@V@W@WJ

ile gosterilir.

z,, derecesi n yi agmayan polinomlarin lineer uzay: olsun. 3.5.5.Tanim’a
gore, L7 (G,h,do)’daki norm ile derecesi n yi asmayan polinomlarin lineer uzay:
al.c=mr,=x; ile gosterilir.

3.5.6.Tamm: S < C ve S iizerinde tanmimli bir f fonksiyonu igin, diizgiin

norm
I71... =11, =sup{l7 (2)):z 5}
ile gosterilir.
Bu norm ile ele alinan fonk51yonlann normlu uzayi, 7z, 5=, seklinde
gosterilir.

3.5.7.Tanm: /,,:7., > x,,, Vpen, i¢in I,,(p)=p olmak iizere lineer
operatdrlerin bir dizisi olsun. Bu operatdrler izerinde tanimlanan norm,

|]":h ~=Sup {"p "uo,L -PE 7T,,,"P Hz,h < 1}

seklinde gosterilir.
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Diger yandan B, , = {P en,, : |Pl,, = 1} dir.

G, L=28G yankonform bir egri ile sinirh basit baglantih bir bélge, {z,} L

iizerindeki noktalanin sabit bir koleksiyonu ve i =1,m igin 7, > —2 olmak lizere,

1(z)=h ()] |z-2| 3.57)

i=1

agirhk fonksiyonu olsun. Burada h(z), G de sifirdan diizgiin olarak ayrlsin.

Yani, dc, >0 vardir 6yle ki, Vz e G igin,

h(z)2 ¢, (3.5.8)
dir.

3.5.8.Tan1m: 0 < o <1 olmak iizere
i) L yangember
it) ® € Lipa

kosullar saglanirsa G € Q, sinifindandir denir.

3.59.Tamm: i=12,..,m igin 0< B <a<1 olsun. Asafdaki kosullar

saglanirsa Ge Q, , , sinifindandir denir.
(7) Herhangi bir {D(z,.4,)} , aynk disklerinin sonlu bir dizisi igin ®

fonksiyonunun Q(z,,8,)’ye kisitlamgs1 Lip, den ve
(@IQ\UQ(Z,,&,))eLipa (3.59)
i=]

(i1) {P(2.6")}, aynk disklerin sonlu bir dizisi olsun. Vi=Lm igin
herhangi bir £, z€Q(z,,8]) ve z# 2z, # ¢ ile,

k(&,2)=kmax(|¢ - 2" |-z (3.5.10)
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olmak lizere,

|o(2)-@(&)| <k (&.2)|E-2 (3.5.11)

esitsizligi saglamr.
Burada £, i, £ ve z den bafimsiz pozitif bir sabittir.
Buna gore, i= 1,m igin,
ﬂl =a= Qa,ﬁ,...ﬂ,, = Qa

dir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde ele alman teorem, lemma ve sonuglar [17], [18] ve [19]'da

yapilan ¢aligmalann bir derlemesidir.

4.1. ORTOGONAL POLINOMLARIN BOLGENIN KAPANISINDA
DEGERLENDIRILMES]

4.1.1.Teorem:G e 0, ,—; <a <1 ve (3.5.7) deki biitiin y,’ler sifira esit olsun.
Bu durumda VzeG vebiitin ne N igin,
|K,(2)| < gr**
dir.
4.1.2.Teorem: GeQ,, , ,% <B <as<lvei=1m igin

110 b 4.1.1)
2 «a

olsun. O zaman Vz e G ve bitin ne N igin,
|K,,(z)| <c,n’®
dir.
4.1.1. Teorem ve 4.1.2. Teorem’deki ¢, ve c, sabitleri &, fonksiyonu ve

G ’ye baghdur.

4.1.3.Teorem: Vi=1,m igin —;—S B sa<lve
l+ﬁ=-&
2 «

olmak tizere, GeQ, 5 P olsun: Bu durumda, Vrne N igin;
I£...] < en¥ (4.12)

olacak sekilde 3¢, >0 vardir.
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4.1.1.Sonug: 4.1.3. Teorem’in kogullan saglanirsa, Vne N igin;
IK. )., < en™ (4.1.3)
olacak sekilde 3c; >0 vardir.
Ozel olarak a =1 igin (4.1.2) ve (4.1.3) den, Vne N igin;
17,4 < e (4.1.4)

In,h
ve

I, <em (4.1.5)

olacak sekilde 3¢, >0 ve 3¢, > 0 vardr.

4.1.1.0nerme: G=D ve h(z)=1 olsun. O zaman,

1
I .= n+l)(n+2 4.1.6
A== +2) @16)
dir.
4.1.1.0nerme’den, II,,_,, =<n oldugu kolayca ortaya gikar ve buradan da

gorilir ki, (4.1.2) ve (4.1.4) esitsizlikleri genel durumda gelistirilemez. Ancak
G=D ve h(z)=1 igin

K= ve KL=t

elde edilir. Yani model durumda, is —;— ile (4.1.5) degerlendirmesinden daha
kiguktiir:
IK. L, =< »™*||L] (4.1.7)
dir. Buradan da belirli durumlarda (4.1.3) ve (4.1.5) esitsizlikleri sirayla
11 1
K|, <n=2 ve IK. [, =72 (4.1.8)
ile yer degistirebilir.

Genel durumda acaba bu yer degistirme miimkiinmidiar? Buna gore,

yukandaki gibi X, , polinomlarinin ve I, , operatdrlerinin bir dizisini tamimlayalim.
Bu genel kosullar altinda asagidaki durumlar dogrudur.
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4.1.2.0nerme: Belirli bir #>0 sayis1 igin "KMIL ot n? esitsizligi dogru

ise,

Ino

dir.

4.1.4.Teorem:
[Knal..5 = Kne (€)] (4.19)

olacak sekilde 3 £ e G vardir ve belirli bir £20 say1st igin,

K =n? (4.1.10)

no

0,G
olsun. Bu durumda,
1.0l 5 <" (4.1.11)

elde edilir.

4.1.2.Sonug: (4.1.9) ve (4.1.10) kosullan1 saglamrsa ve belirli bir & sayisi
i¢in "IM" =< n® ise, 0 zaman a > B+1/2 dir. Yani @, B+1/2 den kiigiik olamaz.

4.1.2.Sonug’dan, (4.1.9) ve (4.1.10) kosullann saglamrsa (4.1.3) ve (4.1.5)
bagintilan (4.1.8) ile degistirilebilir. Maalesef genel durumda bélgeler igin saglanip

saglanmadif bilinemez. Ornegin (3.5.7) formundaki agirlik fonksiyonu ve keyfi
yarigemberler igin, ancak basit durumlarda bu kosullar saglamr. Varsayahm ki,

a>1/2 olmak tzere, LeC(l,@) eprisi ile smuli G bolgesini ele alalim.
[9,p.23] de iyi bilinen asimptotik formiil ile Vz € L igin,
K, (2)= |20 (2) 0" (2)[1+0(n*)]
7
dir.
(4.1.9)’daki max ICIJ'(z)I saglayan herhangi bir nokta & noktasi gibi alinarak

(4.1.9) ve (4.1.10) kosullanim sagladif agiktir.
(4.1.9), h agirlik fonksiyonunun singiller z, noktalanindan biri yeteri

derecede yitksek mertebeden bir sifin oldugunda saglansm. Model bir 6megi ele

alalim,
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4.1.3.0nerme: G=D ve h(z)=|z—l|2 olsun. O zaman 3£eG igin

IX.|. x]K,, (f)] oldugundan,

O e RV () @)

dir. Ayrca,
K, =ﬁ;—‘/(n+an+2Xn+3) 4.1.13)
"I,,"=%J(n+l)(n+2)(n+3)(n+4) (4.1.14)

Bdéylece (4.1.7) bagintist da dogrudur.
4.15.Teorem: GeQ,;,0<f <a<l ve h(z) (3.5.7)deki gibi tammh

olsun.
1B (4.1.15)
2 o
ise VzeG ve n=1,2,... igin
<gn’ +g|z-z[" (4.1.16)
saglanir. Burada,
=2 o A 24 (4.1.17)

28" a2
dir.

4.1.5. Teorem’den, (4.1.15) bagintisi —2 <y, <0 igin saglamr. Bu ve (4.1.16)
gosterir ki K, ’nin artiginin orani, h(z)—)oo ve L egrisi singilerlige sahip

olmadifinda, z # z, igin z, noktasi ve z € L noktasinda aymdir.
(4.1.15) kosuluna 4 = 1—23_(” 7;‘) mertebeden Cebirsel Kutup Kosulu
1

denir.
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Bu teorem L ve h(z) birkag singiiler noktaya sahip oldugu durum igin de
genigletilebilir. Mesela, iki singiiler nokta durumunda; z e 5, s,,0,, i=1,2 olmak
lizere,

Kn(z)ISc]lz—zlr' n% 46 |z- 5" n® +glz—z " |z~ 2|7 n/*  (4.1.18)

(4.1.17)’e benzer olarak degerlendirilir.
4.1.5. Teorem L efrisi (4.1.1) interference kogulunu saglayan, z, noktasinda

cebirsel bir kutup yerine ve k22 igin {z,} noktalarinda singglerlige sahip oldugu
durumda da dogrudur.

42. KEYFI POLINOMLARIN, SINIR EGRISININ VE AGIRLIK
FONKSIiYONUNUN INTERFERENCE KOSULU ALTINDAKI
DEGERLENDIRMESI

P, (z) en ¢ok n-inci dereceden keyfi bir polinom p pozitif bir reel say1 ve

ne N olmak iizere,

M,, =[P, "A,(h,o) = [.[J

Yp
P,,(z)lph(z)daz]
olsun.
4.2.1.Teorem: 4.1.1. Teorem ve 4.1.2. Teorem’in kosullan altinda herhangi
bir p>1, ne N ve P,,deg P, <n polinomu igin,
2
2], £ en*?M,, (4.2.1)
degerlendirmesi dogrudur. ¢, = c,(G, A, p) dir.

Simdi bir quasidisk’e kargilik gelen formiilii elde edelim.

4.2.2.Teorem: Ge(Q, —;-s a <1, ve 1<i<m olmak tizere her bir singiiler

z, noktasinin, h(z) agirlik fonksiyonun bir stfin olduunu varsayalim. (Yani biitiin

7, ler pozitiftir.) Bu durumda F, e 7, ve |B[,, <1 olmak iizere, polinomlann her

{R}", dizisi igin,
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max
zeG

ve her bir z, noktasinda, 1<i<m igin,

P, (z)|1:[|z -z |7'/2J <cn'® (4.22)

24y
S, = ! 423
= (423)
olmak tizere,
B(z)| < cn” (4.2.4)

olacak sekilde bir ¢, >0 sabiti vardr.

4.2.1.Sonug: (4.1.9) ve (4.1.10) kosullani z, singiler noktalanmin biri &£

olarak secildiginde saglansin. Bu durumda,

. (1 1
d=min| — ;S, —— 425
(Z5-3) (425)
olmak {izere,
Ik L, <7 (4.2.6)
ve
m%x[ Kn(z)lH[z - z,lr‘/zJ <n’ 4.2.7)
Z€& i=1
dir.
4.1.3. Onerme’de, (4.2.4) ve (4.2.6) esitsizliklerindeki S, ve S, —%

kuvvetlerinin daha kiigiik sayilarla yer degistiremedigi gosterildi.
423Teorem: p>1,GeQ,, ,, %s B<a<li=Lm ve h(z), 3.57),
(3.5.8) kosullarim saglasin ve her bir z, € L singiiler noktasinda,

AN (4.2.8)
2 o -

olsun. B, ez, ve B .. <1 kosullan altinda {A,}"  polinomlarnin herhangi bir
dizisi igin,

p pa

1
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olmak tizere,

m%x(ﬂ,(z)lﬁk—z,]”‘)s%nz/” (4.2.10)
ze i=1

olacak sekilde bir ¢;, >0 sayist vardir. Bunun yani sira z,,i=1,...,m noktalarinda,

s =21 (4.2.11)
ph,
olmak iizere,
B(z)|2 " (4.2.12)
dir.

422.8onug: p=2,GeQ, ve i=Lm igin 7,>0 ise (4.2.2) ve (4.2.4)
esitsizlikleri dogrudur.

-;—_<_ B fasli =1,m kogulundan, (4.2.8) bagintisinin , >0, i= Lm igin

daima dogru oldugu anlasilir. Diger yandan 02y, > -1 ise (4.2.8) bagintis1 uygun
a ve B,’lerigin dogru olur. y, <-1 durumu i¢in ise (4.2.8) bagintis1 dogru degildir.
(4.2.8) esitsizliine agirlik fonksiyonunun “Cebirsel Sifir” kogulu denir.

4.2.4.Teorem: p>1,GeQa,A,%_<_ﬂl$asl, ve h(z), (35.7) ile

tanimlansin.
1+4. < A
2 «
ise, Vz e G ve n= 1,2,... igin
s' =————(2+7') ve ot =2 21 (4.2.13)
72} px p
olmak iizere, )
B, (z)|< (c,ns‘ +6|z- zllt’1 n’er )Mn' , (4.2.14)
dir.
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4.3. YARDIMCI SONUCLAR

Bu boliimde 4.1 ve 4.2 de verilmis olan Teoremlerin ispat1 i¢in gerekli olan

lemmalar ve onlann ispatlan verilecektir.

4.3.1.Lemma: Herhangi bir £ C i¢in, B, , = {P enl, : IIPHZ'U = 1} olmak

iizere,
|P(¢)| > max , PeB,,
ekstramal problemi
Qn c (63 Z)
P z) =L “4.3.1)
. (0..(2.8))"

esitligi altinda " ,Ima = 0 garpan evresi yakinhiinda tek ¢6ziime sahiptir. Ayrca;

max{[p(£) :peB,,,,}=po(¢)=(Q,,,a(:,:))”’=[§|K,,,(¢)|’]W 432

dir.
Ispat: PeB,, ve £,C’nin sabit bir noktasi olsun. (4.4.18)’in saj

tarafindaki skaler ¢carpima Cauchy-Buniakowski esitsizlii uygulanirsa,

IP(":)I < "Pllz,g Qn,a (6’.)"2,0' = Qn,o- (fa')"za (433)
Parseval ve (4.3.1) esitsizligine gore,
n s I2
0o (&), =(§IK,,,(5)|) =|R (&) (4.3.4)
dir. Buradan,
VPeB,,VEeC ve(433)den,
[P()|<|B ()

elde edilir.

Geriye F, € B, , oldufunu gostermek kalir. Gergekten (4.3.1) ve (4.3.4) den,

1
(0,.(&.¢)"

dir. Boylece (4.3.2) esitsizligi kamtlanir.

IA,, = 0,.(&)],, =1
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Ekstremal problemin ¢oéziimuniin tekligi (4.3.3)’de [25, p.168] denklemin

gergeklesme olanagim analiz ederek kolayca ortaya ¢ikanlabilir.
[17] ile benzer olarak @, C den C’ye bir yankonform homeomorfizme

genisletilsin. Bu durumda ®(G)=D ve O<u<1 igin

L =3z:|®(z)|=1-u
{ l ( )I } 4.3.5)
L, = {z:I(D(z)I = 1+u}

seviye egrilerini goz 6niinde tutalim.
{z}. nin, h(z) aguhk fonksiyonunun singiler noktalan oldugunu

m

., negatif olmayan reel sayilanin sabit bir koleksiyonu olsun.

varsayalm ve {v,}

o<u<1 igin G, :=int L, olmak tizere,

#(@)=T k=

=l

secelim.

4.3.2.Lemma: 7> 2, herhangi bir M c Gy, kiimesi ve P € 7, igin,
sup|z(2) P(2)| < gglz(z)P(z)l (43.6)

saglanacak sekilde bir ¢; >0 sabiti vardir.
Burada c; sabiti M ve p den bafimsizdir. Ayrca G, bolgesi, L, simn
ile sonlu bir bolgedir.

432, Lemma’nin ispatindan 6nce, k€N, 6, ve b, negatif olmayan reel

sayilar ve b € C olmak wizere,
k
P(z)=b]J|z-b/" (4.3.7)
i=1
formundaki alt harmonik fonksiyonlar igin Bernstein-Walsh lemmasinmin [4 Lp. 7'7]

k
bir benzerini ortaya koyalim. 6, := 29, secelim
i=1
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Varsayalim ki, O regiler bir bolge (Dirichlet problemi igin), €O,
E =C\O kompakt bir kiime ve G(z) sonsuzda kutup yeri ile O bolgesinin Green

fonksiyonu olsun.

4.3.3.Lemma: (4.3.7) formundaki herhangi bir P(z) altharmonik fonksiyonu

igin biitin z € O\ {eo} ve herhangi bir d >, ele alindifinda,

P(2)<(max P(£))exp(d0(2)) 43.8)

esitsizligi dogrudur.

Ispat: Ispat i¢in & =6, olmak uUzere (4.3.8)’deki esitsizlifi kanitlamak
yeterlidir.

£(2)=1nP(2)- In max P(£))- 6,6(2)

fonksiyonu R>I121§kx|b‘| icin  ONA(O,R)’de harmonik ve O\{x} da
altharmonikti. ~ (G(z)-In|z]) fonksiyonu z— iken smirli oldugundan
[42, p.267] f (z) fonksiyonu sonsuzdaki noktanmn bir komgulugunda simrhdr.
f(z)’nin O’°da bir altharmonik fonksiyona devam ettirilebilmesi, harmonik
fonksiyonlarin [43, p.54] kaldinlabilir singilerligi tizerine verilen teoremden ortaya
¢tkar. O, 80 tzerinde regiler oldugundan G(z)=0 ve buradan f(z)<0 dur.
Maksimum prensibinden (4.3.8)’e denk olarak O iizerinde her yerde f(z)<0 dr.

(4.3.5) formiiliine donalirse, u €(0,1/2]igin @,, @, ()= ve @/, (0)>0
kosullant ile tek tarla belirlenen ve ext, kimesinden A tzerine tek degerli bir

konform déniigiim olsun.

Green fonksiyonu tanimindan: G(z)= logld)(z)l olmak iizere, z — 00 iken

|<I>(z)l —1 oldugundan O regilerdir. Buradan da, G(z)=0 oldupu ortaya gikar.

Simdi 4.3.2. Lemma’y1 kamtlayalim.
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4.3.2.Lemma’nin ispati
Altharmonik fonksiyonlar igin maksimum prensibinden M =L, =0G,, igin
(4.3.6)’y1 elde etmek yeterlidir.
Pern, n22
ve

P()= 2(|A(:)

olsun. O zaman P(z), (4.3.7) formunda bir fonksiyon ve
6,=degP,+ > v,
=1

dir. degP, =n olsun. Budurumda ¢, =1+%Zv, olmak iizere,
i=1

6,= n[1+12v,] <gon 4.3.9)
L=
dir. 4.3.3. Lemma’da 0=extL;/,, ve d =0, segelim. O bolgesi i¢in sonsuzda kutup
yeri ile Green fonksiyonu,
G(z)=Mn|®,,(z)|
formuna sahiptir.

(3.4.1)den ve (4.3.9)'dan ve
P(z)< (I?SEX P(f))exp(dG(z))

olmasindan, V z € L, i¢in,

exp(dG(2)) = exp(6, Infeys (2)) < (l o }1;)0 < (l + %)q

elde edilir.
Son 6zdeglik belirli bir sabit ile, ¢, gibi, diizgiin simrhidir. Buradan yukarida

yapilan varsayim altinda (4.3.8) bagintisindan (4.3.6) elde edilir.

{P,, en,:degP,=n} kimesi z,’deki herhangi bir norm igin her yerde
yogundur.  Varsaymmlan dogrulayan degz,=n igin (4.3.6)’min dogrulugunu

gostermek yeterlidir.
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434.Lemma: p>0 ve f, |z|>1 de, z=w igin (n21) en gok n-inci

mertebeden kutupyerine sahip olan analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda
1< R < R, kosulunu saglayan biitiin R, ve R, i¢in,

Wl (2 72] R

dir.
Ispat : Riesz teoremine gore[44, p. 443], R £ p<R,1<s<R kogullarim

saflayan her p ve s igin,

zZ
| Z,,g/,) laz|< | Z,.S,,,? || (4.3.10)
zl=p |z}=R,
ve
f(z flz
HI& z,,sl,,? S II z,,fl,) |dz| (4.3.11)
yazilir.
(4.3.10) p’ya gore R den R, ye ve (43.11) s’ye gore 1 den R, e
integrallenirse,
np+2
[l 17(=)f do. < RszR‘ [[ 17@) do. (4.3.12)
Rizj<r, 1<j<R,
elde edilir.
p+2 Rnp+2
%ﬁ (4.3.13)
secelim.

Kesrin pay ve paydasina Lagrange teoremi [27] uygulanirsa, bazi
n,1<n <R ver, R <r,<R,igin,

_(p+2)"(R,~R)
(np+2)rl"”+2 (Rl —1)

elde edilir. Buradan, L <1 ver, < R, olmasindan,
h

R2 - Rl np+l
S<———RI R (4.3.14)
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dir. (4.3.12) ve (4.3.14) kullanilarak
11 4, (Reer) — .U lf (Z)I do, <§ _U lf (Z)l do, =S|f| , (1<2/<R;)

p
(I S(R,g"_’f‘] e [ [ 7y daj

I<z<R,

4
Vhitns 5(52] 2Lyt

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

4.3.5Lemma: G bir yandisk, P,(z), degP,<n, n=12,.. keyfi bir
polinom ve h(z), (3.5.7) kosulunu saglayan agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda
herhangi bir R>1,p>0 ve n=1,2,... igin
(4.3.15)

"P""A (1 Gigry) ~ 2q

dir. Burada ¢ vec, n ve R’den bagimsizdir.

Ispat: (4.3.15) bir kag adimda kamtlanacaktir. ilk olarak, asafidaki
degerlendirmenin bazi ¢ > 0 igin dogru oldugunu gosterelim.

1B ey 21+ eR=DT B, 009 (43.16)

Bunun i¢in g, < p, olacak sekilde p, ve p, sayilarim segelim, dyle ki;
G, cG 4.3.17)
Gy cG, (4.3.18)

olsun.
Simdi p, ve p, sayilan igin,

p—1=<R-1 (4.3.19)
pPr—1x<R-1 (4.3.20)

saglandiim gosterelim,

zeL, #=y(z) olmak iizere, p, ve p, (4.3.17) ve (4.3.18)’i saglayan keyfi

sayilar olsun. Sirayla

d(z,L;)=lz—zll, d(z,L)=|z-z,| ve d(z,L;z)=|z—'z3|
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formillerine gore z €L, , z,€L ve z; €L, noktalan tammlansin. Her ze L ve
tel igin |z-t|=d(z,L;) olmak tzere d(z,L)x<d(t,Ly)=d(z,Ly)
bagintisindan,

qd(zz,LR)Sd(z,L) <c,d(z,,Lz) (4.3.21)
olacak sekilde z ve R’den bagimsiz ¢, vec, sabitleri vardir

L yanigember oldupundan @, fonksiyonuna 3.5.1. Lemma uygulamirsa,

lz 22| ( J
lz zll— I(D (z) (I) (zl | % P 1

elde edilir. Buradan da,

-1 )
l z,| [I‘D (z) 7 (Zz)l] Iz—-zzl (4.3.22)

dir.
¥(z) doniigimis D -6zelligine sahip oldugundan,
lz—22| > c3d(zz,LR) 2c |Z—zzl
yazilir. 3.5.1. Lemma’dan,
|0 (2)- D (2.)| 2 & |@2 () - ()| 2 & (R-1)
vardir. Buna bagli olarak (4.3.22)’den,

R e o

El

elde edilir. Boylece, ¢, = CT olmak iizere, (4.3.17) ve (4.3.19)’a uygun olarak,

p =1+¢(R-1) (4.3.23)

yazilabilir.

Simdi p,’yi tanimlayalim. ®,’ye 3.5.1. Lemma uygulanarak,

I(D (z) o (23)l

elde edilir. | @, (z)- D, (z;)| = p, ~1 olmasindan,

z- z3
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-1 | .
|z—z3|20“(|q)k (S"‘DR (E)IJ lz-—z| (4.3.24)

dir.
|<I)R (z)_q)k (Zz)l <G, ICDR (2)"¢R (Zz)l
olmak Gizere,

|(I) (z) - (z)l |(I> (z) () (Zz)l |(I> (z) O (zz)l

S(artDou()-Ou(scu®)

dir. (4.3.24)’ii kullanarak,

13 - & ¢t ;
elde edilir. ¢, =g+, olmak lizere,

Py =1+¢,(R-1) (4.3.25)
segerek, (4.3.18) ve (4.3.20) kosulunu saglayan p, elde edilmis olur.
Simdi (4.3.16)’y1 kamtlayahm. h(z) apurlik fonksiyonunun singiler

noktalanna goére Blaschke fonksiyonlanm tanimlayalim: ze Q' igin

BR(z)=]:[B;(z) :=I:[i"q(; )(;q);’;((z’z)) (4.3.26)

olsun. Bg(z,)=0 ve zeL igin |Be(z)|=1 oldugu kolayca goriliir. p>0 ve R>1

igin w==®,(z) olmak tzere,

m w)-— W, G 2/p
A= (T 2N X o, ) 0

i=1
segelim. f, fonksiyonu z=c0’da n-inci mertebeden kutup yerine sahip, A’da
analitik bir fonksiyondur. Bu durumda 4.3.4. Lemma’ya gore,

=P
Uil < 222 22 Vil

veya
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_z-z

04 (2) B2 (2) )

i=1

olmak {izere,

i=l

ud w)— W, e 2/ p
A(W)=%(‘PR(W))H[1P;1(3;zwikxaf))i)] ACAGIRACIY

e~ [ rofll i) o,
s‘tl__‘l’t prla-ji; H(z)o,
A e
yazilir. (4.3.23) ve (4.3.25) bagintilarindan,
n | max |q> () By (z)| k. (4.3.27)
jn{ max |®; (z) By (2 Y| “ Gg—h(
elde edilir.
0 (2) B (2)] =0y (2) 222~ 2alz) 1 |
| - ( R(z,)) ~®,(z) P=(z)
_|2(2)||@(2) - @a(2)] | 24(2)]
I(I)R(z,)”q)R(Z,)-—CDR(Z)I |®R(zl)|
oldugundan (4.3.27) bagintisi
zeGR\GI (z)l ,,,,+1 P
Lk { wsfo, <z)|} LM o
oy ﬂ h(z)lP (z)l do,

G\G"

sekline doniigiir. p, ve R simetrik oldugundan ispat tamamianir.
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4.4. TEOREMLERIN ISPATI

4.2.1.Teorem’in Ispat1 : P,(z) G ’de analitik ve G da sirekli oldugundan

Belyi’nin integral gosteriminden Vz € G igin,

F, (5)
F(2)= __H O

¢ (Y(&) -z
dir. Her iki tarafin modiilti alinirsa;
ok,
F(2)|<

bulunur. Sa tarafta integral igi 4Y7(£) ile garpilip bolinirse,

@@l
Rels ] Vre-Tme’

O

elde edilir. Holder esitsizliinden l+ L =1 olmak tizere,

p q

q I/q
B(2)|<—| [[(IB.O) A" | I do

g

M,,

dir. Buradan,

g
il '
”p[j]IY(f) zF”h”’(:)d d

= g -1 oldugundan,
p

q Yq
1'”(6)
OES np[ﬂ lpf(lf) }

elde edilir.

—+ 1 =1 olmak {izere,
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1-¢
Yk (£)
f€.2):= A0 :
7(&)-2
gosterilsin. (4.2.1)’1 kanitlamak igin zeLI/,, igin
2

Vg
(ﬂ fi(E, z)da;J <n®
G

oldugunu gostermek yeterlidir.

£ >0 olsun dyle ki, Vn2>2 igin

L, <G[D(0,2)
dir.
Yq Vg
{ [ z)do';] =[ [ [ £i¢.2)do, + I} f"(f,z)do;’,) olmak iizere
G

D(0,5) G|D(0,5)

k<1 igin (x+ )" <x* + y* esitsizliginden,

Vg Vg Va
(qu(f,z)dag} S( .U f‘l(f,z)dag] +( H f‘l(g,z)do;,J =L+,

D(0,5) G|D(0,5)
elde edilir.
I,’1 degerlendirelim. Y yansimasinm 6zelliginden, D(0,¢)’da IYzlx [Y ({)I2

dir. zeL;, ve £eD(0,¢) igin,

z
¥(¢)
(3.5.7) ve (3.5.8)’den D(0,£) *da ™' (£)=1 dir. Simdi bunu gosterelim:

h(z)= ho(z)lz-— zZ |7’ ...|z—zm|7"'
{z}.,. L tzerinde sabit noktalar, y,>-2 ve % ,3¢,>0:k(z)2c, oldufundan

1-

r(&)-2=[r(¢)] <|r(&)=1

D(0,¢)’da £eD(0, s) icin

(& =1
dir.
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W)=k -z|" .|~ z,[" > K ) =R Ol -a|" .. |-z,
~2<y<0 ve V i=1m igin |¢ ~z|<1oldugundan

OB
dir. Buradan

K& =1
dir.

Sonug olarak
{w rerme, "
’*-[D!Lf (f’z)dafj ‘U,L |Y(f|) e ] =

elde edilir.

I,’yi degerlendirelim, Jy,,, £ noktasinda Y donigiiminin jakobiyam
olsun. 3.5.1. Sonug (iii) 6zelliginden Jy ) <1 ve Jy 21 dir. Bunu gosterelim:

Jyey»€ noktasinda Y doniigiimiiniin jakobiyam ve 3.5.1. Sonug (iii)’den,
Ve>0 er{f & <|é]< }\L ve VzeL igin|Y (¢£)-z|x<|¢-2; lYI,\l |Y|-<l

olmak izere, V¢&,fe (G \D(0,6)uY (G \D(0, a))) icin ¥ (5),_(,—' In antiquasi

konform homeomorfizmi oldufundan ve yankonformlufun bir bélge i¢in genel

tanimindan, 0 < k£ <1 olmak uzerel | <k|Y5| kosulundan dolay,
Jrer =t | | <o ~#rf =f (1-k)=(1-k) =1
dir.
Benzer yolla,
o=l [t <Pl -#lpef <l -0 2 -8 21,

£.£€(G\D(0,£)UY (G\D(0,6))) ve & =¥ (£) olsun. Bu durumda 3.5.1. Sonug
(ii) ozelliginden, Jy\Jy ) =12 Jy) = JL ve Jy ) 21 oldugundan
(&)

Jye! dir.
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Jre 21 esitsizlifinden de,
T X1

bulunur.  3.5.1. Sonu¢ (iii)’den l)%'xl oldufunu g6z oOniinde tutup, bu

degisikliklerden sonra ,
1 1
| g HE@, T
q d =
o e e

(4.4.1)

Q-

X( JY(f)hl—q (f) do_g\ — [ J’J. hl—q (Y (5)) dO';; J‘_I
awos [Y(§)-2[" 7 '

F(G\D(0,)) lf: - Zl

elde edilir.
Basitlik i¢in m=0 durumuna bakalim. Bu durumda agirhk fonksiyonunun
singiiler noktas: yoktur. m=1 i¢in ise agirhk fonksiyonu z, € L singiler noktaya

sahiptir. m=1 durumu i¢in, degerlendirme yaparken y =y, ve f:= f notasyonlar
kullanilacaktr.
Simdi m =0 igin bakalim. (3.5.8) baglantsi ile,

Y () =h(Y(£) 2 ¢, ve g>1

olmasindan,

K (&) = (Y (€)<(g) ™ 21
dir.

Sonug olarak m =0 igin
r(r (), do, Y\
I, = ——do, | = — 4.4.2)
(Y(G\'L{o &) If Zl gJ ( (G\Jz;'[o,s))lf —ZI

vardir,

Sap taraftaki integrali degerlendirmek igin, z e l;,,, ve £e€Y(G\D(0,£)) noktalan

arasindaki uzakliga bakalm. m=0 igin (®\Q)elipa ve 3.5.1. Sonug (i), (ii)

kosullanindan, D(0,¢)disinda  zeQ igin, ®(¥(z))®(z)=1 oldugundan
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genisletilmis ®(z) fonksiyonunun siireklilik modiiliiniin en gok sonlu bir garpan ile
artabilecedi ortaya gikar. Buradan da bu genigleme iizerine ®(z) € /ipa *dur.
zel, ve £eY(G\D(0,¢)) olsun. Bu durumda biliyoruz ki,
L, (G\D(0,¢)) y!
1
o(z)|=1-=
| o(2)-1-2
dir. Bir tiggende kenar uzunluk bagintilarindan,
[o(£)-|@(2)| <|@(&)-2(2)| ve [@(&)[21
oldugundan
1 a
L<fo(@)-lo()|s|e(e)- (=) <l @443
bulunur. Buradan da,

Ve

d(z,£)= IE—ZIZICD(f)-(D(z)IV“ t(%) -

elde edilir. Bu veriler is181inda ], ’yi degerlendirelim:

1
do, | do do
I, < ¢ = ¢ =< £
’ {r(c\'!‘)'[o,s)) If -z Izq J : {Y(G\‘!)‘[O,e)) |§ ~z |2q J |.g-z'][";"/“ |5 -z I2q

dir. Buradan &~z =re" doniigiimii ile kutupsal koordinatlara gegilirse;

do, [ T o d Jd d 2(1-q) ( m 2(q-l)]
—t= p=——\d(z,¢ L|——n ¢«
I (e e TR

d(z,£)

() o AV 2
l<{—-—n?* |(,<|7——=n ¢ < n“ (4.44)
2 2 (q_l)

(g-1)

bulunur.
Boylece m=0 igin (4.4.4) bagintisi ve I, <1 esitsizligi ile, VzeG

i¢in,

1 1 ap)_ 1
an(z)lS; ”'p(11+12)j;Mn,p(l+n2/ P)=_

”( ! +1)M,,’,,n2/” =M, =

ner
i
dir. z’ye gore her iki tarafin supremum’u alinirsa,

[B]< e'p,, 7
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elde edilir. Burada cg) = cg)(G, h, p) dir.
m=1 igin duruma bakalim. Yani L {izerinde (4.1.1) interference kogulunu
saglayan bir z, noktasi vardir. (Teoremin kogullanina gore f<a ve sonug olarak

¥ <0 olduBuna dikkat edilmelidir.) (4.4.1) bagintisindan,

sz{ if ﬂ}i(f)—)dagf (4.4.5)

rowos -2
oldugunu biliyoruz. (3.5.7)’den,

WY (&)=Y (WY ()-=z)
R (€)= b (FENX () -z)"

yazanz. (3.5.8)’den,
3¢, >0: VY (&) e Y (G\D(0,£)) igin
R E)26 =K ¥E)<(q) "
elde edilir. Bunlar (4.4.5)’de kullanilirsa,

1

1-g o \(-a) q

. B ()OO
7(0D(0.6) |¢ -]

o |-

< KrE) T (¢-2)""do,
- Y(G\D(o,s))lf -z lzq X (&)-z) J ¥(G\D(0.)) If - leq

5

elde edili. y(1-¢)20 olduguna dikkat edilmelidir. Cinkii y<0 ve ¢>1’dir.

L,’y1 z ve z,’in gesitli durumlan igin degerlendirelim. Bunun igin sabit bir 6 >0

ve

E,:=Y(G\D(0,£))"D(z,5) E,={¢cE, :|f-z|2|f -}
E, =Y(G\D(0,£))NA(z,,5) E,={fekE:|f-z|<|f-2]}
E,UE, =Y(G\D(0,£))

kiimelerini ele alalim. Bu kiimeleri kullanarak 7, integralini
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]'2 ) I 6 _ le(l-q)r dO'g

7(G\D(0,5)) lf - leq

'Ulg zll(l—q)r d0"5 ”’If zll(l L7g do'§ .

! Z| =1ty

bigiminde yazalim. Simdi 7,, ’yi degerlendirelim.
R=max{|£|:£eY(G\D(0,£))}
r=max{z|:ze L}
segilsin. z, € L ve& e E, igin ¥(1-¢)20 oldugunu da goz oniinde tutarak,
50 <z U < (84| ) < (R Py

dir. Buradan,

(-q)r

- d .

I, = J‘lf zll - O¢ j.m:_z' 2qd0'g
E If—zl E,

elde edilir. Sag taraftaki integrali degerlendirelim: z € D(z,,6/2) olsun,bu durumda
£€E, ve |z-£|26/2 igin,

2
£ j |6~ 2" do, s(%) qa(Ez) (4.4.6)

olarak bulunur.
z€A(z,6/2) olsun. 4.1.2. Teorem’in kogullarina gore Ge Q, , dir. 3.5.8.
Tamm’in (i) kosulu ve 3.5.1. Sonug’un (iii) koguluna gore D(0,£)uD(z,,6/2)
bolgesinin diginda genigletilmis @ fonksiyonu l/ipox dandir. (4.4.3) ve (4.4.4)

esitsizliklerinin ispatina benzer sekilde z € A(z;,6/2) igin,

2
1, Xn"f
oldugu goriiliir.
Buradan (4.4.6) kullanilarak her z igin,
2
1, = n®f

elde edilir.
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I,,’1 degerlendirelim.

I ; le(l )y d0'5 l 5 le(l—q)r dO'g l «f zll(l—q)r dO‘;
= =1 I
= =

E,, uzerinde |£ - 7| <|£ 2| ve 7(1- q) >0 oldugundan,

(1-q9)y
_J'J'Ig le do'5<J'J'l§ I(lq)72qd

B,

a 2 f oldugundan ® e/ipe dir. D(O,:-:) disinda @ e lipa = ® €lipf olacagindan
(4.4.3) ile benzer gekilde z e L, ve £ € E,, igin,

yp
d(z’f)=lf-ZIZI‘D(f)@(Z)I"pEGJ =n ¥ ez mnf (447)

dir. Netice itibariyle,
212 —Hlf_ I(l )y~ 2qd * J‘J‘ I‘f (l - 2qd

E, [e-22n Y8

dir. Buradan £ -z =re"® doniigiimii ile kutupsal koordinatlara gegersek;

J'J' l f—zl(l'q)"zq d o, = T[ T p-a)r-2g4 dr}d 0

]{—zIZn’W 0\ d(z,¢)
2z (r+2)(1-q)
o \d{(z.¢
(g-1)(2+7)
< 2—”,, B
(a-D)(r+2)
elde edilir. Buradan da,
(2+7}q-1)
Lp=n * (4.4.8)
- e ge 2 24y . . .
elde edilir. (4.4.8)’i diizenlersek, —=—" interference kosulu v¢ —+—=1
a p P 4
esitliginden yararlanarak,
P 9 49 4
ile
2q
Ly, 20
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degerlendirmesi elde edilir.

Son olarak,
E-z 7(1-9) 2q
1211 = !I-I—E_;Tdag jnap
11

oldufunu gosterelim. Bunun igin z,z ve £ekE,, noktalanmn durumunu g6z
6nﬁnde tutalim:
d,= min{lzl —1l: reLI/,,}
r, =min{jz, -&|:£ € E, } (4.4.9)
V. =min{lz-&|:£€ B, }
olarak segelim. 2r,>d, oldufu kolayca gosterilebilirr  Gergekten & €K,
oldugundan |z~ &|<|z, - £ olup,
d,$lz-z|=|z=&+& -a|<le- 4+l 2| <25 -a] =2,
elde edilir. |
r, = |z1 —§,|

alalim.
Buradan (4.4.3) ve (4.4.7) degerlendirmesinde oldugu gibi,

|o(£)|21 ve & € B, = |6 - 2| < |6 -2

olmasindan,

/B
8=l =fo(a)-0 ()

yazilir. Buradan da,
Ifl —zl >nVf = Icfl - le 2 |§1 - zl >nf
> -zl =V >, =nV? (4.4.10)

elde edilir. 71,,,’in degerlendirilmesi igin ayrica asafidaki yardimer kimeleri ele
alalim:

A={E:|-2|=|z -4}, B:={§:|§—z[s|zl—z|}
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EumA={¢':|zl—z|.<_|§—z|.<_l.§—zll} olmak iizere, £ € E;; " 4 olsun. Bu

durumda,
|§—z| Slf—zl| S|zl —z|+|z—§| SZlf—zl
dir.
Sonug olarak, E,, N A kiimesi iizerinde;
1<kl 4.4.11)
j¢-2]

elde edilir.
E,nB={£:(|£- 2| <|£ - z,])ve(|£ - 2| <|z— z,|)} kiimesinde de,
|E—z|<|z - 2| +]z—£| < 2|7 - 2]
ve 7(1-¢) 20 olmas ile,
|g-z[00 <2195 (4.4.12)
esitsizligi bulunur. Yukanda yapilan hesaplamalar ile 7,,,’i degerlendirelim.
(4.4.10), (4.4.12) eyitsizliklerini ve (4.4.9) notasyonunundan; |z—¢£|>y, ve

|z, — |27, olmasim kullanarak,

| ’ (-2) ! 5 7(1-q)
Iy, = _” _U
Ejn4 E,nB
<2 H Irf —ZI'(l_q)'zqda +2"““’|z —zl’“"” ] doy,
E\n4 l ¢ ! EunBlf— z|2¢1
< ”‘ | - |r(l D24 +|Z; _eru ) J- do,
- AT
2z © 2
=] [ ] ’ny(l—q)_zq“d’}ﬂDJflzx | ( [ o)™ rldrl}dcol
0 \d-4) 0\ d(z¢)
2—” (r+2)(-9) | ar 7(~9) 2g+2
@e VR

(247)(e-1) 2q

q
<n 7 s ) = o{fa o ()7

elde edilir.
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Teoremin ispatini tamamlamak igin geriye kalan,

o2 2 7.4 L
lz—2[7(7,) » <™ ,yada|z—2[2(y,)" <n" (4.4.13)
esitsizliklerinden birinin saglandifim gostermekdir. Bunun igin 3.5.9. Tamim’1n (ii)
kosulunu kullanacafiz. Varsayalim ki, E,E,,E,,... kimelerinin tammindaki &

*

sabiti (i7) kogulundaki —52‘— ile gakigsin &yle ki, (ii)-(3.5.10) ve (ii)~(3.5.11)

bagintilan Q(z,,26)’da saglansin. O zaman D(z,26)’da Y donisiminin
genislemesi ile elde edilen @ fonksiyonu igin (if)-(3.5.10) ve (ii)-(3.5.11)
bagintilan baz: 7, sabitleri igin dogrudur. (7, #1,)
1
O zaman [z, - zl"';~ (7,)" <n= deperlendirmek igin z e D(z,26) durumunu
g6z oniinde tutmak yeterlidir. Diger yandan ¥, > & olmasindan,
(1) 'la=2[ 7 2 &7 (diamG)™"
dir.
& € B, ve |z—&|=7, olsun. Bu durumda,
1 ~ ~a - a
- < |<D(z)—<1>(§,)| <t max(|4‘l —z,lp ;Iz—zllp )lz—fll
=i max(jg, -z |- a7
dir. Sonug olarak,

B
(r.)" 2n¥ ma"(lfn -5 ;IZ—ZJ;_IJ

elde ederiz. (4.1.1)’e gore, g = ﬁ—l oldugundan,
a

-1
(7n) < e max(l 5~

-7/2
d ;1] (4.4.14)

&—2z

dir. & ek, igin,
|z - 2| <|z = &]+]|z — &|< 2|8 - 2|
olduguna dikkat edilmelidir. ¥ <0 oldugundan (4.4.14)’den,
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-1
_(_},"_)_ < nY* max (2-7/2;1) =pVagrh < nlle

N . .
olmast ile |z, —z[2 (7,)” < n= ifadesi elde edilir. Boylece I, icin,
2q 4 2 q 2q 2 2q

I, Xn®F +(|zl -z 7 (7,) ;J <n* +n® X n°

elde edilir. Buda 4.2.1. Teorem’i ispatlar. Yani,

2

Yq
(Ij‘fq(f,z)dagj <L+ =1, +l~2 =L+ D+ 1y =1+ Dy + 1, +1, 2n
G

|&(z)|$ M, ,(1,+1,)2eM,, nler
olup, z ’ye gore her iki tarafin supremum’u alinirsa,
[B] <M, e
elde edilir. Burada ¢, = ¢,(G, A, p) dir.

Boylece ispat tamamlanmig olur.

4.1.1.0nerme’nin Ispati:

B,(z)=).az" n dereceli keyfi polinom olsun. Basit bir analiz ile,

=0

1/2
121, = [Zl i +J (4.4.15)

olup,
1Pl <2 la] (4.4.16)
i=0

esitsizligi agiktir, Cauchy esitsizligi ve (4.4.15) denklemini kullanarak,

g )]

=0

= o D)|R), <1

(4.4.17)

bulunur.
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Boylece;

dir.
Ancak P,(z)=) (i+1)z' segilirse, (4.4.16) ve (4.4.17)deki esitsizlikler
i=0

esitlige ¢evrilir. Onerme 1 kanitlanmusg olur.

o bir pozitif Lebesque 6lgiisii ve S:=G sonsuz sayida nokta igeren kompakt
bir kume olsun.

0.0 (£.5)= 3K,0 (0,0 (2)

segelim,
x’, uzayinda Q,, cekirdefine Bergman gekirdek fonksiyonu gbzityle

bakabiliriz. [13,p.44] dzel olarak O, ., liretme 6zelligine sahiptir.

V Per,, V£eC iginP(£)= j j P(2)Q,(¢.2)do, (4.4.18)
G

Gergekte {K,,,}:Lo sisteminde Fourier serisinin p geniglemesi ,
yani;

P(£)=>.aK,,(¢) (4.4.19)
i=0
ile
=[[P(2)k, . (z)do, (4.4.20)
G
elde edilir. (4.4.19)’de (4.4.20) yazilirsa (4.4.18) elde edilir.
4.1.2.0nerme’nin Ispati: 4.1.2.0Onerme’nin varsayimu ile, negatif olmayan

her » tamsayisi i¢in dyle ki,

K,W(z)l ze 5} < (n+1)’ =

olacak sekilde ¢, >0 sayis1 vardir. (4.3.2)’den,

max(Z|K,,(z)|) <c7|: (z+1)2'3]vz (4.4.21)

elde edilir. Sag taraftaki toplami degerlendirelim,

K,, (z)l <c,(n+1)

-

no’
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(n 2-l- ;)?ﬂ < n2ﬂ+l
+

n n+l
Y+ < [ (x+1)7 dx<
1

i=0
dir. Bu degerlendirme (4.4.21)’de yazilirsa,

1
B
2n ?

11,

elde edilir.
4.1.4.Teorem’in ispati:
4.1.2.0nerme goz oniinde tutularak, (4.1.9) ve (4.1.10) kosullan1 kolayca

goriilebilir ve

K", o

o = esitsizligi,

1

|¢-nﬂ+‘/2 (4.4.22)

sonucunu verir.
4.3.1. Lemma’dan,

IIR, o

~m{( i) |

olmak iizere V& € G igin,

n 1/2
L2 S e |
i=l
dir.
(4.1.9)"a uygun olarak ¢ segilerek, (4.1.10) kullamilirsa
n 12 n /2
ll]n,a | > [Z(l + 1)213] > (J'(x + 1)2/3 dx} = pfHI2
. i=0 °
(4.4.22) elde edilir.

4.1.3. Onerme 4.3.1. Lemma’nin basit bir sonucudur.

4.1.3.0Onerme’nin ispat :
h(z)= [1—z|2 agirhk fonksiyonu ile bir diskte ortonormal polinomlarin agik
formunun  belirtildigi  (4.1.12) formali, [13,p,76] da Suetin tarafindan

kamtlanmigtir. (4.1.12)’ den,

= 2 y i+1){n—-i+
)—\/z(n+l)(n+2)(n+3)§( Din=r+1)

IKl. =& (1
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elde edilir. Buradan basit bir déniigiim ile (4.1.13) elde edilir.
4.1.1. Lemma ve (4.1.13) kullanilarak,

nz.,u=max{(§|f<,., (1)|’)”2}={§|Ki.,(1)}”

olmak iizere,

12 V2
n 2 l n
I (= K, (1 =—= i+1)(i+2)(i+3
=[Sk 0F | =57 S ee2)ee)
elde edilir.
ﬁjk(k+1)(k+z)=%n(n+1)(n+z)(n+3)
k=l
esitligi ile (4.1.14) bulunur.
4.23.Teorem’in Ispati: (4.2.8) ve (4.2.9) ifadelerinden, i=1m igin o
pozitiftir. Monodromy teoremine gore, [24,V3-Syf 269] G *da sinirly, G *de analitik
bir g(z) fonksiyonu vardir ve

lg|=] [}z-=}*

i=1
dir.
Fen, ve |R|,,;S1 olsun ve £,(z)=F,(z)g(z) ile gosterilsin. £, (z),

G *de analitik ve G ’da siirekli oldugundan Belyi’nin integral gosteriminden Vz e G

igin,
J (f)Y
fu(z )———ﬂ o, (4.4.23)
(@
.. , . , 1{oY oY
yazilir. Y,L egrisine gore yankonform donigim, £ =n+il ve YE =—[—+1———)
2\0n of
dir. Aynca,
K (z2)=h ()] [lz-l"
i=1
olsun.

Burada 4, (z), (3.5.7)’deki fonksiyon ve
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¥, _2—'8‘-—2 (4.4.24)

dir. (4.4.23)’den, Vz e G igin, her iki tarafin modala alimrsa

H 14, ¢|

Ja(
I Z)l IY(f) O

dir. Sa tarafta integral ici (4’ (g)) ? ile garpilip boliniirse,

/p
, )7
s H |Y(§)— £(r©®)”

O¢

elde edilir.

Holder esitsizliginden —1—+ 1 =1 olmak tizere,
P q

K do I l rla’a
(¥ @) ) f} Mm&-l h(f))"”] ‘}
o) (5) -

H r(&)-z }

elde edilir. Simdi (4.4.24)’deki ve (4.2.9)’ daki degerlendirmeler ile

/g

< H(

=2 [[IB@F @ ¥ &xo ]
| G

Wz)=K (z)ﬂ|z- 7"
i=
oldugunu gosterelim: (3.5.8)’den
# (@)= (@l = k(@)= @ l-2l"
elde edilir. Bu (3.5.7)’de yazilirsa,

h(z)= (Z)HIZ A (Z)HIZ Zil_n H'Z zl”
=h (z)li:lﬂz - z,|"-7‘

ortaya gikar. (4.2.9)’un her iki tarafim p ile garpip, (4.4.24) kullanilirsa

(4.4.25)
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2 .
—2__“8L+71=_7i +7

28
pu=2+y,———=
(14 o

bulunur. Bu son esitlik (4.4.25)’de yerine yazilirsa,

h(z) =k @] [Jz- =™

i=1

elde edilir. Buradan,

o s ©)
If,,(Z)lS-:; jGjlfz,(:)l ‘I;IIHJ “I'(£)do, H I ll(f) o,
MG
, ©)
[ﬂ P& h(2) o-g] ] i ,,l,(f) o

“B'Ip,h.G
dir. |B,, <1 oldugu kabulden bilinmektedir. Saj taraftaki ikinci integralde ise,

k igin singtlerligin interference kosulu saglandigindan, z e L;/,, i¢in 4.2.2. Teorem

2

’in ispatindaki (4.1.9) ifadesinde yapildign gibi, n*? ile Ustten degerlendirilir.
Boylece,
2
|fn(z)| <¢pn®?
olacak sekilde bir ¢, >0 sayisinin varlig1 ortaya ¢ikar.

Buradanda z e LI/,, i¢in her iki tarafin maksimumu alimrsa,

2 2
max|f,(2)| € ¢,n* = map{ . ) < ¢, n®" (4.4.26)
ZEL’/" ZELl/u

elde edilir.
4.3.2. Lemma’da M = L alinarak ve (4.4.26) kullanilarak (4.2.10) elde edilir. Yani,

# 2/ap
max < ¢, max - <c,n
zel ( " ) 8 zely, ( " l ) G2

dir.
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Geriye kalan (4.2.12) esitsizlifini kamtlamaktir. Simdi egitsizlii i=1 igin

kamtlayalim.
d,, =min {Izl ~z|:ze Ll/,,}

olsun. Bu durumda d,, >0 ve D(z,,d,,)c G, dir. (4.3.6) esitsizliginde,
M=T, ={z:|z-z|=d,}

segilsin. O zaman (4.4.26)’dan n, sabit edilmis bir dogal say1 olmak tizere n2 n,

igin,
m L — gm = _ Ay
gggf(&(Z)lglz 2| ) d"»“z’ir‘if(ﬂ(z)lglz g ) 4.4.27)
= dpy max|F, (z)
elde edilir.

Maksimum-modiilas prensibinden m?le,, ()2
zeT,,,

P (z )I var ve (4.4.27)’ye gore

“
dn,l

P (z)<d4 t};%i(an(z)I <n¥% = d4|P,(z)| 2 n¥™  (44.28)

'dir. d,,’1 degerlendirelim. segelim 6yle ki, d,, = |¢’ “le olacak sekilde bir £ € ),
segelim. O zaman 3.5.9.Tanim-(ii)’den
1
~=[e(¢)-[o(z)|s|o(¢)-2(a) 2|~ al" = (d,,)’
ise,
1

A -1 -
;j (d,,’,) =d, =nA > d < plh

bulunur. Bunu kullanarak,

dr:fl R;(Zl)l = nier = IR'(ZI)I < },zz/azpa,’:fl —

) < e = el

elde edilir. (4.2.9)dan ve (4.2.11)’den
24y, 25 :_/i= 2+y __2____> 4 +i=_2+71

p pa B pB ap B ap ph
bulunur. Boylece (4.2.12) esitsizligi ispatlanmir. Yani, i =1 igin

1

' 2
P"(Zl)l < nertmlb —  PB — pSi

ise z,,i=1,...,m noktalarinda,

74



2+y,

S, =
ph,

olmak iizere,

)I <c,n”
elde edilmig olur. Béylece ispat tamamlanir.

4.2.4.Teorem’in Ispati: L bir yangember olduundan, R=1+cr™ olmak
iizere herhangi bir L, de yangemberdir. Boylece L, ’de yz(¢) igin 3.5.1.

Sonug’daki kosullan saglayan bir y,, yz(0)=co, yansimas: insa edilebilir. Bu

vz (¢)’i kullanarak, P, (z) igin Belyi’nin integral gosteriminden Vz e Gy igin,

P(z)=—= j j 5(€)y TR 2(¢) o, (4.4.29)
Gy R(g ) )

bulunur.

e>0 igin, U, (z)={¢:[¢-2z/<e} ve genelligi kaybetmeksizin
U,:=U,(0)cG olsun. z €L igin, (4.4.29) ifadesinde her iki tarafin modilii
alinirsa;
(&) ez (¢ )I
R(g )" l

F, (Zl )l

R

elde edilir. Buradan,
(¢)Ilykg(¢)l

I e { (€)= Gr W,

bigiminde yazilabilir.

Bz ),
(4' ) - zll

]=:J, +J, (4.430)

J, integralini degerlendirmek igin integral igi #?(¢) ile garpilip boliniirse

ve ardindan l+l =1 olmak tizere Holder esitsizligi uygulanirsa,

P q
| é’)l Vg
’ Yrz
} {J‘J.hq-l(g)l R(c)_ Iqu }

J, =
U,

elde edilir. Sag taraftaki ilk integral i¢in
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”} 7'M, , M,

np —

(omer} <2s

dir. 3.5.1. Sonug’a gore her £ e U, igin | szlx l yr (€ )Iz ve |¢ ~z|2 ¢ olmak iizere
zelL ve {eU, igin,

IyR (5)‘21 = I}’R (4')|
vardir. Ayrica
h&)=h(O -2l 26l 2] 2" =1 ve g>1
olmasindan

K1) =1
elde edilir. Bu bagintilan kullanarak,

I}’R ; ({)lq { l}’R ( {)Izq } dO'; Vg
{Q ronor] U] e

ortaya ¢ikar. Bu degerlendirmelerden,

J<M,, (4.431)
elde edilir.
|.7 | = | Voo |2 - l Yz |2 ,¥x({) yansimasmin Jakobiyam olmak iizere,
[17} deki ¢aligmaya benzer olarak,
VA (44.32)

elde edilir.
Bu durumda 3.5.1. Sonug, (4.4.32) ve 4.3.5. Lemma kullarularak, J, igin

integral igi #Y7(¢) ile garpilip bolanirse,

i we O Olrae (6)
2 ({) - le

¢
G\,

elde edilir. Holder esitsizliginden —1—+ 1 =1 olmak {izere,
P q
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l/q

[ﬂ (B do-;_ [H[ ez (€) 2]1“,0;

G\ G \U, n'® (: )lJ’R (¢ ) - ZII

Vg

S[H (|R.<c>|h‘“'<¢>)”da;]w II[ pez(€) lz} do,

| G\, hl/p(()l)’k (4)‘21

g

M, ,

VYq
|yR¢(¢’)| Jq o,
[” [h‘fﬂ(;)lyk(c) ~r)°

dir. Buradan,

ve L - q -1 oldugundan,
p

Yq
J, XM,
2 {G;:U -2 Ir'(q l) IJ/R (5) 1|2q}

(4.4.33)

Vq
do
<M, -
r {ya(é[a{Us)IYR (é,)_zlln(q 1) Ié, _ lezq}

degerlendirmesi elde edilir.
Bu integrali degerlendirmek igin ilk olarak, V¢ € G, \U, ve z, € L igin,
¢ -2| 2|y (¢)-2] (4.4.34)
degerlendirmesini elde edelim. ¢e L, olmak tizere, |z, ~f|=d(z,L;) olsun. 3.5.1.
Sonug’a gore, V¢ € G, \U, ve z e L, igin,
ol -2y (¢)-2< el - (4.4.35)
dir. Buradan,
¢ -zl <l¢ ~d+|p(€) =1 +[ra(¢) -]
<(q" +1)|yx (&) -1+ [ (&) - 2| 2 px () -2
elde edilir,
%<0 ise yg(¢)=¢kuralina gore degiskenleri degistirerek ve (4.4.34),

(4.4.32), 3.5.1. Sonug ve (4.4.33) ifadelerini kullanarak,
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d Ygq
o

M <

DM, , {GJ\L |yR (C) _ Zl|7|(q—l)+2q}

dO'; ve —ﬂ
2M,,5 | SMayd * (k)
yR(GR\Ua)|:_ZI| '

ve 7, >0 ise y, (4’ ) =¢ kuralina gore degisken degistirerek ve (4.4.34), (4.4.32) ve

(4.4.36)

3.5.1. Sonug ifadelerini kullanarak,

Vg
do
J, <M £
2 —*n, {GRJ.\J;] |yR é,)_ “llh(‘l-l +2q}

do i S}
{ J] lé, !r,(;q 1+2q} j‘}\/{n,l?d 7 (ZI’LR)
"'l

(Ge\U,

(4.4.37)

elde edilir. (4.4.31), (4.4.33), (4.4.36) ve (4.4.37) esitsizliklerinden,

2+y

|B(2)| =M, ,d 7 (ale)
ortaya ¢ikar. G e, , olduBundan, [17]’deki ¢alismaya benzer olarak,

(2+n)

|B.(z)| 2 M, n A (4.4.38)
elde edilir.

(4.4.29) integral gosterimini kullanarak, = € G, igin,

sty B0 PO
(z-2)" ﬂ(z z)” yR(é’) % H ~z) al )’R(C) ) ‘

yazilir.
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Buradan da,

R(2)-B(2)|_ 1 2z €)

e [T @A
+_Ij (é,) le’ykg(g)l
P II‘IyR(Cl)q -lllyzs) Z| 4.4.39)
YrZ o
” )@l
lP(f)” 1|—<’l ng(g) o. = Az z Y+ Bz z
”'Qa- |yR(C)-‘l|lyR(¢) l “ .A( ’Hl) B(~’~l)

elde edilir. Integrallerin z ve z noktalanna goére simetrik oldugu, A(z;z,) ve
B(z;z,) integrallerinin tammlanmasindan ortaya gikar. Buna gore- A(z;z) ve

B(z;z,) integralleri paralel degerlendirilecektir. 4(z;z,) ve B(z;z) integrallerini

nip

degerlendirmek igin, integral iginin pay ve paydasi | —z[""" ile garpilarak 4.3.5.

Lemma ve Holder esitsizligi kullanilacaktir. Sonug olarak, 1 + u =1 olmak lizere,
P q

“_“lll i R;(g)l
IJ. C:) Z”}’R(g)_éll

Vq
z w-el,y, d
<M, [J-J.'*' H J . ln le yie,i‘(f)l 0'9,—-’ -
i, e, )¢ -5 l}’R 2 |ye(¢) -2
=M,, {Al (z:2,) + 4,(z; zl)}]/q

§

(4.4.40)

10']

Oz-z

_1lA( ),
) ” IyR(é') 21||.VR(§) Zl :

(==

U, Gg\U, 4’)"~1| |}’R(§
= M",p { A (z;;:1 ) + B, (.z; z) )}Vq

bulunur,
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3.5.1. Sonug’a goreV¢ e U, igin IyR,Z(cf)leyR(()r ve | ~z|=1 olmasindan,

z,z,eL ve {eU, igin | ye(¢& )I =|y:(¢)- zl < |y (¢)- le vardir. Bu bagintilar
ile,

A(z7)=1 (B(zz)=1) (4.4.41)
elde edilir.
A(z:2)=21 (B/(z:5)=1) degerlendirmek icin, z ve z noktalannin L uzerindeki

farkli durumlanm ele alacagiz. Bunun igin:

F =y (Ge\U,), E,=E UE,
1 1
F”:={4’GF1:|{—21|S5|_7—:1|}, E‘{:={{eFl:|§—zl|t—|z—zl|}
! :
Ezi={é“eliilé'-2|5—|2—zll}, R |
E ={yp(Ge\U.)NUs(2)}, By ={pe(Ge\U.)\Us(2)}, 0<5<68,(G)
3 1
Eo.:={¢eEorlé—z.|25|4—zl}, ﬂm:={¢eEo:|c—z1|<5|¢—z|}

secelim.

A. |z=z]26>0 olsun. Y, igin 3.5.1. Sonug ve (4.4.34) gbz 6niinde

tutularak,

do,
S 7w e e

@wﬂﬂ

fOF R OR J (;)_len(q—l)lc_Z|qlé,_zllzq
elde ederiz. ¢ € F, igin,

dag.

1
|Z"le2“2"~1|"|5‘21|IZE|Z‘21|
ve ¢ € F, igin,

1
|§—zll 2—2-]z—zl|

oldugundan,
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00 e e I

)=zl - -af TRl

(n+2)g- l) g-2

<n A +n°

1 |

n(g-1) q 2¢ =
F R IJ'R(é')—ZxI ¢ =2["|¢ -z

olmasi ile,
(n+2)(e-1) g2
Az(z;zl)jn A +n¢
bulunur,
Benzer sekilde,

do,
Bz(-’- ~| H (4’)—~1|"(q 1) |§ ~1|ql§ l

MHMHJAQ!d%

P B R R

dir.

" -2l -2

(4.4.42)

nlq

Fy Ié’ - ZII l
nle-1)+g-2  2(g-1)
<n A +n ¢

,yR (é’)'"«lIrl Y |§V ~1|qI§ l

ll Fi2

veE

Il |

n(g-1) q 2q =
Ry Fj R(é’)—zl| I:—le |§_Z|
oldugundan,

nlg-+g-2  2(g-1)
By(z;z)2n A  +n e

dir. Buradan da (4.4.40), (4.4.41), (4.4.42), ve (4.4.43) bagintilar ile, -

A(z:5)3IM, 7", B(z;z) I M, nl®"

elde edilir.
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B. §>|z—z|2d(z,L;) olsun. V& >0 igin,

lz-z < c(g)(|¢ —2 +|¢ -

)

oldugunu goz 6niinde tutarak,

do do
A2(Z zZ) .UI; llrx(q l)+§ql; lqax .U 71 9- 1)+2q-i1—a|)q|¢ Iq

do, dO'
= i-[ éf _ Zli'l (q—i)+2q+qo’l .Ul; Ih(q— -liq —-(1-01)q+q (4445)

(n+2)(q-1)+q0,

J.J‘ na- 1)+2<ar+qax H " —1)+2q Coyars =1 A
¢~ | ¢ -z
"'l "l

EOZ EOZ
elde edilir. Benzer bir sekilde B, (z;z,) igin de,

(n +2)(g-1)+q0

B(zz)=Xn A (4.4.46)

degerlendirmesi yapilir. Boylece (4.4.40)’da (4.4.45) ve (4.4.46) ifadelerini yazilip,
(4.4.41) ve (4.2.13) ifadeleri kullanilirsa,

7 +2+0; 2
A(z7) = M, n A< M, n%? (4.4.47)
ve
| n+2+y 2
B(zz)32M, n # =M, n" (4.4.48)
elde edilir.
C. |z-z|<d(z,L;) olsun. (4.4.40) bagntisi ile,
d'l(I o) (Zl R)dO'; (n+2)(g-1)+g0
> A
A (z2)= jj T <n (4.4.49)
ve
(n+2)a-1)+g
B,(z;z)2n A (4.4.50)
ortaya gikar.

(4.4.40) ifadesinde (4.4.49) ve (4.4.50) ifadeleri yazilir ve (4.4.41) ve (4.2.13)

ifadelen kullanilirsa,

2 2

A(z5) 2 M, 1%, B(z;5) =< M, n* 4.4.51)

np
elde edilir.



Boylece (4.4.51), (4.4.38) ve (4.4.39) ifadelerinden (4.2.14) ifadesi ispatlanr.

4.1.5.Teorem’in Ispati : K (z) igin M,,=1 oldugundan, 4.2.4.

Teorem’den, 4.1.5. Teorem ifadesi ispatlanir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1. SONUCLAR

Bu tezde ele alinan konu ile ilgili sonuglar, Bulgular ve Tartigma boliimiinde
4.1.0rtogonal Polinomlarin Bolgenin Kapanmginda Degerlendirilmesi
4.2.Keyfi Polinomlarin, Swmir Egrisinin ve Agirlik Fonksiyonunun
Interference Kosulu Altindaki Degerlendirmesi

bagliklan altinda toplanmustir. Ayrica
4.3. Yardimct Sonuglar

bolimiinde de esas teoremlerin ispatlarinda kullanilacak lemmalar ve ispatlan

verilmigtir.

Agirlik fonksiyonu (3.5.7) deki gibi tanimlanmak tizere,
1) 4.1.1. Teorem’de GeQ,,1/2<a <1, ve i=1,m igin (3.5.7) deki 7, ler

stfira esit oldugunda Vz e G ve biitiin n dogal sayilan igin

K,(z)|’nin sifira gitme
orant , bolgeyi belirleyen o ° ya bagli olarak hesaplanmigtir.

2)4.12. Teoremde Ge Q,, , , /2<f <a<l i=Lm igin 1+%=ﬁ
7 (24

interfence kosulu saglandiginda Vz e G ve biitiin n dogal sayilar igin

K,(z)|'nin
sifira gitme oram , bolgeyi belirleyen «, 4,,..., 3, ’lere bagli olarak hesaplanmistir.

K,(2)

sifira gitme orant , interference kogulu altinda z, € L kritik noktalarinda, degismez.

Baska bir deyisle, 4.1.1. Teorem ve 4.1.2. Teorem’de E’da, nin

3) 4.13. Teoerem’de

In,h

normunun degerlendirilmesi verilmis. Bu

degerlendirmede, (4.1.3.2) ile (4.1.1.3) genislemesinin kesinligi incelenmistir.
4) 4.1.4. Teorem’de ise 4.1.4.1 ve 4.1.4.2 kosullan saglandiginda belirli bir

o sayisl igin Ilmh]l <n” ise, ¢’nin B+ % ’den kiigiik olamayacagt degerlendirilmesi

elde edilmigtir.
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5)4.1.5. Teorem’de, Ge 0, 5, 0< B, < <1 bolgesinde Vz e G ve biitiin 7

dogal sayillan igin 1+12‘-<£‘— kosulu altinda K,,(z)l’nin sifira gitme oram
o

degerlendirilmigtir.

6) 4.2.1. Teorem’de keyfi P, degP, <n polinomlarnin sinir egrisinin ve
agirlik fonksiyonunun interference kosulu altinda ||F,|, degerlendirmesi elde
edilmistir.

7)4.2.2. Teorem’de, G € 0,, 1/2 < <1, bolgesinde 4(z) agirlik fonksiyonu
ile hefhangi bir {F,} _ polinomlar dizisi igin G da modilce degerlendirilmesi elde
edilmistir.

8) 42.3. Teorem’de, p>1, GeQ,, ,, i=Lm, 2<B <a<l igin
h(z) apirlik fonksiyonu ile (4.2.3.1) kosulu altinda 4.22. Teorem’deki
degerlendirmenin benzeri yapilmigtir.

9) 424. Teorem’de, p>1, Ge€Q,,, —;—S B <as<t ve h(z) aguhk

fonksiyonu olmak iizere herhangi bir F,, degF, <n polinomu igin (4.1.5.1) kosulu

altinda G ’da,

P, (z)[ *nin sifira gitme orani degerlendirilmistir.

5.2. ONERILER

Agirlik fonksiyonu (3.5.7) deki gibi tanimlanmak iizere,

1) GeQ,,0<a<l/2, ve i=1m igin (3.5.7) deki 7’ ler sifira esit

Kn(z)

bolgeyi belirleyen « ° ya bagl olarak nasil degisecektir?

oldugunda VzeG ve bitin n dogal sayilan igin ‘nin sifira gitme orant ,

2) GeQ,p 5 »0<a< /2 i= 1L,m igin sinir eprisi ile agirhik fonksiyonu

arasinda nasil bir iliski olmalidir? Buna bagli olarak VzeG ve bitin » dogal

sayilar i¢in IK"(Z) ’nin sifira gitme orani , bolgeyi belirleyen o, 4,,..., B, lere bagh

olarak nasil degisecektir?
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