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0z

Bu calismada, agirlikla donatilmig bir telin enine titresimi incelenir. Bu
diferansiyel denklem Fourier doniisiimii ile sinir kosullarinda spektral parametre
bulunduran Sturm-Liouville problemine indirgenir ve Liouville doniisimii
yardimiyla bu problem daha da basitlestirilip ¢esitli kosullar altinda, bu sinir —deger

probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari incelenir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel denklem, Sturm-Liouville denklemi,

0zdeger, 6zfonksiyon, soniimlii telin titresimi



ABSTRACT

In this study, transverse vibrations of a string which equipped with a mass are
considered. By Fourier transformation the corresponding equation is reduced to a
Sturm-Liouville problem with non-linear spectral parameter in the boundary
conditions and this problem is become easy by Liouville transformation and we
study at this boundary value problems eigenvalues and eigenfunctions under various

conditions.

Keywords: Differantial equations, Sturm-Liouville equation, eigenvalue,

eigenfunction, damped string vibrations.
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Ozdeger

Telin sertlik katsayisi
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t aninda telin enine yer degisimi



1.GIRiS

Sinir  kosulu spektral parametre igeren sinir-deger problemleri fiziksel
uygulamalarindan dolay1 incelenmesi gerekir. Bu tiir problemler dnce M. Poisson’ un
dikkatini ¢cekmistir [17]. Kismi diferansiyel denklem i¢in sinir kosulu zamana gore
tiirev (veya yone gore) icerdiginde degiskenlere ayirma yontemi uygulanirsa sinir
kosulunda spektral parametre iceren sinir problemi ile karsilagilir. Uclarinda agirlikli
yiik asilmig telin (veya ¢ubugun) titresimi ile ilgili sinir deger problemi [6] da ele
alinmistir. Burada bir ucu bagli diger ucu da yiikle donatilmig, homojen olmayan bir

telin veya sicimin enine kiigiik titresimleri

denklemi ile ve
u(0,1)=0 (1.2)
g—zx_l+vg—js_l+ﬂg%rl=0 (1.3)

sinir kosullari ile ifade edilir.

Burada - pa— terimi sicimi etkileyen titresim kuvvetidir, yani sicim bir
t

o d S .
ortamda titresiyorsa a—u hizina orantili (durdurmaya yonelik) diren¢ kuvveti olusur
t

ve porantililik katsayisidir. A(s) homojen olmayan sicimin sertlie bagli olarak
yogunlugudur. x>0 telin ucuna baglanmis yiikiin kiitlesi ve »’ de bu yiikiin

titresimini durdurmaya yonelik sonme katsayisidir. u (s,t) ise bu telin enine

yerdegisimi, ¢ de telin uzunlugudur.



Ele alinan bu probleme u(s,7) = XA, s)e”  doniisimiinii uygulayacak olursak;

du_ ¥(A,5)e™ du_ A, s)e™ ou =11, 5)e™
s ’ ot ’ o ’

oldugundan (1.1)’1;

(A(S)ﬁ’(/i,S)), er + 1A, 5)e™ —ipA(A, s)e™ =0

iAr s

seklinde yazabiliriz. Her iki tarafi ¢’ ye bolecek olursak

(A()F (4, s)), + (A, 5)—ipAX(A,5) =0 (1.4)
denklemini elde ederiz. Ayn1 sekilde (1.2) denklemine bu doniisiimii uygulayalim.
u(0,1) =0=1,0)e™

iAr s

olur, her iki tarafi ¢’ ya bolelim.

H(4,0)=0 (1.5)
esitligini elde ederiz. (1.3) kosulundan ise ayn1 yontemle,
F (A, D) +VAA, D) — uA*¥(A,1) =0 (1.6)
denklemini elde ederiz.

Liouville doniisiimii, yardimiyla bu sistem, asagida verilen sinir kosulunda

spektral parametre iceren:

YV (A,x)+ (A —idp—q(x)y(A,x)=0
¥(1,0)=0
Y (A a)+(=mA* +iad+ ) y(A,a) =0

Sturm-Liouville problemine indirgendi ve bu ¢alismada bazi kosullar altinda bu

problemin spektral 6zellikleri incelendi.



Ayrica, benzer problem [18] de incelenir ve bu ¢calismada:
3+ qgx)y = Ay, 0<x<1
(a+ A + a,A7)y(0)+y'(0) =
(By+ BA + BA)y(1) + y(1)=0
seklinde verilmis bir sinir-deger probleminin ¢(x)reel degerli [0,1]" de siirekli olan

bir fonksiyon ve &, >0, £,

|¢ 0 kosullar i¢in reel dzdegerlerin R, 20

merkezli dairenin disinda yerlestigi gosterilmistir.

Ayrica tezde (1.1)-(1.3) problemine iligkin,

0 (A( >a—;‘j—a——pa—”:0

ds or? ot
(x &+aa—u+au+aa—u) =0
ot ot U ox|
Ju
(152 151 +180 1538_) =0
X s=1

karigik problem ele alinir, burada «;, .’ ler fiziksel sabitlerdir. Degiskenlere ayirma

yontemi ve degisken doniisiimii yapilarak bu problem

-V (3, %) + gy(y,x) = Py(y,x), 0<x<1

(a,+ oA + a,A")y(A4,0) +a,y(1,0)=0

B+ BA + BA)yAD + By (A1H)=0

sinir-deger problemine indirgenir.
Burada A spektral parametre olmak iizere ¢(x)negatif olmayan reel degerli bir

fonksiyon ve «;, B (i=0,1,2,3) reel sabitleri i¢in

a,>0, ,>0, ,<0 ve 5,>0,5,<0,8,<0



kosullar1 saglaniyor. Bu sinir-deger probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar icin elde
edilen sonuglar lemma ve teorem bi¢iminde bulgular ve tartigmalar boliimiinde
verilmistir.

Bu tip problemlerin incelenmesi, dogada var olan bir olayin (yani agirlikli bir
telin titresimi  olaymn1) matematiksel ifadesini kolaya indirgeyip {iizerinde

calisilabilmesi acisindan 6nemlidir.



2.KAYNAK ARASTIRMASI

Matematiksel fizigin bir¢cok problemi spektral parametre iceren 6zdeger ve
ozfonksiyon problemine indirgenebilir. Bu tiir problemlerle kismi diferansiyel
denklem i¢in baslangic deger ve smr kosullar1 zamana (veya yone) gore tiirev
icerdigi durumlarda Fourier metodu uygulandiginda karsilasilir. Daha onceleri bu tip
problemler M.Poisson’un [17] dikkatini ¢ekmistir. Sinir kosullar1 spektral parametre
iceren problemler giincelligini bu giinde korumus ve bu yonde farkli problemler i¢in
bircok arastirmalar yapilmus [2], [4], [5], [11], [13], [14], [16], [18]. Ik kez I.Walter
[11] bu problemlerin klasik Hilbert uzaylarinda operator bigciminde ifade edilmedigini
ve Ozel Hilbert uzaylarinda incelenebildigini gostermistir. Bu yonde yapilan

calismalarda 2. mertebeden diferansiyel denklem icin sinir-deger problemi L, ® C

veya L, ®C” ve buna benzer diger 6zel uzaylarda operator biciminde ifade ediliyor

ve lineerlestirici operator i¢in 6zel uzaylarda 6zdeger ve Ozfonksiyon problemleri
incelenir [11], [13]. Hatirlatalim ki, bu ¢alismalarda spektral parametre sinir kosuluna
lineer dahil olur. Sinir kosulu spektral parametreyi lineer icerdiginde bu problemler

fiziksel uygulamalari ile [3] te genis 6zetlenmistir. Bu durumlarda, [12]’de
~(py") +qy = Ary

ikinci dereceden lineer denklemi [0,1] kapal1 aralifinda,

(aoﬂ’ +b,)y(0)= (Co/l +d, )(py')(O)
(al/ﬁi +b)y() = (Cl/ﬁi + dl)(py')(l)
sinir kosullari ile

. . 1
(a;,b.,c;,d;)#0,j=0,1 ile p>0,420 ve E,q,re L10,1],7#0

kosullar1 ile birlikte ©6zdegerleri i¢cin degerlendirmeler elde edilmistir. Bu simir

probleminin H = L,(0,1) ® C* uzayinda tabanhig1 [12]" de incelenmistir.



Ancak yukarda ki caligmalardan farkli olarak tezde spektral parametreyi lineer
icermeyen
-y + gy = Ay, 0<x<l1
(@, + oA + a,A)y(0) +y(0) = 0

(:80+ 181/1 + 182/12))’(1) +y’(1)= 0

sinir-deger problemi ele alinir.burada, g(x)negatif olmayan [0,1] araliginda siirekli
fonksiyon, ¢, B (i=0,1,2,3) reel sabitlerdir. ¢, S (i=0,1,2,3) sabitleri farkli
kosullar sagladiginda bu problem farkli yonlerde [6], [16], [18]’de incelenmistir.
Spektral parametreyi lineer icermeyen sinir kosullarina iliskin problemler fiziksel
uygulamalari ile [6] ve [7]" de verilmistir. n mertebeden adi diferansiyel denklem igin
genis Ozet ve incelemeler [14]’de yapilmistir. 2. mertebeden diferansiyel denklem
icin spektral parametre sinir kosuluna polinom bi¢iminde dahil oldugunda, [5]’ te
u()]=—(p()u'(x) +g(x)u(x) = Au(x) 0<x<I

B (A PO0)'(0)+ 0, (Au(0)=0

R(APMDu' (D) +Q (Dul) =0
sinir problemi i¢in 6zdeger ve 0zfonksiyon problemi ele alinir, 6zel Hilbert uzayinda
0zdeger ve 6zfonksiyon problemi ele alinir, kok fonksiyonlarinin tabanligl incelenir.
Burada P(4),0,(4), A’ yabagl polinomlar ve

0,(4)

r, dereceli basit olmayan reel rasyonel kesirdir.

R(A)=(-1) i=0,1

Tez konusunda [12], [15], [16] ¢alismalardaki sonug¢lardan yararlanilmistir.
Tezde diferansiyel operatorlerin o6zelliklerine iliskin [1], [8], [9], [10]

monograflardan kullanilmistir.



3. MATERYAL VE METOT

Bu bolimde ileri kistmda kullanacagimiz kavramlar tamitilarak, temel

teoremler verilecektir.

3.1 TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

3.1.1. Tanim:
1(y)= py(0)y™ + p (0)y" ™" +..+ p, (x)y (3.1.1)
bicimindeki ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. Burada n sayis1 diferansiyel

ifadenin mertebesi ve p,(x), p,(x),..., p,(x) fonksiyonlar1 da diferansiyel ifadenin

katsayist olarak adlandirilir.

3.1.2.Tanim: y fonksiyonun ve onun [a,b] aralifinda (n—1). dereceden
tiirevlerinin a ve b noktalarindaki degerlerini
Yar Yareres Voo s Vs Vosowes V' (3.1.2)
ile belirtelim. (3.1.2) degeriyle olusturulan
Uy)=a,y,+ay. +..+a, y" "+ By, + By +..+B_y"" (3.1.3)
ifadesi bir lineer form belirtir. Eger k=1, 2,...,m i¢in bu bi¢imde U, (y) olusturulursa
ve
U,(y)=0, k=L,2,....m (3.1.4)
esitligi y(x)e C" igin saglanirsa bu ifadeye sinir kosulu denir. (3.1.4) formundaki
sinir kosulunu saglayan tiim y(x)e C" [a,b]fonksiyonlar kiimesini 2 ile belirtelim.
Burada 2, C" [a,b]’ nin lineer alt kiimesidir. Kabul edelim ki, /(y) diferansiyel
ifade ve (3.1.4) sinir kosulu ile tanimlanan 2 alt kiimesi verilmis olsun. Her hangi bir

ye P fonksiyonuna u =[(y) fonksiyonu karsilik gelsin. Bu doniisiim tanim bolgesi

® olan bir lineer operatordiir ve L ile gosterilir. Bundan dolay1, eger ye 2 ve



u=I(y) ise, o halde L operatoriiniin tantmina gére u= Ly’ dir. Burada ki L
operatoriine [(y) diferansiyel ifadesinin ve (3.1.4) smir kosulunun olusturdugu

diferansiyel operatordiir denir.

3.1.3. Tanim: [9]
[(y)=0 (3.1.5)
denklemini ve
U,(y)=0,k=1,2,....m (3.1.6)
kosullarimi saglayan y(x)e C [a,b] fonksiyonunun bulunmasi problemine homojen
stmir-deger problemi denir. [(y) diferansiyel ifade ve (3.1.6) smir kosullar ile
belirtilen operator L olsun. O halde homojen sinir-deger problemi, L operatoriinii 2

tanim bolgesinde sifira doniistiiren y(x) fonksiyonunun bulunmasina indirgenir.

Her hangi homojen smir-deger probleminin en azindan bir y=0 c¢oziimi

vardir. Bu coziime trivial veya sifir ¢oziim denir. Bununla birlikte homojen sinir-
deger probleminin sifir olmayan c¢oziimii de olabilir. Biz, hangi kosullar altinda
homojen sinir-deger probleminin sifir olmayan ¢oziimleri var, onu arastiracagiz.

Kabul edelim ki y,,y,,...,y, fonksiyonlar1 diferansiyel denkleminin lineer

bagimsiz ¢oziimleri olsun. Diferansiyel denklemler teorisinden bilinir ki, homojen

]

siir-deger problemini saglayan [(y)= 0 denkleminin her hangi ¢6ziimii c¢,,c,,...,c,
ler olmak iizere

y=oytey,t..+cy,

Ile ifade edilebilir. (3.1.6) sinir kosulunu saglatirsak

aU,(y)+c,U,(y,)+...+c,U,(y,)=0

aqU,(y)+cU,(y,)+...+c,U,(y,)=0 (3.1.7)

qU,(y)+cU, (y,)+...+c U, (y,)=0

n m

lineer homojen denklem sistemini elde ederiz.



U6 Uiy Uiy,
|00 Uiy Uy,

U,y) U,(y,) U, (,)

U (3.1.8)

olsun. O halde m = n i¢in homojen sinir-deger probleminin sifir olmayan ¢oziimii

ancak ve ancak U matrisinin determinant1 sifira esit oldugunda vardir.

3.1.4. Tanim: L operatdriiniin tamimlandig1 2 bolgesinde
Ly=Ay
bagintisini saglayan 6zdes olarak sifira denk olmayan fonksiyonu var ise A sayisina L
operatoriiniin ozdegeri denir ve y fonksiyonuna A O6zdegerine uygun dzfonksiyon
denir.
L operatorii [(y) diferansiyel ifadesi ve
U,(y)=0, k=1,2,....m
kosullart ile insa edildigi zaman
l(y)=A4y, U (»)=0
homojen simir probleminin sifir olmayan ¢oziimiinii garanti eden A sayisina L
diferansiyel operatoriiniin 6zdegeri, ve A’ ya karsihik gelen, sifir olmayan y
coziimiine ise 6zfonksiyon denir.
Ayni bir 4 6zdegerine uygun 6zfonksiyonlarin lineer kombinasyonu verilen L
operatoriiniin 4 6zdegerine uygun 6zfonksiyondur.
Gergekten Ly, =Ay,, Ly, =Ay, ise ¢, c, keyfi sabitler olmak iizere
L(c,y, +¢,y,) =c, Ay, +c,Ay,
=Aey, +¢,5,)
olur. Yani (c,y,+c¢,y,)’ de A ozdegerine uygun ozfonksiyondur. /(y) = Ay adi

diferansiyel denklemin A 6zdegerine uygun lineer bagimsiz ¢oziimleri n’ den fazla
olmadigi i¢in A’ ya uygun 6zfonksiyon ile tanimlanan lineer uzayin boyutu n’ den

fazla degildir.



Yani bu uzayin boyutu verilmis bir 4 igin,
l(y)=24y, U, (»)=0
probleminin lineer bagimsiz ¢6ziimlerinin sayisina esittir. Bu sayiya A 6zdegerinin

katlilig1 veya geometrik katlilig: denir.

Ozdegerleri belirleyecek kosullar1 bulalim.
»(x,A), y,(x,A),.... y,(x, )
I(y) = Ay denkleminin j, k=1, 2, ..., n olmak iizere

0,j#k

E=Dq 2y =
y; (a,4) {szk

Baslangi¢ kosullarin1 saglayan temel ¢oziim sistemi ise, bu ¢oziimler herhangi sabit

x€ [a,b] igin A parametresine bagli tam fonksiyondur.

L(y) =Ay, U,(y)=0 simir probleminin sifir olmayan ¢6ziimii ancak ve ancak

U6 Uiy Uiy,
|00 Uiy Uy,

U,y) U,(y,) U, (,)

matrisinin ranki n’ den kiiciik oldugunda vardir.

U

Eger m< n ise rankU=r < n’ dir ve sinir probleminin herhangi A i¢in sifir olmayan
¢oziimil vardir, yani m<n ise, A’ nin herhangi bir degeri verilen sinir probleminin
0zdegeridir. Eger m>n ise o zaman
1) n-inci mertebeden determinantlarin her biri sifira esit ise her bir 4 6zdegerdir.

2) U matrisinin en az bir determinant1 6zdes olarak sifir degilse bu determinantin
sifirlar1 6zdegerdir.

Ancak 6zdes olarak sifir olmayan tam fonksiyonun sifirlarinin sayisi sayilabilirden
fazla degil (hi¢ olmaya da bilir) ve sonlu limit noktasina sahip degildir. Bundan
dolay1 L operatoriiniin 6zdegerleri sayilabilirden fazla degil (hi¢ olmaya da bilir) ve

sonlu limit noktasina sahip degildir.

10



Eger m=n ise

U (y) Uy, Uy,
U,(y) U,(y,) U,(y,)

Un (yl) Un (yZ) Un (Yn)

dir. A(4), A’ ya bagh tam analitik fonksiyondur ve buna L operatoriiniin

A(A)=

karakteristik determinantt denir. A(A)’ nmin sifirlar1 L operatoriiniin 6zdegerleridir.
Eger A(A) =0 ise her bir A, L operatoriiniin 6zdegeridir. Eger A(A)’ min sifirlar1 yok
ise, L operatorii ozdegerlere sahip degildir. Eger A,, A(A) karakteristik

determinantinin k katl sifir1 ise, 6zdegerin geometrik kat1 k’ dan biiyiik degildir.

3.1.5. Teorem: g(x), [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere ve herhangi
bir & icin

2

d’y
.X2

+g(x)y=Ay

denkleminin @(a,A)=sina ve ¢ (a,A)=—cosa kosullarin1 saglayan tek bir
o(x,A), a<x<b ¢oziimii vardir ve her fix edilmis xe€ [a,b] i¢in @(x,A), A’ ya

bagli tam fonksiyondur.

ispat:
@,(x,A) =sina@—(x—a)cosx
ve n>0 i¢in
0,050 = ¢, (x. )+ [ (9 = 1)@, , (1, A x—1)dt
alalim.

g(x) siirekli oldugundan a < x<b igin |g(x)|< M alabiliriz.
|/1| <N alalm. O halde a<x<b i¢in |(p0(x, /1)| <K.

Buna gore,

0, (x, )=, (x, A)| < I(M +N)K(x—1)dt =%K(M +N)(x—a)’

11



n =2 igin,
0,5 D=0, (x. D) = [{g() = AP, (1, ) = 9,5 (1, DY x—1)dt

ve bu ifadeyi degerlendirirsek,

@it )= @, (1, D] dt

0,(x, )@, (x, )| < (M +N)(b-a) J’
elde ederiz. Boylece

|0, (x, A) = ,(x, D) sg(M +NY (b—a)| (t-a)dt

_ KW+ N)b—-a)(x—a)’
3!

ve genel olarak

KM +N)*(b-a)" (x—a)™"
(n+1)!

¢n ()C, ﬂ’) - ¢n—l ()C, l)| <
seklindedir. Dolayistyla;

o) =g, )+ Y (0, (0 D) -, (1. ) (3.1.9)

n=1

serisi |/1| <N iginAd’ yagoreve a<x<b x'e gore diizgiin yakinsaktir.

n>2 igin
0.5, D) =g, (5, D) = [{g() = A, () = 9,5 (1, D))t

@, ) =@ (x, ) ={q(x) =A@, (x, 1) — @, ,(x, )} (x—1)

(3.1.9) serisini 1 ve 2 kez tiirevlendirmekle elde edilen seriler x’ e gore diizgiin

yakinsaktir. Bu nedenle;

12



o) =31 (D)= (6. D)

n=l1

= Pl D) - g )+ S (G e D) — g4 (x. )

(g~ W@ D+ Y (0,1 (0 D) — 0,5 (1. )]

={q(x)-Alo(x, 1)

Dolayisiyla ¢(x, 4),

2

d
xf +q(x)y=Ay

denklemini ve baslangi¢ deger kosullarni sagliyor. ¢, (x,4) fonksiyonunun
bi¢iminde ve (3.1.9) serisinin diizgiin yakinsakligindan dolayr ¢(x,A) fonksiyonu

tamdir. ®

3.1.6. Teorem: (Sturm Teoremi)
[a,b]araliginda, g(x)< h(x)oldugunda

' (x)+g(x)u=0 (3.1.10)
denkleminin sifir olmayan herhangi iki ardisik sifir1 arasinda

V(X)+h(x)v=0 (3.1.11)

denkleminin herhangi bir sifir olmayan ¢6ziimiiniin en az bir sifir1 vardir.

ispat:
u'(x)+g(xu=0

denklemini v ile,
V(X)) +h(x)v=0

denklemini u ile carpip taraf tarafa ¢ikarirsak asagidaki denklemi elde ederiz.

uv—v"u =di{u'v—v'u} ={h(x)—g(x)}uv (3.1.12)
X
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u’ nun ardisik iki sifirm1 x; ve x, ile isaretlendirelim. (3.1.12) denklemini x,’ den
x,’ e kadar integralliyelim.
{uv=vul” =0 )v(e) v (x)ux) = [ (h(x)~ g (x)uvdx
Gosterelim ki (x, ,x,) araliginda v(x) fonksiyonun en az bir sifir1 vardir. Bunun i¢in
aksini varsayalim. Farz edelim ki v fonksiyonu, (x,,x,) aralifinin hi¢bir yerinde
sifira esit olmasin. Genelligi bozmadan farz edebiliriz ki (x,,x,) araliginda
u>0 ve v>0. Buradan goriiriiz ki esitligin sag tarafi pozitiftir. Kabuliimiizden

u(x)=0, o halde u fonksiyonu x, noktasinda artandir. Boylece u’(x,)>0 dir.
Ciinkii u(x)=0 1idi ve u'(x) sifir olursa dolayisiyla Cauchy probleminin
cOziimiiniin tekligine gore u(x)=0. Bu ise varsaymmimiza c¢eliskidir. Ayni
tartismadan u'(xz) <0 dir. Buradan,

u'(x,)v(x,) —u'(x)v(x,) <0

elde ederiz ki bu ise ¢eliski olusturur. ®

3.1.7. Teorem: (Karsilastirma Teoremi)
u (x) , (3.1.10) denkleminin u(a)=sin 8 u'(a)=—cos 3 baslangic deger kosulunu
saglayan ¢Oziimii olsun. v (x), (3.1.11) denkleminin ayn1 kosullar1 saglayan ¢oziimii

olsun. [a,b] kapali aralifinda g(x) < h(x) olsun.

Eger a<x<b araliginda u(x) fonksiyonunun m sayida sifirt var ise v(X)
fonksiyonunun sifirlarinin sayis1 m’ den az degildir ve v(x)’ in k. sifirt u (x)” in k.

sifirindan kiigiiktiir. (v ( ¢, )=0 ve u (x, )=0ise ¢, <x, dir.)

Ispat: x, ile u (x) fonksiyonunun a noktasmna en yakin sifirini isaretleyelim. x, # a
olsun. [a,x;] arahginda v(x)’ in bir tane sifirt oldugunu gosterirsek teorem
ispatlanir. O halde Sturm Teoremini uygularsak teorem ispatlanir. Aksini varsayalim.

[a,x ] araliinda v(x)’ in sifirn olmasin. Genelligi bozmadan u(x) ve v(x) bu
aralikta pozitif olsun. u(x,) =0 oldugundan x, noktasinin komsulugunda u (x) azalan

bir fonksiyondur. Buna gore u’(x,) <0 olur.
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wv—v'u= di W'y —vu) = (h(x)— g(x))u(x)v(x)
X

esitligini a' dan x,’ e kadar integrallersek
u'(x)v(x) = f(h(X) — 8 (x)u(x)v(x)dx

elde ederiz, u (x)>0, v(x)>0 ve g(x)< h(x) oldugundan [a,x, ] aralifinda esitligin
sag tarafi pozitiftir. Fakat sol taraf negatiftir bu ise celiski olusturur. Dolayisiyla

[ a,x ] araliginda v (x)’ in sifir1 vardir. Teorem ispatlanmigtir.

3.1.8. Lemma: Eger x, (0<x,<1), @(x,4,) fonksiyonunun sifir1 ise o halde
yeterince kiigiik &£>0 sayist i¢in 30 >0 vardir ki |/1—/7.0|<5 oldugunda

|x - x0| < ¢ araliginda @(x, A,) fonksiyonunun sadece bir sifirt vardir.

ispat: Xy, @(x,4;)¢oziimiiniin sifirt olsun. Sifirlarinin basit olmast hakkindaki
teoreme gore,

ax(xy, £)=0

@ (x,y,4,) %0
seklindedir. Varsayalim ki, @/ (x,,4,)>0 . Oyle kiigiik bir & >0 vardir ki |x—x0| <¢
icin @ (x,4,))>0 olsun. Bu durumda, @(x—¢€,4,)<0 ve @(x+€,4,)>0" dir.
Bundan baska, @ (x,A) A’ ya gore siirekli oldugundan ([teorem 3.1.5]" e gore
w(x,A) tam fonksiyondur) Oyle bir ¢ >0 buluruz ki |/1—20|S§ icin @ (x,A)
fonksiyonu |x—x0| <¢ araliginin tamaminda pozitifligini korur. Bu nedenle,
monoton artan @(x,A) fonksiyonunun iki sifir1 olamaz. Eger; J° y1 oyle kiiciik
secersek ki |/1—/10|< 0 i¢in w(x+&,A) porzitifligini korurken @(x—é&,4) fonksiyonu
da negatifligini koruyorsa @(x,A)¢oziimiinin [1-A4|<d i¢in [x—& x+¢€]

araliginda sadece bir sifir1 vardir. ®
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3.1.9. Sonug: 4 degistiginde, w(x,A) ¢oziimii ya sifir kaybeder ya da sifir kazanir.

Bu sifirlar [a,b] araligina a , b ug¢ noktalarindan ya dahil olurlar ya da c¢ikarlar.

3.1.10. Teorem: (Salinim Teoremi)
—y +q(x)y=Ay
y(a)cosa+ y'(a)sina =0
y(b)cos S+ y'(b)sin f=0

probleminin artan yonde siraya dizilmis sonsuz sayida Ay, 4,,...,4,,... 6zdegerleri var

ve A, 6zdegerini uygun 6zfonksiyonun a < x <b araliginda n tane sifir1 vardir.

Ispat: ¢(x, 1),
Yy +q(x)y =2y

denkleminin

@(a)=sinx

@'(a)=-cosa
baslangi¢ deger kosulunu saglayan ¢oziimii olsun. Karsilastirma Teoremi’ne gore A
degerleri arttikca ¢(x,A) fonksiyonunun sifirlarinin sayis1 azalmiyor. x€ [a,b] igin
|q(x)| <c alahm ve —y”+¢g(x)y= Ay denklemi ile —y”+(A+c)y=Ay denklemini
karsilagtiralim. Bu denklemin ¢@(a)= sina  @'(a) =—cosa kosullarim1 saglayan
¢Oziimi,

1

y =sinacosh{(-A—¢)?(x—a)} - o8

1
T sh{(-A—c)*(x—a)}
(-A—c¢)?
(cosh=cosiz ve sh=-isinz)
seklindedir. A parametresinin modiiliiniin yeterince biiyiik negatif degerlerinde y

fonksiyonu sifira doniismiiyor. Yine Karsilastirma Teoremi’ne gore @(x,A)
fonksiyonunun A’ nin mutlak degerce yeterince biiyiik negatif degerlerinde [a,b]
araliginda sifir olmadigini elde ederiz.

Simdi —y"+q(x)y=Ay  denklemini —y”+(A—c)y=Aydenklemiyle
karsilagtiralim. Bu durumda A—¢g<A-c¢ olur.A —+c bu denklemin y(x,A)

¢cOziimiiniin sifirlarinin sayisi sonsuz olarak artandir.
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Ote yandan, A—¢g < A—c oldugundan Karsilastirma Teoremi’'ne gore @(x,A)
coziimlerinin [a,b] araliginda A — +oo gittiginde sonsuz artandir. Lemma 3.1.8’¢
gore @(x,A)=0 denkleminin kokleri A’ ya gore siirekli baghdir ve Karsilastirma
Teoremi’ne gore A arttiginda @(x,A)’ min her bir sifinn sola biiziisiir ancak a
noktasindan c¢ikmiyor ciinkii o zaman sifirlarinin sayis1 azalabilir. Lemma 3.1.8°e
gore yeni sifirlar b noktasindan girebilir. z,, A parametresinin ¢(b, A1) =0 kosulunu
saglayan ilk degeri olsun, boyle degerler her zaman var. 4, A’ mn @(b,A4)=0
kosulunu saglayan ikinci degeri olsun. Ve boyle devam ettirecek olursak 4, £, ,...
dizisi elde ederiz ki @(x, ) fonksiyonunun (a,b ) araliginda m sayida sifira sahip
olur ve ¢(b,u,)=0.

Gergekten @(x,A)’ nin (a,b ) araliginda m sayida sifiri olan g, 4, ,..., i, dizisinin

]

e uygun olan ¢(x,A ) fonksiyonunun da

m

ist st 4, olsun. O halde A

(a,b) araliginda m sayida sifira sahip oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim.

Varsayalim ki m-1 sayida olsun. O halde; ¢(x, A, )’ nin m. sifirinin b olmasi gerekir
ve lemma 3.1.8 ‘e gore dyle bir ¢ >0 sayist bulunur ki A€ (4,,4,,5) araliginda
lemma’ ya gére @(x,A)’ min (a,b ] aralifinda kesin olarak m sayida sifir1 olur. Bu
ise 4, nin tanimina gore geligkidir ¢iinkii A, sifirlar dizisinin iist simindar.
Bundan dolay1 ¢(x,4,) fonksiyonunun ¢oziimiiniin sifirlarinin sayisi (a,b ]

araliginda m’ den az olmuyor. Simdi sifirlarinin sayisinin m’ den fazla olmadigini
gosterelim. Aksini varsayalim, @(x, A ), (a,b) m+l oldugunu varsayalim. Bu
¢oziimiin (m+1). sifirt i¢in, x, ,(4,) <b olur. Lemma 3.1.8’e gore ¢dziimiin
sifirlarinin sayis1 A’ ya gore siirekli bir fonksiyon oldugundan A, nin dyle bir
kiigik (4, —0,,A4 +3J,) (5, >0) komsulugu var ki burada x,,, (1) <b olur. Buise
A, 6zdegerinin tanimina celiskidir. Bu nedenle (a,b) ¢(x,A) fonksiyonunun m
sayida sifirt vardir. Simdi ise @(b, 4,)) =0 oldugunu gosterelim. Aksini varsayalim;

(b, A4,)#0 olsun. O halde ¢@(x,4)’ nin A’ ya gore siirekli bir fonksiyon

olmasindan dyle &, >0 sayist bulunur ki Ae (4,4 +3,)icin @(b,A)#0 olmalidir.

m?® " m
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Buna gore bu A’ lar i¢in @(x, A) ¢oziimiiniin m sayida sifirt var. Buise 4’ nin
sifirlarinin iist sinir olmasina geligkidir. Buna gore elde ederiz ki ¢(b, A) =0 dur.
sin f=0ise, sinir kosullarindan ikincisi de saglamyor ve g, Ozdegerdir. Bu
durumda teorem ispatlandi.
sin ## 0 olsun ve u (x) fonksiyonu,
' (x)+g(x)u=0
u(@)=sina u'(a)=-cosa
v(x) fonksiyonu ise
V(x)+h(x)v=0

v(a)=sina V'(a)=-cosa

(h(x)>g(x))
sinir-deger problemlerine uygun c¢oziimler olsun.
O halde,
’ ’ ’ ’ ” ” V) %)
L (s T (e I [ JENRE
dx u v u v u v u- v
’ 7 N2
uv—vu
=(V—2)+u2{h(x)—g(x)}>o
olur. Buradan, uz(u——v—j fonksiyonu, v fonksiyonunun sifir olmadigi tiim
u 1%

araliklarda monoton artan olur. u(x), v(x) fonksiyonlarinin (a,b) araliginda ayni
miktarda sifira sahip oldugunu varsayalim. x, ile u(x) fonksiyonunun b noktasina
en yakin olan sifirim isaretleyelim. x, £ x < b aralifinda v(x) fonksiyonunun sifiri
olmadigin1 gosterelim. Gercekten Karsilastirma Teoremi’ne gore (a, x,) araliginda
v(x)’in en azindan v tane sifir1 yerlesir. Eger x, < x < b araliginin herhangi bir
yerinde v(x)fonksiyonu sifira doniisiirse o halde tiim [a,b] aralifinda v(x)’ in

sifirlarinin sayis1 u#(x)’ in sifirlarinin sayisindan fazla olur. Bu ise u(x)ve v(x)

fonksiyonlarinin ayni sayida sifirt olmasi varsayimina ¢eliskidir.
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(3.1.13) dzdesligini x,’ den b’ ye kadar integralliyelim.

{uz(b)(@_ v’(b)j} N uz(xv)(w_ v'(xv)j 0

u(b)y v(b) u(x,) v(x,)
Buradan
u'(b) _ v(b) (3.1.14)
ub) v(b)
olur.

(v'(x, A) S Vix,A)

. - A <A
v(x,A) v(x,l)] (Hy <A <A <fhy)

u(x)’i @(x,A) ile v(x) i @(x,A") ile degistirelim, burada 4, <A <A <u ..

(3.1.14) esitsizligine gore, 4 (ZZZ)) fonksiyonu monoton azalan bir fonksiyondur.
v
(4, M,,,) araliginda @(b, i) = @b, i) =0 oldugundan % fonksiyonunun
@0,

+oo'dan —oo'a azalmasi gerekir. Bu nedenle, (u,,u,,,) araliginda oyle bir A,

degeri olur ki,

¢b,4,) _
ob,4,) igh

olasidir. Yani ,
y(b)cos S+ y'(b)sin =0
kosulu da saglamyor. Ciinkii (4, 4,,,,) araliginda bir 4, degeri bulunur ki,
@', 4,)=ctg B.o(b,4,) veya y'(b) =—ctg fy(b)
Bu nedenle, A  6zdegerine uygun @(x,A ) fonksiyonunun sifirlarinin sayisi

m m

@(x, i) fonksiyonunun sifirlarinin sayisina esittir. Yani m sayida sifir1 vardir.®
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3.2. SINIR KOSULLARI PARAMETREYE BAGLI SOL TANIMLI
STURM-LIOUVILLE PROBLEMI

[0,1] kapal1 araliginda

~(py") +qy = Ary (3.2.1)
(ayA+Dby)y(0)—(cyA+dy)(py)(0)=0 (3.2.2)
(4, A+b)y()—(c,A+d)(py)(1)=0 (3.2.3)

sinir-deger problemini inceleyelim.

Burada [0,1] araliginda sol tanimlilik kosullar1 saglansin, yani

p>0,g=20 ve (aj,bj,cj,dj)iO j=0,1 (3.2.4)
ayrica,
l,q,re L'[0,1] 3.2.5)
p
d,=ad;~byc, (3.2.6)
j=ligin (=1)’6,M , pozitif olsun. (3.2.7)

r Ozdes olarak sifirdan farkli ve

ab. -b.c.
M, {; ! ! ’} (3.2.8)
-bic;  cid,

olsun.C kompleks sayilar kiimesi olmak iizere H =I’[0,1]®C®C uzaym

diistinelim.
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Bu uzayda i¢ carpim;
Y. W)=y, B),(w, 11,v))

1
= [ywax+|5,|" au+|s|" pv
0

seklinde tanimlanmis olsun. H uzayinda A operatoriinii,

D(A) ={(y.&, B)|y, py’e ACI0,1,~(py') +qy,rye L[0,1],

—a,y(0) + ¢, (py)(0) = &, —a,y() + ¢, (py)(1) = B}

bolgesinde

A(y,a, B)=(=(py") +qy,—€,(b,y(0) —d,(py)(0), & (b, y(1)) —d,(py")(1)))

seklinde tanimlayalim. Burada, &, =sgnd; j=0,1 dir.
H uzayinda, (3.2.1)-(3.2.3) problemini,
S(y’a’ﬂ) = (ry’_g()a’glﬁ)

olmak tiizere,

AY = ASY
seklinde yazabiliriz.
Bu esitligi gosterelim.
Y=(y,a.f)
olsun.
ASY = A(ry,—€,a,€,)
(3.2.1)’ den

—(py") +qy =Ary
(3.2.2) den,
(a,A) y(0) = (¢, D)(py')(0) = d,,(py")(0) = (B,) y(0)
AUayy(0) =, (py)(0)) = d,(py")(0) = (b,) ¥(0)
elde edilir. Ve, (3.2.10) u kullanirsak agagidaki esitligi elde ederiz.
A=) =d,(py)(0)—(b,)y(0)
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Buradan,

—Ag,a = £,(dy(py")(0)—(b,) y(0)) (3.2.14)

bulunur.

(3.2.3) smir kosulundan kullanacak olursak,
(a,)y(D) = )(py)D) =d,(py) (D)= (b)) y(1)
Ma,y(1) =, (py YD) =d,(py ) D)= (B)y(1)
(3.2.10)’ u kullanirsak asagidaki esitligi elde ederiz.
A=P) =d,(py D)= (B)y(D
Buradan,

Ae B =&((b)yM)—d,(py)(D) (3.2.15)
elde edilir.
(3.2.13), (3.2.14) ve (3.2.15) ten (3.2.12)’ nin (3.2.11)" e esit oldugu goriiliir.
Dolayisiyla,
AY = ASY

oldugu ispat edilmis olur.e

3.2.1. Teorem: D(A)’ da A operatdrii pozitif tantmlidir.

Ispat:

(AY,Y) = [(=(py") +qy) ydx—|8,| (=,(Byy(0) =y (py)(ODar +

+ [ (&, By —d (py) D)

(3.2.10)’ dan kullanalim,
(YY) = [ (=(py) +qy) ydx—|8,| " (=€,(byy(0) = dy (pY)O))(=a, y(0) +
0

ey (py O +S| ™ (=& (B y (1) = d, (py D)@, YD+, (py JD)
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= [|yT +aly[Hedx—(py)OYW) +(py)(0)y(0) -

=87 (=aghy | YO = cody | (23 YO + By y(O)(py )O) +
+aydy Y(O)( py)O) + & (=ab, |y —cd, [(py D] +

+h,e,y(M)(py)(D) +ad, y1)(py (1))

=I(p

0

7

Y +aly[)dx+ 8" (@b, |y O +cody |(py YO —

“2byco Re(ypy )0 =8 (ab, |y +c,d, [(py D[ = 2b,¢, Re(ypy") (1))

S — —

(p|yT +a|y et (178, f,.f) (3.2.16)

Burada,
[ =0y (py DT
q=0 ve (3.2.7) den (3.2.16)’ nin pozitif oldugunu elde ederiz. ®

3.3 SINIR KOSULLARINDA LINEER OLMAYAN SPEKTRAL
PARAMETRE BULUNAN STURM-LIOUVILLE PROBLEMI

A lineer olmayan spektral parametreyi hem denkleminde hem de sinir kosullarinda

bulunduran Sturm-Liouville problemini inceleyelim.

-+ gxu = Au, 0<x<l1 (3.3.1)
(@, + A+, A u(0)+u'(0)=0 (3.3.2)
(B, + BA+ BAHul)+u’(1)=0 (3.3.3)

Burada, A spektral parametre, g(x) C[0,1] sinifindan olan reel degerli fonksiyon,

a. ve B, ler (1=0,1,2,3) reel sabitlerdir.
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Ayrica,
a,>0, B,<0,

a|+|B|#0

oldugunu kabul edelim.

3.3.1. Lemma: Oyle bir R,>0 sayis1 vardir ki, (3.3.1)-(3.3.3) siir deger

probleminin |k| >R, esitsizligini saglayan biitiin A 6zdegerleri reeldir.

Ispat : 1, (3.3.1)-(3.3.3) siir deger probleminin 6zdegeri ve y(x,A) da bu 6zdegere

uygun 6zfonksiyon olsun.
(3.3.1) denkleminin her iki tarafim1 u(x,A) ile carpip x’e gore 0’dan 1’e¢ kadar

integralleyelim:
1 1 1
_ I u”(x, Du(x, A) dx+ j () lu(x, )P dx= 4> j lu(x, A)I® dx (3.3.5)
0 0 0

Kismi integrasyon yontemi ile (3.3.2),(3.3.3) sinir kosullarindan;

1 —_—
[ Ce, Dux, 2) dx =(aty + A+, 27)|u(0, D) -

0

1

~(By + BA+ LA A - [

0

u'(x, /1)|2dx

{2: |/l| <R}
Buradan ve (3.3.5) ten:
AMDA* +BA)A+C(A) =0

yazabiliriz. Burada,

A = [lu(x, )P dx+a, 1u(0, ) F =, lu(l, A)F
BA) =, lu(0,)F =B 1u(1,A) P

CA) ==[10'(x, ) P dx=[ q(0) lu(x, A) P dx+a, 1u(0, ) F =f5, lu(l, 1)’
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Boylece A dzdegert;
AN +B(AD)z+C(A)=0 (3.3.6)
quadratic denklemin bir kokiidiir.

Asagidaki degerlendirmelerden;

max | u(x, 1) ’< c0(1+|ﬂ|)£Iu(x,ﬂ) I* dx (3.3.7)

0<x<1

veE

[10 e, )P dx <c,(1+1 20 [1ux, D) F dx (3.3.8)
0 0

Burada ¢, ve ¢;, A4’yabagli olmayan pozitif sabitlerdir.

max | g(x) = g,

0<x<l1
alalim.
1 1
C(A) < gy [1uCx, D) F dx+]ag|11(0, 2) P +by |11, ) 1-[1'(x, ) P dix
0 0
1
<[ e (|| +[B]) A+ 1AD+gy =, (1+1 2D | [1ux, D) F dx
0
CA<-(1+[A]) | ¢ -—2— j-|u(x A dx (33.9)
< e s 3.
Burada

€, =6 (|a0| + |180|) +q,

c
)
R, =2
G

alalim. Lemma’ nin kosuluna gore |/1| 2 R oldugundan asagidaki esitsizlik saglanr.

—2
C, 1+|X| >0
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Ciinkii, |4 > ge ¢ > 2 olur ve € >—r=
Z 4 +[4
Dolayistyla;
C(4)<0

saglandi.

1

A = [lu(x, )P dx+a, 1u(0, ) F =, lu(l, A)F

0

(3.3.4)’ ten

a,>0 ve f,>0,buna gére A(A)>0 olur.
Boylece,
B*(A)—4AAL)CA) >0
oldu. Sonu¢ olarak (3.3.6) denkleminin |/7,|2R0 oldugunda sadece reel kokleri

vardir.®

3.3.2. Lemma: (3.3.1)-(3.3.3) sinir-deger probleminin 6zdegerleri
(a) sonlu limit noktasina sahip olmayan, sayilabilirden fazla olmayan bir kiime
olusturur.

(b) (3.3.1)-(3.3.3) sinir-deger probleminin 6zdegerleri basittirler.

Ispat: Teorem 3.1.5° e benzer olarak (3.3.1) denkleminin,

@(0,1) =1 @' (0,)=-a,-aA-a,A’ (3.3.10)
baslangic deger kosullarimi saglayan tek bir ¢oziimiiniin oldugunu ispatlayalim.
Burada her sabit xe[0,1] i¢in @(x,4), A ya bagh tam fonksiyondur. (3.3.1)-(3.3.3)
sinir-deger probleminin dzdegerleri

(By+ BA+BA(, )+ B (1,4)=0 (3.3.11)
denkleminin kokleridir.
Lemma 3.3.1’de reel olmayan |/7,|2R0 esitsizligini saglayan A’ lar i¢in bu
fonksiyonun sifir olmadigr gosterilmisti. Bu yiizden, sifirlar1 sayilabilenden fazla

degil ve sonlu limit noktasina sahip degildir.
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(3.3.1)-(3.3.3) sinir-deger probleminin 6zdegerlerinin basit oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in,

(B, + BA+ LAY, )+ B (1,4) =0
denkleminin {/1 : |/1| < RO} dairesinin disinda basit koklere sahip oldugunu gostermek

yeterlidir. Gergekten A=\" (3.3.11) denkleminin 2 katl kokii ve ‘X*‘ >R, ise

(By+BA +BAT) oL A )+ B (1,A7)=0

B+ 2820000, 20+ (i -+ ") 2L E) SO LD)

w(x,A), (3.3.1) denkleminin ¢6ziimii oldugundan (3.3.1) denklemini A ve u

Ozdegerleri icin yazalim.

" (x,A)+qg(x)axx,A) = Vaxx, A)
—@(x, 1)+ q(x)ax(x, 1) = A’ o x, 1)

Bu iki denklemden birincisini @(x, &), ikincisini @(x, A)ile ¢arpalim ve taraf tarafa

cikaralim.

—a (x, )@ x, ) + X x, D@ (x, 1) = (A* — 1) axx, Ao x, pt)

%[w(x, D (x, 1) - Cx, )@ (x, )] = (A7 - p1* ) xx, A) ol x, 1)

integrallemeden ve (3.3.2) kosulundan kullanarak elde ederiz ki A # u oldugunda
(x, )@ (x, 1) = O(x, 1)@ (x, A) |y= (A= p)(A+ ﬂ)j a(x, A)o(x, p)dx
0
(1, V@' (1, 1) — (1, )& (1, 4) = (0, M@ (0, ) + X0, 1) @' (0, 1) =
=(A-w(A+ ﬂ)j o(x, ) o(x, u)dx
0

elde edilir.
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@ (0, 1) = —(ao +ou+ o’ ) (0, 1)
ve
@'(0,4) =—(a, + A+ a4 ) (0, 2)

esitliklerini yukardaki denklemde yerlerine yazalim.

(L)@ (1, 1) — a1, @ (1, 4) L @0, Hax0, 1)

A—p A—u (a(u=-D+a,(u* - 2%))=

=(A+ )| @(x, axx, pr)dx

Burada, @(0,4)=1 ve @(0,u)=1 dir.

o1, ' (1, w)— o, ' (1, 1)
A—u

-o, —a, (A+ ) =(/1+,d)j(0(x, A)axx.p)dx

(1, )@ (1, 1) — o1, ) @' (1, A)
A—u

- = (l+ﬂ)[a2+jw(x,/l)w(x,ﬂ)dxj

M — A limit alahm ve A= A" yazalim.

, o (LA L 0w (1L,A . ;
(LA “’EM )—wa,m%—aszﬂ (%Jr!wz(x,/l )dxj (33.12)
elde ederiz.
ow' (LAY w1, A7)

= (B 282 )02~y + B + 17| T

Y
& 1,A) ==+ BA +BAT |1, A1)

Elde ettigimiz bu esitlikleri (3.3.13)’ te yerlerine yazalim.
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1
2| [@ (5, A)dx+ 0, - B 1LA) |= f’ (L A) -
0

A", ozdeger oldugundan lemma 3.3.1 de gosterildigi iizere,

AHA? + BAHA +C(A")=0 (3.3.13)
Burada,
1
AA) = j @ (xA)dx+a, — B’ (1LA") (3.3.14)
0

ve (3.3.4) kosulundan, &, >0, S, <0 oldugundan

A(A) >0
BA)=a,— B’ (1, A") (3.3.15)

CA) =0y =By (L A) = [ @ (x A" )dx— [ q(x)@ (x, A )dx

(3.3.12), (3.3.14) ve (3.3.15) ten;

b BO)
2A(L%)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (3.3.13)’ten

B*(A") =4A(A")C(A") (3.3.16)

elde edildi. Oysa ki lemma 3.3.1’de C(A4")<0 oldugu gosterilmisti. Bu (3.3.16)’a
celiskidir. Ciinkii 4A(1")C(A)<0 ve B*(A")>0 oldugundan (3.3.16) deki esitlik

saglanamaz. Dolayisiyla (3.3.1)-(3.3.3) probleminin 6zdegerleri basittirler.®
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 AGIRLIKLI TELIN TITRESIMINDE OLUSAN SINIR
DEGER PROBLEMININ OZDEGERLERININ YAYILIMI

A lineer olmayan spektral parametreyi hem denkleminde hem de sinir

kosullarinda bulunduran Sturm-Liouville problemini inceleyelim.

3+ qgx)y = Ay, 0<x<1 4.1.1)
(a, + A+ a,2)y(0)+a,y’ (0)=0 (4.1.2)
(B)+ BA+BA) y()+ B,y (1)=0 (4.1.3)

Burada, A spektral parametre, g(x) C[0,1] sinifindan olan reel degerli ve g(x) =0
seklinde bir fonksiyon, &, ve £ (i=0,1,2,3) reel sabitlerdir.
Ayrica,

a,>0, ,>0, o, <0, 5,>0, B,<0, B, <0 (4.1.4)

oldugunu kabul edelim.
4.1.1. Lemma: (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin biitiin 4 6zdegerleri reeldir.

Ispat: A, (4.1.1)-(4.1.3) simir deger probleminin dzdegeri ve y(x, 1) da bu 6zdegere

uygun 6zfonksiyon olsun.
(4.1.1) denkleminin her iki tarafim y(x,4) ile carpip x’e gore 0’dan 1’e kadar

integralleyelim:

j Y (x, ) y(x, A) dx + j gy, )P dx = A j | y(x, A) P dx 4.1.5)

0
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Kismi integrasyon yontemi ile;

[V vy dx = [y A) dy(x,d)

Y DYEAI= [ (x2) (0 A) d
' (4.1.6)

YLD yL A - y'(0,D)(0, l)—J-l Y (x, )P dx

(4.1.2) sinir kosulundan:
(+ ad + 0{212))7(0) + 0{3y,(0) =0

3

Y(0) = (0{0+0{1/1+a2/1 jy(o)

elde edilir.

(4.1.3) siir kosulundan ise:
B+ BA + BA) yD) + By =0

Y () = ('Bﬁﬁfﬁzl ]y(l)

elde edilir.
(4.1.2) ve (4.1.3) sir kosullarindan elde edilen bu degerleri (4.1.6)’ da yerlerine

yazalim.

J y”(x,@y(x,ﬂ):(ﬁ“ﬁl;*ﬁzﬁ jlya,ﬂ) ; —(“0”12*“2)“ ]ly(o,ﬂ) P -

1
- j 1y (x, A) P dx
0

Bu buldugumuz esitligi (4.1.5)’e uygulayalim.
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1 2 2
A1y AP dx +(“°+ “li + o j|y(o,/1)|2—{ﬁ°+ /’)1’};, * oA
0 3 3

1 1
—II V' (x,A) P dx- jq(x) ly(x, )P dx=0
0 0

(4.1.5)’ i asagidaki bicimde yazabiliriz.

AMA*+BAD)A+C(A)=0
Burada;
A(A) = J-I y(x,A) dx+ﬂl y(0,)I* —él y1,A) P
0 a, B

3

B =% 1y0.00 - ya e
a B

3 3

C(A)=- j 1y (x, A) P dx— j g(x) | y(x, A) P dx+%| y(0,4) -

Boylece A ozdegeri;

AN +B(A)z+C(A) =0

quadratic denklemin kokleridir.

(4.1.4) ten
&>0 , & <0
/2 B
olur. Boylece,
A(A)>0

oldugu elde edilir.
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Yine (4.1.4) kosulundan,

oldugu goriiliir. Dolayisiyla C(A4) <0 olur.
Boylece,

B*(1)—4A(A)C(A) >0
oldu.

Sonug olarak (4.1.7) denkleminin (4.1.4) kosulu altinda sadece reel kokleri vardir.®

4.1.2. Teorem: (4.1.1)-(4.1.3) smir-deger probleminin 6zdegerleri sonlu limit
noktasina sahip olmayan, sayilabilirden fazla olmayan bir kiime olusturur.

(4.1.1)-(4.1.3) sinir-deger probleminin 6zdegerleri basittirler.

Ispat: Lemma 4.1.1°de A 6zdegerlerinin reel oldugunu ispatlamistik.

(4.1.1) denkleminin,

_ _ _ 2
pON=1  p(0.1)="te=4A= el

o, #0 (4.1.8)

a3
baslangig deger kosullarini saglayan tek bir ¢oziimii vardir ve her sabit xe [0,1] icin
w(x,A) A’ya bagh tam fonksiyondur.[teorem 3.1.5].Bu yiizden, sifirlari

sayilabilenden fazla degil ve sonlu limit noktasina sahip degildir.
(4.1.1)-(4.1.3) sinir-deger probleminin 6zdegerlerinin  basit oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in asagidaki denklemin basit koklere sahip oldugunu gostermek

yeterlidir. (4.1.8) sinir kosullar1 (4.1.2)’ yi saglar (4.1.3) i saglatalim.
By + BA+BAYY LA+ By’ (1,4)=0 (4.1.9)
(4.1.1)-(4.1.3) sinir-deger probleminin 6zdegerleri bu denklemin kokleridir.

A=A"  (4.1.9) denkleminin 2 katli kokii ise o halde

By +BA +BA WA+ By 1,LA)=0 (4.1.10)
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a l/l(l’ /1*) + 153a l/l’(l’ /1*) —

) (LA 2
(B +2BA W ALA)+(By+ BA +BAT) YR YR

0 (4.1.11)

bagintilarin saglanmasi gerekir.

v(x,A), (4.1.1) denkleminin ¢6ziimii oldugundan (4.1.1) denklemini A ve u

Ozdegerleri icin yazalim.

Y (X, )+ q(0p(x, 1) = Ly(x, )
Y (x, 1)+ g()WW(x, 1) = Ay (x, 1)

Bu iki denklemden birincisini y(x,u)ile ikincisini y(x,A)ile ¢arpalim ve taraf

tarafa cikaralim.

Y (x, DY (x, 1)+ (x, Wy (x, ) = (A = 1 )y (x, Dy (x, 1)
d V4 ’
vy ) -y e oy (e, D) = (A% - 12w (x, Ay (x, ) =0

Bu esitligi gosterelim.

Integrallemeden ve (4.1.3) kosulundan kullanarak elde ederiz ki A # & oldugunda
v e, AW (e, ) =y (x, )y (x, ) ly= (A= ) (A + ﬂ)Jl- Y (x, Dy (x, pdx
0
w (LY (A, 1) —w (Y (1,4 - (0, )y (0, 1) +y (0, 1y'(0, 1) =
=(4 —ﬂ)(iﬂt)j y(x, )y (x, w)dx
0

elde edilir.

2
Oy +out+oLu

v (0,u)= ( jW(O, 1)

3

veE

a, + A+ a, A’

3

¥’ (0,4)= ( }//(0, )

esitliklerini yukaridaki denklemde yerlerine yazalim.
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y (LAY A0 -y wy' A4 v Oy 0.0 au-A+o @ -2 ) _
A—u A—u a,

=+ ) [y (x A (x. )

Burada,
y(O0,H)=1, wO,un=1
dir. Dolayisiyla,

yLAY L -yLwy' LA o a
A-u a, o

(/1+ﬂ)=(ﬂ+u)jw(x,/1)w(x,u)dx

0

yLAY L -yLwy' LA o _ a
A-u a (“/‘)(0{ +] l/f(x,ﬂ»)z/«x,u)dxj

3

M — A limit alam ve A= A" yazalim.

v EA (1/1)8’/’(”“) G oy (a +jw (xﬁ)dx] 4.1.12)

oA A a )

elde ederiz.

(4.1.10) ve (4.1.11) den

WLA) _ (B 2B 42— B+ BA + A7 \owA)
o L 8 ) A, on

AVRE —(ﬁ‘) +ﬁ1’;+ﬁ2}“ ]v/(l,/i*)
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Elde ettigimiz bu esitlikleri (4.1.12)’ de yerlerine yazalim.

1
24 J'Wz(x,/i*)dx+&—él//2(l,ﬂ*) =ﬁy/2(1,ﬂ*)_ﬁ
0 o B B a,

A", ozdeger oldugundan lemma 4.1.1 de gosterildigi iizere,

AN +BAHA +C(A) =0

Burada,
1
A = [ (e s+ 2By,
0 aS 183
ve (4.1.4) kosulundan,
& >0 , ﬁ <0
aS 183
oldugundan
AAH)>0
elde edilir.

* (44 ﬁ 2 *
B(A)=—"-y (LA)
B

3 3

C(A)= ﬂ—%wz (LA = [y (e A )dx [ gy (x, A )dx

aS 3
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(4.1.13), (4.1.15) ve (4.1.16) dan,

4o B
2A(4Y)
oldugu goriiliir.
Dolayisiyla (4.1.14)’ten
B*(A")=4AA")C(A) (4.1.18)

elde edildi.

Oysa ki lemma 4.1.1’de C(4") <0 oldugu gosterilmisti. Bu (4.1.18)’e ¢eliskidir.
Ciinkii 4AA)C(A)<0 ve B*(A")>0 oldugundan (4.1.18) deki esitlik
saglanamaz.

Dolayisiyla (4.1.1)-(4.1.3) probleminin 6zdegerleri basittirler.®

4.2 (4.1.1)-(4.1.3) PROBLEMININ SALINIM OZELLIGi

4.2.1. Lemma: u (x) fonksiyonu,
u' (x)+g(x)u=0 4.2.1)
u(0)=1

—a, — o —a,A”

u'(0) =

a'/3
baslangic deger kosulunu saglayan ¢6ziimii olsun.
v (x) fonksiyonu,
Vi(x)+h(x)y=0
v(0)=1 (4.2.2)

_ _ //_ )
V(0) = a,—a Al -,

a,

baslangic deger kosulunu saglayan ¢oziimii olsun.
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Varsayalim ki;
g(x) < h(x) 0<x<1

veya A”>A">max10, —% yada A”<A’<min{0, —% olsun.
2a, 2a,

O halde, eger u (x)’in 0<x <1 araliginda m tane sifir1 var ise o halde v (x)’in

bu aralikta sifirlarinin sayis1 m’den az degildir. Ayrica v (x)’in k. sifir1 u (x)’in k.

sifirindan kiigiiktiir.

Ispat: Birinci durumu ele alalim. Yani,

A" > A >max {O, —% }
2a,

olsun. x;, u (x) fonksiyonunun sifira yakin ilk sifir1 olsun. Bu durumda,
u(x)=0
dir. O zaman Sturm Teoremine gore, [0, xl] araliinda v(x)’in en az bir sifirt

oldugunu gostermek yeterlidir. Aksini varsayalim, 0 < x <1 oldugunda
ux)>0, vix)>0
seklinde olsun. u (x,) =0 Xx;, u (x)’in ilk sifir1 ve u (x)>0 kabuliimiizden u (x) x,’in
komsulugunda azalandir. Bu nedenle;
u'(x)<0

(4.2.1) denklemini v (x) ile (4.2.2) denklemini u (x) ile ¢arpip cikarirsak;
d  , ,
o (uv—uv’) = (h(x) - g(x)u(x)v(x)

denklemini elde ederiz. Bu denklemi 0’dan x, e kadar integrallersek
, al ” ’ aZ V) ’”2 _Xl
u (xl)V(xl)—;(i —A )—;(/1 —A )—j(h(X)—g(X))u(X)V(X)dx (4.2.3)
3 3 0

elde ederiz.
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(0,x,) araliginda g(x)<h(x), u(x)>0, v(x)>0 oldugundan sag taraftaki ifade

pozitiftir.

W (x)v(x)<0 ve a,>0, a,>0, i”>/1’2max{0,;al}
az

oldugundan,

B W=+ A= - 1) {ﬁ+ﬁ(z"+z')} >
a3 aS aS aS

>(A"- l’){ﬁ+£2max {0, ;al H
a3 a3 az

>0
Bu nedenle (4.2.3) esitliginin sol tarafi negatif olur. Bu ise celiski olusturur,
dolayisiyla varsayimimiz yanlistir.

2. durumda benzer yolla ispatlanir.®
4.2.2. Lemma: A4=0, (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin 6zdegeri degildir.

Ispat: w(x) ile,
¥ +q(x0y =0,
y(0)=1
pO)=—2
3

baslangic deger probleminin ¢oziimiinii isaretleyelim. Gosterelim ki y(x), (4.1.3)

sinir kosulunu saglamiyor. Yani;

5, /
2y +y' (1) #0.
A

Bunun i¢in kabul edelim ki

b, ,
O+y =0
B y)+y

3

olsun.
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b _vQ@
Jon w)

ise (4.1.4) kosulundan dolay1
y(Hy'(1)<0
seklinde olur.

Ote yandan —y”+¢(x)y =0 denklemini 0’dan 1’ e kadar x’ e gore integre edelim.

w(hy (1) = —2
a.

3

+ [y (dx + [ gy (x)dx

(4.1.4) kosulundan ve q(x) =0 oldugundan,
y(Hy'(1)>0
elde edilir.

Bu ise celigkidir. Bundan dolayz,

&W(l) +y'()#0.

B,

Dolayisiyla lemma ispatlanmis olur.®

4.2.3. Teorem: (Salimim Teoremi)

(4.1.1)-(4.1.3) sinir-deger probleminin sonsuz azalan negatif {4 }::l Ozdegerleri ve

sonsuz artan pozitif {4,}"~ 6zdegerleri vardur:

<A, <A

—n+l

<A <A <..<A <A <..
Oyle;
n.e Nyn'eN ve k,k"e NuU{0} vardir ki;

A (n=n,) ve A ((n=2n") ozdegerlerine uygun O6zfonksiyonlarin (0,1)

—n n

araliginda uygun olarak (n+k, —n,) ve (n+k” —n")sayisi kadar sifirlar1 vardir.

Ispat: Pozitif 6zdegerlerin varligini kamtlayalim. Negatifler icin benzer yolla

gosterilebilir.
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A> A" = max{O;_—al; 5 }
2a, 25,
ve W(x,A), (4.1.1) denkleminin
w(O0,A) =1 (4.2.4)

_ 2
W(0.4) = (a, + o A+a,A7)

a;

baslangic deger kosulunu saglayan ¢6ziimii olsun.

Once ispatladigimiz teorem 3.1.7° e gore Asayisi1 arttifinda w(x,A) fonksiyonunun
sifirlarinin sayis1 azalmiyor. Vxe [0,1] i¢in 0< g(x)<c¢ olsun.

Y +(A=c)y=0 4.2.5)

denkleminin (4.2.4) baslangi¢ deger kosulunu saglayan ¢oziimii;

2
y=cos(x 2 —c)= %t ‘Mj %A Gin(e A —e) (4.2.6)

aNA —c

bi¢iminde olur. A pozitif olarak artan oldugundan (4.2.6) fonksiyonunun (0,1)
araligindaki sifirlarinin sayisi sonsuz artandir. (4.1.1) denklemini (4.2.5) denklemi ile
karsilagtiralim.

O zaman sonug 3.1.9’a gore elde ederiz ki pozitif sonsuz artan A dzdegerine

uygun W(x,A) 6zfonksiyonunun (0,1) araliginda yerlesen sifirlarinin sayisi sonsuz
artandir.

A>A" oldugunda w(x,A)=0 denklemini goz Oniine alalim. Varsayalim ki
w(x,A") fonksiyonunun (0,1) araligindaki sifirlarimin sayis1 k° olsun. Lemma
3.1.8’e gore y(x,A)=0 denkleminin sifirlar1 A ’ya siirekli baghdir. Diger yandan; A4
artttk¢a ¥(x, A) fonksiyonunun her bir sifir1 sola otelenir ancak sifir noktasindan

disar1 ¢cikmaz, ¢iinkii sifirlarinin sayis1 azalan degildir.
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Lemma 3.1.8’den elde edilen sonuca gore fonksiyonun sifirlar1 1’den girebilir.
;10, A > A" parametresi i¢in ¥(1, A1) =0 bagintisini saglayan A ’mn ilk degeri olsun.
;10 degeri her zaman bulunur.
il ile (;11 > ;10) A’nin w(1,4) =0 bagintisin1 saglayan ikinci degeri olsun.

Ve boyle devam ettirecek olursak aciktir Kki; W(x,;lo) fonksiyonunun (0,1)

araligindaki sifirlarinin sayis1 k* kadardir.

Aoy A, Az, ..
dizisi dyle bir 6zellige sahip olur ki uygun y(x, ;lk ) fonksiyonu (0,1) araliginda k+ k"
sayis1 kadar sifira sahiptir ve y(l, ik) = (0 dir. Kolaylikla elde edilir ki ;lk k=0,1,2,...

sayilar1 ¢oziimler sifir oldugundan, (4.1.1)-(4.1.3) probleminin 6zdegerleri degildir.

y'(1L,A)
w1, A)

fonksiyonu (ik,i«kﬂ) araliginda kesin azalandir.

w(l, ik) =y, ikﬂ) =0

oldugundan (ik,i«kﬂ) araliginda A fonksiyonu (4e0)’dan (—o0)’a dogru ciddi
azalandir.
2
P(A) = Po=BA=BA fonksiyonu 42> b oldugunda kesin artandir. Buna goére
B, 2,
1> Ao oldugunda da kesin artandir (¢iinkii A=A > ;—I'gl ).
2

n"—1 (4.1.1)-(4.1.3) probleminin [0, ;10] araligindaki 6zdegerlerinin sayisi
olsun.
l//((f,j)) fonksiyonu (ik,ikﬂ)arahgmda (+00)’dan (—oo)’a kesin azalan oldugundan
v,

oyle tek bir 4. € (}uk , /le+1) sayist bulunur ki bu degerde;
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W (1, ﬂn‘+k) _ P(ln*+k

v A.,)
olur. Yani, (4.1.3) kosulu saglanir. Dolayisiyla ’lnuk (4.1.1)-(4.1.3) sinir-deger

)

probleminin 6zdegeridir. Uygun w(x,A. ) Ozfonksiyonu ise (0,1)’da W(x,;lk)

fonksiyonunun sifirlari kadar sifira sahiptir. Yani bu aralikta sifirlarinin sayis1 k +k"

olur.e
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5. SONUCLAR

Bu tezde ele alinan sonuglar, Bulgular ve Tartigma bolimiinde
4.1 AGIRLIKLI TELIN TITRESIMINDE OLUSAN SINIR DEGER
PROBLEMININ OZDEGERLERININ YAYILIMI
4.2 (4.1.1)-(4.1.3) PROBLEMININ SALINIM OZELLIGI.

Basliklar1 altinda toplanmustir.

4.1’ de fiziksel probleme iligkin

'+ gx)y = Ay, 0<x<l1 4.1.1)
(a,+ aA + a,A)y(0) + o,y (0) = 0 4.1.2)
B+ BA + BA)YD) + By (1)=0 (4.1.3)

Sinir-deger problemi ele alinir.
Burada, A spektral parametre, g(x) C[0,1] sinifindan olan reel degerli ve g(x) =0
seklinde bir fonksiyon ¢ ve f (i=0,1,2,3) reel sabitlerdir.
Ayrica,
o,<0,a,>0, &, >0, B,<0,5,>0,8,<0

kosullar1 altinda bu smir-deger problemin o6zdegerlerinin asagidaki Ozellikleri
ispatlandi.

Bu problemin 6zdegerleri reeldir.

Sifir reel sayist (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin 6zdegeri degildir.

(4.1.1)-(4.1.3) sinir-deger probleminin 6zdegerlerinin kiimesi sayilabilirden
fazla degildir ve sonlu limit noktasina sahip degildir.

Bu sinir-deger probleminin 6zdegerleri basittirler.

4.2 de

Bu problemin salinim 6zellikleri incelendi. Yani,
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(4.1.1)-(4.1.3) siir-deger probleminin sonsuz azalan negatif { - }::1
ozdegerleri ve sonsuz artan pozitif {4,}" = 6zdegerleri vardur:

<A, <A < <A <A <<A <A <.
Oyle;

n.e Nyn'eN ve k,k"e NuU{0} vardir ki;
A,

(n>n,) ve A (n=n") dzdegerlerine uygun 6zfonksiyonlarn (0,1) araliginda

uygun olarak (n+k, —n,) ve (n+k" —n")sayisi kadar sifira sahip oldugu gosterildi.
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