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Bu galismada Dirac denklemler sistemi i¢in siir kosulu spektral parametre
iceren
BY'+mTY +Q(x)Y =AY
Y, (0)+(zp + 1 2) % (0) =0
simir deger problemi ele alimr. Simir probleminin spektral karakteristikleri olarak

sagilma verilerine gore sagilma teorisinin ters problemi incelenir ve potansiyelin

insas1 yontemi gosterilir.

Anahtar Kelimeler: Dirac denklemler sistemi, sagilma verileri, sagilma

teorisinin ters problemi ve Parseval esitligi.




ABSTRACT

In this work, it is considered a boundary value problem with a spectral
parameter in the boundary condition for Dirac equations system generated by the

differential equation
BY' +mTY +Q(x)Y =AY
and the boundary condition
Y,(0)+(a, +,4)Y,(0)=0.
It is examined inverse problem of scattering theory according to scattering data as

spectral characteristics of boundary value problem and it is showed the method for

construction of potential by using scattering data .

Key words: Dirac equations system, scattering data, inverse problem of

scattering theory and Parseval equality.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Reel sayilar kiimesi
Kompleks sayilar kiimesi

Lineer diferansiyel ifade

Sinir kogullar

Diferansiyel operatorler

L ’nin eglenik operatorii

z kompleks sayisimn eslenigi

Spektral parametre

L operatoriiniin karakteristik polinomu

L operatdriiniin tanmim bdlgesi

determinant veya Wronskian

Sagilma fonksiyonu

F ’in transpozu

~

F

Rezolvent operator

k=1,..,n

Plank sabiti

kiitle

Karsilikh etkilesme potansiyeli

Potansiyel fonksiyon

Ispatin bittigini gosterir.




1. GIRIS

Genelde, fizikte kuvvet bilindiginde parcaciklarimn davranislar1 veya madde
yapis1 bilindiginde 15imun dagiliminin incelenmesi ilgi ¢eken bir konudur. Ters
problemde ise gozlemlenen harekete gdre kuvvet hakkinda veya madde yapisi
hakkinda sonuca ulagmak 6nemlidir. Fizikte ters problem ilk kez 1877 yilinda
Raylligh J.W.S. tarafindan giindeme getirilmistir [1]. Homojen olmayan telin
titresimini inceleyerek, titresim frekanslari yardimiyla telin yogunluk dagilimim
belirtmek istemis ve bundan dolay: ters problemin matematiksel incelenmesine
dikkat ¢ekmistir.

Schrodinger denkleminin olugmasi ile diferansiyel denklemler i¢in sir deger
problemlerine bagh matematiksel kavramlarin fiziksel anlam ¢ok geligti. Bu tipli
sinir  problemleri 6nceleri sadece mekanik titresimlerde kargilagilmig olmasina
ragmen simdi kuantum fiziginde de genis kullamma sahiptir. Kuantum fiziginde diiz
problem, verilen potansiyelli karsilikli etkilemede dalga fonksiyonunu Schrédinger
denkleminin ¢6ziimii olarak bulmak ve dalga fonksiyonu ile ele alinan sistemin tiim
gozlemlenen 6zelliklerini tanimlamaktir. Ters problem ise deneyden elde edilen
sacilma verilerine gore potansiyeli inga etmektir.

Klasik kuantum mekaniginde iki m,,m, kiitleli par¢aciklarin ve & enerjisinin

olugturdugu duragan durum

—lA\P+V(x)\P=e*P
2M

Schrodinger denklemini saglayan ¥ fonksiyonlan ile ifade edilir. Burada # Plank

sabiti, M =—% indirgenmis kiitle, V(x) karsilikli etkilesme potansiyeli ve
LU

x= |.?c| parcaciklar arasindaki mesafedir. Bu denklemde

¥ (x) = 2, (£,2)77 (60,9)

alinarak— denklem  degiskenlerine aynilabilir. Burada ¥/ (6,¢) Kkiiresel

fonksiyonlardir. u,(&,x) fonksiyonu

2

h " -
—2—M{u, +0(L+1)x 2ul}+V(x)u£ = eu,



denklemini ve
u,(£,0)=0
sinir kogulunu saglar. Kisa olmast igin

2M 2M
9(x)=7V (), A= u(hx)=u(ex)

ifadeleri kullanilirsa
~u," +q(x)u, +L(£+1)xu, = Au, (1.1)
u,(4,0)=0 (1.2)

stnir deger problemi elde edilir. Bu siir deger probleminin sonsuzluktaki sinirli

¢oziimiine radyal dalga fonksiyonu denir.

V (x) potansiyeli o]x|q(x)|dx <o kosulunu saglasin ve £=0 olsun. O halde
o
(1.1) ve (1.2) suur deger probleminin 12°>>0 ve A=i4, (k=1,..,n) oldufunda
sinirlt ¢6ziimleri vardir ve x — oo oldugunda bu ¢dziimler
Uy (A,x)=e"* =S(1)e* +o(1), (0<4? <o)
ve
uy (i, x) = me ™ (1+0(1)), (k=1,..,n)

asimtotik formiilleri saglar. Goriildiigii gibi {S(4)(—0 <A <w);4;m, (k=1,..,n)}
degerler toplulugu, u,(4,x) radyal dalga fonksiyonlarinin sonsuzluktaki

davramglarini belirliyor. £’nin diger degerleri igin de benzer durumlar gegerlidir.
Ele alnan sistemi tam ifade etmek i¢in radyal dalga fonksiyonlarimin
sonsuzluktaki davramsimi bilmek yeterlidir. Ciinkii bu biitlin gézlemlenen olaylar

ifade etmeye imkan veriyor.  Boylece ¥ fonksiyonlarnin sonsuzluktaki

davramglanimn ¥ (x) potansiyelini belirleyip belirlemedigi sorusu ortaya gikiyor.

= Dipger bir deyisie; ¥ (x) potansiyei deneyselveriterdenrelde-editebilirmi?—
Potansiyelin deney sonuglarindan elde edilen verilere gore insa olunmasi
problemine kuantum sagima teorisinin ters problemi denir. Ciinkii esas bilgiler

parcaciklarin sagilmasi deneyinden elde edilir. Bu kavramlardan dolay: uo(/?,,x)

radyal dalga fonksiyonlarinin sonsuzluktaki davranigini belirten



{S(l)(—oo <A<oo); A ;m (k= 1,...,n)} degerler topluluguna (1.1) ve (1.2) suur
deger probleminin sagilma verileri denir. [2], [3]” de sagilma verilerine gore ¥ (x)
potansiyeli tek tirli inga edilir. {S (A) (-0 <A <); 4 3m, (k= ,...n)}
toplulugunun (1.1) ve (1.2) bigimindeki siur deger probleminin sagilma verileri

olmast igin agagidaki 1, II kogullarinin saglanmasi gerekli ve yeterlidir.

I." S(A) fonksiyonu tiim eksende siireklidir.

- -1
S(2)=5(-1)={s(-2)}
esitligi saglanir ve || > o iken 1-S(4) sifira yakinsar , 1-S(4) fonksiyonu

Fy(x) =-21; wj(l-s(x))e“*dz

—o0

fonksiyonunun Fourier doniisimiidir.  Fy(x)=FO (x)+F&) (x)  bigimindedir,
FO(x) e L, (~0,) , FO(x) smrhdir ve FO(x)eL,(~o,»). Pozitif reel

eksende F; (x) fonksiyonunun F (x) tiirevi vardir ve

J‘x|Fs' (x)ldx <00
0
kosulunu saglar .
Il. S(A) fonksiyonunun argiiment degisimi ile (1.1) ve (1.2) sir deger
probleminin negatif 6zdegerlerinin sayis1 n arasinda

" InS(0+)-InS(+o) 1-5(0)
= 27i 4

formiilii ile ifade edilen bir bagint1 vardir.

Schrodinger denklemi ile olugan sinir problemi iizerinde sagilma verilerini,
sacilma teorisinin diiz ve ters problemlerini tanimladiktan sonra sagilma teorisinin

ters problemi ile lineer olmayan evrimlesme denklemlerin ¢oziilmesi yonteminin ilk

kez 1967 wyilinda bir grup Amerikan matematikgileri tarafindan bulundugunu

hatirlatalim [4]. Bu bulustan sonra sagilma teorisinin ters problemi bir ¢ok lineer
olmayan (Kortvega-de Vriz, Lineer olmayan Schrédinger, Kleyn-Gordan, Sin-
Gordon , Toda zincirleri vs. gibi ) fiziksel denklemlere genis olarak uygulanmaya

baglandi. Bundan dolayi lineer olmayan evrimlesme denklemler igin sagilmamn ters



problemi gibi ¢6ziim y6ntemi gelisti. Bu yonde elde edilen caligmalar [2], [5], [6]
da ele alinmigtir .

Sagilma teorisinin ters probleminin onemli tarafi lineer olmayan problemi
lineer teorinin ydntemleri ile ¢6zmeye imkan vermesidir. Ancak bu ydntem lineer
problem igin sagilma teorisinin diiz ve ters problemi ¢oziildiigiinde uygulanir. Lineer
olmayan Schrodinger denkleminin ¢oziilmesinde yardimei lineer problem birinci
mertebeden diferansiyel denklemler sisteminden olusur [6]. Bu nedenle Dirac
denklemler sistemi icin diiz ve ters problemlerin incelenmesi énem tagtyor. Dirac
denklemler sistemi i¢in klasik durumda sagilmanin ters problemi [7] ve [8] de
¢oziilmiistiir.

Tezde Dirac denklemler sistemi igin sagilma teorisinin ters problemi ele
alimr.  Ele alinan problemde sinir kosulu klasik simr kosullarindan farkli olarak
spektral parametre igerir. Problemin ¢6ziimii igin [2], [3], [7], [8], [9), [10], [1 1] ve
[12]’ de bulunan yontemler kullanilir.

Birinci boliimde

BY'+mTY +Q(x)Y =AY (1.3)
Y, (0)+ (e, +y4)Y,(0)=0 (1.4)

sinr deger problemi ele alinir. Burada

0 1 1 0
B= ; T = , m> 0 kiitle
-1 0 0 -1

Q(x)= (p () alx) ]-matris fonksiyon, , p(x), g (x) reel degerli fonksiyonlardir

q(x) -p(x)

ve

(%)= T (1.5)

kosullarini saglar (¢, & pozitif sayilardir ). @, ,a, reel sayilardir ve @, <0, 4

) c
|p('\)| = (1 +x)‘_’+c s|9

spektral parametredir.

(1.3) denkleminin (1.5) kosulunu saglayan
F(x,2)=f(x.A)+ [A(x1) £ (r,4)dt (1.6)

bigiminde gosterilen ¢oziimii vardir , burada



A+m 3
fxA)=| K |, K=,1,/1—%, 4] > m

rerl
bigimindedir. 4(x,t) matris fonksiyonu igin
Q(x)=BA(x,x)- A(x,x)B (1.7)

saglanir. A(x,t) gekirdegi igin
{ng—+mT+Q(x)}A(x,t)=—%A(x,t)B+mA(x,t)T (1.8)

diferansiyel denklemi saglanir. (1.8), (1.7) sinir probleminin 2 boyutlu

A(x,t):(A“(x’t) Au(x,t))

Ay (x,1) Ay (x,1)

matris ¢ozlimii var ve

G
(1+t)'" ’

#j, |4] i=1, (1.9)

6
[4]= (1+x) = (+0)"’

kosullar saglanir.
Reel |4|>m ve A, &(-m,m) (j=1,..,n) igin (1.3), (1.4) suur probleminin
x — o oldugunda

1 A+m A+m
d)(x,l)=-2—i K |- K e S(A)t[1+0(1)]

—i !
(x,4,)= ’%e—mxmj[l+o(l)]
J
2

bagintilarini saglayan simirh ¢oziimlerinin vardir . Burada K =1 1—% , m, pozitif

sayilar, S(A) ise sagilma fonksiyonudur.

Delayssiyla-{S(A) (=0 <l <o)t cm (k=1...n)} deferler toplulugu (1.3),

(1.4) ve (1.5) smir—probleminin —nermlagnus6zfonksiyonlarnin sonsuzluktaki
davramisim belirliyor. {S (l);/l,,...,/l,,;m,,...,m,,} degerler topluluguna (1.3)~(1.5)
sinir deger probleminin sagilma verileri denir. Boylece (1.3)-(1.5) sinir problemi ile

ifade edilen, pargaciklardan olusan potansiyelli alanin dalgalarinin sonsuzluktaki



davramsim belirlemek igin siur probleminin sagilma verilerini bilmek yeterlidir.

Buna gore Dirac sistemi igin sagilma teorisinin ters problemi soyle ifade edilir :

{S (A);A;sm; j= 1,...,n} sagilma verileri yardimiyla Q(x) potansiyel matris
fonksiyonunu bulmak igin en uygun ydntemi gostermek ve {S (A);4;m; j= 1,...,n}

degerler toplulugunun (1.3)-(1 .5) siir deger probleminin sagiima verileri olmast i¢in
gerekli ve yeterli kogullart bulmaktir.

Bundan dolay1 tezde énce sagilma verileri tammlanir ve 6zellikleri incelenir.

S(A) fonksiyonu E (4) fonksiyonu yardimiyla tammlanir. E(A)’> nn sifirlan

L fonksiyonunun aykiri noktalar1 olmast nedeniyle 41 de E(4)

E(2)
fonksiyonunun sifirlarinin dagilim aragtirilir .

4.3’ de (1.3)«(1.5) probleminin ozfonksiyonlara gére ayrisim formiilii elde
edilir. Bu nedenle H =1 (0,00)xC hilbert uzayinda (1.3)-(1.5) sinir probleminin
operator bigimi yazilir ve rezolvent operator insa edilir.

(1.7yden gorildigti gibi Q(x) potansiyel fonksiyonunu bulmak igin
A(x,t)’ nin bilinmesi gerekiyor. Bundan dolay1 4.2° de (1.6) goziimiiniin A4(x,¢)

¢ekirdek fonksiyonu igin
A(x,y)+ F(x+ )+ [A(x 1) F(t+y)dt =0 (x<y <) (1.10)

integral denklemi elde edilir. Burada

F(x+y)=FS(x+y)—if(x,2,j)Mj2j~”(y,lj) (L11)
Fy(x)= [ L(A)e™da+ [ L(2)e*da (1.12)
|>m E,1]>,,,
Ve
A+m ; -
_I'I K s
L(A)=—- X (1-5(2)) (1.13)
A+m

bicimindedir. (1.10) integral denklemine (1.3) , (1.4) siur deger probleminin temel

denklemi denir . Temel denklemin , Dirac sistemi igin ters problemin ¢oziimiinde



onemli yeri vardir. (1.11), (1.12), (1.13) ifadelerinden gorilldiigii gibi temel

denklemi inga etmek igin sadece sagilma verilerinin bilinmesi yeterlidir.

Dolayisiyla {S (ﬂ);ﬂ,,...,l,,;rnl,...,m"} sagilma verileri ile F(x) fonksiyonu
bulunur. F(x) fonksiyonu ile (1.10) temel denklem insa edilir. Sagilma verileri
yardimiyla insa edilmis bu integral denklemin tek bir A(x,t) ¢dziimi varsa (1.7)
formiili ile tammh tek bir Q(x) potansiyeli bulunur. Bylece (1.3) denklemini insa

etmek i¢in uygun yontem verilmis olur.




2.KAYNAK ARASTIRMASI

Spektral analizin ters problemi bu veya diger spektral karakteristiklerine gore
operattriin ingasina denir. Bu tlir spektral karakteristikler ( farkli sinir kosullarinda )
spektrum, spektral fonksiyon, sagilma verileri v.b. olabilir.

ikinci mertebeden diferansiyel operator igin ters problem [13], [14] de
tamamen ¢ozillmiistiir . Spektral fonksiyona gore Sturm-Liouville operatoriintin
ingast 6nce [3], [13] ve [14]" de incelenmis daha sonra bu yonde birgok ¢aligmalar
yapilmugtir [15].  Dirac denklemler sistemi i¢in benzer problemler [7]° de
incelenmistir. Yar1 eksende Sturm Lioville problemi igin sagilma teorisinin ters
probleminin temel sonucu [3]° de elde edilmigtir. Bu iste sagilma verilerine gore
potansiyelin ingast yontemi verilmistir ve sagilma verilerinin dzellikleri
incelenmistir. Onceden bu problem agir kosullarla [14] deki yontem uygulanarak
[16]> da ele almmugtir. Tim eksende Sturm Liouville operatdrii igin sagilma
teorisinin ters problemi [15]" de ¢oziilmis ve lineer olmayan evrimlesme
denklemlere uygulamasi verilmigtir.

Yar1 eksende Dirac denklemler sistemi igin sagilma teorisinin ters problemi
[8]’ de tamamen ¢oziilmiig, bu iste sacilma teorisinin ters probleminin tek tiirli
goziilebilirligi igin kanonik potansiyeller suufi segilmigtir. Tiim eksende Dirac
denklemler sistemi icin sagilma teorisinin ters problemi [18] ve [19]’ da ¢oziilmiistiir.
Dirac denklemler sisteminin farklar denklemleri ile bigimi uygulama agisindan
snemlidir. Yar1 eksende birinci mertebeden farklar denklemler sistemi ( Dirac
denklemler sisteminin farklarla ifadesi ) igin sagilma teorisinin ters problemi [20]’
de, tiim eksende ise [21]’ de ¢dziilmiistiir.

Sinir kosulu spektral parametre igeren Sturm Liouville operatorii igin sonlu
aralikta spektral analizin diiz ve ters problemlerine ait bir ¢ok ¢aligmalar vardir ve bu

yonde aragtirmalar devam ediyor [4], [22], [23], [24], [25], [26]. Spektral parametre

sinir kosuluna dahil oldugunda sagiima feorisinin ters prooiemi (91, (101, [T e
incelenmigtir.
Spektral analizin farkli karakteristiklerine gore ters problemleri [2], [12],
[15], [27)’ de ve bunlarin lineer olmayan evrimlesme denklemlere uygulamalan {5],
[6], [28) de verilmistir.



3. MATERYAL VE METOD

Bu bolimde ileride kullamlacak kavramlar tamtilarak, temel teoremler

verilecektir.

3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

R, m boyutlu kompleks vektdr uzayini gostersin. Yani R, y= ( Vyseoes ym)

vektorlerinden olusur. y, ,n=1,..,m’ler kompleks sayilardir.

3.1.1. Tanim: Degerleri R’ den olan y(x) fonksiyonuna vektor fonksiyon
denir. y(x)=(y,(x),..., ¥ (x)) bigimindedir, burada x bagimsiz degiskendir.
Bundan dolayr vektor fonksiyon m tane sayisal fonksiyonlar sistemidir.
y,(x), v=1,..,m skaler fonksiyonlarinin her birine y(x) vektor fonksiyonunun
bir bilegeni denir [15].

y(x) vektor fonksiyonunun tiim bilesenleri x, noktasinda siirekli iseler

y(x) fonksiyonu da x, noktasinda siireklidir. Benzer sekilde y(x) vektdr
fonksiyonunun tiim bilesenleri diferansiyellenebilirse y(x) fonksiyonu da
diferansiyellenebilirdir ve
y(x)= (yl' (x)ses Y (x))
ile gosterilir. Yiiksek mertebeden tiirevler benzer sekilde tanimlanir. Ayrica
(y+z)' =y +z
ve

T2 =65+ —

esitlikleri saglamr, burada

(.2)= 20 (x)2 ()

ile tamimlanir.

9



3.1.2. Tamm: Degerleri R, de lineer operatorler olan fonksiyonlara
operatér fonksiyon denir. Byle fonksiyonlar m mertebeden kare A(x) =[a " (x):l
matrisleriyle ifade edilirler, a,, (x)” ler skaler fonksiyonlardr [15].

Operator fonksiyonlar da vektor fonksiyonlardir. Ciinkli R, de biitiin lineer
operatorler m”> boyutlu vektsr uzay olusturur. Sonug olarak a;, (x) fonksiyonlar x,
noktasinda siirekli iseler A(x) operatér fonksiyonu da x, noktasinda stireklidir.
Benzer sekilde a,,(x) fonksiyonlan x, noktasinda diferansiyellenebilirse A(x)

operatér fonksiyonu da x, noktasinda diferansiyellenebilirdir. Boylece A'(x)
bilesenleri a,, (x) olan matristir. Ayrica

(A+B) =A'+B (4y) =4y + 4y

(AB) = A'B+AB'

esitlikleri saglanir.

3.1.3. Tamm: [a,b] araliinda n. mertebeye kadar siirekli tiirevleri olan
biitiin vektor fonksiyonlarin kiimesi C ile gosterilsin. B, (x), ,(x),.... P, (x) [a,b]
araliginda siirekli operator fonksiyonlar ve det £, (x)# 0 olsun.
((y):=F, (x)y(") +P, (x)y("’l) +..+ P (x)y
formundaki ifadeye vektor fonksiyonlar uzayinda lineer diferansiyel ifade denir [15].

Boyle diferansiyel ifadeler ve karsilik gelen diferansiyel operatdrler igin

asagida verilecek teori skaler fonksiyonlar igin gegerli olan teoriye benzerdir.

¢(y) ifadesi m tane y,(x),...¥,(x) skaler fonksiyonuna bagh n.

mertebeden diferansiyel ifadelerin 71 1l SISIEMIAIT, OITeK olarak =1 g
[(y)=y+P(x)y

ifadesi ele alinsin. z=£(y) vektdr fonksiyonunun bilesenleri

£(»)=(€(»)s2n ()
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bigiminde alimirsa
G =y + 2 P(®)y  =lem
k=1

elde edilir, burada P, (x), P(x) matrisinin elemanlaridir.

3.1.4. Tanim: y vektér fonksiyonunun ve onun [a,b] aralifinda (n-1).

mertebeye kadar tiirevlerinin a ve b noktalarindaki degerleri

(n-1)

ya,ya',ya",...,ya , y,,,y,,',yb",...,yb("'l) (3.1.1)

ile belirtilsin. y,,..., y,,("_') , R uzayinda vektorlerdir. (3.1.1) degerleriyle
U(y):= 4y, + Ay, +oot A3+ Boyy + By, +..+ B, y,0)
ifadesi olusturulsun, burada A4,,...,4, ,By,....B,,, R, uzaymnda lineer operator-
lerdir. Eger v=1,2,...,q igin U, (y) formlan yazilabiliyorsa
U,(y)=0 ,v=12,..4 (3.1.2)

bagntilarina sinir kosullar: denir [15].

(3.1.2) formundaki simir kogullarini saglayan tim y(x) e C" fonksiyonlarin

kiimesi D ile gosterilsin.

3.1.5. Tammm: L, D uzayindan olan y igin

L(y)=¢(y)
ile tammlanan operatdr olsun. L’ ye £ (y) diferansiyel ifadesi ve (3.1.2) simir

kosullar: ile tiretilen diferansiyel operatordiir denir [15].

—_— v Aoy A, v V4B, y + B,y ot BI__(,{_”_1.’&{“"”

v=1,..,9
yazilsn ve D uzaymda U,(y) formlan lineer bagimsiz olsun. [Am.],[Bm.]

matrisinin tiim elemanlarindan olugan

11



I,n-1

A20 A2,n-l B20 B2.n—l

B

q,n—1
matrisinin ranki mq ’ya esittir. Giinkii her bir U, (y) formu m bilesenden ibarettir.

Daha sonra g = n durumu ele alinacak.

Y (x) operator fonksiyon bilinmeyen olsun.
0(y)=R ()" + B (x)Y" 4.+ P (x)Y =0 (3.1.3)
homojen denklemi ele alinsin, burada P, (x), R, (%) B (x) [a,b] araliginda siirekli

operator fonksiyonlar ve det £, (x) =0 dir.

3.1.6. Tanmm: (3.1.3)’in ¥ (x),....Y, (x) ¢oziimleri igin

Y (x)C +..+Y,(x)C, =0, (C,,...,C, sabit operatorler)
kosulu saglandiginda
C=.=C =0

oluyorsa ¥, (x),...,%, (x) *lere lineer bagimsizdir denir aksi taktirde lineer bagimhidwr

denir [15].

(3.1.3)’in ¥,,...,Y, ¢dziimlerinin sistemi lineer bagimsizdir < Asagidaki n*xn*’lik

matrisin determinant: sifirdan farkhdir.

e i s s . |

Y., Y, ¢oziimlerinin sistemi lineer bagimsiz ise (3:1.3)’inher ¥ ¢6ziimit
Y =Y (x)C +..+¥,(x)C, (3.1.4)
formunda yazlabilir. Sonug olarak (3.1.4) formiilii (3.1.3) denkleminin genel

¢Oziimiinii tanimlar.

12



Y, (3.1.3)in ¢oziimil ise ve c sabit vektor ise y(x)=Y(x)c yazlarak
¢(y)=0 denkleminin bir ¢dziimii elde edilir. Boylece (3.1.4) formiilii yardimiyla
¢(»)=0 denkleminin herhangi ¢oziimiiniin

y=YC +..+Y,C,

formuna sahip oldufu g¢ikar, burada C,.,C,’ler R, uzaymnda keyfi sabit

vektorlerdir.
3.1.7. Tanim:
K(y)=0 (3.1.5)
denklemini ve
Uu,(y)=0 , v=12,..,n (3.1.6)

siur kosullarm saglayan y(x) vektdr fonksiyonunun bulunmast problemine

homojen simir deger problemi denir [15].

n? xn®’lik
U(%) U(E) - Ui(%)
TG RACA IA LY
U,(%) U.(5) - U(%)
matris ele alinsin. O zaman

(3.1.5), (3.1.6) homojen sinir deger probleminin sifir olmayan ¢6zimu vardir. &

U matrisinin determinant: stfira esittir.

3.1.8. Tanmm: L operatoriiniin tanimlandig1 D bolgesinde

Ly=2Ay

bagntisini sagiayan y# 0 VeKtOT TOTIKSIyont varsa 4 sayisma L Opcratorantit

ozdegeri denir ve y fonksiyonuna 4 ozdegerine uygun ozjonksiyon demir.

L operatorii £(y) diferansiyel ifadesi ve

Uk(y)=0, k=1m

13



kosullari ile inga edildigi zaman
¢(y)=4y.U(y)=0
homojen simr deger probleminin sifir olmayan vektor ¢Oziimiinii garanti eden 4

sayisina L diferansiyel operatdriiniin dzdegeri ve A’ya karsilik gelen sifirdan farkh

y vektdr ¢oziimiine dzfonksiyon denir [15].

Ozellikle, Y,,....Y, LY-AY=0 operatdr denkleminin lineer bagimsiz

¢6ziimleri olmak iizere

Ul(yl) Ul(yﬂ)
AAD)=] w
U,(») - U(y)

determinantinin sifirlan 6zdegerleridir.

3.1.9. Tamm: H Hilbert uzayr ve 4 bu uzayda tamml operatdr olsun.
R,=(4-41 )_I varsa ve biitin H uzayinda tamimh operatorii ifade ediyorsa 1€ C
sayisina regiiler nokta denir. R, operatoriine ise 4 operatoriiniin rezolventi denir.

Regiiler olmayan biitin A€ C sayilarina A operatoriiniin spektrumu denir. Bir

operatoriin 6zdegerleri spektrum kiimesine dahildir. Bu yiizden VAeC igin
R,=(4-2I )-l yoktur. Biitiin 6zdegerlerin kiimesine operatdriin discrete spektrumu

denir. Spektrumun diger noktalarina siirekli spektrum noktalar: denir. Bu noktalarin

olusturdugu kiimeye operatdriin siirekli spektrumu denir [29].

3.1.10. Tamm: D bir bolge, f ise D bblgesinde tammli, izole edilmis
singular noktalar1 harig analitik fonksiyon olsun. z, €D izole edilmis singular nokta

olmak tizere

i Femsn———

" ise, z, noktasina f ’nin kutup noktasi denir [30].
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3.1.11. Tamm: D bir bolge, f ise D bolgesinde tammli, izole edilmis
singular noktalan harig analitik fonksiyon olsun. f fonksiyonunun kutup

noktasindan bagka singular noktas: yoksa bu fonksiyona meromof fonksiyon denir
[30].

3.1.12. Tanmm: D bir bolge, f ise D bolgesinde tammls, singular noktalar1
hari¢ analitik fonksiyon olsun. z, eD, f fonksiyonunun izole edilmis singular
noktast ise f, 2, in delinmig bir komsulugunda

a

f(z)=..+ (z—_;o)z +(z—zo)

+a0+al(z—zo)+a2(z—zo)2 +...

bigiminde bir Laurent agilimina sahiptir. Bu agilimdaki a_, sayisina S’ nin z,

noktasindaki rezidiisii ad1 verilir ve a_, = Res(f, z,) ile gosterilir [30].

3.1.13. Teorem: D bolge olmak iizere f(z) fonksiyonu D’de siirekli ve

sonlu sayida izole edilmis z,,...,z, € D singular noktalarimin diginda D ’de analitik

olsun. O halde
If(é)df = 27riiRes(f,zk)

esitligi saglamr [30].

3.1.14. Tamm (Argiiment Prensibi ): D bolge olmak iizere f (z)
fonksiyonu sonlu sayrda B, €D, k=1,...,m, kutup noktalari disinda D’ de
her yerde analitik olsun. 6D smnnda f (z)#0 olacak sekilde D’ de sonlu sayida
a,€Dk=1,...n sifirlarina sahipse z noktasi 8D smirini bir kez pozitif yonde

devrettiginde f(z) fonksiyonunun argiiment degisimi 277 (N —P)’ye esittir, burada

—N—ve—FP f(z-) fonksiyonununkatliliklar —dadikkate alinarak sifirlanmnimve

kutuplarinin sayisidir [30].
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3.1.15. Lemma:(Jordan Lemmasi):

Cp={]7|=R,Imz 20}
f (z) fonksiyonunun iist diizlemde tiim izole edilmis noktalar igeren yar1 ¢gember ve
f () fonksiyonu izole edilmis noktalar hari¢ C,’ de analitik fonksiyon olsun.

Max|f(z)|-—)0, R > +w

zeCp

kosulu gerceklesirse, o halde VA4 >0 icin

lim [ f(z)e*dz=0
Cr

R

saglanir [30].
3.2. DIRAC SISTEMININ KANONIK BICIMI

3.2.1. Tanim:

B%+P(x)y=/1y, y(x)=(il((i))) (3.2.1)

matris denklem ele alinsin, burada

B=(0 1)’ P(x):(p”(x) Plz(x)]
-1 0 Py (%) P (%)

bigimine sahiptir, p,(x) k=12 [0,7] aralifinda tamml reel degerli, siirekli
fonksiyonlardir ve A bir parametredir. (3.2.1) ifadesi asagidaki birinci mertebeden

denklemler sistemine denktir:

Vs +u () 0+ o (%) 32 =4 (3.22)

_y1’ + P (x)yl +Pn (x)y2 =1y,
P (x)=py(x)=0, pu(x)=V(x)+m, py, (x)=V(x)-m 7 (x)

= potansiyel fonksiyon ve m_bir par¢acifin kiitlesi_olmak iizere (3.2.2) denklemler

sistemine gorelilik kuantum teorisinde bir boyutlu duragan Dirac sistemi denir [27],

[31].
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H=H(x) iki boyutlu uzaymn diizgiin ve ortogonal doniistimii olsun. Iki

boyutlu uzayin her ortogonal doniisiimi sabitlestirilmis ortogonal ve normlagtirilmis

tabana gore
H(x)= C(-)sqp(x) ~Sing(x)
Sing(x) Cosp(x)
formunda matrise sahipti. B ve H matrisleri komutatiftir. Yani BH =HB
saglanir. y=H(x)z degisken doniislimi yapilsin. y ’nin ifadesi (3.2.1) de yerine
yazilarak ve soldan H™' ile carpilarak
H"B%(Hz) + H'PHz=H™AHz

yada
B£+(H"'B£-H+H"PH)Z=AZ (3.2.3)
dx dx

elde edilir. Q(x)=H'B gx— H + H™'PH matrisini hesaplamak i¢in

H"B—g;H =(¢'(x) 0 ]

0 ¢(x)
ve
2 : 2 1 :
p,Cos’ @+ p,Sin2p + p,,Sin‘g  p,Cos2¢p+ -i(p22 — P )Sin2¢

H'PH = 1
P,Cos2¢ + 5('0” —pu)Sin2¢  p,Sin’@— p,Sin2¢ + p,,Cos’p

ifadeleri kullamilarak asagidaki formda Q matrisi bulunur.

o33 i)

' . : 1 .
'+ pCos’p + p,,Sin2¢ + pSin’e p,,Cos2¢ + E(pzz - py,)Sin2¢

— — ]' " = — i N — . v 2
L PuCoSZp ¥ (P Pu)ot2p 9+ PrSp—Pomep+phees—o-
¢(x) fonksiyonu g,,(x)=0 olacak sekilde secilsin. O zaman

P (x)Cos2¢(x) +%{p22 (x)- Py (X)} Sin2¢(x)=0

17



olur. Baylece, p,, (x)# py(x) ise

2py, (x)
Pu(¥)-Px (x)

p(x)= -;—tan'l

bicimindedir ve Q matrisi

Q(x)=(q”(§x) qno(x))s[ng) r?x))

formuna sahip olur. Boylece (3.2.3) denklemi

[_01 :))%+(pgx) r?x))z=ﬂz (3.24)

bi¢iminde yeniden yazilabilir.
Bir de ¢(x) fonksiyonu 2¢'(x)+ py, (x)+ Py (x)=0 olacak sekilde segilsin.

Boylece,

o(s) =5 J{pu(e) +pu (s

formuna sahip olur ve (3.2.3) denklemi

T 025

denklemine doniisiir. (3.2.4) ve (3.2.5) denklemlerine (3.2.1) denkleminin kanonik
formlar: denir.  (3.2.1) denkleminin spektral teorisindeki gesitli problemlerin
¢obziimiinde bu ve buna benzer kanonik formlan kullanmak daha uygun olur.
Omegin (3.2.1) denkleminin ozfonksiyonlarina gore ayrigim formiiliinde (3.2.4)’u
kullanmak daha uygundur, verilen sonsuz aralikta (3.2.1)’in 6zdegerlerinin asimtotik
ifadeleri gibi sorularda ve ters problemde (3.2.5) kanonik formunu kullanmak daha

uygundur.

4 ve B lineer diferansiyel operatorler ve E,E, lineer fonksiyon uzaylari

olsun.

3.2.2. Tamm: X :E, —> E, lineer operatdr olsun. X operatorii agagidaki iki

kosulu saglarsa X ’e doniisiim operatori denir.
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1) AX = XB

2) Siirekli ters operatdr X' vardir.

d d
n Pl(;) & | . Pz(;) =
- n(x) -5 r(x)

olsun , burada p,(x), i (x), k=12 [0,7] araliginda reel degerli, stirekli

fonksiyonlardir [27], [31].

E ve E,

£,(0)Siny + £, (0)Cosy =0
g (0)Sins +g,(0)Coss =0

kosullanim saglayan siirekli diferansiyellenebilir f(x) ve g(x) vektor degerli

fonksiyonlar kiimesinden olugsun, burada 7,8 keyfi reel sayilardir.

X matris doniiglim operatori
X{f(x)} =R(x)f(x)+ ].K(x,s)f(s)ds
0
formunda yazilabilir, R(x) ve K(x,s) iki mertebeli siirekli diferansiyellenebilir

matrislerdir.

F= e o)

bigimindedir ve a(x), 8 (x) fonksiyonlari

a(x)= %Sin {% Jtrace[A — B]dr+sin™ %}

= el e [ Lo e = 11
X =—C'05‘][-— fraceiA=Bldr+sint—r—— Kk =sec(d —
p(x) 3 -Zgnuu,Lr i K‘J ; K sec( y)

olarak hesaplanir.
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3.3 (2nx n) BOYUTLU DIRAC DENKLEMLER SISTEMI

BY' +mTY +Q(x)Y =AY, 0<x<o (33.1)

sinir deger problemi ele alinsin. Burada, m > 0 kiitle

B=[—01 gJT{EO _OE)
O8N 20

0(x)1 ~IP(x)1I

p(x). g(x) reel degerli fonksiyonlardir ve

P s —a= (3.3.2)

(1+x)

le(x)|s—= (3.3.3)

c
(1+x)"
kosullarini saglar , ¢, £ pozitif sayilardir.
A+m B 2
LS e, k=a-Te e
—il '
(3.3.1) denklemine
3(0)=,(0)=...= ,(0)=0 (33.4)

sinir kogulu eklensin.

3.3.1. Teorem: Q(x) (3.3.2)-(3.3.3) kosullarim saglayan fonksiyon olsun. O
halde (3.3.1) denkleminin (2nxn) boyutlu tek bir matris F(x,4) ¢oziimii vardur.

Bu ¢oziim ImA>0 oldugunda x—>oc iken f(x,4)’ya yakmnsar ve F(x,4)

fonksiyonu

P (5, A) = £ A) 4 [A(x,0) £ (1,2) (3.3.5)

bigimine sahip olacak sekilde 2n boyutlu A(x,t) matris fonksiyonu vardr.
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Ayrica

4] — i=1,2 (3.3.6)

(1+6)"° ’

G —
“A'J"S (1+x)(1+t)l+;: ’ 1#] (337)

saglanir . Eger Q(x) mutlak siirekli ise A(>x,t) matris fonksiyonu
{B%+mT+Q(x)}A(x,t) = —%A(x,r)BmA(x,t)T (3.3.8)
denklemini ve
BA(x,x)— A(x,x)B= Q(x) (3.3.9)
kosulunu saglar. Tersine A(x,t) fonksiyonu (3.3.8) denklemini ve (3.3.6), (3.3.7)

ve (3.3.9) kosullarin saglarsa (3.3.5) ile tamumlanan F(x,4) fonksiyonu
{B—;;+mT +Q(x)}F(x,l) _AF(x4)
denklemini saglar. Burada
Q(x) = BA(x,x)—A(x,x)B
bigimindedir [8].

(3.3.1) denkleminin
D, (0,2)=0, D, (0,1)=—E,, (3.3.10)

baslangig kosulunu saglayan (2nx n) boyutlu matris ¢ozlimil ®(x,A) olsun, burada
@, (x,4), ®(x,4) ’nn ilk »n satinndan @, (x,4) ise geride kalan n satirindan
olusur. Reel A ve |4|>m oldugu durumda ¥ (x,A) ve F (x,4) (3.3.1) denkleminin

lineer bagimsiz matris fonksiyonlar sistemini olugturur. Buna gore

; B x.4)= F(x,4)C(A)+ F(x.2)C, (2)

esitligi saglanir, C, (1) ve €;(4) n boyutlu matrislerdir.

Dirac sistemi i¢in Wronskian kavramin dahil edelim.
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3.3.2. Tamm: @(x,4) ve y(x,4) (33.1) denkleminin (2nxn) boyutlu
matris ¢6ziimleri olsun. Onlarin Wronskiani
@ (x,4) By (x,A)=W[p,y]

ifadesine denir [8].

3.3.3. Lemma: (3.3.1) Dirac denklemler sisteminin iki matris ¢6ziimiiniin

Wronskiani x ’e bagh degildir.

W [pw]=-2iE, 22"
bigimindedir [8].
Wronskian yardimyla
C,(1)=F (0, 4)121,(—/1’1;1—),
C,(4)=-F(0, A)IEi(f—m)

elde edilir. Buna gore

D(x,4)= F(x2)F (0,4)~F (%, A)F (0,2) |1

L[
2i(A+m)
ve

S(4)=F(0,2)[F (0,2)]" (3.3.11)
formuna sahip olur. (3.3.11) matrisine (3.3.10) kosullu (3.3.1) denkleminin sagi/ma

matrisi denir. Simdi S(4) fonksiyonunun ézelliklerini inceleyelim.
A,(—0,—m) ve (m,) araliklarina dahil oldugunda det F (0,4)=0 oldugu

gosterilir. Buna gore S(A) fonksiyonu (—w,-m) ve (m,c0)araliklarinda tanimlanir

ve bu aralikta siireklidir, Ciinkii

F(02)=E,2 ;_"’ + j’{A,, (0,0)% I"’ —;',4,-5(0,:.)1},3."“55:
]

"~
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matris fonksiyonu iist diizlemde A =+m noktasi disinda siireklidir. Buise 4,,(x,t)

ve A, (x,t)’ nin sagladig1 (3.3.6) ve (3.3.7) esitsizliklerinden elde edilir. Bdoylece

agagidaki lemma saglanir.

3.34. Lemma: F,(0,4) matris fonksiyonu ImA >0 iist yarim diizlemde
analitiktir ve reel eksende A=+4m noktasi disinda siireklidirr Buna gore

VA-mF(0,4) matris fonksiyonu A=+m oldugunda da siireklidir. Aynca
Im 4 20 oldugunda |4| -« iken
F(0,A)>E,

saglanir [8].
Bu lemmadan ve §(4)’mn tanimindan agagidaki lemma elde edilir.

3.3.5.Lemma: S(A) matris fonksiyonu iki matris fonksiyonun oramidir. Pay

iist diizlemde analitiktir payda ise alt diizlemde analitiktir. Ayrica

lim S(4)

A—otm

limitleri vardir ve tersinirdir. A — Foo iken
S(2)=E, +o(1)

saglanir [8].

33.6. Lemma: E,-S(A1) matris fonksiyonunun elemanlar

(~o0,~m)], [m,) araliklarinda kareleri ile integre edilebilir [8].

5 (2)=5(3)=30)

Ozdesliklerini saglar [8].
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3.3.8. Teorem: ImA >0 kogulunu saglayan tim A’ lar icin F| (O,l) matris
fonksiyonunun determinant1 sifirdan farklidir. (—oo,—m),(m,oo) arahiklarinda olan
tiim A’ lar igin

det F,(0,4)#0

olur. [E (o, /1)]_l matrisinin (~m,m) arahiindan olan tim izole edilmis noktalar

basit kutup noktalandir. ,’j—mﬂ (o, A) matrisi 4 =Fm noktalarinda sinurlidur [8].
-m

By +mTy+Q(x)y=4y (3.3.12)

»(0)=...=,(0)=0 (3.3.13)

sinir deger problemi ele alinsin.

3.3.9. Teorem:

1 [ @(x4)IF" (0,4)F™ (o,z)zé(:,z)g%"ldz+

T \aom

+2F(x’ﬂj)szF~ (2)=8(x=1)Ex
j=1

Parseval esitligi saglanir. y R, (3.3.12), (3.3.13) probleminin dzdegerleridir,
M,,..M, ler ise ranklan 4,,...,4, 'lerin katliliklan ile gakisan negatif olmayan

matrislerdir [8].
(3.3.9) den Q(x) potansiyelini bulmak igin 4(x,y)’ yi bilmek yeterlidir.

Bunun igin
A(x,y)+ F(x+y)+ [A(ef)F(1+y)di =0 (x<y <) (3.3.14)

__temel denklemi elde edilir, burada

; m+A4; 3 -
F(X) = FS (x)'l'z m-— )"j MjZ[ m v E” f}.}”\"."*'ﬂ‘::x
Jj=1

m-—A,
I J
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F(x)= [ L(2)e™da~+ [ L'(2)e*da

|A>m jAj>m
Ve

p [2Em A+
L(2)=—| K [|(E.-S(2) "E, il
4z i K

A+m

bigimindedir. (3.3.14) denkleminin 2n mertebeden Dirac denklemler sistemi igin

sag1lma teorisinin ters probleminin ¢oziimiinde dnemli yeri vardir. Daha sonra [8]de

S(A)s Asees Ayr M, .., M, sagilma verilerinin 6zellikleri incelenir.

3.3.10. Teorem: Her bir sabit x i¢in
A(x,y)+F(x+y)+ IA(x,t)F(t+y)dt =0 (x<y<®)

denkleminin bilesenleri L, (x,oo) uzayindan olan tek bir ¢dziimi vardir [8].

3.3.11 Teorem:
£+ [f () Fs(t+y)dy =0

homojen denkleminin bilesenleri L, (0,0)’dan olan lineer bagimsiz vektor

¢oziimlerinin sayist M, ..., M, matrislerinin ranklar1 toplamina egittir [8].

3.3.12 Teorem:
—f(0)+ [F () Fs(e+y)dy=0 (-0 <1 <0)

homojen denkleminin bilesenleri L, (—oo,O) > dan olan sadece sifir vektor ¢ézimi

vardir [8].

Elde edilen sonuglara gore sagilma verileri agagidaki ozelliklere sahiptir.

1. n. mertebeden S(A) sagilma matrisi (—oo,—m) ve (m,) araliklarinda

tammhidir ve §° (1) =S (4)=S5"(4) esitligi saglanir.
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2. Fy(x) matris fonksiyonunun her bir elemant L, (—0,)” a dahildir .

F(x)=(F“(x) Fi (x))

Fy(x) Fn()
ise o halde her x>0 i¢in
c c
F(x)s——=, i#]J F (x)|€——7» /=12
| 'J( )l (1+x)2+5 J ‘ .U( )l (1+x)l J

kosullar: saglanir .

3. Her bir sabit x 20 igin
f()+ If(y)FS (r+y)dy=0
homojen denkleminin sadece sifir vektdr f () =(£(2)s fon (r)) gozimii vardir ve

fj(t)ELz(x,w), ]=E’I_
4.

£(0)+ [7 () Fs (t+y)dy =0

homojen denkleminin bilesenleri L, (0,:0)’dan olan lineer bagimsiz  vektor

¢Oziimlerinin sayis1 M,,..,M, matrislerinin ranklar1 toplamina esittir .

—f(t)+—ojf(y)Fs(t+y)dy=0 ,(—oo<t$0)

homojen denkleminin bilesenleri L, (—oo,O)’dan olan sadece sifir vektdr ¢6ziml
vardir .
Bu kosullar {S(,z);11,...,zn;m,,...,m"} degerler toplulugunun (3.3.1) , 3.3.4)

siir deger probleminin sagiima verileri olmast igin sadece gerekli degil hem de

yeterlidi;.
Tezde Dirac denklemler sistemi igin sagilma teorisinin ters problemi
incelenirken Sturm Liouville operatorii i¢in benzer problemin ¢oziimiinde kullanilan

yontemlerden yararlamhr(2], [3], (4], [5], [61, [13], [17], [28], [31], [32].
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3.4 STURM LIOUVILLE OPERATORU ICIN YARI EKSENDE SACILMA
TEORISININ TERS PROBLEMI

—y"+q(x)y=2"y, 0<Sx<o (34.1)
diferansiyel denklemi ve

y(0)=0 (3.42)

sintr kogulu ele alinsin, burada g (x) fonksiyonu

]xlq (x)|dx <o (3.4.3)

kosulunu saglayan reel degerli fonksiyondur. x — oo iken (3.4.3) kosulundan (3.4.1)
denklemi daha basit olan

-y"=4y
denklemine indirgenir. Bu ise (3.4.1) denkleminin ¢oziimlerini arastirmaya imkan

verir.

o(x)= :ﬂq (t)l dat, o(x)= ].0' (¢)dt

notasyonlari kabul edilsin, buradan (3:4.3) kosulunun
0,(0)<e0

kosuluna esit oldugu goriiliir.

3.4.1. Lemma: Kapah iist yanm diizlemdeki her A degeri igin (3.4.1)

denkleminin
e(A,x)= e + IK (x,1)e™dt

formunda ifade edilen e(4,x) ¢dziimt vardir, burada X (x.r) gekirdegi igin

— ﬂ'ﬁ(x,r)fi%c{%—r)ﬁp{m (-x-)-—m{*;_’ ’)}—-— (A

esitsizligi saglanir [2].
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3.4.2. Tanim:
{(T+K) fH(x)=1(x)+ IK(x,t)f(t)dt
ile tammlanan (I+K) operatdriine sonsuzlukta (3.4.1) denkleminin ¢dziimlerinin

asimtotiklerini koruyan déniigiim operatorii denir [2].

(3.4.4) esitsizligi (I +K) operatériiniin Z, (a,%), (i = 1,2) uzaylarinn her

birinde birebir ve 6rten oldugunu gosterir. Boylece
{(I+L)f} (x)=f(x)+ IL(x,t)f(t)dt

formunda (/+K )" =(I+L) ters operator vardir.

q(x) diferansiyellenebilirse K (x,) gekirdegi iki kez diferansiyellenebilirdir

ve
O’K(x,t) 62K(x t) _
P g(x) K (x.t) (3.4.5)
denklemini ve
d 1
zx—K(x,x) = —Eq(x) (3.4.6)

m K1) _ oy K1)

X+ ox X+{—o0 ot

(3.4.7)
kosullarim saglar. Boylece K (x,t) ’nin déniisiim operatériiniin gekirdegi olmast igin

gerek ve yeter kosul onun (3.4.5), (3.4.6) ve (3.4.7)’i saglamasidr.

3.4.3. Lemma: e(/l,x) fonksiyonu iist yanim diizlemde analitik ve reel

eksende siireklidir,

18(/1,). 1? _{ Im/’tx+0'l (x)}

Ie(ﬂ., x)-e¥|<

{0', (x)-0, )}exp ~ImAx+0, (x)}

ve
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le’ (4,x)- iﬂe""| <o (x)exp{-ImAix+o, (x)}
esitsizlikleri saglanir [2].
Sifirdan farkh reel A ’lar icin e(4,x) ve e(-4,x) (3.4.1) denkleminin temel

¢oziimler sistemini olusturur. Onlarin Wronskiani x’e bagh degildir ve 2i4’ya

esittir.

3.4.4. Lemma: Her A degeri igin (3.4.1) denkleminin x —> oo iken
w(/l,x;oo)=x(1+o(l)), w;(/l,x;oo)=l+o(1)

kosullarin1  saglayan w(l,x;oo) ¢oziimii vardir, bu ¢ozim A’nin  analitik

(il

3.4.5. Lemma: Tiim sifirdan farkli reel 1 ’lar igin
2iw(2,,x;oo)
e(4,0)

fonksiyonudur ve Im A 20 igin

Ilw(ﬂ., x;00) = SinAx e

kosulunu saglar [2].

=e(-4,x)-S(A)e(4.x) (3.4.8)

szdesligi saglanir, burada S(4) fonksiyonu

e(-2, 0)
e(4,0)

S(1)=

bigimine sahiptir ve

5(2)=5C2)=[s(-AT

esitligini saglar [2].

(3.4.8) dzdesliginin sol tarafina bakilirsa iist yanim diizlemde meromorf

fonksiyon oldugu goriilir. ¢(,0) fonksiyonunun sifirfart onun kutup yerfeniair.
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3.4.6. Lemma: ImA>0 Ust yarim diizlemde e(ﬂ,,O) fonksiyonunun sonlu
sayida sifirlan vardir, bu sifir yerleri basittir ve sanal eksende yerlesirler. Ayrica

l[e (/1,0)]_l fonksiyonu A = 0’1n komgulugunda simrhdir [2].

3.4.7. Lemma: 1-S(4) fonksiyonu
Fy(x)= FO (x)+ F(x)
formundaki Fg (x) fonksiyonunun Fourier déniistimiidiir, burada

FO(x)e L(~o,), sup | (x)| <o ve K (x)e L (o) [2)

(3.4.1) denklemi kullanilarak
F(x+y)+K(x,y)+IK(x,t)F(t+y)dt=0 (x <y <o)

integral denklemi elde edilir. Bu denkleme temel denklem denir, burada

n i L Ax 1 % iAx
F(x)=;m,fe A +Fs(x)=kz=]:mk2e o [(1-5(4))e™da

—0

veE

¢ (ih,0)e(ik,.0)
2i\,

m = “:ﬂe (z'kk,x)]2 dx =-
0

formundadir.

3.4.8. Teorem: Doniisiim operatoriiniin gekirdegi K (x, )
F(x+y)+K(x,y)+ [K(x0)F(r+y)dt=0 (x <y <o)

temel denklemini saglar [2].

Temel denklem kultanttarak-g{x)-fonksiyonu gibi-F(x)-fonksiyonununda

o0

JxlFs (x)|dx <0
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kosulunu sagladig bulunur. Ayrca S(A) fonksiyonunun logaritmasimn artigi ile

(3.4.1)-(3.4.2) probleminin negatif ozdegerlerinin sayis1 n arasinda
lnS(0+)—1nS(oo) 1-S(0)
n= -
27mi 4

bagintis: vardir.

Boylece {S (A) (0 <A< w); 4, ;m, (k= l,...,‘n)} koleksiyonunun agagidaki
kosullar sagladig1 elde edildi.
I) S(4) fonksiyonu tiim eksende siireklidir,

T -1
$(4)=S(A)={s(-)
esitligi saglanir ve || - oo iken 1-S(4) stfira yakinsar ve 1-S (1)
1 “ ilx
Fs(x)=—2—”-—:[(1—S(l))e dA
fonksiyonunun Fourier doniigimtdiir. Fg (x) fonksiyonu iki fonksiyonun toplami

seklinde yazilabilir, bunlardan bir tanesi Ll(—oo,oo)’a, digeri sirhdir ve

L, (—o0,0) a aittir. Pozitif reel eksende Fy (x) fonksiyonunun

ijFs' (x)|dx <0
0
kosulunu saglayan tiirevi vardir.
I0) S(/%) fonksiyonunun argiiment degisimi ile (3.4.1)-(3.4.2) probleminin
negatif 6zdegerlerinin sayis1 n arasinda

e lnS(0+)—lnS(+oo)_1—S(0)
B 27 4

formiilii ile ifade edilen bir baginti vardir.

3.4.9. Teorem:,{S(A)(~w0 <A <®); 4 ;m, (;c = 1,...,n)} degerler toplulugu-

nun, (3.4.3) kosulunu saglayan g(x) potansiyelli (3.4.1)-(3.4.2) siir deger proble-

minin sagilma verileri olmasi igin gerek ve yeter kosul I ve I i saglamasidir [2].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. (2 X 1) BOYUTLU DIRAC DENKLEMLER SISTEMI

Simdi 2 boyutlu Dirac denklemler sistemi igin sinir kogulu klasik durumdan
farkli olarak A spektral parametre igeren durum icin sagilma teorisinin ters

problemini inceleyelim .

BY'+mTY +Q(x)Y =AY (4.1.1)
Y, (0)+ (e, +,2) Y, (0) =0 (4.1.2)

sinir deger problemi ele alinsin. Burada m > 0 kiitle,

B ' T i 0 trist Q( ) 2 boyutl
= , T= matrisler, Q(x oyutlu
10 0 -1 e

Q(x) =(p(x) q(x) ]
q(x) -p(*)
formunda matris fonksiyondur ve elemanlari p(x), g(x) reel degerli fonksiyonlar
icin

|p(x)|< (1_+cx_)7_ (4.1.3)

la(x)| < (l—:x—),— (4.1.4)

kosullan saglanir (¢, £ pozitif sayilardir ), o5, 0, € R ve a,; <0.

A+m >
fuA)=| K |, K=l,’1—%, 4] > m

—1

fonksiyonu

BY +mTY =Y

denkleminin ¢oziimiidiir.

[8] kullanilarak asagidaki 4.1.1. teorem kolayca ispatlanir.
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4.1.1. Teorem: Q(x) (4.1.3)-(4.1.4) kosullarim saglayan fonksiyon olsun.
O halde (4.1.1) denkleminin (2x1) boyutlu tek bir matris F (x,4) ¢oziimii vardur.

Bu ¢ozim ImA>0 oldugunda x-—>o iken f (x,4)’ya yakinsar ve F (x,2)

fonksiyonu
F(x,4)= £ (5, A)+ [A(x1) £ (1. 2)dr @.1.5)

bigimine sahip olacak sekilde

)= 4le)

Ay (5) Ay (,0)

formunda 2 boyutlu A(x,t) matris fonksiyonu vardir, elemanlar

C
Algs—A—, i=1.2 4.1.6
‘ ”l (I-i-f)I”: ( )
|4,| <  TO—— Y (4.1.7)
T ex)(14+0) T

kosullarini saglar.

4.1.2. Lemma: Eger Q(x) mutlak siirekli ise 4(x,r) matris fonksiyonu
{B-:—x+mT+Q(x)}A(x,t)=—%A(x,t)B+mA(x,t)T @18)

denklemini ve
BA(x,x)—A(x,x)B =Q(x) (4.1.9)

kosulunu saglar.

ispat: F(x,A) (4.1.1) denklemini sagladigindan

BF'(x,2)+mTF (x,4)+Q(x) F (¥, 2)=AF (x, %)
{Bzdx-+mT+Q(x)}F(x,/1)=ﬂ,F(x,/’L) 4.110)

olur. (4.1.5) ifadesi (4.1.10) de yerine yazilirsa
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[-

{3:‘;;4- mT +Q(x)}[f(x,;t)+ IA(x,t)f(t,/l)dt) = }{f(x,/l) + ?A(x,r)f(:,z)er

X x

veya

Bf’+mTf+Q(x)fABA(x,x)f(x,l)+

+?B§A(x,t) F(t,2)d +::[mTA(x,t) f(t,z)dt+°jg(x)A(x,:)f(:,,z)d:

= Af (%,2)+ A [A(x,1) £ (1, 2) (4.1.11)

elde edilir.

Af = Bf'+mTf asagidaki ifadede yerine yazilirsa ve kismi integralleme ile

S’ Bf(x,ﬂ)-ejr[g-A(x,f)BJ F(62)de+ [A(x,)mTf (x,2)dr

— —A(x,x) Bf (x, 4) + J{—%A(x,t)8+mA(x,r)T}f(t,A)dr (4.1.12)
bulunur. (4.1.11) ve (4.1.12) ‘den
{B-§+r;:T+Q(.1')}A(x,!) =—§A(x,r)B+mA (x,0)T
Q(x)= BA(x,x)-A(x,x)B

oldugu ¢ikar.OJ

Tersine A(x,t) fonksiyonu (4.1.8) denklemini ve (4.1.6), (4.1.7) ve (4.1.9)

kosullarim saglarsa (4.1.5) ile tanimlanan F(x,4) fonksiyonu

{B%ﬁ mT_+_Q(x_)} F(x,A)=AF(x,4)

denklemini saglar, burada — - =
Q(x)=BA(x,x)- A(x,x)B

bigimindedir.

34



4.1.3. Tanim:
(L A) ) (0. A) = £ (5, 2)+ [A(x0) £ (e 2)dt

formiilii ile tammlanan I+ A operatdriine doniigiim operatorii denir. A(x,t)

fonksiyonuna déniigiim operatoriiniin ¢ekirdegi denir.

O halde 4.1.2 Lemma ve 4.1.3 tammdan A(x,t) fonksiyonunun ddniigiim

operatoriiniin gekirdegi olmasi igin gerek ve yeter kosulun onun (4.1.8) denklemini

ve (4.1.6), (4.1.7),(4.1.9) kosularin1 saglamas: gerektigi ¢ikiyor.

4.1.4. Tamm: y(x,4) ve z(x,4) vektor fonksiyonlar olsun.

z

W[y(x,z),z(x,z)]=y’<x,ﬂ>Bz(x’*)=<y"”)(_°1 3)(

Z,

) =02, — %

ifadesine y(x, /1) ve z(x, /1) vektor fonksiyonlarin Wronskiam denir.

p(x) ve g(x) reel fonksiyonlar oldugundan reel 4 ve |4|>m igin F(x,4)

ve F(x,1) (4.1.1) denkleminin ¢bziimleridir.

4.1.5. Lemma: F(x,A) ve F(x,A) fonksiyonlariin Wronskiam x’e bagh
degildir ve

=T A+m
W F(x2),F(x2)]=2 -

bigimindedir.

ispat: F(x,2)=¢(x,A4) ve F(x,A)=y(x,4) ile gosterilsin. y(x,1) ve

¢(x,A) denklemi sagladi1 i¢in

By +mTy +Q(x)y = Ay
Byp'+mTp+Q(x)p=Ap

olur. Ikinci esitligin transpozunu alinirsa
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By +mTy +Q(x)y = Ay
~o" B+mo'T +9'Q(x)=Ap"
denklemler sistemi elde edilir. 1. denklem soldan ¢” ile 2. denklem sagdan y ile

carpilirsin ve taraf tarafa gikanlsin. O halde
o' By'+ 0" By=0 = [quBl//]' =0
"By =c, c sabit
wlo.w]= W[F(x,l),F—(Jg_/lj] =c, csabit
Boylece Wronskianin x’e bagh olmadig elde edilir.

W[F(%.4).F(4)|=lim{F, (2) B (5 D)~ Fa () i (x.2)}

= lim {M.i.e'K‘ .e'”“} —lim {M.(—i ).e™ ek } =
K K

X—>® X®

A+m
K

oldugu bulunur.0

=2i

|4|>m oldugu durumda F (x,2) ve F(x,4)’ m Wronskiam sifirdan farkh

oldugu i¢im F(x,A) ve F(x,A) lineer bagimsizdir ve (4.1.1) denkleminin temel

¢oziimler sistemini olugturur.

a,,a, €R,e <0 olsun. F(0,4),F, (0,4) fonksiyonu yardimiyla
E(A)=(cy +A)F, (0,2)+ F,(0,4) (4.1.13)

fonksiyonu tammlansin.

4.1.6. Lemma: Reel A ve |l| > migin (1) denkleminin

@, (0,4)=-1 @,(0,4)=(a +, 2)

kosullarm saglayan ®(x,1) ¢ozimii vardir.
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ispat: |4|>m oldugu durumda F(x,4) ve F(x,4) (4.1.1) denkleminin
temel ¢6ziimler sistemini olugturdugu igin ®(x,4) fonksiyonu
©(x,4) =6, F (x,A)+ ¢, F (x,2) (4.1.14)
seklinde ifade edilir.
W[ F(x4),0(x4)] = F (0,4)2,(0,4)- £ (0, A)®,(0,4)=
= (o + &, A) F; (0,2)+ F,(0,4) = E(2)
esitligi saglanir. Buradan
W[ F (A0 (x2) | = F (0.2, (0,2)-F (0.2)0, (0. )

—(ag+A)F (0, 4)+ F (0.2 = E(2)

elde edilir.
E(A)=W[F(x,/l),cb(x,/1)]=W[F(x,).),ch(x,ﬂ)+czF(x,l)]=

= ch[F(x,/'L),F(x,/l)]+czW[F(x,l),F(x,l)]

= cl.0+c2.2ii;—m=c2.2i A;m

=i (2, + m) E(2)

K
2i(A+m)

Benzer yontemle ¢, =- E (ﬂ) oldugu bulunur. Bu ifadeler (4.1.14) de

yerine yazilirsa

K

d)(x,l)=—m—+—m)

E(A)F(x,4)+ E(A)F(x,4)

_K
2i(A+m)

olur.O

4.1.7. Lemma: |4|>m (ImA=0) icin

‘J)+m (D(J. ﬁ)_ e

) RS )

veE

S(A)J;(o,ﬂ) (o +, ) F (0,2) _ [Wﬂ_)]‘

F,(0,2) +(c +a2) F (0, A)
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ifadeleri saglanir.

Ispat:
®(x,A)=- > (/“_m)E(/I)F(x ,1)+2 (/1 )E(A)F(x,ﬂ.)

ifadesinden

_piAtm A+m (D(x,ﬂ)

=y = F(x,4)-S(A)F(x2)

oldugu bulunur. Burada

E()

ile tammlanir. (4.1.13) den

S(1)= F,(0,2)+(a +a,2) F (0,4)
E,(0,2)+ (o +2,A) F(0,2)

bulunur. Ayrica

o 5= 5e - peg =5’
oldugu i¢in
s(2)=[s()]
elde edilir.O

4.1.8. Tanim: S (/1)=§—8’—; fonksiyonuna sa¢ilma teorisinde sagilma

fonksiyonu denir.

fonksiyonunun aykin noktalanm bulmak igin E(A) fonksiyonunu

()

incelemek gerekir.

4.19. Lemma: E(1) fonksiyonu iist diizlemde (ImA >0) analitiktir,

A = +m noktalan harig reel eksende siireklidir.
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ispat: ImA >0 oldugunda
E(A)=(a,+ a,A) F (0, A)+F, (0,2)
fonksiyonunun analitik oldugunu gostermek igin

F(0,2)= '1;(’" + j{A,l l;{”’ —Aui}e"“dt

0

081 Tl 2 dfema

fonksiyonlarinin analitik oldugunu gostermek gerekir.

4, € C ve Im A, > 0olsun.
A+m A+m A+m 2m
g( ) K JA2 -m? \/;—m A-m

og(A
%(/1—) =0 oldugundan VAeC igin g(A4) diferansiyellenebilirdir. O halde 4, C

noktasinin komgulugunda diferansiyellenebilirdir.

= g(4) 4, noktasinda analitiktir. Boylece g(1) VAieC ve ImA>0 igin

analitiktir .

Kt = VA = Cos A2 —mPt +iSinN A —m’t
-aax—z{Cosxlzlz —m*t+iSinV A® —mzt} =0,VAeC Imi>0

yukaridaki ifadeden ¢ fonksiyonunun da A ’nin analitik fonksiyonu oldugu ¢ikar.

Analitik iki fonksiyonun garpimi, toplami da analitik oldugundan F, (0,1) ve

F,(0,4) analitikti. ~ Bundan dolay: E(4) st yanm diizlemde analitik

fonksiyondur.

oKt — gNF-m 25 i siirekli fonksiyonudur. m =14 noktalarinda K =0 oldugu

=
igin H A“ ,,r}emd! m = A harig reel eksende stireKIidir.
0 L

F,(0,4)= A ;’{’" + j{A“ s Z’” —Aui}e"’“dt

0
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A=+m hari¢ reel eksende siireklidir. F, (0,/1)’1n siirekliligi de benzer sekilde
gosterilir. Siirekli fonksiyonlarin garpimi ve toplami da siirekli oldugundan
E(2)=(a, +4A) F (0,4)+ F,(0,4)

fonksiyonunun A =+m noktalart harig reel eksende siirekli oldugu bulunur.0)

4.1.10. Lemma: E (1) fonksiyonunun sifirlart (~m,m) araliginda yerlesir.

ispat: peC (Imu>0) veya pue (-m,m) olmak iizere E (1)

fonksiyonunun bir sifin olsun.
BF'(x, pt)+ mTF (x, 1) + Q(x) F(x,pt) = uF (x, 1)
esitligi saglanir. Bu ifadenin 6nce eslenigi sonra transpozu alinirsa

—F" (x,p2) B+ mF" (x, p) T+ F* (x, ) Q(x) = 1F" (¥, 1)
elde edilir. Burada

F =F
ile gosterilir.
BF'(x, )+ mTF (x, )+ Q(x)F(x,u)=uF (x, 1)

F" (3, 1) B+mF" (x, 1) T+ F° (x, 1) Q(x) = 1F" (%, 1)
denklemler sisteminde birincisi denklem soldan F ! (x, ,u) ile ikinci denklem sagdan
F (x, p) ile arpilirsa
F* (x,p) BF'(x, )+ mF" (x, p)TF (x, )+ F (x,,u)Q(x)F(x,y) = uF" (x, 1) F(x, )

-F* (x, ) BF (x, pt) + mF" (o, ) TF (x, )+ F" (x, ) Q(x) F(x, ) = uF* (x,u) F(x, 1)
bulunur. Taraf tarafa gikarildifinda

F (x, 1) BF' (x, 1)+ F" (x, ) BF (x, 1) =(,u—;)F' (x, 1) F (x, 1)
—————veya -
'II"*[F'(x,p). 7{x; ,u)] = (;1 —;) F (1) F (x, 10)

oldugu elde edilir. 0°’dan oo’akadar x *e gore integrallenirse
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W[F(x,;z),F(x,,u)]| _0 +(Z—y) J'F‘ (x, ) F (x, 1) dx =0 (4.1.15)
| = J
ifadesi ¢ikar. Diger taraftan u, E (}L) fonksiyonunun stfir1 oldugu i¢in

W[ F(x,u),®(x,u)|=E(x)=0 Vxe[0,»)
olur. Buise F(x,u) ve ®(x,u)fonksiyonlarinin lineer bagimli oldugunu gosterir.
O halde
F(x, 1) = cd (x, 1)

seklinde yazilabilir. ¢ (x, /1) (4.1.2) sinir kosulunu sagladigindan

D, (O,,u)+(a0 +a“u)CDl (0’/‘) =0

504 (0.4) —(ay +au1).1=0
c
oo B0H)
(e + 1)
veya
F(0,4)
@, (0, 1) +(ay + 1) . =0
(e +aypt)+(a + ) 1(0.4)
c
=c=-F(0,u)
bulunur. ¢ yerine yazilirsa
O,,u)
F =—F(0,u)® B @ (x,
) == Slp)mas @)

elde edilir.

F(x,p)= ﬂ;m e™ J{ A, (x.1 )’“+m—A12( t)z}e'K'dt

(4.1.16)
F (x, 1) = —ie® +j{ N t)ﬂ+m—Ap(xt)1}eK'dt
(4.1. 16) kullamlarak
im W | 7 (x, 1), F (x, ) | = lim {F, (5, 1) (3, ) - Fy (%, 1) F, (3, 12)
_hm{ T i } - (4.1.17)
= | Ji? 2 \/m pE
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¢ikar.
F,(0,u)=-F (0,4)®, (0, 1)
F, (0, 1) ==F,(0, ), (0, )
(4.1.18) ifadesi yardimiyla
lim# | F(x, 1), F (3,2) | = lim{F (5 ). (2. 0) = Fy (2. 0) B, (5, 1)} =
= F (0. 4).F,(0,1) - F(0,1) F, (0.1)=
= F (0,4 (<R (0. 4)®, (0. )) - Fy (0.1) (-F. (0.12); (0.1) ) =

= | R (0.)f @, (0,12)+ | (0, 2)] @, (0, ) = | (0,40) [ @ (0.10) -, (0.1) | =

(4.1.18)

=|F; (0,,u)|2 [ao +a,u—(a +a,,u)] = |F; (0,,u)|2 .al.(;—y) (4.1.19)

sonucu butunur. (4.1.17) ve (4.1.19), (4.1.15) de yerine yazilirsa

0—|F (0.1) @ (- p)+(1 - 1) [F* (3. 1) F (3, 1) dx =0
0
-} o 0 + ] )P () -0
0
esitligi elde edilir. —a, >0, |F; (o, ,u)lz >0 ve a]‘F *(x, ) F (x, ) dx > 0 oldugundan
0

—a, |P] (O,,u)|2 + IF' (x, ) F (x, p2)dx # 0
0

olur. O halde
—u= 0

®Ixl
®

elde edilir. Bu ise geR oldugunu gosterir. Boylece E(A) fonksiyonunun

sifirlarinin reel oldugu ve (—m,m) arahiinda yerlestigi bulunur.O]

4.1.11. Lemma: Yeterince buyuk A igin x'e[f]',do') Ve A E€(—n,ni) onmak

lizere
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iF, (x, /1)> = ’___ﬂ+m i -37x

iF, (x,2)> —i-e'“’” -

esitsizlikleri saglamr.

ispat:
R 2)= 220 j{A, ()2

— 4, (x1) i} e'de

’zF (x,4)- xﬂ'+me"°‘ I{A“(x,t)i 7 Ay (x t)} edi < IlA“(x t)t 24, (x1) |e’K’|dt
! . A+m P [ W w o A+m ' LM =A%
iF(x,A)—i———¢ < |4, (x,)i———=+ A4, (x.1)].|e dt

(i T e
Ir (X,A) FL R J“AII(X: )\/ﬂ 12 x f) T ‘dt
¢~V -** monoton azalan oldugundan

. C Atm | A+m S o v

F(x,A)————¢ + A, (x,t).e It <
I [(x ) m j" )\/;_-_- L.( ) a

< -“J‘} A+m +A,2(x,t)d1£

1 x’ )\/—-
Se“m‘{ am ﬂAH x,1 1dI+ﬂA,2 (x,1 ﬁ}

A Atm Toq “ c,
< dt + —dt
: {Jml—f J(1+r)'“’ ,I(1+x)(1+r)‘*‘ }

i le Atm 1 A 1
=€ = 5 £ T 1+
& m? - A2 (1+x) ¢ (1+x)

sonucu (;1kar Buradan

o bma? —--,l—

iF (. e _A+m oV ‘[—_[2{ A+m 1 La 1 }

m JL ( "}“’\_S_gﬂ_i‘.' -."-‘)m

L _Atm m—m{ tm 1 ¢ 1 }

iF (x,2) J—_—;ﬁ € \m? - A2 (1+x) 8(1+x)w

oldugu bulunur.



c
==
£

olsun. Yeterince biiyik 4" ve x€ [A‘,oo) i¢in

& . A+m }__ &
(l+x)m Jm? =47 2 (1+x)E

esitsizligi saglamr. Dolayistyla

e & LA Atm c e A+m
(1 + x)I+ m? (1 +X) mt =22

sonucuna varilir. Bu ifade

A+m e'm‘—e'“ﬁ"g—';‘{ﬂ A+m 1 ¢, 1 }

iF (x,1)2——
]( ) N £ sz—iz (l+x)£ [ (1-';-Jnc)1+£

esitsizliginde yerine yazilarak

iF, (x,ﬂ,)> LR _ ol

Jm? =22

sonucu elde edilir.

F(x,A)=—ie™ + I{AZ, (x.1) A ;{m

~ Ay, (x,1) i} e™Mdt

iF, (x,1) = dﬂ+H?m@Jﬁ +44Lq}mw

x

esitliklerinden

‘sz (x, ﬂ.) —-e mi-2x ‘ =

A+ At
J{AZI (%, )JL Ay (%, ’)} i
sﬂ@&aq—iiﬁ_+4gag

2 2
x m-—A

_J| 2_ 42
e\'m ).Ia(f

esitsizliginin saglandif1 gikar. e -vm’-2% 1 onoton azalan oldugu igin

—Jm lldt<

— —{i-ﬁ{-x,ﬂ;)-- e"m‘\ J_l X !)J—:;:—i_—_”—;—-%_/ln(x r)
ey R ¥ w '
e {% i e (x,t)ldt}s
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<e-sz-—m{ At+m

L L S dt+ [—S—dr
Jm? - 2* J(1+x)(1+r)‘“’ F(1+0)™

<e'm{ A+m c Iy }
- Jm? =27 (1+%)™ (1+x)

esitsizligi elde edilir. Burada c| =4 bigimindedir. Béylece
£

. N —x x| A+m c c
iF,(x,A)—e >—e
2(%4) {f’ Al (l+x) (1+x)‘}

. Ao Amaix| Atm o c
iF,(x,A)2e —e =
2( ) {\[m -2t (1+x )‘ (l+x) }

epitsizligi saglamir. Yeterince biiyiik A™ ve x € [A“,oo) icin

A+m [ [y L

Jm? -2t (1+x )'" (1+x) 2

saglamir. Dolayisiyla

R e [ atm g ) l e
l\/m - A (l + x)m (1+x)

olur. Yukaridaki esitsizligi

) oAy miaix] A+m c c
iF,(x,A)2e —e ! +—1
2( ) {sz = T (1 +x)m (l+x)c}

ifadesinde yerine yazarak
iF, (x,4)> -;—e'm‘
elde edilir.
A= Maks{4’, 4"}
oTsun. O alde Veterice biylk 24 1giT; VX € 24,00) Ve VA € (=7, i) ofmak tzere————

iF (x,4)> e V-4l

/'L+m
2\/m -A?

iF, (x,4) > Ee""" i
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esitsizlikleri saglanir.

4.1.12. Lemma: E(1)=(a, +2A)F(0,4)+F,(0,4) fonksiyonunun sifir-

larinin sayisi sonludur.

Ispat: &, E(A) fonksiyonunun iki komsu sifiri arasindaki mesafenin infi-
mumu olsun. & >0 oldugunun gosterilmesi gerekiyor. Aksi kabul edilsin. {Z,k} ,

{ik} E(A) fonksiyonunun sifirlarindan olusan diziler olsunlar 6yleki

lim(4,-4)=0  -m<2 <% <0

saglansin.

4.1.11 Lemma yardimiyla
F'(x,4)F(x.4)=F(xA4) R (5 4)+ B (5 4)E (% 4)
1 Atm Jprm T 1 AR
4 Jm —l \/m —/1 2 4
1| A, +m A +m (AT =37 e
=— ———t1e
4 sz -2} \/mz -7

olur. Yukandaki esitsizlik 4 ’dan o’a integrallenirse

T (520 F (s ) > [\/l,(+n;1‘ \/::er l}‘]e-(m+m)xdx

A

( e -
1| A, +m ;Lk +m 1 —( ===’"A;’+Jm’—1;’]r
=— —+1 || — ==
4 L \/m2 -2 sz -2} L sz — A%+ m* =2} A
( o i e
1| A4+m A +m 1 (=27« f 27 )4
=— = —+1 e
4 \\ﬁn‘ -4 Jm? -2 _\/ml—ﬂ»f +Jm“ -2
bulunur. J;L SEL —i—i >0 oldugu i¢in
NED = g \/m A
- ® ~ N 1 e—(\’m’—/l,fﬁ’m’—i,z )A

F'(x,4).F(x,4, )dx
2[ (x k) (x k) >\[mz—2&2+\/nf~};‘2

46



sonucu elde edilir. Buna gére k—>o iken limite gegildiginde /1,‘,1* —>-m
olacagindan

lim ;[F‘ (x4 ) F (. 2 Y = 40 (4.1.20)
oldugu gikar. Diger taraftan (4.1.15)’den

0= ij‘ (x, 4 ) F (x4, )dc - F (0, 4)F, (0,%)= AjF' (x,/lk)[F(x,,i,,)—F(x,,zk)]dx+

A ® N
+ [F* (%, 4 ) F (%, 4, ) de + [F (5, 4 ) F (%, 4, )dx = Fy (0,4, )F; (0,4)
0 A
ifadesi bulunur. Burada k — oo iken limite gegilirse

lim?F' (x,4) F(x,4,)<0 (4.1.21)
A

k-0

elde edilir. (4.1.20) ve (4.1.21) ifadeleri geligki olusturur. Buna gére varsayim dogru
degildir. O halde E(A) fonksiyonunun iki komsu sifin arasindaki mesafenin

uzunluu & sifirdan biiyiiktiir. Aynica E(A) fonksiyonunun sifirlarni (—m,m)

araliginda yerlestigi icin sifirlarinin sonlu sayida oldugu sonucu elde edilir.0

4.1.13. Lemma: E(4)=(a,+A)F(0,4)+F,(0,4) fonksiyonunun sifir-

lar1 basittir.

ispat: F(x,4) fonksiyonunun esleniginin transpozu F*(x, A) ile A’ ya
gore tiirevi ise F (x,4) ile gosterilsin. |4|<m igin
BF'(x, A) + mTF (x,2) + Q(x) F (x,2) = AF (x, 4)
denkleminin 6nce eslenigi sonra transpozu alinirsa

-F" (x,/l)B+mF'(x,/?,)T+F°(x,/1)Q(x)=/1F' (x.4)

bulunur, Yukaridaki esitlik 4 ya gore turevlendirilirse

—(ﬁ'(x,)t))d B+m(ﬁ(x, A))‘T+(1:"(x,/1))‘ Q(x);ﬂ(ﬁ'(x,l))‘ “F(x,4)

elde edilir.
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. BF'(x,l)+mTF(x,).)-i-Q(x)F(x,/l)=/1F(x,/‘L)
—(Iv(x,a)) B+m(1.7(x,/1)) :r+[;’r(x,z)) Q(x)= l(i’(x, /1)) +F*(x,A)
denklemler sisteminde birinci denklem soldan (F (x,l)) ile ikinci denklem sagdan

F(x,4) ile garpihp taraf tarafa cikarlirsa

I

(Iw(x,z))' BF’(x,/l)+(I.7‘(x,/1)). BF (x,2) ==F" (1. A) F (3 )

[(ﬁ'(x,ﬂ))‘ BF(x,l)T ——F*(x,A)F(x4)

ifadesi ¢ikar. Bu ifade 0’dan +o’a kadar x’e gore integrallendiginde

(ﬁ(x, /1))‘ BF (x, ) = —ij‘ (x,2) F (x,A)dx (4.122)

:
elde edilir.
lim (I.?(x,/l)). BF (x,4)=0
olur. Yukaridaki ifade (4.1.22) de yerine yazilirsa [4| <m igin
(ﬁ(o,z))' BF(0,2)= O]F' (%, ) F(x, A)dx (4.1.23)
;

6zdesligi bulunur. Diger taraftan 4, E(A) fonksiyonunun stfiri olsun.

E(%,)=-(a +a, A, )F, (0,,1,)—1&;(0,/1]) =-E(4,)

B(5)=-(eo i, (0.4 ok (0.4~ (0.4,)=~5(%)

J

ifadelerinden yararlanarak

]
-
4
-~

{ff(o,;,f)) Br(0.2)=(F)(0.4)F(0.2,)=(F)(0.2)E(0.4,)=

-=_ﬁ;(0’ﬂf)F2 (O’ﬂ’j)-'—ﬁ‘z(o’ﬂ'f)ﬂ(o’lj):_I':; (0’/1')EE(}“')._(“0 +ad )R (0.4, )]+

J J

+[1°«:(Aj)—alﬁ;(o,ﬂj)—(ao+a1,1,)13}(0,,11.)]1~“,(0,@):]5(/1])1«“,(0,/1,)-%1:;2(0,1,)
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sonucu elde edilir. Bu sonug (4.1.23) de kullamlarak
E(4)F (0.4 )=aF (0,4) jF x, 4, ) d
esitligi bulunur.

0

a,F2(0,4))+ [F*(x.4,) F(x.4,)dx>0

277
0
olmasi

E(4,)F(0,4,)#0

7

sonucunu verir. O halde
E(4,)=0
olur. Buradan E () fonksiyonunun sfirlarinin basit oldugu goriiliir.O
m? = [F" (x,A)F (x,2)ds+a F? (0.4) = E(A)F,(0,2)
0

ile tamimlanir.

4.2 TEMEL DENKLEMIN ELDE EDILMESI

1-S(A) fonksiyonu (—w0,—m) ve (m,o) araliklarinda karesi ile

integrallenebilirdir. Lemma 4.1.7.” ye gore

A (3, 2) - ECRYF (5 2) - E() FG )

—2i

veya

- iﬂd)(x,l)
K E(4)

= F(x,A)-S(2)F(x,A)

bagintis1 vardir. Burada 4.1.5°1 dikkate alarak
[ atm) (A+m) i

,1+m (IJ{\' /?L)

—2i

l K jA(x r)L K }*’%nJ

- x _i

[(A+m © A+m
-S(4) (_K—_} ek 4 IA (x,t)(_—K_J e'"“dt}
i x i
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Bu ifadenin sa tarafina F(x, 1) eklenip ¢ikarhrsa

A+m @ A+m
_2l_/l+m¢‘(x,/1)=[ K ]e'KX+IA(x,I)[ K 19:&‘*

=t : <

A+m ® A+m
S| TK e+ [A(xr)| K |eMar

i i

[(A+m) @ (A+m
#| K e+ [A(xr) K|

B i / : \ i

((A+m) © (A+m ]
A TE e fa) K e
A i !

A+m - A+m
-(l S(ﬂ)) [ ]e"’“+ IA(x I)[ ] Kt dt

i

+
K
i
/‘L+m A+m
e + IA (x,0)| K |eMdr

A+m )
- jA(x :){ 1 et

elde edilir. Yukaridaki esitligin her iki tarafi LLS (l+m i) e ile carpilip
2r A+m\ K
ve A’ya gore integrallenirse
A+m i
’/1' —iK{(x+
1t )(“"’ i)e""’dl+-1— k )
2z \Apm E (/1) K 7 |/1|>m i o K
A+m
(ler ; (A+m ; W
= R S }_ L T
{A>m i Jrz :
A+m A+m)
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A+m

—JA( — [l X

e NG adt
K

|.l|>m =
A+m
A+m
+— I (1 S I.( K e-rK(x+y)dA
IJI|>m i =
A+m
A+m
i 1 K —ik{1+y)
+ | A(x,t)] — 1-S(2 e dA |dr
;[ ( ) .4 |A[Jn|( )) ; _
A+m
olur. Buradan
A+m ;
Re— j ~2i #(xA)( A+m ] “'“’di+Re— | K e KNG
2m e, E(A)\ K Tupn|l ¢ -
A+m
Avm i
—Re— [| K K6 d) = Re [—ﬁ [ A( K KON gy
2”|z|>m ) K 7TM o . K
—i ==]
' A+m A+m
B A+m .
¥ 1 K I K(1+y)
—Re |A(x,? o~ Adl
e;[ (x )2”“!’" o i e d Adt
A+m
A+m
K =ik (x+y)
Re— 1-S(A dA
18 e2”|,1|;[,..( ()) i g e
A+m
A+m ;
= 1 K -iK(r+y)
Re {A(x,t)| — 1-S{(A dA 2.
+ e;[ (x,¢) 2”|z|>jm( (1)) e e dt (4.2.1)
A+m

erHRIR
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A+m

5 i
= IA(x,t)Re J K (CosK(t—y)+iSinK(t—y))th
x 27 {a>m| z K

A+m
A+ mi

-CosK —SinK (t -
_jA(xt) | K 2, K d Adt

27 om|  SinK(t-y)  ———CosK (1-)
m
= [4(x,y)8(t-y)dt=4(x.) (422)
ve
A+m ;
Re JA(Y r)— I A . e KNG Adt
|/T.|>: i _ K
A+m
A+m ;
= IA(x I)Re—— I K K (CosK (t+y)—iSinK (t+y))dAdr
|A|>m ; —
A+m
(A+m :
w { : CosK (1+) SinK (t +y)
= jA(x,:)E— | & d Adt
x 77.' |A]>m Sink ] )
inK (1+y) /1+mCOSK(’+})
;“_mC sK(1+y) -SinK (1 +) 1 0
= _[A(x r) | & ( }d,w:
27 aom { SinK (t+y) - CosK (t+y)
” 1 0 1 0 00
= [JA(x,r)S(I B y)dr][o -1] =4 (x,—y)(0 —l) = (0 O] (4.2.3)
formlarina sahip olduklari bulunur.
Fy(x)= [ L(2)e™da+ [ I'(4)e™d2 (4.2.4)
|2fm 1Al>m
ve
A+m y
L(3)=o i o |[0-5() (4.2.5)
: CA+m
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tammlansin. (4.2.2), (4.2.3), (4.2.4) ve (4.2.5) denklemleri (4.2.1) denkleminde

yerine yazilirsa (4.2.1) denkleminin sag tarafimin
A(x,y)+ Fy(x+y)+ IA(x,t)FS (t+y)dt ,y>x

formuna sahip oldugu ¢ikar. Jordan Lemmasi kullanilarak

2’”|AII = A)[E(ﬂ)](“m i)e_"(ydl
_ZRes(%D(x ,1)[E(1/1)](/1+m . i ]

_ hm(,l l)2d>_(x,ﬂ)(/1-;<m ) . n2(D( )(lj;(-m i)e‘""

£ -3, E(ﬂ.) =1 E(/'l.)

J

= K

3 o (x A)F—(OT)(wm ]

.I

—sz (-o(x2 )F(oz))[l;m i}g-my
=Z~,2mfF(x,a,)(%;m o

A +m ﬂ +m
] 5 £l e i +m ) _x
=22m1. K * IA (A ! 4 dt ile™™
j=‘ _! - h

=3 r(mr)om7 (32 fa u[Zf( )2mjf(J-,AJ)](lz

esitligi bulunur. (4.2.6) ifadesi (4.2.1) denkleminde yerine yazilirsa

A(x,y)+F(x+y)+°]A(x,t)F(t+y)dt=0 (x <y <)

integral denklemi elde edilir, burada

F(x+y)=Fs(x+y)—Zf(x,Aj)Mj2f(y,ﬂj)

(4.2.6)

(4.2.6)

ﬂj +

f(x,/lj)=[ K }e'"“ ve M7 =2m/

_1‘
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my? = [ (5,2)F (x,2)dr +a, 57 (0,2) = E(2) R (0.2)

seklinde ifade olunur.

4.2.1. Tanim:

A(x,y)+F(x+y)+°]A(x,t)F(t+y)dt =0 (x<y<m) 4.2.7)

integral denklemine (4.1.1), (4.1.2) suur deger probleminin temel denklemi denir.
Dolayisiyla agagidaki teorem ispatlanr.

4.2.2. Teorem: Déniisiim operatoriiniin ¢ekirdegi A(x,t) temel denklemi
saglar.

Buradan temel denklemi inga etmek igin F (x) fonksiyonunun bilinmesi
gerekir. F (x) fonksiyonunu bulmak igin ise sagilma verileri yeterlidir. Sagtlma
teorisinin ters probleminin ¢dziimiinde (4.2.7) temel denklemi ¢ok 6nemlidir. Temel

denklem sagilma verileri ile insa edilirse ve A(x,t) ¢Oziimii tek olarak bulunursa o

halde (4.1.1) denklemi yani Q(x) potansiyeli i¢in (4.1.9) formiilii bulunur .

43. REZOLVENT OPERATOR VE AYRISIM FORMULU

fi(x) & (x)
H=L, (O,w;Cz)xC Hilbertuzayr F =| f,(x) |, G=|g,(x) |€ H olmak iizere
VA &3

o0

(F,G), = L (¥)& (3)+ £ ()& ()} s~ iE:

0 al

ic carpimu ile tammlansin.

fi(x)
F=|f,(x)|eH, f (x),i=12 [0,a] sonlu araliginda stirekli ve

f;.
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BU:((?)}+mT(2((z;)+Q(x)(28JeLz(o,oo;cz) , f=-af,(0) olsun. L

operatorii

—fi(x)+mfy (x)+ p(x) £ (x) +q(x) £2(x)
LF =| fi(x)-mfy(x)+q(x) £ (x)-p(x) £ (%)
a, £, (0)+ £, (0)

gibi tanimlansin. L operatdriiniin tanim bolgesi D(L) ile gosterilsin.
L operatérii H uzayinda 6zesleniktir .
Eger A , L operatoriiniin spektrum noktasi degilse (L—AJ )'l rezolvent

operator vardir . $imdi rezolvent operatériin bigimini bulalim.

4.3.1.Lemma: R, =(L-AI)" rezolvent operatsr

_ 1 (D(x,/l)ﬁ'(t,/?.),x51<oo
B, (1) _—M{F(x,a)d‘)(t,z),osr <x

formuna sahiptir, burada F(x,1),®(x,A) (4.1.1) denkleminin ¢6ziimleridir.

Ispat: Rezolventin agik bigimini bulmak i¢in agagidaki problemin ¢oziilmesi

gerekir.
BY' +mTY +Q(x)Y = A¥ + f (x) 4.3.1)
¥, (0)+(ap +4,2) »,(0) = £ (4.3.2)
B _(A(x) .
urada f(x)= £.(%) sonlu her (0,a) araliginin diginda sifirdir. (4.3.1),
2

(4.3.2) probleminin ¢&ziimii

Y(x,4)=¢(4, x)@(x,A)+c, (4, x)F(x,) (4.3.3)

bigiminde ele atmsi, burada (%, % ); @6 %) (432  euygun-homejendenkdemin__

¢oztimleridir. Sabitlerin degisimi yontemi uygulanarak c, (4,x) ve e, (l,x) in
belirlenmesi gerekiyor.

Y(x,4)=¢ (2,x)®(x,4)+c, (A, x)F(x,4)
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ve
Y'(x,4)=¢ (4x)@(x,A)+ ¢ (4,x) D' (x,4) + ¢, (A, x) F(x,4) +¢, (4, x) F'(x,4)
esitlikleri (4.3.1) denkleminde yerine yazilirsa
¢, (4,x)B®(x,A)+c, (4,X)BF (x,A)+
+¢ (1,x)|:BCD'(x,/1) +mT®(x,A)+Q(x)D(x, /1)] +
+c, (ﬂ,x)[BF'(x,/'L)+mTF(x,l)+Q(x)F(x,ﬂ,)] =
=¢,(A,x)A0(x,1)+c, (A, x)AF (x,A)+ f (%)
bulunur. Buradan
¢, (4,x)B®(x,A)+c, (A, x)BF (x,A)= f(x) (43.4)
sonucu ortaya ¢ikar. (4.3.4) esitligi soldan F (x,/?.) ile garpildiginda
¢ (A, x)W[F,®]+c, (Ax)W[F,F]=F(x,4) f (x)
¢ (A,x) F(x,A)BO(x,4) = F(x,4) f(x) (4.3.5)
elde edilir. Burada ¢6ziimiin L, (O,oo;Cz) > den olmast igin ¢,(4,0)=0 olmas!

gerekir. (4.3.5) (x,)araliginda integrallenerek

@

e/ (1.0 E(A)de = [F(1,2) 1 (1)t

X

—e,(Ax)E(A) = [F(1,2) £ (£)dt

A (l,x)=—ﬁ?ﬁ(t,ﬂ) F(0)di+e;

ifadesi bulunur. x — oo iken

@ (l,oo):—E—(lﬂ—).0+c,' = LGe={0
olur. O halde
—— 1 l-n-""ﬂ-r-n\-rf-\r
¢ (H)=_-E(/‘:.) j!' (LAY (T)dn —436—

bigimindedir. Benzer sekilde (4.3.4) esitligi soldan ®(x, 1) ile garpildiginda

¢ (Ax)W[®,0]+ ¢, (A, x)W[®,F]= ®(x,1) f(x)
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¢, (A,x)®(x,A)BF (x,4)=®(x,2) f(x) (4.3.7)

elde edilir. (4.3.7) esitligi ise (0,x) araliginda integrallenerek

—E(A)[c,(4.%)-c,(4,0)]= ]&)(t,l) f(t)dt+c;

¢, (A,%)=¢,(4,0)- (A) jqa(r A)f(t)dt+c;
sonucunu verir. x =0 oldugunda c; =0 olur. Boylece
¢, (A,x) = ¢, (4,0)- (/1) J’ (e, 2) f(t)dt (4.3.8)

formuna §ahip oldugu belirlenir. (4.3.6), (4.3.8) ve (4.3.3) kullanilarak
¥(4,%) =( el jF(r l)f(t)dt}cl)(x 2)
+[CZ('1’O)—E—(,1_) [®(r,2) f(t)dt]F(x,A)

- 3'_ QI:SZCA;) F(t,A) f(t)de+ ?—%%ﬂ)"—)é(t, A) f(¢)dt +¢,(4,0)F(x,4)

e Fs2) g, ) o
-] - SED (1) | (10)F (50

0

ifadesi bulunur. Burada R, (x,t) operatdril

Ra(x’t)=_

1 {cb(x,/'i)F(f’/’L)’x5’<°o (43.9)

E(A) | F(x,A)®(1,4),0<t <x
ile ifade edilir. ¢, (4,0) n ifadesini bulmak igin (4.3.2) kosulunu kullanmak gerekir.
y(x,4) (4.3.2) kosulunu sagladigindan

(0, )= (0) =i (’1"0)(1)1 (0’/1)"' % ('1’0) R (O"l)
y,(0,4)=y, (0)=¢, (4,0)@, (0,4)+c, (1,0)F, (0,2)

ifadeleri (4.3.2) de yerine yazilirsa
¢, (2,0)®,(0,2)+¢,(2,0) F; (0, 4) +
+(at + e, A) €, (2,0) @, (0,4) +¢,(4,0) F (0,2)]= 1,

olur ve boylece
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¢,(4,0).(a, +,A)+¢,(4,0) F, (0,4) +
+(a + &, A)[ €, (4,0).(<1)+¢, (4, 0) F, (0,4)] = £,
ifadesinden

¢, (4, 0)[ F;(0,4) + (@, + 2 2) F, (0,4) ] = £,

) ('1" 0) = E{;,)

sonucu elde edilir. Buradan y(x,1) fonksiyonunun

y(A.x)= [R (x,0) £ (£)de + ()F(xﬂ)

formunda oldugu bulunur.O

4.3.2. Lemma: f(¢) sonlu vektor fonksiyon ve F = [f;t)) e D(L) olsun.

3

O halde

f(x), F(» 2){£,(0)+ £,(0) 2, } .

jR (50 f ()t + L (5, 2)=-L IO

E(2)
%JR (x.0)g( t)dt
bigimine sahiptir. Burada
g(x)=Bf'(x)+mIf (x)+Q(x) f(x)
seklindedir.
Ispat:

:[RA (x,t)f(t)dt——E( )jF(x LA)D(1,2) f (1)t -

S L o) F(.2)f (D

y -
i T3 B
esitliginde

&)(x,/l)=%{—%&)(x,}t)B+m('f)(x,l)T+&)(x,l)§2(x)}

58



F(x,/l)=%{—%F(x,}t)B+mF‘(x,/l)T+F~‘(x,ﬂ,)Q(x)}

ifadeleri yerlerine yazilarak

[R, (1) £ (1) =

nlf @

=__1__F(x,z) J{—{-—é(r,z)mmciu(r,z)T+é>(t,z)Q(t)

E(4) Al o
_ﬁm( ﬁ)?{%{—aﬁf(t A)B+mF (,A)T +F (¢, A)Q(t)}]f(t)dt
AE 7y ——F(x,2) {-=® tl)B}

e
).E(A) T[{% tl)B}f(r

F(r 2) j{mc‘f) LA)T +®(1,2) Q1)) £ (¢)dt

1
_AE(Z)

ifadeleri elde edilir. Kismi integralleme ile

o

ﬂ()
1

C2E(A)

1

T 2E(R) "2

F(x,A)®(1,A)Bf (1 )M

1

AE( )F(x,/i)]'cb(t,/l g(r)dt-

JR;. (x.2) f(t)at =mF(x’l)®(r,A)Bf(,) «

(ﬁ)

1

AE(2)

®(x,A T[{mF(r,l)Y#ff“(r,l)Q(r)}f(r)dr

1

T 2E(7)

=0

F(x,4) jcp(r A){Bf' (1) +mIf (1) +Q(¢) £ (1)} dt

@(x,1) jF(r,/l Bf'(1)+mTf (1) + (1) £ (t)} at

I=a0

D(x,A)F(1,A)Bf (1)

O (x,2) [F(1,4) g (r)dr

}] f(t)at

=00

©(x,4) F (1, 2) Bf (1)

F (x /J(UU 4)5} w' +

AEL)
+Z(,[Rl (x,t)g(¢)ar

bulunur. Ispat: bitirmek igin
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P800 ¢(x,1)ﬁ(t,A)Bf(t)’l=w

1
B2

1
AE(A)

ifadesinin bigimini belirlemek gerekir

AEI(A) En SEAF ) B (f) i
1
AE(,{)F(x ,A)®(x,2) Bf (x)— ( )F(x ,A)®(0,2) Bf (0 )

F(x,l)é(t,ﬂ.)Bf(t) _ tF (/1)

—— @ (x,A) F (e, l)Bf(oo)— ——®(x,4) F(x,4) Bf (x)

" IE (/1) (/1)

lE(ﬂ)[F(x ,A)®(x,4) B~ ®(x,A) F(x,A) B] f (x)

@ z)[(@ @1 @03 é)[f E‘éi)]
lEeReeen aea-{2ER)ne realo

“AE() |\ B (x4)

AE(,?,)F(X ’1)[ £,(0)(a, + @A) - fz(o)]

=1_E(,1_)[—E (%, 4) @, (x,2)+ F (x,2) @, (xl)][(l) (I)Jf(")

1

Y B F(x,2){ £, (0)+,.f,(0)}

= FBA)ads (0)+———

0
Em”"’ )

——F(x,4){£, (0)+a,£, (0)}

eI QUCR P (s 2){£(0)+@A(0)

AE(A)

T) E e A S0) e £ (0)) b J'R&(at.flﬂfﬂdr

olur. Buradan
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:[Rz(x,t)f(t)dﬁ E(l) (%.4) 1= f(x)+zEl(z)F(x’l){fz(O)WOf'(O)}
{j (%) g (1) dr

sonucu bulunur.O

4.3.3. Lemma: f(r) sonlu vektor fonksiyon ve F = (ff(t)] e D(L) olsun.

3

ImA 20 ve || - saglanirken

:iRl (x,r)f(t)dt+f;"§g’)ﬂ)=‘fy)+o(%) (4.3.11)

kosulu gergeklenir.

Ispat: F(x,A) ¢6ziimiiniin ve A(x,t) gekirdek fonksiyonunun 6zelliginden

|/1|—>oo iken Im A 2 0 i¢in

F(x,A)= ( ) “[1+0(1)]
olur. Ayrica x kapal bslgede degisirse [4| — o iken

(x,2) = CosAx +(ar, + o A) SinAx [ N
B2 Sindx - (@ +A)CosAx

bigimine sahiptir. g(¢) sonlu vektér fonksiyon oldugundan yukandaki formiilden

ImA >0 ve [4]| > o saglanirken

[R, (56 ()t =o(1)

olur. Bu ifade kullanilarak

] fj‘(x,l)__j(x) 1
IR (x,0) f(t)de + () e +0[}1J

oldugu elde edilir.0)
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4.3.4. Teorem: [f}x)) e D(L) vektdr fonksiyonu L operatdriiniin dzfonk-

3

siyonlarina gore ayrigima sahiptir.

ispat: fzﬁj)(rx)J 4.3.3 Lemma’nin kosullarini saglasin. O halde (4.3.11)

3
formiilti saglamir. (4.3.11)’in her iki tarafi ZL ile garpipilip merkezi 0°’da yarigap:
i

r olan I', ¢emberi boyunca A ’ya gore integrallenirse

- f(x)+-§-:; Io(%)dl

2” [IR (x, t)f(t)dt]d,l iIf’F(x”l)dz nam

E(2)

olur. R,(x,t) iist ve alt diizlemlerde analitik fonksiyonlardir. Buna gore

[[R (x,0) f(t)dt]d}t L+ 41

271'1
yazilir, Burada
I} = #;_‘: jR 2 (x0) (1) dt- da
2= T Ty )t |aa
27i r+is LO .
ve
r =L{f[ (R, (x.t) f(t)dt}dl+-r]"6[IR (x,0) f(t)dt]d/‘t}
’ 27i r-ié ~r+ié

formundadir ve § pozitif sayidir. (4.3.12) de r — oo iken limite gegilirse

-2

S | rst(x'ﬂ
flx) ==lim— [-,[L[K (}"""’)”‘”’}d”' e~ 07)

F5 A
=—lim{Z + 12 + I’} ~lim jf’ 1) 12
r>eo r>e2mi ? E(A)

]‘{J‘[f‘ o (%:0)=Rus (%:0) ] £ (1) ff!}d/—zlllc_s[jR (, r)f(t)dr]
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3 F(x,A)f; . 1 | F(x,A+i0) F(x,4-i0)
j=11}=4/s E(A) +2m‘;[[ E(A+i0)  E(A-i0) a4 (4.3.13)

bulunur. Ispata devam etmek i¢in R,,,(x,f) ve F(x,A+i0)’n hesaplanmasi

0
gerekir. y/(x,4) (4.3.1) denkleminin y(0,4) =( ) baslangig kosulunu saglayan

¢6ziimii olsun. O halde F(x,1), ®(x,4) ve y(x,4) fonksiyonlarmin lineer

kombinasyonu seklinde ifade edilebilir. Béylece

F(x1)= M@(x,m%a(x") 4.3.14)

®(x,A) ve w(x,A) A’ya bagh tam vektor fonksiyondur. (4.3.9) ve (4.3.14)

ifadelerinden

[ Runo (50) = Ruig (5] £ (€)= = [[ Revi (5:6) = R (1) £ (1)

_ ]{F (x,4) _[F ("”1)}}&)(:,/1) f(t)dt+°]d)(x,,1)[1:;(z’)3) -[2(2/1’;)” (o)

E(2) | E(4)
sonucu ¢ikar. Diger taraftan

F(x,/i)_.[F(x,/l)}= aF(0,2)0(x,2)  E(A)y(x.4)

E(2) | E(a) ~,E(4) ~aE(4)
@, W}D(x,i) = E(A)y(x,4) {F; (o, A)E(}“)_F;Z(O’A)m}d)(x,ﬂ)
—,E(2) ~a,E(A) |E(2)|
M Blaal= ~2i ;”;m| ’L)I @(x,4), |A]>m
[E(2) 0 |4 <m

bulunur. Béylece

o

_%{.RMD(A £) =Ry ()} £ (1) e = — —

2mi

2f()

\ 27”;[ 224 (5, 2)d (1, ,1)|

A)

0
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1 7 A+m 1 -

. { %Jd)(x,ﬂ.)(hb = JIE(4)|2 O(r,A) f(0)dt |A|>m

0 A <m

H_ch(x A)O(62) (1) Atm 14> m
={ =, [E(2) K’ (4.3.15)

0 , |/1|<m
olur. Ayrica
—Res _[R x,t) f(t)dt = Res IF(x ;ij)(t l)f(t)dt+l}=e‘;9j CI)(x’gzjj‘)(t’ﬂ')f(l‘)dt

=]p( x,4,)®(t z,)f(t) as] B4)F(0A) o a
°  E(x) * E(a)

o F(x,ﬂ,)F(t:,lj)f(t)d[_‘].F(x,,ij)F‘(tjﬂj)f(t)dt

R(0.4)5(1)

F(x,2,)F(t,4,)f(f)de  (43.16)

|
|
-
-~
S’
“~
Vo)
Ty
S’
X
]
|
3
N
S, 8

elde edilir. (4.3.13), (4.3.15) ve (4.3.16) formiillerinden (f(x) )e D(L) elemant

3

igin
f(x)= ”M;[mq)()];();))l(t -4) ’Hmf(t)dt Zm jF x, 4, ) F(t,4,) f (¢)de
Fud)f 1 ¢ ®(x4)A+m
ol WAL F f,dA (43.17)

J- Id)(t A) /1+m

i IE(}{)I t)dt— “12’" IF X, l (t A, )f(t)dt

MJ& [_fs Atm .  (43.18)

p(r)  TWAEGT X

sonuglar elde edilir.0
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4.3.5. Tanm: f =(f;x))eD(L) olmak iizere 4.3.3 Lemma’nin kogul-
3

larim saglasin. O halde (4.3.17) ve (4.3.18) formiillerine (f(x)] € D(L) elemani-

3
nin 6z fonksiyonlara gore ayrisim formiilii denir.

4.4. LEVINSON FORMULU

Simdi temel denklemi kullanarak (4.1.1) , (4.1.2) siir deger probleminin

6zdegerlerinin sayisi1 ile S (}L) sa¢ilma fonksiyonunun argiiment degisimi arasindaki
bagintiy1 bulalim.

4.4.1. Teorem: S(A) fonksiyonunun logaritmasimn artis1 ile (4.1.1) (4.1.2)

sinir deger probleminin 6z degerlerinin sayis1 n arasinda

e lnS(—m—O)—lnS(—oo)+1nS(oo)—lnS(m+0)_S(—m—O)—S(m+0)
27i

27 4
bagintisi vardir.

Ispat: E(A) fonksiyonu asagidaki bigimde yazilabilir.
E(A)=(a, +2,A) F, (0,4) + F, (0,) =

A+m )y A+m A o A ) A+m N
=(a0+al/l){ X +J{A1|T_A12’}emdt}+{—l+I{AZIT-—AHI}eAdI}

0

= (, +a,/1){’11+<m (1+ [4, (O,t)eiK’dtJ—i [4, (O,t)e'K'dt}
0 0
+{ﬂ]+<m [4 (0,t)e‘“’dt—i(l+ [4, (O,t)e”"dtJ}
[ 0

y{A)=K.E(A) fonksiyonu tammlansmn. () fonksiyonu fist diizlemde

analitik ve reel eksende slireklidir. Ayrica |/1| <m, ImA =0 oldugunda Im t//(ﬂ,) =0

olur. A noktasi pozitif yonde
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T,a={4|m+5<ReA<R ImA=0|axm|=6|i-4|=6,j=Ln|i=RImA20}
egrisi boyu degistiginde argy (1) ’in degisimi sifirdur, yani

[;rargy(4)=0

olur. T, argy(4)=n(A) ile gosterilsin. (1) de R — « iken limite gegilirse

{n(-m=8)-n(-w0)}+{n(-m+8)-n(-m-5)}+
+{77(m+§)—77(m—5)}+{ (oo)—r](m+5)}+

Z{ (4 +8)-n(4,-8)}+27=0 (4.4.1)
elde edilir. Ciinkii Im4 >0, |4| -« oldugunda
w(A)=A’a, +0o(1)
esitligi saglamir. $imdi lim {n(tm+8)-n(tm-6 )} ifadesi ele alinsin. Bu limitin

hesaplanmasi igin y/(A) fonksiyonunun +m noktas: etrafinda nasil forma sahip

oldugunun bilinmesi gerekir.

= lim T E() ve £, = fim F(2)

[1 = ,111_1>1;1n A+ E(/l) — llm [(ao + all){(l + IA“ (0 t) e’K’d[) /1 o= J‘Alz (0,t)e"“dt}
0

+{]'A2,(O,t)e"“dt—ilfm(1+°]A22(0,t)e‘K‘dt)}]
—(a0+alm)(l+IA“(Ot ) jAu(o t)dt

oldugundan
w(2)=(x +a,/1){(/'t + m)(l + ‘]'A“ (O,t)e'K’dtJ - iKﬂii‘A12 (0,¢) e"“dt} +

{,1+m [4,,(0,r)e™ - zK(1+ [4,, (o, t)e"“dt}}

fonksiyonu £, # 0 oldugunda A - m
t//(/l) =2ml, +o(1) (4.4.2)
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formundadir.

£, =0 olsun, o zaman

(a0 + a,m)(l + :[A,, (O,t)dt] + :[Az, (0,£)ar=0

(4.4.3)
sonucu bulunur.
()4 F(x+ )+ [A(50) F(t+)dr =0 (x < y <o)
denkleminde x =0 yazlirsa x
(50 mo (o o)
Tl mlomten B Man(t
olur. Buradan
L (0,)+ y)+:j{A“ (O0)Fyy (1 + )+ 4 (0.1 (43)) 4.4.4)
L (0.9)+F, (y)+:I{Azu (0.0 F;(1+2)+ A (0.0)F, (1 +y)}dr =0 (44.5)

esitlikleri elde edilir.

(4.4.4) ifadesi y degiskenine gore (z,oo) aralifinda
integrallensin.

IA,,(O y)dy+jF;,(y)dy+I{°] {4,(0,0)F, (t+y)+4,(0,0)F, (t+y)}dt}dy 0

IAn (0.y)dy+ IFu (»)dy+ IAu (0.1) IF}. (r+)dyds + IA.z (0.1) Ile (r+)dydt =0

Boylece yukarldakl esitlik bulunur Burada t+y=¢ deglsken donusumu yapilarak

I{Au (0.5)+F,(»)}dv+

z

+IA.,(0 () [ Fu(£)agd+ jA.z(or [ B (£)ddt =0 (446)

)dgdr

«

sonucu ortaya ¢ikar. I L, (0,¢) IF;I

ifadesine kismi integrasyon
1+z
uygulanirsa
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‘].An (O’t) ‘]El (f) dgdt =

=[ iju (:)di}[—?m. (O,y)dy]

1+2z

o0
[- <]

—?AH (0,) dy) (—F;, (¢+ z)) dt =

=0 O o

o

= G’Fn (;)dg}(;]f:,, (0, y)dyJ—:[Fn (t+2) [ 4,(0,y)dyat (4.4.7)

oldugu bulunur. ‘Benzer yontemle

[ (0.1) [ By (8) gt =

_ (J'Fn (g)d{)CfAlz (©, y)dy]-:jp;, (1+ z)j[A,z (0, ) dve (4.4.8)

ifadesi elde edilir. (4.4.7) ve (4.4.8) (4.4.6)’de yerine yazilirsa

(1+TA” (O,y)dy)[‘]‘ﬁ, (y)dyJ+°].A“ (O,y)dy—cj‘F;l (t+z)]‘A“ (0,&)dé&dr +

+U'A,2 (o, y)dy)[]'le ( y)dy)-”jpz, (t+2) [4,(0,6)dedt =0 (4.49)

sonucu ¢ikar. (4.4.5) esitligine de ayn1 yéntemler uygulanarak

(1 +:[A22((Wy)(:}ﬂl ( y)dy)+ Z[Az, (0,)dy -jF (t+ z)jAzz (0, ) dydt +
+(°]A2, o, y)dy)[]p,,(y)dyJ-}E,(m)?Az, (0,£)dzdi=0  (4.4.10)
elde edilir. (4.4.9) esitligi an +,4) ile garpilip (4.4.10) ile toplamirsa
[(ao +a,/1)(1 N :[A“ (©, y)dyJ +GA21 (o, y)dy)][:[ﬁl ( y)dy]
(@ + 1 2) [y (0,9)dy+ [4,(0,7)dy

R+ 2)| (o + a2 [y (0,€)dE+ [y (o,;)dg]dt

o

—— ={Fn (r+z)[n]'/1” (0,¢)de+(a, Jrc;(l,?.)“]A12 (0,5):!5]{1! =

0 !

{(% +a,/1)C[Au (0, y)dy]+(l+:[An (o, y)dyﬂ[aszl ( y)dy]:O
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A—> m iken (4.4.3) ile

(g +ym) u]'A” (0,y)dy+ ?An (0,y)ay-

—[Fy(t+2

0

p—

(a+am) [, (0,€)dE + 4, (0,§)d§j|dr+

w

~ [y (t+2 TAH (0,£)dé +(a, +a,m)u]A|2 (O,J)ng dt +

0 Lt

+|i(a*0+a'zm){:[/1u(0, y)dy} (1+ J’A22 (0,y) d_}JH[JlFN(y)dyJ

p—

olur.
K,(2)=(a +a|m)mIA.l (O,y)dy+°]An (0.y)dy

Ve

F(z)=°jp;,(r+z)[°]An (0,8)dé +(a, +a,m)°]A,2(o,¢)d;]df-

—[(ao +a,m)(:[A,2 (O,y) dyJ+ [1 + :,iAn (O,y) dijI(uj‘FZI (y)dy]
ile ééi;ter’ilsiin.ﬁliﬁﬁeée 7
K, (z)—]'F,, (t+2)K, (t)dt=F(z) (4.4.11)

bulunur. K, (z) fonksiyonu (4.4.11) denkleminin siurl ¢6ziimii olur. Dolayisiyla

K(z) € L,(0,») olur. Bu nedenle ¢, =0 durumunda (1) fonksiyonu asagidaki

forma sahiptir.
y/(/l)=(ao+a,/1){(l+m)(l+]'A”(O,t)e’K'dt)-iK]'A,z(O,t)e”“dt}
+{(/1+m)]Ai(i,r_)e”“dr—iK[1 ?A (0 t)e"“dt]} J— K (2) (44.12)

-

Burada - - = = = = - - - o o T
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oy P et +m){al [1 +3A.. (O,f)eikrdt)}_

—iNA—-m {(ao +all) J-A21 (O,t) eiK‘dt} +(1 + IAZZ (O,t) eithtJ
0 0
formundadir ve 1 = m noktasinda siireklidir. t//(ﬂ,) nmin (4.4.12) ifadesi

—2i/1[+<m(D(x,/1)=-E(_[)F(x,l)—E(Z)F(x,l)

esitliginde yerine yazilirsa

2i®(x, 1) = F, (x, A)VA-mK, (1) - F, (x, ANA-mK, (), 4| > m

elde edilir. Buradan 12', (m)#0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla £, =0 durumunda

A — m oldugunda

w(A) ~ K, (m)Na-m (4.4.13)
saglanir. (4.4.2) ve (4.4.13)’den A — m iken
n 2me, +o(1), £, %0 oy
VIO & (m)dAm, £,=0 419
sonucu bulunur. Benzer yolla ¢, = lim E () durumunda
Ja+m(c,+o(l £,#0
w(2)= (6 +o (1) : (4.4.15)
(A+m)(c, +0(1)) £,=0
elde edilir. (4.4.1) formiiliinde & — 0 oldugunda limite gegilirse (4.4.14) ve (4.4.15)
yardimiyla
{n(—m—O)—n(—oo)}+{17(oo)—77(m+0)}—n7r+27r=
%+0=%, £,#0 £,#0
ZiZonm, 4,20 £,%0
1775 (4.4.16)

Q=g 0=

3 - L
— = n+%=‘%, 1,=0 ,=0

bulunur. Diger taraftan

InS(2) = 2in(2)
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ve

-1, £,%0 J1,  £,=0
S(_m_0)={1 . =0 S(m+0)={1 £ %0
s 2 > 1

bigimindedir. (4.4.16)’den yararlanarak

lnS(—m—O)—lnS(—oo)+ InS(«)-InS(m+0) _5(-m—0)-n(-=)
27i 27i 4
+7;(<ao)—r;(m+0) S(-m-0)-8(m+0)

=n-1+
4 4
bagintis: elde edilir.O0
4.4.2. Tanim:
. InS(-m—-0)-InS(—o) . InS(0)-InS(m+0) B S(-m—0)-S(m+0)
- 27 27 4

bagintisina Levinson Formiilii denir.
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5. SONUCLAR

Bu tezde ele alinan sonuglar, Bulgular ve Tartigma bdliimiinde
4.1 (2x1) Boyutlu Dirac Denklemler Sistemi
4.2 Temel Denklemin Elde Edilmesi
4.3 Rezolvent Operatir ve Ayrisim Formiilii
ve

4.4 Levinson Formiilii

baghklan altinda toplanmigtir.

4.1’ de
BY' +mTY +Q(x)Y =AY

Y,(0)+(c +,A)Y,(0)=0
problemi ele alindi. Sagilma fonksiyonu S(4) tanimlandi. S(4) fonksiyonunun

tammlanmasinda kullanilan E (/1) fonksiyonunun sifirlarimin 6zellikleri belirlendi.

42’ de

A+m®(x,4)
K E(4)

—2i =F(x,A)-S(A)F(x,4)
esitligi yardimiyla
A(x,y)+F(x+y)+ IA(x,t)F(t+y)dt =0 (x<y<®)

temel denklemi elde edildi.

4.3’ de

R(x=—~ D AVE (4 A) x<t<co

E(A) | F(x,A)®(1,4),0<1<x

bigiminde R, (x,t)=(L-AI )" rezolvent operator bulundu ve Parseval esitligi elde

edildi.
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4.4’ de

4.1’ de ele alman siur defer probleminin 6zdegerlerinin sayist ile S(4)’ mn

arglimentinin arasindaki
{— lnS(—m—O)—lnSv(—oo)+lnS(oo)—lnS(m+0)_ S(-m—0)-S(m+0)
s 27i 27 4

ile tamimlanan bagint1 ¢ikarildi.

Dolayisiyla {S(/‘L);/‘t,,...,/l,,;m,,...,m,,} sagilma verileri ile F'(x) fonksiyonu
bulunur. F(x) fonksiyonu ile (4.2.7) temel denklem inga edilir. Sagilma verileri
yardimiyla insa edilmis bu integral denklemin tek bir A(x,t) ¢Oziimii varsa (4.1.9)

formiilii ile tammli tek bir Q(x) potansiyeli bulunur. Béylece (4.1.1) denklemini

insa etmek i¢in uygun ySntem verilmis olur.
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