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1. GIRIS

Is1 iletiminin matematiksel ¢alismasi 1800’lerde ortaya ¢ikmistir ve modern
fizikgilerin dikkatini cekmeye devam etmektedir. Ornegin, yiiksek hizda makinelerin
kaynaklarinin 1s1 transferi, dagiliminin analizi hala 6nemli bir teknolojik problemdir.

Is1 iletiminin matematiksel modelini insa etmek i¢in asagida verilen deneysel
sonuclar1 hatirlamak yararlidir:

(a) Is1 akigi, azalan sicaklik yoniindedir.

(b) Is1 akis hiz1, akisin gergeklestigi yiizeyin alani ve bu ylizeye dik sicaklik
gradienti ile orantilidir.

(c) Bir cismin sicakliginin degismesi sonucu, o cismin kazandigi veya
kaybettigi 1s1, cismin kiitlesi ve sicaklik degisimi ile orantilidir.

Yukarida (b) sikkinda belirtilen oranlilik katsayis1 £ “is1 iletkenlik katsayis1”
ve (c¢) sikkinda ifade edilen “orantililik katsayisi”" ¢ ise, cismin “isinma 1sis1” olarak
tarif edilmekte ve burada 1sinin yayildigi ortam iginde her tarafta sabit oldugu kabul
edilmektedir.

Simdi alian cismin sonlu bir AV = AxAyAz hacim elemani icinde enerji
denklemi bulunsun. Isimin yayildigi ortamin yogunlugu her tarafta ayni ve p ise,
hacim elemanin kiitlesi, AM = pAxAyAz olur. (b)’de belirtilen durum birinci Fourier

yasast olarak bilinir. Buna gore, 6rnegin pozitif x ekseni yoniinde gerceklesen 1s1

iletimi, o yondeki sicaklik gradienti ile orantilidir ve bu oranti,

=—jf— 1.1
q . (LD

seklinde yazilir. Burada (-) isareti, 1s1 iletiminin azalan sicaklik yoniinde oldugunu
gosterir.  (1.1.)’de goriilen ¢, birim alandan birim zamanda icinde gegen 1s1
miktaridir. 7' ise sicakliktir.

Once, x ekseni yoniinde yayilan 1s1-enetji denklemini goz oniine alinsin. Bu

durumda, Ar zaman aralig i¢inde yiizeyden hacim elemanina giren 1s1,

Ag, = 4o AyAzAt (1.2)
ox |,

olur. Benzer sekilde, ayn1 At siiresi i¢inde diger yiizeyden AV hacim elemanim

terk eden 1s1ise,



Aq.,, = —k%—z N AyAzAt (1.3)
seklinde ifade edilebilir. Oyle ise,  zamani icinde hacim elemam tarafindan tutulan
181 miktari,

Aq=Aq, —Aq, . =AlmcT) (1.4)
olur.

Isinin iletildigi ortam icinde, herhangi bir noktada ve herhangi bir ¢ aninda,

birim hacimde ve birim zamanda {iretilen 1s1 miktar1 f(x,y, z,¢) fonksiyonu ile ifade

edilmis olsun. O zaman, At zamani iginde AV hacim elemaninda iiretilen 1s1
miktari,

Aq = f(x,y,2,0)Ax Ay Az At (1.5)
olur. Diger taraftan,
Giren 1s1 - ¢ikan 1s1 + {iretilen 1s1 = Biriken 1s1 (1.6)

yazilabildiginden, yukaridaki degerler bu bagintida yerlerine konursa,

—ka—T AyAzAt+ka—T AyAzZAt+ f(x,y,z,t)Ax Ay Az
x X ax x+Ax
= A(mct)
= pcAx Ay Az At

elde edilir. Burada biitiin terimler Ax Ay Az ile boliiniirse,

oT

N Sl
S NN, 0

oT
ot
o0x

elde edilir. Simdi bu noktada, Ar ve Ax ’in birlikte sifira yaklastigimi diistiniiliir, goz
Oniine alinan hacim elemaninin sonsuz kii¢iik bir hacim elemani1 oldugu kabul

edilirse, o zaman (1.7) denklemi

d(,dT oT
| k= = pc— 1.8
ax( ax)+f(x,y,z,t) pe— (1.8)



seklinde ifade edilir. (1.8) denklemine “tek boyutlu 1s1 iletim denklemi” denir.

Tezde, konu edilen 1s1 denklemine iligkin sinir-deger probleminin 6zellikleri

incelenir.
ow ’w
—=a— x>0, t>0
ot o0x

®,0,)+’®.(0,)=0 >0

a(x,0) = @, (x) x>0

w(0,0) =,
seklinde bir smir-deger problemi ele alinirsa, degiskenlere ayirma
uygulanarak,

wW(x)+Au(x)=0 x>0
denklemini ve

' (0)—Au(0)=0

lim | u(x)| < oo

X—300

sinir kosullarini saglayan, spektral problem elde edilir.

Daha genel bi¢imde,

a_u B 0%u
ot ox’

denkleminin
dyu (0,1)=bu(0,1)=0
au,(Lt)+bu(l,t)=du (11)
sinir kosullarini ve

u(x,0) = @(x)

yontemi

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

baslangic kosulunu saglayan ¢oziimili incelendi. Burada, ¢(x) siirekli, parcali-

siirekli, ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olarak @(0)=¢(1)=0 kosulunu sagliyor.

q(x) , [0,1] araliginda reel degerli siirekli bir fonksiyon, a,,b,,b,,d,ved, reel

sabitlerdir. Ayrica, |b0|+|d0| #0 ve 0 =a,d, >0 kosullar1 saglansin.



Problemin ¢o6ziimii icin 6nce degiskenlerine ayirma yontemi uygulanarak,

X (x)+q(x)X (x)=-1X (x) 0<x<l1
d, X'(0)—b, X(0)=0

(b—Aa,)X(1)—d, X'(1)=0

sinir kosullarini saglayan spektral problem elde edilir. Daha sonra [7-8] ve [16]’dan
tabanlik ile ilgili sonuclar kullanilarak (1.9)-(1.12) probleminin ¢oziimii elde edilir.
Benzer spektral problemle, agirlikli yiiklenmis telin ve zarin titresimlerinde,

ucagin kanatlarinin vibrasyonunun kararliligi olaylarinda da karsilasilir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Matematiksel fizik denklemlerinde sinir kosulu zamana (veya yone) gore
tirev iceriyorsa, Fourier yonteminin uygulanmasiyla simir kosulunda spektral
parametre igeren sinir problemi ile karsilagilir. Bu problemlerin 1s1 iletkenligi ve
dalga denklemleri i¢in sinir problemlerinde fiziksel uygulamalari [1-6]" da verilmistir.

Literatiirde, boyle spektral problemler klasik uzaylarda 6zdeger-dzfonksiyon
problemi olarak yorumlanmadigi i¢in, 6zel Hilbert uzaylar olusturarak incelemeler
yapilmigtir [3], [9]. Problemin c¢6ziimii sirasinda elde edilen Sturm-Liouville
probleminin 6zfonksiyonlarina gore ayrisim formiilii kismi diferansiyel denklemin
¢Oziimiiniin bulunmasinda 6nem tasir. Bu nedenle [10], [11]’de spektral problemin
ozdegerleri ve 6zfonksiyonlarinin 6zellikleri incelenir, [12], [13]’de 6zfonksiyonlarin
ozel Hilbert uzaylarinda tabanlik ozellikleri incelenir. Siir kosulu spektral
parametresi kuadratik icerdiginde benzer problemler [12], [14]’de arastirihr. ilk kez
[7] ve [8] de siir kosullarindan biri spektral parametre icerdiginde tabanlik problemi
incelenmistir, sonralar1 farkli ve daha genel durumlar icin 6zfonksiyonlarin tabanligi
[4], [5], [15], [16]’da gosterilir.

Problemin incelenmesi sirasinda karsilasilan diferansiyel denklemlerin
¢Oziimlerinin, 6zdeger ve Ozfonksiyon’larinin  Ozellikleri, gerekli tamim ve
kavramlar [17], [18]’den , konuya iligskin diger temel bilgiler ise [19], [21]’den

alinmustir.



3. MATERYAL VE METOT

Bu bolumde ileri kistmda kullanilacak kavramlar tanitilarak, temel teoremler

verilecektir.

3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanim 3.1.1.:

1Y) = po()y™ + p ()Y +.4 p,(X)y (3.1.1)
bicimindeki ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. Burada n sayis1 diferansiyel

ifadenin mertebesi ve p,(x), p,(x),..., p,(x) fonksiyonlar1 da diferansiyel ifadenin

katsayis1 olarak adlandirilir. , 1(x), p,(x),...,p,(x) fonksiyonlari, sabit,

Po

kapali ve sonsuz [a,b] araliginda siireklidir.

Tanmm 3.1.2.: y fonksiyonunun ve onun [a,b] aralifinda (n-1). dereceden

tiirevlerinin a ve b noktalarindaki degerleri
Vs Vpsees Yy (3.1.2)

ile belirtilsin. (3.1.2) degeriyle olusturulan

’ (n—1)
YarYarYa

Uy)=o,y, +a,y, +..+a,y, "+ By, + By, +.+8_v"" (3.1.3)
ifadesi bir lineer form belirtir. Eger k=1,2,...,m i¢in bu bicimde U, (y) olusturulursa
ve eger

UmMm=0 , k=12,..m (3.1.4)
esitligi y(x)e C"™ icin saglamrsa bu ifadeye simir kosulu denir.

(3.1.4) formundaki smir kosulunu saglayan tim y(x)e C"[a,b]
fonksiyonlar kiimesi D ile belirtilsin. Burada D, C “™[a,b] nin lineer alt kiimesidir.
[(y) diferansiyel ifade ve (3.1.4) sinir kosulu ile tamimlanan D alt kiimesi verilmis
olsun. Herhangi bir ye D fonksiyonuna u =I(y) fonksiyonu karsilik gelsin. Bu

doniisiim tanim bolgesi D olan bir lineer operatordiir ve L ile gosterilir. Bundan

dolayi, eger ye D ve u=I(y) ise, o halde L operatoriiniin tanimina gore



u=L(y) dir. Burada ki L operatoriine /(y) diferansiyel ifadesinin ve (3.1.4) sinir

kosulunun olusturdugu diferansiyel operatordiir denir.

Tanm 3.1.3:
I(y»)=0 (3.1.5)
denklemini ve
U,(y)=0, k=1,2,...m (3.1.6)
kosullarin saglayan y(x) e C"’[a,b] fonksiyonunun bulunmasi problemine homojen
sinir-deger problemi denir [17]. [(y) diferansiyel ifade ve (3.1.6) simr kosullar ile
belirtilen operatér L olsun. O halde homojen sinir-deger problemi, L operatoriinii
D tanim bolgesinde sifira doniistiiren y(x) fonksiyonunun bulunmasina indirgenir.
Herhangi homojen sinmir-deger probleminin en azindan bir y=0 ¢6ziimii
vardir. Bu ¢oziime trivial veya sifir ¢6ziim denir. Bununla birlikte homojen sinir-
deger probleminin sifir olmayan ¢oziimii de olabilir. Hangi kogsullar altinda homojen
sinir-deger probleminin sifir olmayan ¢oziimlerinin var oldugu arastirilsin.

Vi Yys-.,y, fonksiyonlari diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz
¢cOziimleri olsun. Diferansiyel denklemler teorisinden bilinir ki, homojen sinir-deger
problemini saglayan /(y) =0 denkleminin herhangi bir ¢6ziimii c,,c,,...,c, ler sabit
olmak iizere

y=¢y tcoy, t..+c,y, (3.1.7)
ile ifade edilebilir. (3.1.6) sinir kogulunu saglatarak,

aoU,(y)+c,U,(y,)+...+c,U(y,)=0

C1U2(y1)+C2U2(y2)+---+cnU2(yn)=0 (318)

U, (y)+e,U, (y)+..+cU, (y,)=0

n m

lineer homojen denklem sistemi elde edilir.

Ul(y1) Ul(yz) Ul(y,,)
— U,(y) U,(y,) U,(y,)

v,y U,(y,) U,(y,)

U (3.1.9)

10



olsun. O halde m =r i¢in homojen sinir-deger probleminin sifir olmayan ¢oziimii

ancak ve ancak U matrisinin determinant1 sifira esit oldugunda vardir.

Tanim 3.1.4.: L operatériiniin tanimlandigr D bolgesinde

Ly=A4y (3.1.10)
bagintisini saglayan 6zdes olarak sifira denk olmayan fonksiyon var ise A sayisina L
operatoriiniin 6zdegeri denir ve y fonksiyonuna A 6zdegerine uygun 6zfonksiyon
denir. L operatorii /(y) diferansiyel ifadesi ve

U ()=0 , k=12..m (3.1.11)
kosullart ile insa edildigi zaman

ly=Ay, U, (y)=0 (3.1.12)
homojen sinir probleminin sifir olmayan ¢oziimiinii garanti eden A sayisina L
diferansiyel operatoriiniin 6zdegeri ve A ’ya karsilik gelen, sifir olmayan y
¢Oziimiine ise 6zfonksiyon denir.

Aynt bir 4 6zdegerine uygun 6zfonksiyonlarin lineer kombinasyonu verilen
L operatoriiniin A 6zdegerine uygun ozfonksiyondur. Ozdegerleri belirleyecek

kosullar bulunsun.
yl (x’ 2’)7 yz (x’ 2’)7'“7 yn(xy 2’)
ly = Ay, denkleminin j,k =1,n olmak iizere

0, j#k

4(k—l) A =
v, (a,4) {1, i=k

baslangi¢ kosullarim saglayan temel ¢oziim sistemi ise, bu ¢oziimler herhangi sabit

x€ [a,b] icin A parametresine bagl tam fonksiyondur.

(3.1.12) sinir probleminin sifir olmayan ¢éziimii ancak ve ancak

UGy Uy, ... Uy,
U,(y) U,(y,) ... Uy(y,)

v,(y) U,(y,) ..U, ()

matrisinin ranki » ’den kiiciik oldugunda vardir.

11



Eger m<n ise rankU =r<n’dir. O halde (3.1.4) smir probleminin
herhangi A i¢in sifir olmayan ¢6ziimii vardir, yani m<n ise, A’nin herhangi bir
degeri verilen sinir probleminin 6zdegeridir.

Eger m>n ise o zaman,

1) n-inci mertebeden determinantlarin her biri sifira esit ise her bir 4
ozdegerdir;

2) U matrisinin n. mertebeden determinantindan en az bir determinanti
0zdes olarak sifir degilse bu determinantin sifirlan 6zdegerdir.

Ancak 6zdes olarak sifir olmayan tam fonksiyonun sifirlarinin sayisi
sayilabilirden fazla degil (hi¢ olmaya da bilir) ve sonlu limit noktasina sahip degildir.
Buna gore (2) durumunda L operatorii sayilabilirden fazla olmayan ve sonlu limit
noktasina sahip olmayan 6zdegerlere sahiptir.

Eger m=n ise,

Ui(y) - Uy (y,)

AAd) =
u,(y) - U,0,)
olur.

A(A) A’ya bagh tam analitik fonksiyondur ve buna L operatoriiniin Ly =0 sinur
probleminin karakteristik determinanti denir. A(A) 'nin sifirlart L operatoriiniin
Ozdegerleridir. Eger A(A1)=0 ise her bir A, L operatoriiniin 6zdegeridir. Eger

A(A) 'nin sifirlart yok ise, L operatorii 6zdegerlere sahip degildir.

3.2. OZFONKSIYONLARA GORE AYRISIM

Kismi diferansiyel denklemlerin  Fourier metoduyla c¢oziimii,  diferansiyel
operatorlerin 6zfonksiyonlarina gore ayrisim problemini ortaya ¢ikarir.

[17]’den

Qu_ ' 0"
=—+p (X)) ——+...+ p (X)u, a<x<bh 3.2.1
atZ axn pl( )axn—l p”( ) ( )
denkleminin,

12



)y =f(x) B—u} = ¢(x)
¢ =0

baslangi¢ kosullarin

ve sinir kosullarini saglayacak ¢o6ziimii aranir.

(3.2.1) denkleminin, (3.2.3) sinir kosullarin1 saglayan ¢6ziimii
u = y(x)(Acos pt+ Bsin pt)

biciminde aransin.

Bu ¢6ziimii, (3.2.1) ve (3.2.3)’de yerine yazarak, y(x) fonksiyonunun

n n-1

d d
10 =52 4 p (0S4 p, () y=—piy
X dx

diferansiyel denklemini ve

n—=1

n—1
Uj (y) = Zajvya(V) + Zﬂjvyb(‘/) =0
v=0 v=0

sinir kosullarini sagladigr goriiliir.

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

Bu nedenle y#0 ise, —p° Ozdegeri icin y , (3.2.5) ve (3.2.6) smir deger

probleminin 6zfonksiyonudur.

—plz,—pzz,—pf,... problemin o6zdegerleri, y,(x),y,(x),y;(x),...

karsilik gelen

ozfonksiyonlar1 olsun.  Burada her Ozdeger, ona uygun lineer bagimsiz

ozfonksiyonlarin, sayisi kadar tekrarlanir. O zaman,
u= Z y,(x)(A, cos p,t+ B, sin p,t)
n=l1

sonsuz serisi,

13
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(3.2.1) denklemini ve (3.2.3) simir kosulunu gercekler. Baslangi¢c kosullarinin

saglanmasi gerekir. (3.2.4), birinci baslangi¢ kosulunda yerine yazilirsa,

f)= iAnyn(x) (3.2.8)

n=1

elde edilir. Elde edilen bu esitlik, f(x) fonksiyonunun, sinir deger probleminin
ozfonksiyonlarina gore ayrisimimi verir. Bu nedenle {y,(x)} 6zfonksiyonlarinin

tamlik, minimallik ve tabanlik 6zellikleri 6nemlidir.

3.3. TAMLIK, BIORTAGONALLIK, TABANLIK

Tammm 3.3.1.: Normlandinlmig E uzaymdan olan {(/)n(x)}:;l dizisinin lineer
geriliminin kapanigi tiim uzaya esit ise, bu diziye E’ de tamdir denir.

Eger H Hilbert uzay: ve E=H ise, H'de {g,(x)} _ dizisinin tiim elemanlarina

dikey sifirdan farkli f€ H eleman yok ise, {@,(x)} " dizisi H" da tamdir denir.

oo

Tamm 3.3.2.: H Hilbert uzaymnda {@,(x)} _ ve {y, ()}, dizileri icin

n=1
n,k=1,2,... olmak lizere,
(gon ’ l//k ) = 571,/(

ise, {@,(0} " ve {w,(x)}_, dizileri, H uzaynda biortogonal dizi olustururlar denir.

O zaman bunlardan birine digerinin biortogonal eslenigi denir.

Tamm 3.33.. H uzaymn {y,(x)}  fonksiyonlar dizisinin her bir
Y, (x) ( j=1 2,...) elemani, diger ¥, (x) (k #j) elemanlarmin M, kapali lineer
gerilimine dahil degilse, {y, (x)} " dizisi H’de minimaldir denir. Yani herhangi bir

N
k 20 igin 6yle bir 6 >0 vardir ki Zan% -y, || 20 saglanm.

n=1

n#k H

14



Teorem 3.3.1.: [18] Herhangi bir {y, (x)}:;1 dizisinin biortogonal eslenigi ancak ve

ancak {y, (x)},_, minimal sistemi oldugunda vardir.
Ispat: YisWoses W W,y dizisinin kapali lineer gerilimi
span{lﬂl,l//z,...,wj_l,wj+1,...} = Mj
ile, ¥, lerin tiim kapali gerilimi ise M ile gosterilsin.
Herhangi bir j i¢in M; # M oldugundan M © M ; ortogonal tiimleyenden

(wj,q)j):l olmak iizere, @; elemani alinirsa, o zaman (l//j,q)k):é'jk bagintisini

saglayan elemanlar da bulunur. Boylece, {l,//j (x)} 1 dizisine ortogonal {g, ()c)}::l

j=

sistemi olusturulmus olur.

Eger {Wj(x)} 1

oo
j=

dizisine biortogonal eslenik olan {g, (x)} _ dizisi varsa, o
halde herhangi j i¢in y; fonksiyonu M ;’ye déhil degildir. Eger ;€ M, olsa idj,
Y, vektori Y, ¥,,...¥, ,¥,,,,... vektorlerine dikey olan ¢,’ye dikey olmaliydi. Bu
ise miimkiin degildir, ciinkii kosula gore (l//j,qu):l olmasi1 gerekir. Teorem

ispatlanir.
Teoremi kullanarak gerekli oldugunda, minimal dizi olarak biortogonal

eslenigi olan dizi goz Oniine alinir.
Gosterilebilir ki, herhangi bir {g, (x)}:;1 dizisine biortogonal eslenik dizi tek
tiirlii olarak, ancak ve ancak bu dizi H uzayinda tam oldugunda tanimlanir. Bundan

dolay1 her bir {g, (x)},_, tabanina biortogonal sistem tek tiirlii tanimlanur.

Tamm 3.3.4.: {¢,(x)} _ H Hilbert uzayndan bir dizi olsun. Herhangi bir f € H

vektoril tek tiirlii olarak,
f=co (3.3.1)
k=1

serisine aynsabildiginde, {@,(x)} _ dizisine H Hilbert uzaymn tabami denir,

burada (3.3.1) serisi H uzaymin normu anlaminda yakinsaktir
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Onerme 3.3.1.: {W (x)} dizisi H’ de {(z)j(x)}p.ql tabanina biortogonal eslenik ise
=

{I//J (x)} dizisi H’ de tamdir.

Ispat: {(0 ; (x)}j:1 H ¢ de taban oldugundan fe H icin tek tiirlii olarak

f=2c9,
j=1
olur. O halde kolaylikla elde edilir ki,
€= (f "//,-)»
{l// f (x)}o_q 1 dizisine ortogonal olan herhangi bir fe H i¢in
j=
(f.9,)=¢;=0, (j=12,..)

oldugundan f =0 elde edilir. Bundan dolay1 tabanin biortogonal eslenigi H’ de

tamdir. O

Teorem 3.3.2.: [18] H Hilbert uzayinda {goj (x)}b,q1 tabanina biortogonal eslenik
=
{l// j(x)}f 1 dizisi H uzayinda tabandir.
j=

H Hilbert uzayinda {q)j (x)}ofj1 herhangi bir ortonormal taban, A ise sinirly,
j=

tersi olan bir lineer operator olsun. O halde herhangi bir fe H i¢in,

oo

‘1f=Z(A‘1f,¢) =3(£.470,),

j=1

dir. O halde,

v=Ap, ., x= A*flgoj ,(j=1,2,...) alarak

f= Zl(f )Y
=
elde edilir.

{go ;i (x)}o,o 1 ortonormal dizi oldugundan,
=

(v,.2.)=(49,.4" 0. )=(9,0.)=6,  olur.
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Buna gore eger

f=2.¢9
j=1
ise, o halde
¢, =(rf.7,)

olur. Yani f vektori {l//j(x)}of’1 dizisine gore tek tiirli ayrigima sahiptir.
j=
Dolayisiyla, ortonormal {q)j(x)}of’1 tabaninin ve A operatoriiniin yardimiyla H
j=

uzaymda yeni bir {l// j(x)} taban1 elde edilir. Elde edilen bu tabana Riesz tabani

oo
j=

denilebilir.

Tanmm 3.3.5.: {goj (x)} H Hilbert uzaymnda ortonormal taban ve A sl tersi

j:
olan lineer operator oldugunda
Y, = Ag,

bi¢iminde elde edilen {w, (x)},_, dizisine H uzayinda Riesz tabami denir.

Tanmm 3.3.6.: H uzayinin herhangi bir tabaninda elemanlarin yerleri istenilen
bicimde degistirildiginde yine taban olusturursa, bu tabana yeri degisen (kosulsuz

taban) denir [18].

Eger herhangi bir {goj(x)} 1 kosulsuz taban ise, o halde ona biortogonal

oo
Jj=

taban1 da kosulsuz taban olusturur.

{'/’j(x)} X

j=
Her bir ortonormal taban kosulsuz tabandir. Herhangi bir Riesz tabani da

kosulsuz tabandir.

Tamm 3.3.7.: H uzaymndan olan {f,}" ve {g,} _ dizileri icin

oo

2

n=1

fi=al <o

gerceklesirse bu dizilere kare (kuadratik) yakinsaktir denir.
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oo

Teorem 3.3.3.: (Bari Teoremi) {¢@,(x)} L,(a,b)’de Riesz taban olsun ve

n=0 ’
{w,} < L,(a,b) fonksiyonlar dizisi asagidaki kosullar1 saglasin:

1) {p,(x)} _, fonksiyonlar dizisi L,(a,b) de minimaldir.

2) {p.0}_, ve {w, ()} fonksiyonlar dizisi birbiri ile kare (kuadratik)

yakinsaktir, yani

- 2
2le.-wl <=

n=0 L, (a.b)

O halde {y,(x)}"_ | L,(a,b)’de Riesz tabam olusturur.

3.4 SINIR KOSULUNDA PARAMETRE ICEREN IKINCI DERECEDEN
SINIR DEGER PROBLEMI

Sifir derecede, sonlu miktarda siviyla temas i¢inde bulunan sonlu ince kati bir
cubugun sogumasi durumu goz Oniine alinsin. Is1 akisinin sadece siviya dogru
oldugu ve sividan cevreye 1s1 iletiminin engellendigi kabul edilsin. O zaman ¢ubuk

icin baslangi¢-sinir deger problemi, sabit temel ¢oziimii hari¢ tutarak su sekildedir:

u =au,, (3.4.1)
u (0,0)=0 Vi igin (3.4.2)
—k Au_(1,1) = gM (d/ dt)+ k,B (1) (3.4.3)
u(x,0)=u,(x) xe[0,1] (3.4.4)
50) =18,
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Burada, o’ :i, k katinin oOziletkenligi, p yogunlugu, c ise ozgil 1sisidir. M

pc

stvinin kiitlesi , g ise Ozgiil 1sisidir. &, k 0z iletkenligine ve A 1s1 degisimi
U o h
katsayisma bagh bir sabittir (kl = ;)

Kati-s1v1 arasinda yiizeydeki 1s1 transferinin orani, gubugun ucuyla sivi arasindaki

sicaklik farkiyla orantilidir ve x =1’ de Fourier’in 1s1 iletimi yasasi uygulanarak,
) =u(l,t)+kc'u,(1,1) t>0 (3.4.5)

elde edilir. Bu, milkemmel olmayan termal baglanti durumuna uyar [6]. COziimii
bulmak i¢in degiskenlere ayirma yontemi uygulanirsa problemin sifir olmayan
¢Ozimi,

u(x,t)=Xx)T () (3.4.6)
seklindedir. Bu ifadeyi (3.4.1)’de yerine yazarak,

') _ X' __,
AT X(x)

elde edilir. Burada A >0 dir. Bu durumda,
T(t)=e "
bulunur. (3.4.6) ifadesi,
u(x,t) =X (x)e (3.4.7)

olur. (3.4.7)’yi (3.4.3)’de yerine yazarak,

—kAu, (1) =g M [u,(1.0)+k c™u, (1,1) |+ kB[ u(l.))+kcu, (1.0)]
(~kA—kkBc™ )u, (1,1) = k,Bu(l,1)+ gMu, (1,1)+ gM k ¢™'u,, (1,1) (3.4.8)

elde edilir. 3,3, (i=1,2) katsayilar olmak iizere,
—kA-kkBc'=p, kB=p,, qqM=p, qMkc"'=p,

doniigiimleri yapilir, (3.4.7) ve (3.4.8)’de yerine yazilirsa
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BX )= BXM)=-Aa’ (B X D)+ BX D)
elde edilir. S, 5/, p,, 5, katsayilarim gM ’ye bolersek,

B B (1 —kBlaiqM)

= (3.4.9)
B, B, — [1+kB/(cA)/o

elde edilir. Burada, p=—:= kAM seklindedir.

1
o aq

x=0ve x=1’de smr kosullarinin uygulanmasiyla, ¢ =0 ve a:% ile ikinci

dereceden sinir deger problemi elde edilir.

[3]’de sinir kosulunda A parametresi i¢eren

tu=—u"+qu=Au, (3.4.10)
cosau(a)+sinau’ (a)=0 (3.4.11)
—(Bu®) - Bu' (b)) = A( Bu(b) - Bu' (b)) (3.4.12)

sinir-deger problemi ele alimir. Burada, ¢(x), [a,b] ’de siirekli bir fonksiyon,
ae[0,7) ve

BB,
B, B,

>0, B, B, B, BeR (3.4.13)

seklindedir.
Ozel olarak k, =0 durumunda (3.4.10)-(3.4.12) igin 6z fonksiyon agilimini

kullanarak, (3.4.1)-(3.4.4) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimiinii sunan bir

seri elde edilebilir.

H=L,[a,b]® C Hilbert uzay: olarak iki bilesenli vektorler icin i¢ ¢arpimi
b . 1 _

(F,G) :=J.1’71(x)G1(x)dx+—F2 G, (3.4.14)
p P

biciminde tanimlanir. Burada,
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F:(me)} G=[Gl(x)]e o
FZ G2

(3.4.13)’de tammlanmis p bir sabittir. Gereklilik icin,

R,(u):= B u(b)- B, u'(b) (3.4.15),
Rw):= B u(b)~ B u'(b) (34.15),
seklinde yazilir.

(3.4.1)-(3.4.4)‘de verilmis sinir problemi [9]’dan operator biciminde yazilsin:

-F(x)+ F,
A(F) : :( 1 (D) +q(x) ‘(x)j (3.4.16)
—R,(F)
DA)= FeH | F(x),F(x), [a,b] araliginda tamamen  siirekli,
tF € L,[a,b], cosaFl(a)+sin0{F’1(a)=0 ve F,=R/(F) (3.4.17)

Burada x =5/ noktasindaki Wronskiyen,

W,(F,.G,)= F,(b)G/(b)~ F/(b)G,(b)  seklindedir.

A ’'nin resolventini inga ederken, (3.4.10)’a ait @,(x) ve x,(x) ¢oziimleri ele alinir.

Bunlar uygun olarak x =a ve x =5 noktalarinda,

(¢f(a)]=[ Sin(a)j (3.4.18)
9, (a) —cos(a)
ve
X, (b) ,32'/1+,32J
- deC 3.4.19
(mmj (ﬂ;m/z c G419

kosullarim sagliyor ve bunlar icin

() =W, (8, 2,) = 8, () 2, (X) = () 2, (%) (3.4.20)

21



Wronskiyeni xe [a,b] den bagimsizdir. Wronskiyen’nin ifadesinde x =b yazarak,

W) =(BA+B)¢,B)=(BA+B,) ¢, (b)
= AR (#,)+R,(¢,) (3.4.21)

bulunur.

(3.4.19)’dan ayrica,
R (1,)=BBA+ BB -BBA-BB=p (3.4.22)

Burada p, (3.4.13)’de verilmistir.
(3.4.19)’dan tuim A e C i¢in, y,(x), (3.4.3) smur kosullarin1 saglar. Ayn1 tip kural
regiiler Sturm- Liouville problemi icin ¢alisilirsa goriiliir ki, @(A) 'nin sifirlart reel

ve basittirler. Eger 4, (n=0,1,2,...) @(A) nn sifirlarmi gosterirse, iki bilesenli

(x)
@, := @", ’ (3.4.23)
R (¢,)

vektorleri, A’nin ortogonallik bagintisini saglayan 6z vektorleridir.
nzm ic¢in  (9,.9,)=0 (3.4.24)

olur, yani ortogonaldirler.

Burada ic carpim (3.4.14)’de verilmistir. (3.4.10) denklemi ve (3.4.11) baslangi¢

kosulu, @, (x) ve x,(x) fonksiyonlarinin sabit x i¢in 2 ’ya gore tam olmasini saglar.

Boylece @(A), 4 icin tam bir fonksiyondur.

1 v, (x)
TR , (3.4.25)
NPy (&(%)J
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normalize edilmis ozvektorler olsun ve k, #0 reel sabiti @(A) 'min her A, sifiri igin,

X, (X)=k, 9, (x), x€ [ab]

seklindedir.

[17] ‘den Green formiiliiyle,

W, (4, .4,)

! 0,(0) ¢, (x)dx= P

elde edilir.

(3.4.26), (3.4.19), (3.4.21) ‘i kullanarak yapilan hesaplamayla,

W, (¢, .6,) ==k, [AR (¢,)+R,(4,)]
==k, [@(D)+(4,-A)R;(4,)]

olur.

Bunu (3.4.27)’de yerine yazarak ve 4 — A, ‘e yaklastirarak

b 2

[(9,) dx=—k"[-@4)+R; (9, )]

a

elde edilir.
(3.4.26) ve (3.4.22)’den ve A =4, den,

R, (¢l,, ) = kﬁ bulunur.

(3.4.29)’dan k,’i ¢ikarmak icin (3.4.30)’u kullanarak
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8’|=p"R (0, ) (A, (3.4.31)

elde edilir.

Ayrica homojen olmayan operatdr denklemini V F € H igin ¢ozerek,
(A-A)p=F (3.4.32)

¢=R(LA)F = (3.4.33)

R[(G...F)]

resolvent operatorii elde edilir. Burada,

GM:( ,G(x"’ﬂ) } (3.4.34)
A R(G(x,,4))

ve
206G <<k
Glaya)=] P (3.4.35)
()2, (y) a<x<y<h
o(A)
dir.
Teorem 3.4.1.:
(0] F € H igin
o 2
|F7 =3 e, (F) (3.4.36)
(ii) F e D(A)icin
F=S\(F.y,, (3.4.37)

n=0
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serileri, xe [a,b] i¢in birinci bilesende mutlak ve diizgiin olarak yakinsak, ikinci
bilesen icin mutlak yakinsaktir. (3.4.37)’iin birinci bileseni, tiirevlenmis olabilir,

tiirevlenmis seriler x € [a,b] i¢in mutlak ve diizgiin olarak F(x) ’e yakinsar.

Teorem 3.4.1(1)’den, @(A)’ min sifirlart A’nin spektrumunu olusturur. @, (x) ’in
asimptotik durumu icin x=»"yi Titchmarsh formiiliinde yazarak ve (3.4.21)’de
yerine koyarak, @(A) 'nin |ﬂ| — oo durumundaki asimptotik davranis1 i¢in ayri
durumlar elde edilir.

B, #0,a#0 igin,
() =B;s"sin s(b-a)sin @+ 0 |s[" ") (3.4.38)

Burada s ve ¢,

si=JA=io+t (3.4.39)
olarak tammlanmistir. >0 i¢in formiillerde s=ir yazarak, negatif ve yeterince
biiyiik 4 i¢in  @(A) #0 oldugu goriiliir. A’nin spektrumu tiim durumlarda alttan

sinirhdir.  Rouche teoremini yeterince biiyiikk c¢evre icin uygulanarak (3.4.38)’in

cevre icinde aym sayida sifira sahip oldugu goriiliir. Bu sebepten, eger

A <A <A, <., ®A)’ nn sifirlan ve s,> = A, ise, yeterince bilyiik 7 igin,

(n=3/2)7  (n-1/2)x
T< S” <T (3440)

olur.

Ayrica, (3.4.40)’da yerine yazarak,

5 = ("b_l)”ﬂsn (3.4.41)
—da

elde edilir. Burada o, = O(l) seklindedir.
n

(3.4.41)’deki yeni yaklasim, Titchmarsh’daki regiiler Sturm-Liouville problemindeki

yontemden elde edilebilir. ¢,(x) icin integral denklemini kullanarak ve (3.4.38)’deki

tiim s” sirasim igine alarak, ayrica (3.4.41)’i (3.4.38)’de yerine yazarak,
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K sin @

n

’ b
sind (b—a) = w{—cota—%+ ! [coss,(y-a)a(r)e,; (y)dy} ro()
2 a ! n
(3.4.42)
elde edilir.

¢, (¥) icin asimptotik formiilii kullanarak,

b

jcos s,(y—a)q(y)p, (y)dy =

sinx

1 b b 1

S [ady + [cos2s,(y=a)g(y)dy+ 0(-) (3.4.43)
bulunur.

(3.4.43)’de sagdaki ikinci integral Riemann-Lebesgue lemmasiyla O(l) dir. Eger
n

q(x) sinirli varyasyonsa, (3.4.42) ve (3.4.43) denklemlerinden,

5= —cota—’B{+l]{d e (3.4.44)
")z A S T

elde edilir. Burada €, = O(Lz) .
n

£, °u (3.4.44), ‘de tanmmlanmis kabul ederek ve (3.4.42)’de yerine yazarak, bu

durumun varhigr gosterilir.  (3.4.25)’in normalize edilmis 6z elemaninin birinci

bileseninin asimptotik ifadesi,

W) = | — cos((n_l)ﬂ-(x_a)J+0(l) xe[ab] (3.4.45),
b—a b—a n

¢, (x)icin (3.4.41) ve (3.4.42)’yi ve integral denklemi kullamp, (R, (¢, ):O(l)

2 yi tahmin etmek igin, @, (x) asimptotik formiilii

elde etmek igin) sonrada ||¢n

uygulanarak elde edilir.
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3.5 SPEKTRAL PROBLEM

—(py) +qy =Ary , (3.5.1)
denklemi,
byy(0)=d,(py')(©0) , (by.d,) # (0,0) (3.5.2)

baslangic kosulu ile [10]’da ele alinmistir. Problem [0,1] araliginda incelenir.

p,r >0 ile birlikte l, g, r € L[0,1]" dir.
p

Lemma 3.5.1: n>0 ve Ae (in_lD,inD] ise, (3.5.1)-(3.5.2)’nin tiim ¢oziimleri,

(0,1) araliginda tamamen n sayida sifira sahiptir.

Teorem 3.5.1: A=A 06zdegerleri, 4, <A <A, <... seklinde siralanir ve n< N igin
karsilikli y 6zfonksiyonunun (0,1) aralifinda n sayida sifir, n>N igin (n-1)
sayida sifir1 vardir.

Ispat: A, fve g’ nin grafiklerinin kesisim noktalarinin kargihgidir. Agiktir ki,

0<n< N araligii¢in her B, , bir kez g’nin grafiginin sol daliyla kesisir.

n

Lemma 3.5.1, karsilikli salimim sayilarini verir. Benzer bir kural, _—d‘:/inD
Cl

olmadiginda, g’'nin sag dalim1 kullanarak, n>N icin gergeklesir. Sonraki durumda,

A

vo =40 dir. Ve Lemma 3.5.1’den 6zfonksiyonun N sayida sifirt vardir.

Sonug 3.5.1.: (i) pre AC[0,1] ise

A,=((n +v)fr)2 +o(n) dir

Burada,

d,=0 iseVZ_—; ve d,#0 ise v=-1 dir.

(if) Bundan bagka ( pr), € AC[0,1] ise o zaman O(1), o(n) nin yerini alabilir.
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Sonug 3.5.3.: Eger ¢, =0<0, ise Sonug 3.5.1. asagidaki degisikliklere sahiptir:

dy,=0 isev=0 ve d,#0 iseVZ_—zl.

Simdi de spektral problem,

-y +gx)y=1y  0<x<I (3.5.4)
b,y(0) = d,y'(0) (3.5.5)
(aA+b)y1)=(c,A+d,)y D) (3.5.6)

seklinde g6z oniine alinsin. A spektral parametre, g(x), [0,1] araliginda reel degerli
siirekli bir fonksiyon ve a;, by, b, ¢, d,ved, reel sabitlerdir. |by|+|d,|#0 ve
o =a,d,—b,c, >0 seklindedir.

[10]’da (3.5.4)-(3.5.6) probleminin 6zfonksiyonlarinin salinim 6zellikleri ve

0zdeger ve ozfonksiyonlar i¢in asimptotik formiiller elde edilir. Benzer sonuglar

[11]°de de elde edilir.

Teorem 3.5.2.: (3.5.4)-(3.5.6) siir deger probleminin 6zdegerlerinin, sinirsiz artan
{4}, dizisi vardur.

Ay <A <A <..<A <.,
Ayrica,
(@) ¢, #01ise, A, ’ebagh y, (x) oOzfonksiyonu n< N igin tamamen n sayida basit
sifira sahiptir ve (0,1) aralifinda » >N icin tamamen (n-1) basit sifira sahiptir.
(b) Eger ¢, =0 ise, A, ’e bagh y (x) ozfonksiyonunun (0,1) araliginda tamamen

n basit sifir1 vardir.
[7] ve [16]’da (3.5.4)-(3.5.6) probleminin 6zfonksiyonlarinin tabanlik

ozellikleri incelenir.

Teorem 3.5.3.: k,’1 sifirdan farkli keyfi bir sabit tamsay1 olsun. O zaman {y,(x) }

sistemi (n=0,1,2,...;n#k,), L,(0,1) uzaymnda minimaldir.
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Teorem 3.5.4. k,, keyfi, sabit, negatif olmayan bir tamsayr olsun. O zaman

{y,(x) } (n=0,1,2,..;n#k,), sistemi L,(0,1) de kosulsuz bir tabandur.

3.6 ISI ILETIMI ILE ILGILI SINIR DEGER PROBLEMI

Yari-sonsuz sag silindirik kati cisim, keyfi sekil ve boyutta capraz kesite ve
x=0 da diiz ug yiizeye sahiptir. Yan yiizii 1s1 ge¢isine kars1 yalitilmistir ve pozitif
x eksenine bagli baslangic sicaklik dagilimina sahiptir. Sivi, keyfi baslangi¢
sicakligint muhafaza etmek i¢in iyi karigmis sekildedir. # =0 aninda, katinin diiz ug
yiizeyi siviyla temas icindedir. Basitlik i¢in, sividan cevreye ve cevreden de siviya
151 iletiminin olmadigin1 varsayilir.

Amag, herhangi bir £ >0 aninda, sivimin sicakhifina ve katinin sicaklik
dagilimina uygun bir kurali belirlemektir.

¢t anindaki ve x pozisyonundaki katinin @(x,t) sicakligi 1s1 denklemi ile,

dw Jw
2 _ow 3.6.1
ox> ot ( )
bi¢iminde gosterilir. Burada o’ :i , k katinin 6z iletkenligi, p yogunluk ve ¢

pc
ise 6zgiil 1s1dir. A, kati cismin x =0 ug ylizeyinde, capraz kesitinin alani olsun. Bu

ucun yiizeyi siviyla temastadir. 0(¢), her ¢ aninda sivinin sicakligini gostersin, o

halde kat1 cisimle siv1 arasindaki termik baginti,

@0,)=0v(1t)  t>0 (3.6.2)

ile ifade edilir. Kati cisimden siviya 1s1 akisinin oram1 x =0 ug yiiziinde —kA @, ’ dir.
Sividaki 1s1 birikiminin oran1 da gM v'(¢) *dir. Burada M sivimn kiitlesi, g ise 6zgiil

1s1s1dir.
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gM V' (t) = —kA ,(0,1) (3.6.3)

Sonu¢ olarak, eger @,(x) ve v, katdaki ve sividaki baslangic sicakliklarii

gosterirse,

ling ox,t)=w,(x) x>0, limo(@)=1v, (3.6.4)

t—0
sagladigi acgikca goriiliir. (3.6.1)-(3.6.4)’de formiile edilmis problem hem w(x,?) ’yi
hem de v(¢) ’yi icine alir. Problem sadece @(x,t) icin asagidaki gibi formiile

edilebilir. Once, (3.6.3),
o ,
T V() +w,00.)=0 (3.6.5)
o

seklinde yazilsin.

2

gM

Burada, o= dir. Genelligi bozmadan o =1 kabul edilebilir.

Sonra, (3.6.2)’yi kullanarak (3.6.5),
0,0,n)+a’®,(0,t)=0

seklinde yazilabilir. @(x,t) icin problem,

282—(0:8—(0 x>0, t>0 (3.6.6)
ox> ot
00,H+a’® (0,H)=0 t>0 (3.6.7)
a(x,0) = @, (x) x>0 (3.6.8)
@(0,0) =, (3.6.9)
seklindedir.

Problemin fiziksel durumunu korumak i¢in, x =oo da smirlilik kosulunun oldugunu

varsayilir ve boylece @w(x,t) ¢oziimii sinirh kalir.

Eger ¢coziim w(x,t) =u(x).g(¢t) carpimi kabul edilirse, (3.6.6) ve (3.6.7)

W) _ g0
u(x) a’g(r)

B
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W) _ —g'(t) _
u(©)  ag(r)

haline gelir. Burada —A ayrilma sabitidir ve 4 >0 dir, yalmz bu durumda sifir

olmayan ¢6ziim vardir. Bundan dolay1

W' (x)+Au(x)=0

g'n+Aa’g(1)=0,
denklemleri elde edilir. Tkinci denklemi cozerek,

g=e"" (3.6.10)
bulunur.

u(x) ¢oziimiinii bulmak i¢in de ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemle

baglantili spektral gésterimin bulunmasi problemi incelenir.

W (x)+Au(x)=0 x>0 (3.6.11)
w(0)— A u(0)=0 (3.6.12)
lim | u(x)| < e (3.6.13)

ikinci dereceden diferansiyel denklemi i¢in sinir problemi ele alinsin. S, iki U
vektoriiniin bileseninin uzay1 kabul edilsin. Birinci bilesen x >0 ag¢ik araliginda, iki

kez diferansiyellenebilen reel u(x) fonksiyonudur. ikinci bilesen skaler u, dir. Oyle

Ux) = (”(x)j.
Uy

Simdi D < S ve Ue D olan D alt uzaymn vektorleri géz oniine alinsi. Oyle ki,

ki,

u, =u(0) ve x — oo yaklasirken u(x) simirhdir. U € D vektorleriyle islem goren bir

L operatorii tammmlanirsa,

U= (_” (x)] (3.6.14)
u’(0)
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olur.
(3.6.11)-(3.6.13)  siir deger problemi, LU =AU seklinde formiile edilebilir.
Burada L, A’dan bagimsizdir. Keyfi bir Fe S i¢in LU — AU = F alinsin. Bunun

icin U € D ¢dziimil
Ux)=[G(x.&A)F(§)dé (3.6.15)

olur. G(x,&,A) problem i¢in gereken bir matris ve LG —AG =1 nin bir ¢oziimiidiir.
Burada
A A
I= ’ (3.6.16)
4, A
seklindedir.

(3.6.15) problemin ¢dziimiinii gosterirse,

(L=A)U = [(L=A)G(x,E DF (£)dé = F(x)

Sy 8

olmasi yeterlidir. Ayrica, G,

g(xeA)  g(xg, ﬂ)}

G(x,E )=
”5)(&@M 2. (&)

ile verilmistir.

Burada g, ve g, x — oo ‘ayaklasirken sinirhdir ve
80,5, =g,(&. D
8;(0,6,1)=g,(5. )

seklindedir.

Tek tiirlti tammlanan g, , i =1,2,3,4 asagidaki sekildedir:

i()g
£ (cos\/zx<+\/zsin\/zx<)e ’
x’ . =
8( ) 7
iNagE
e

/1—1\/1

(3.6.17)

g2(§7ﬂ):

(3.6.18)
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A 3.6.19
(&A= _lf (3.6.19)

*5

(3.6.20)

A
g4(§ ) —l\/_

Burada x. ve x,, x ve & nin daha kiiciik ve biiyiik degeridir ve karekokii de

> 9

0 <arg A <2z arasindadir. Spektral gosterim,

lim 5 j G(x,& A)dA (3.6.21)
Cr

gosterilmesinden sonuglanir ve I ’ya yakinsar. C, cevresi bir orijinle ilgili R

yarigapli, pozitif reel eksen boyunca kesilmis, kompleks A -diizlemi i¢inde olan bir

cemberdir.
\/Z:l , O<argA<2r kabul etmek yeterlidir. Sonra, (3.6.12), (3.6.12") 'ne
doniisiir.

lim j G(x, &, 1) 1dl (3.6.21)
I

I';, =R den R ye yukar1 yan diizlem i¢inde, kompleks / diizleminde R yarigaph
yari-gember iceren kapali bir cevredir. g,(x,&,4) i=1,2,3,4 , A=—1 de basit
kutuplara sahiptir, dyle ki /=i de basit kutuplara doner. S$imdi I', cevresinin

dairesel parcasi iizerindeki integral R — oo ’a giderken I’ ya yonelsin. Daha sonra

basit bir kalan hesabuyla,

i
I=
4, 4

seklindedir. Burada A, A,, A,, A, asagidaki bi¢cimdedir:

2 % (coslx+1sinlx)(cosl& +1sin lé‘)

-

A =-2 4= 3.6.22

T e 71';[ I>+1 ds ( )

» (cosl§+lsml§)
=2e - 3.6.23
A=z 71'-([ I’ +1 ( )
¢ I&+1sinl

A=2¢ e 42 ¢ [(cosig+lsinlf) (3.6.24)

) 71' > +1

0
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(3.6.25)

Simdi, F, S’de keyfi bir vektor kabul edilsin 6yle ki

f(x)
F(x)= .
(x) [f()J

F’ nin spektral gosterimi asagidaki gibi sonuclanir:

F(x)= J(Az A J[ff)jdg (3.6.26)

(3.6.22)-(3.6.25), (3.6.26)’da yerine yazilir; matris carpimi uygulanirsa bazi cebirsel

basit islemler sonucunda spektral gosterim,

fx)=—2¢" { fy+ j e’ f(f)df} +
(3.6.27)

J~coslx+lsmlx {fo"‘_‘.f@) cosl§+ls1nl§)d§}dl

fo= 2|:f0 +T€§f(§)d‘§:|_ %lel__l_l{fo +Tf(§)(COSl§+lsml‘f)df}dl

(3.6.28)
olur.
Ayrica x>0 araligimin her yerinde (3.6.27)’nin sag tarafimin f{x)’i gosterdigi

belirlenir. Fakat x>0 ’da oyle bir sekilde siireksiz olur ki keyfi tammlanmis f

skalerini gosterir.

Teorem 3.6.1.: f, keyfi bir skaler olsun ve f{x) siirekli ve x>0 ’da birinci ve ikinci

tiireve sahip olsun.

f”<x>=0(i2} x—>oo,
X
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f(x)=0(lj X — oo
X

kabul edilsin.
O zaman, (3.6.27)’nin sag tarafi, x >0 olan her yerde f(x)’e doniisiir ve x=0 i¢in
(3.6.28)’de verildigi gibi —f,’e doniisiir.

(3.6.27) ve (3.6.28) gosterimleri doniisiim c¢ifti seklinde asagidaki gibi yazilabilir:

) =—2ﬂe’x+£TB(k) cos k jk SINKY (3.6.29)
Ty k™ +1
~fo=-28 +ETB(1<) Lk (3.6.30)
’ 73 kK +1
burada
B=f+[efr(&dé (3.6.31)
B(k)= f, +T F(&)(coské +ksinkE)dé (3.6.32)

elde edilen gosterimleri kullanarak, (3.6.6)-(3.6.9) problemi c¢oziiliir. Aciktr ki,
(3.6.7)’yi saglayan (3.6.6)’nin bir ¢6ziimii su sekildedir:

cos kx + k sin kx

> 2%
o(x,t)==2PBe "+ = | Bk
(x,1) =2 fe zj ()[ o

}e‘“zsz dk (3.6.33)

Simdi B ve B(k) Oyle belirlenmelidir ki (3.6.8) ve (3.6.9) kosullar1 birlikte
saglansin. O halde,

0, () =2 +2 [ B(k){w} dk (3.6.34)
Ty k™ +1
veE
v ——2,B+z]iB(k) U (3.6.35)
! ry k1 o
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gosterilir.

Buradan, aym zamanda (3.6.33) ve (3.6.34) bagintilar1 gosterir ki,

(3.6.33)’iin sag

tarafi, genel bir durumda x >0 araliginda belirli bir fonksiyonu ifade eder fakat

x =0 uc noktasinda belirli bir bicimde siireksiz hale gelebilir. Bu nedenle, sadece

siireksizligin kurali icinde, sivinin baslangi¢ sicakligr ¢oziimii etkiler, fiziksel

alanlarda bu durum agikc¢a bellidir.

(3.6.29)-(3.6.32)’den S ve B(k)

=-0, +Te-f w,(&)d¢

B(k) = -1, +T @, (&) (coské +ksink&) dk

seklinde belirlenir. (3.6.36) ve (3.6.37), (3.6.33)’de yerine yazilirsa,

(3.6.6)-(3.6.9) sinir deger probleminin ¢6ziimii

o(x,t) = 2voe—x+a2; _ 26—x+a2r‘l'e—§a)o (éf) dé:_

0

P _dk[ coskx+ksmkx)}
J. dk +
0 +1

2T 2 | (coskx+k sin kx)
V4 k*+1

0

bulunur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1.1ST ILETIMINE ILiSKIiN BIiR SPEKTRAL PROBLEM

(—;—1:2%+q(x)u O<x<l, >0 4.1.1)
denkleminin

dyu (0,t)=bu(0,t)=0 (4.1.2)

au,(L,t)+bul,t)=du (1,1) (4.1.3)

sinir kosullarini ve
u(x,0) = @(x) (4.1.4)

baslangi¢ kosulunu saglayan ¢6ziimii incelenir. Burada, ¢(x) siirekli, parcali-siirekli,
ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olarak ¢@(0)=¢(1)=0 kosulunu saghyor. g(x),
[0,1] araliginda reel degerli siirekli bir fonksiyon , a,, b,, b,, d, ved, reel sabitlerdir.
Ayrica, |b|+|d,|#0 ve o=ad >0 kosulu saglansm. Amag, (4.1.1)-(4.1.4)

probleminin kapali (0<x<1,0<¢<T) bolgesinde siirekli ¢éziimiinii bulmaktir.
Coziimil bulmak icin degiskenlere ayirma yontemi uygulanir. Problemin sifir

olmayan ¢oziimii
u(x,t)=Xx)T(t) (4.1.5)
biciminde aransin. Bu ifadeyi (4.1.1) denkleminde yerine yazarak,

T _X'w,

o X0 g(x) (4.1.6)

37



esitligini elde edilir. (4.1.6)’min sol tarafi sadece t'ye, sag tarafi ise sadece x’e
baghdir. ¢ ve x birbirine bagh olmayan bagimsiz degiskenler oldugundan (4.1.6) nin

her iki tarafi ayn bir sabite esittir.

70 _ X"

T X 1= -4

olsun, burada A >0 dir, yalniz bu durumda (4.1.5) bi¢iminde sifir olmayan ¢6ziim

vardir. Bundan dolay1

X"(x)+q(x)X (x) =—AX (x)
T' )+ AT (t)=0

denklemlerini elde edilir. Tkinci denklemi cozerek,

T{t)=e™
bulunur. (4.1.5) ifadesi

ux,0)=X(x)e™ (4.1.7)
seklinde ifade edilebilir. Bundan dolay1 (4.1.1)-(4.1.3) smir- deger probleminin
cozimii X (x)e™™ biciminde aransmn. (4.1.7), (4.1.2) smir kosulunda yerine

yazilirsa

d,X'(0)e " -b,X(0)e ™ =0 veya
d, X'(0)—b, X(0)=0
olur.

(4.1.3) smur kosulunda yerine yazilirsa

“AaX(Me* +bX(Ne™ =d X (1)e” veya
(b,—Aa)X()-d, X 1)=0

kosulu elde edilir.

Dolayisiyla ¢oziimiin (4.1.7) ifadesindeki X (x) fonksiyonu,
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X" (x)+q(x)X (x) =—AX (x) O<x<l (4.1.8)

denklemini
d, X'(O)—bO X(0)=0 4.1.9)
(bl—/ial)X(l)—le'(l):O (4.1.10)

sinir kosullarin1 saglar.

4.2. OZDEGER VE OZFONKSIYONLAR ICIN ASIMPTOTIK
FORMULLER

u(x,t) sifir olmayan ¢6ziim oldugundan, X (x) fonksiyonunun (4.1.8)-(4.1.10) sinir

probleminin 6zfonksiyonu olmasi gerekir.
{X,()} fonksiyonlar dizisi (4.1.8)-(4.1.10) suur deger probleminin

ozfonksiyonlari, A4, 6zdegerleri olsun. [10]’dan

4.2.1)

oldugu yerlerde
4,=(7(n+v)) +0Q) 4.2.2)

seklinde bulunur.

Buradan yeterince biiyiik # i¢in,
\//1_n=(7r(n+v))+0(l) (4.2.3)
n

elde edilir. $imdi 6zfonksiyonlar bulunur. X, (x) dzfonksiyonu yeterince biiyiik n

icin,
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seklinde hesaplanacaktir. Burada, P,’ler normlastirici ¢arpanlardir.

d,=0 ic¢in P =£ ,
2ib,

d,#0 icin P =

[17]den,
o,x 1 .
@, (x,p)=e"" (HO(;)] (i=1.2)
o=—w0,=i Ve

U(9,(x.10) =by0,(0, )~ dy@/ (0, 1), j=1.2

seklindedir.

(4.2.4)

4.2.5)

(4.2.6)

4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.1y’de ki durumlar i¢in (4.2.3)’0 kullanarak yeterince biiyiik n i¢in X, (x)

ozfonksiyonlarim elde edilir. Once d, =0 durumu ele almsimn. (4.2.3)’den

JA, =mn+ oy
n

olur.

(4.2.4)'de (4.2.7) ve (4.2.8) yerine yazilarak,

Jix 1 j _ﬁ,,,»x[ 1
e 1+ 0(——) e 1+ 0(—=)
X (x) — \/2 [ \/ﬂn \Iﬂn
L Yk b (1 o) b | 1+0(——)
+ +
0 \/ﬂ,_n 0 \/ﬂ,_n
N2 R A 1
X, (x)= 2ib, b,(e —e )| 1+ O( Tn )
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X (x)=+2 sin\/ﬂ_”x[1+0(ﬁ)J

elde edilir.

(4.2.9)’dan ve
L=1—x+x2... (4.2.10)
1+x

acilimini kullanarak,

X (x) =2 sinnzx+ 0(1) (4.2.11)
n

bulunur.

Simdi d, # 0 durumunu ele alinsin. (4.2.3)’den

\//1_n=7r(n—%)+0(l) (4.2.12)
n

seklindedir.
(4.2.4)'de (4.2.7) ve (4.2.8) yerine yazilarak,

eﬁ"’*(HO(L)J eV ”‘(1+0( J
2 V. JA
X =T
l n "0 .
(b, — dyi /1,1)[1+0(\/ZJ (5, +d1\/_)[1+0(\/7n)

\/E ix . —JAix . 1
XH(X)ZZi\/ﬂ_,,dO [e*/z (bo +dol\//1_n)—e Y (bo—doz A, )} (IJFO(F)}

n

X, (x )_[\/,T sm\/_xj[l+0(\/_ J+(\/§C0s\/ﬂ_”x)[l+0(ﬁ)J

bulunur.

sin \//1_” x smirh bir fonksiyon oldugundan, n — oo yaklasirken L—>0 elde

VA

edilir. Bu ylizden
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1
X (x)Z(ﬁcos,//’t x)[l+0(—)
n n \/ﬂ,_n
olur. (4.2.10) ve (4.2.12)’den

X, (x) =~/2cos (ﬂ'(n —l) xj n 0(1)
2 n

seklinde hesaplanir. Dolayisiyla, ispat1 yapilan teorem asagidaki gibidir:

(4.2.13)

Teorem 4.2.1: (4.1.8)-(4.1.10) sinir-deger probleminin 6zdegerleri, yeterince biiyiik

n igin,

JA, = (z(n+v))+0(%)

bi¢imine sahiptir. Ozel olarak, (4.2.1) durumlarinda zdegerler,

an+ 0 dy=0
n

=

z(n —l) + 0(1) d,#0
2 n
olur.Karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise,

J2 sinnzx+ oy d,=0
n
X, (0= 1 1
\/Ecos(n—ajmﬁ o-) d,#0
n

asimptotik ifadelerine sahiptir.

4.3. MINIMALLIK VE TABANLIK

(4.2.14)

(4.2.15)

Simdi 6zfonksiyonlarin tabanligini elde etmek icin 6nce bunlarin minimal bir

dizi oldugu gosterilmelidir. Bunun i¢in minimal sistemin Teorem 3.3.1°deki

ozelliginden yararlanilir. Bununla baglantili agsagidaki teorem su sekildedir:
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Teorem 4.3.1.: k, sifirdan farkli keyfi, sabit, negatif olmayan bir tamsay1 olsun. O

zaman X (x) sistemi, (n=0,1,2,..;n#k,) L,(0,1) uzaymda minimaldir.

Ispat: L,(0,1) *de X,(x) sistemine (n=0,1,2,..;n#k,) biortogonal {U,(x)}
sisteminin varligin ispat etmek yeterlidir.

Bunun igin, L,(0,1) uzayinda {X,(x) } dizisine biortogonal {U,(x) } dizisi var
olsun. Budizi (n=0,L2,...;n# k,) olmak lizere, n,m # k, igin
(U,.X,)=0 4.3.1)

kosulundan bulunsun.

X, (x) ve X, (x) (4.1.8)-(4.1.10) sinir-deger probleminin ¢oziimleri olsun.

X, (x) ve X, (x) diferansiyel denklemi sagladigindan,
X, (0)+q(0)X,(x)==4,X,(x)

X, () +q(0)X, (x)=-4,X, (x)
esitliklerine sahip olunur.

Birinci esitlik X, , ikinci esitlik X, ile carpilip taraf tarafa ¢ikarilirsa,

X, ()X, (x)-X ()X, x)=(4,-4)X,®)X, (x)

elde edilir. Elde edilen esitlik 0 dan 1’e kadarx’e gore integre edilirse,

1
(X)X, (0= X, (0, (0)dr=(4, - 4,) [ X,(0X,, () dx
0

O ey —

kismi integralleme sonucunda,

(x, @0x,0-x, WX, <x))’dx =(4,~4,) [ X, (X, (x)dx

O Sy —

1
:(ﬂm _ﬂ'n)(Xn’Xm)

0

X, (90X, (0= X, (X, ()

X, X, M- X, WX, M)~ (X, 0)X,0)-X,0X,0)=(4,-4)(X,X,)

(
(

bulunur.
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X, (x), (k=0,1,...) fonksiyonu, (4.1.9), (4.1.10) sinir kosullarini sagladigindan,

b, X, (0)—d, X (0)=0 (4.3.3)
(bl—/?% al)Xk(l)—le,:(l)zo 4.3.4)
olur.
|b0| +|d0| # 0 olmasindan ve tiim n,m =0,1... icin (4.3.3)’den
, b, b,
X,/ 0="X,0 . X, 0)==2X,(0)
d() d()
esitliklerini kullanarak,
X,(0)X,,0)-X,(0)X,(0)=0 (4.3.5)

oldugu gosterilir.
[10]’dan (4.1.8)-(4.1.10)

artan {4, } " dizisi vardur;

A <A <A <. ve X,(x),X (x),X,(x),..

(X, X,) =~ X, (X, ()

1

sinir- deger probleminin dzdegerlerinin sinirsiz

uygun 6zfonksiyonlar olsun. Once,

oldugu gosterilsin.

(4.3.2), (4.3.4) ve (4.3.5)’ii kullanarak , m#n igin, (X,,X,, ) i¢ carpimi hesaplanir.

(4.3.2) den,

(X, X, H-X, X, DH)-(X,0X,0)-X,(0X,(0)

(Xn’Xm)=

ve (4.3.5)’den

_X,MX, M- X)X, 1)

X,, X
( n In) &n_ﬂn

olur.

(4.3.4)’den elde edilen
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X/(1)= (bl_d#al) X1 ve X.(I)= w X (1)

1 1

esitliklerini (4.3.6)’de yerine yazarak,

(X,.X,) ==L X, (X, (D) 43.7)
1
hesaplanir.
U, dizisi,
U,=B(X,-AX, ) 4.3.8)

bi¢iminde aransin. (4.3.1)’e goére n# m olmak iizere (U,,X, )=0 olmasi gerekir.

Bundan dolay1, B #0 olmak iizere,

(U, X,)=B[(X,.X,)-A(X,.X,)|=0
olur.

Buradan,

(X,.X,)=A(X,.X,) eldeedilir.

n’

(4.3.7)’ye gore x=1 oldugunda,

—% X X, (1)= —A% X, ()X, 1)  olurki, buradan

1 1

X,
X,

A (4.3.9)

seklindedir. (4.3.9)’1 (4.3.8)’de yerine yazarak,

_ X, M

Un=B{Xn(x) X0
ko

1)
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hesaplanir. Buna gore,

X (1
(Un’Xm):B (Xn’Xm)_A(Xk ’Xm) (4‘3‘10)
X, M7
bicimindedir.
n#m igin (U,,X,) i¢ carpimmnin sifira doniistiigiinii gosterilsin. B#0 olmak

lizere,

a XMD(a
X )=B|-—LX DX O+——=2LX (DX (1
U,.X,) { %0 "’()+Xk(,<l>(dl (D m()ﬂ

esitligi elde edilir. Gerekli sadelestirmelerden sonra

(,.X,)=0

n’
olur.

Simdi n=m oldugunda B katsayisi bulunsun.

(U,,X,)=1 kosuluyla, (4.3.10) ve (4.3.7)’den,

n’

X (1
1:(Un’Xn):B (Xn’Xn)_Xn—((l))(Xko’Xn):|
ko

_ 2 X, _a
= B||x, —Xk(,a)( / Xn<1>xk(,(1)ﬂ
=B{||Xn 4 (x,m) }

dl

elde edilir.

Buradan,
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1

B= , 4.3.11)
2 2
|, +~ (X, M)
dl
hesaplanir.
Buna gore {U,(x)} sisteminin elemanlar, (n=0,1,2,...;n #k,)
U (x)= ! {Xﬂ -y (x)} (4.3.12)
xS apl T X
1

ile tanimlanir.

Boylece, (U,,X,)=9,, esitligi dogrulanir, yani {U,(x) } ve {X,(x) }

dizileri (n=0,L2,..;n# k), L,(0,1) uzayinda biortogonal dizi olustururlar.

{X,(x) } sistemi biortogonal eslenige sahip oldugundan minimaldir. o

Teorem 4.3.2.: k,, keyfi, sabit, negatif olmayan bir tamsayr olsun. O zaman

{X,0} (n=0,1,2,..;n#k,), sistemi L,(0,1)’de kosulsuz bir tabandur.

ispat: Oncelikle X, (x) sistemi (n=0,1,2,..;n#k,), L,(0,1) icin ortonormal taban
olan {\/E sin mz’x} (n=1,2,...) sistemiyle kargilagtirilsin.

d, =0 durumunda, yeterince bilyiikk » icin, (4.2.14) ve (4.2.15)’den

HXn(x) —2sin msz << (4.3.13)
n

esitsizligi gecerlidir.

ko

2

n=l1

‘Xn (x)—+/2sin msz2 4.3.14)

2
X, (x)- V25sin nﬂ'xH + Z
n=ko+1
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serisinin yakinsaklig: elde edilir.( k,= O i¢in ilk toplam olmayacak). Bundan dolay:
{X,(x)} sistemi (n=0,1,2,..;n#k,), {x/zsin nﬂ'x} (n=1,2,..), sistemine kare

(kuadratik) yakinsaktir.

Aym sekilde, d,#0 igin {X,(x)} sistemi ortonormal taban olan

{\/Ecos(ﬂ'(n—i)x)} (n=1,2,...) sistemiyle karsilastirilirsa, (4.2.14) ve (4.2.15)

2

den yeterince biiyiik n icin d, # 0 durumunda,
HXn(x) —\/Ecos(ft(n—%)x)u <<
n

esitsizligi gecerli olur.

k()

2 X,,_I(X)_\/ECOS(ﬂ(n—%)x)H n i

n=1 n=ky+1

4.3.15)

‘Xn ()c)—\/Ecos(ﬂ'(n—%)x)u2

serisinin yakinsaklig: elde edilir. (k,= O i¢in ilk toplam olmayacak). Bundan dolayz,
{X,(x)} sistemi (n=0,1,2,..;n#k,), {\/Ecos(ﬂ'(n—%)x)} (n=1,2,...), sistemine

kare yakmnsakar. {X,(x)}, (n=0,1,2,...;n#k,) sisteminin L,(0,1) *de minimal

oldugu Teorem (4.3.1)’de gosterilmisti. O halde Bari teoremini kullanarak Teorem

(4.3.2)’1in ispatin1 elde edilebilir.

Sonug olarak, { X, (x)} sistemi yakinsak ve minimal oldugundan kosulsuz bir
tabandir. O

[77’de gosterildigi gibi, tabanliga iliskin  Teorem 4.3.2°de k, indisli

fonksiyon olarak sifir indisli fonksiyon da alinabilir.

4.4. 181 ILETIMI PROBLEMININ COZUMU

Simdi yeniden (4.1.1)-(4.1.4) problemine doniilsiin. (4.1.1) denklemi lineer

ve homojen oldugundan 6zel u, (x,t) ¢oziimlerin toplami
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u(x,r)= iun (x,1) = i A e X (x) (4.4.1)
n=1

n=1
seklindedir.
u(x,t) fonksiyonu (4.1.1) denklemini ve (4.1.2), (4.1.3) smir kosullarim saglar.

Baslangi¢c kosulunu kullanarak A katsayisi bulunur. (4.4.1) fonksiyonuna (4.1.4)

kosulu saglatilarak

u(x,0)=@(x)= iun (x,0)= iAn X, (x) 4.4.2)

n=1

elde edilir. Buise, ¢(x) fonksiyonunun X (x) 6zfonksiyonuna gore agilimidir.
[1]7’deki Fourier serileri teorisinden bilinir ki, [0,1] araliginda verilmis her parcali-

siirekli ve parcali-tiirevlenen f(x) fonksiyonu Fourier serisine agilabilir.
f(x)= iAn sinnzx ,
n=l
burada
A = Zj. f(&)sinnaédé .
0

Buna gore A, katsayilart ¢(x) fonksiyonunun [0,1] aralif1 lizerinde Fourier

katsayilaridir ve
1
A, =2 X, &) d& (4.4.3)
0

seklindedir.

Simdi (4.4.3) formiilii ile tanimlanan A, katsayilh (4.4.1) serisinin, (4.1.1)
probleminin tiim kosullarin1 sagladig1 gosterilsin. Bunun i¢in (4.4.1) ile tamimlanan
serinin tiirevlenebilir oldugu, 0<x<1 , >0 bolgesinde denklemi sagladig1 ve
bolgenin smir (£ =0 oldugunda vex=0,x=1) noktalarinda siirekli oldugununun

kanitlanmasi gerekir.

1>1>0 ( ' yardimci1 sayidir) i¢in tiirevlerden olusan

= du, = zun
Z ot ve Z ox*

n=1 n=1
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serilerinin diizgiin yakinsak oldugu gosterilsin. Gergekten, d, =0 durumunda,

du,
ot

=|-4, (e e X, ()

= ‘—Aﬁ (zn)’e™ ™ 2 sinnwx— A, (7n)’ e ™0 (lj
n

<|A |z’ nle ™ + {1 +0 (lﬂ
n

Eger ¢(x) smrh ise,

@(x)|< K dir. O halde

<2K

4| =2 @(&)sinna dg

olur. Buradan

.. |ou
121t 1¢in .

.
<2K(mn)*e ™!

olur. Benzer olarak

- .. 82u _ 27
t2t igin |—H< 2K (mn)’e ™!
ox
seklindedir.
a,=Nn’e™"  olmak iizere, Zan istten sinirlayan (majorant) sayisal serinin

n=1

yakinsakligt D’ Alembert kriterine gore,

n+l

o

n

lim

n—soo

22,2 -
) n+l q e—?r n-(n"+2n+)t ) 1 q ., ~
zhm( j =lim|1+—| 7 " =0

227
—7T°n"t
n—oo n e n—oo n

olur. d;,# 0 durumu ele alinirsa,

2

2l |-,z € 00

ot

- ‘—An (m(n-1))’ DD cos z(n —Hx—A (2(n-1))’ Gl (1j

n

<|a| @ -t {HO@)}
n
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Eger ¢(x) simrh ise, (0(x)|<K dir. O halde

Al=2 <2K

[p(&)cosa(n-hgag

olur. Buradan

- ou,

.. 2 —(m(n—L 7
t2t 1¢in (rnp) 7
ot

<2K(m(n-1)) e

olur. Benzer olarak

2

2_
t

t=>t icin Wuzn < 2K(7[(n _%))2 e—(fr(n—%))
seklindedir.
o,=Nn'e T olmak uzere, Z o, stten smirlayan (majorant) sayisal

n=1

serinin yakinsakligi D’ Alembert kriterine gore,

arH—l

a

n

lim

n—oo

2 1327
. (n+1) e 1Y _om:
:hm( j ==lim| 1+~ | e " ®" =0

n—eo n e_ﬂ'z(”_%) t n—»>oo n

olur. Bundan dolayi, (4.4.1) serisini terim terime 121>0 bolgesinde istenilen

mertebeden tiirevlendirme gerceklesir. Bu seri ile tanimlanan fonksiyon (4.1.1)

denklemini saglar. ¢ yardimci say1r oldugundan tim ¢>0 icin de saglanir.
Dolayisiyla, (4.4.1) serisi ¢ >0 oldugunda istenilen mertebede tiirevlenebilen ve

(4.1.1) denklemini saglayan fonksiyonu verir.

Teorem 4.4.1.: Eger ¢(x) siirekli, parcali-siirekli fonksiyon olarak ¢(0)=¢(1)=0

kosulunu saglarsa, o halde
u(x, )=y A e™" X, (x) 4.4.4)
n=1

serisi ¢ >0 icin siirekli fonksiyon tanimlar.

Ispat: Gergekten,
|u, (x,0)| <|A,| (t=0, 0<x<1 icin)
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esitsizliginden, =0, 0<x<1 icin (4.4.4) serisinin diizgiin yakinsaklig1 elde
edilirr. ~ Burada yukaridaki kosullar1 saglayan ¢(x) fonksiyonu i¢in Fourier
katsayilarinin modiillerinden olusan seri yakinsaktir. Buna gore (4.4.4) serisi siirekli,
parcali diizgiin baslangi¢ kosuluyla ele alinan problemin kapali (0<x<1,1>0)
bolgesinde siirekli ¢oziimiidiir.

Simdi, A, 'nin degerini (4.4.1)’e gotiirmekle, d, =0 durumunda,

ool st
=j;[226 M[\/_smmzf+0( D(\/_smnﬂ'x+0( D }gp(f)df

n=1

(4.4.5)

elde edilir. ¢>0 i¢in parantezler i¢i &’ye gore diizgiin yakinsak oldugundan, ¢ >0
icin toplam ile integrasyon islemleri birbiriyle yer degistirebilir.

Bu ifadede,

G(x,E,1) = [226» 4’(\/_smm§+0( D[\/_smmﬁo(ljﬂ (4.4.6)

seklindedir.
(4.4.5)’de yerine yazarak,

u(x,t)= [G(x.&,1) p(&) d& (4.4.7)

olur.

Ayni sekilde d, # 0 durumunda,

()= 2[4 P& (f costn =37 +0( 1 jj d;ﬁ} ﬂf(ﬁcosm_gmo[%jj
=H2n_ ’“(\/_cos(n——)ﬂ'f+0( D(\/_cos(n——)ﬂ'x+0(ljj }q)(f)ds‘

(4.4.8)
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elde edilir. >0 icin parantezler i¢i &’ye gore diizgiin yakinsak oldugundan, ¢ >0
icin toplam ile integrasyon islemleri birbiriyle yer degistirebilir.

Bu ifadede,

G(x,&,1) = [22 e [ﬁ cos(n —%)ng + 0(1D(\/5 cos 77(n —%)x+ o(lD }
n=1 n n
(4.4.9)

seklindedir.
(4.4.8)’de yerine yazarak,

u(x,t)=[Gx.&,1) p(&) d§ (4.4.10)

olur
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5.SONUCLAR VE ONERILER
Bu tezde ele alinan sonuglar, Bulgular ve Tartisma boliimiinde,

4.1. ISI ILETIMINE ILISKIN SPEKTRAL PROBLEM

4.2. OZDEGER VE OZFONKSIYONLAR iCIN ASIMPTOTIK FORMULLER
4.3. MINIMALLIK VE TABANLIK

4.4. 1SI ILETIMI PROBLEMININ COZUMU.

Bagliklar altinda toplanmustir.

4.1.”de 1s1 iletimine iliskin

2
%—L:=37b;+q(x)u O<x<l >0 4.1.1)
dyut, (0,1) = byu(0,1) =0 4.1.2)
au, (1L1) +bu(l,t) =du_(L1) (4.1.3)

sinir kosullarini ve

u(x,0) = @(x) (4.1.4)
baslangic kosulunu saglayan ¢oziimili incelendi. Burada, ¢(x) siirekli, pargali-
siirekli, ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olarak o0)=p1)=0 kosulunu
saglamaktadir. ¢(x) , [0,1] araliginda reel degerli, siirekli bir fonksiyon |,
a,,b,,b,,d,ved, reel sabitlerdir.

Degiskenlere ayirma yontemiyle, sinir-deger problemi

X7(x)+q(x) X (x) = —AX (x) 0<x<l 4.1.8)
d, X'(0)—b, X (0)=0 4.1.9)
(b—Aa)X(1)—d, X'(1)=0 (4.1.10)

problemine indirgendi.
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42°de (4.1.8)-(4.1.9) probleminin O6zdeger ve Ozfonksiyonlar1 icin

asimptotik formiiller belirlendi.

43°de (4.1.8)-(4.1.9) probleminin 6zfonksiyonlarinin minimalligi ve

tabanlig1 incelendi.

4.4°de (4.1.1)-(4.1.4) probleminin ¢6ziimii incelendi.

Elde edilen sonuclar 1s1 iletimi olaylarinda ve ¢dziimiin bulunmasinda kullanilabilir.
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