L. GIRIS

Leonard Euler’den (1707-1783) 6nce yapilan ¢alismalar yakinsakligin
kurallarina bagl olarak incelenmesi ile ilgili idi. Yakinsak olmayan seriler cok az
ilgi goriiyordu.

Agustin-Louris Cauchy, 1821 yilinda yaymnlanan Analyse Algébrique adl
calismasinda, yakinsak bir dizinin aritmetik ortalamasinin da yakinsak ve dizi ile
ayn1 limite sahip oldugunu gostermistir. ~ Boylece serilerin yakinsakliginin
incelenmesinde 6nemli bir adim atilmistir.

E. Cesa’ro 1890 da Cesa'ro yakinsaklik fikrini ortaya koydu.

{s,}, kompleks terimli bir dizi olmak iizere;

lim — D5, =1 meveut ise {s,}

. dizisil "ye Cesa’ro yaknsak ((C.,1)
" n+li%

yakinsak) denir ve lims, =1(C,1) seklinde gosterilir. Burada {s,} = dizisi,

Zak serisinin kismi toplamlar dizisi ise Zak serisi 1’ye (C,1) toplanabilirdir
k=1 k=1

denir.
Boylece yakinsaklik kavramina yeni bir bakis agis1 getirilmistir.
1911 yilinda O.Toeplitz, Lineer Uzay Teorisi Metotlar1 ile Toplanabilme

Teorisi arasindaki ilgiyi kurmustur.

A=(a, ) sonsuz matrisi verilmis olsun. Bir s=(s,) dizisinin bu matris ile

doniistimii;

(An(s))z(iankskJ dizisidir. Burada her bir ne ¥ icin ianksk nin
k=1

k=1

yakinsak oldugu varsayilmistir.

Eger,
1
, k<n
A=(a,)=n+1 alinirsa;
0 ,k>n



o 1 n )
A (s)= kZ::‘a”ksk :stk olur ki

k=1

bu da E. Cesa’ro 'nun verdigi (C,1) yakinsaklik metodudur.
A=(a, ) sonsuz matrisi;
1) lilfnank =0 her sabit k i¢in,
i) 1im Y, =1
k=1
iii) supi|ank| <oo
=

kosullarini sagliyorsa, A =(a,, ) matrisine ‘regiiler matris’ denir.

Tezimize temel olusturan James Mercer’in orijinal teoremi:

a e ; olmak iizere;

I-—a k<n
n+1
+1
a, =" k=n (1.1)
n+l1
0 k>n

olan A=(a,, ) matrisi;

i) lima,, =0 her sabit k i¢in,
ii) im) a, =1lim) a, =1,
" k=1 " ok=l

iii) supi a,|= supZn:

nook=l nok=l

< oo

ank
oldugundan regiilerdir. Bu matris altinda,
s =(s,) dizisinin A=(a,, ) matris doniisiimii;

A, (s)=as,+(1-a)o, dir.

! i s, dir.

Burada o, =
n-+ 1 k=0

A=(a,, ) matrisi regiiler oldugundan;



s, >1(n—>o) iken A (s)—>! (n—> ) dur
J.Mercer 1906 da a >0 icin,

A(s)>1 (n—>o) iken s, >0 (n— )
oldugunu gostermistir.

Boylece A metodunun yakinsakliga denk oldugu anlagilmaktadir. Bu nedenle
bir metodun yakinsakliga denk oldugunu gosteren teoremlere ‘Mercerian Teoremler’
denir.

Bu tezde Mercerian teoremler incelenmistir. Tezde yer alan Mercerian

Teoremlerde, J.Mercer’in orjinal teoremindeki o, aritmetik ortalamasi, herhangi bir

regiiler metotla ve hatta yakinsaklia denk metotla yer degistirmistir.

Ayrica o, aritmetik ortalamasinin yerine Norlund Tipi Metotlar ve

C,-(me ¢”) metotlarim kullanarak verilen teoremlerdeki Mercerian ozellikler

arastirilmistir.

Zan =1 iken tanimlanan herhangi bir A-limitleme metodunda da

n=1

> a,=1(A) olacaktr.

Mercerian Teoremler ise, » a,=1(A) iken > a,=1 olmasi igin
n=1

n=1
A =(a,, ) sonsuz matrisi iizerine konulacak kosullari arastirir.

Tezde kullanilmas1 nedeniyle baz1 dizi uzaylarini verelim.

s =(s,) reel yada kompleks terimli bir diziyi gdstermek iizere;

Sinirh diziler uzayz,
1. Z{s =(s,)I1IM >0, Vne ¥ icin |sn|s M}
Yakinsak diziler uzayz,
c= {s =(s,)! lignsn =1 mevcut}
Sifir diziler uzayi,
Cy = {s =(s,)! li,{nsn = 0}

ile gosterilir.



2.KAYNAK ARASTIRMASI

Serilerin yakinsakliginin incelenmesi ¢ok eski bir konudur. Léonard
Euler’den 6nce yapilan calismalar yakinsaklik kurallarina bagl olarak yapiliyordu.
Yakinsak olmayan seriler ya az ilgi goriiyor veya hig ilgi gormiiyordu. Hatta boyle
serileri incelemek akillica bir ig gibi goriinmiiyordu.

Euler’den once sonsuz dizi ve serilerle ilgilenenlerin basinda Leibniz ve
Newton gelir. Bu matematikg¢iler sonsuz serileri, yapilan hesaplarin dogal bir sonucu

olarak goérmiislerdir. Bu goriisiin bir sonucu olarak, James Bernoulli 1696 yilinda

1
l+x+x’+L =—
1-x
bagintisin1 kullanmistir. Euler ise bu esitlikte;

x = -1 yazarak, Euler paradoxal esitligi ad1 verilen;
1
1-1+1-1+L = —
2
bagintisini elde etmis ve bircok yerde kullanmistir. Euler z nin kiiciik degerleri icin

Z%Z" serisinin f(z) degerine yakinsadig1 ve f(1)=s olmasi halindeZan serisi
n=0 n=0

icin Zan =s yazmig ve bdylece wraksak seriler teorisinde Onemli bir gelisme
n=0
kaydetmistir.

Aslinda Euler’in bu fikri kesin bir temele dayanmamaktadir. Ciinkii

lzI<1 icin %:Z(—l)"z" oldugunu biliyoruz. Buradan,
+2 o
z=1 icin i(—l)" .1 elde edilir
n=0 I+z 2 .
Diger yandan,
. 1-2° 2 35 6
Izl <1 i¢in " c=l-z"+7-z7+72 -L
-z
ve z#1 icin I_Zz— I+z olu
¢ -2 liztz P



1+z

————=1-2+7' =2+ -L  elde edilir.
1+z+z2
Bu son ifadeden ise,
.. - 1+z 2 -
z=1 icin —1)'=————==elde edilir.
K ;( ) l+z+7° 3

Bu sekilde, Z(—l)" serisine, Euler’in aciklamasi altinda herhangi bir

n=0

deger karsilik getirilebilirdi.
Carl Friedich Gauss (1777-1855) sonsuz islemlerin kullaniminin

Matematik Analize girmesine yardimci oldu.
Binom teoremi (yani (1+x)" nin agilimi, burada n tamsayr olmak

zorunda degildir.) Gauss tarafindan gen¢ yasta ele alindi. Bu, Gauss’un, bir kuvvet
serisinin bir fonksiyona yakinsamasi ile ilgilenmesine neden oldu. Gauss matematik
diinyasina baska katkilarda da bulundu. Bunlar arasinda hipergeometrik seriler ve
bunlarin yakinsakliginin incelenmesi gibi énemli konular gelmektedir.

Agustin-Louris Cauchy (1789-1857), Gauss ve Abel ile birlikte
Matematik Analize Onemli katkilarda bulunanlarin Onciilerindendir. ~ Kuvvet
serilerinin yakinsakligt ve 1raksakligi hakkindaki diisiinceleri formiile etmistir.
Calismalarinin ¢ogu, bugiinkii matematiksel aktivite icin hala Snemli bir taban
olusturmaktadir.

1821 yilinda yayinladigr Analyse Algébrique adli calismasinda, yakinsak
bir dizinin aritmetik ortalamasinin da yakinsak ve dizi ile aynmi limite sahip oldugunu

ispatlamigtir. Simdi bu teoremi verelim.

. . . a,ta,+L +a
Teorem 2.1. lima, =/ ise lim——— x
n n n

=/ dir.

Bu teoremin karsiti1 dogru degildir.

N.Henrik Abel (1802—1829) 19. uncu yiizyiln ilk baslarinda yakinsaklik ve
raksaklik hakkindaki diisiincelere katkisi olan iiclincii 6nemli kisidir. Abel’e ait olan
bir¢ok teorem giiniimiizde hala kullanilmaktadir.

Iraksak seriler hakkinda oncelikle Cauchy, Gauss ve Abel’ ait olan ilgi 19.

yiizyilin ikinci yarisinda azalmastir.



Iraksak serilerin yeniden incelenmesine baglayanlar arasinda E.Cesa’ro

1890 yilinda Z(—l)” serisini yeniden goz Oniine alarak;

n=0

Z(—l)" serisinin kismi toplamlar dizisi;
n=0

n

5, =2 (D" =1-1+1-1+L #1

k=0

n

{L n ¢ift

o, ntek

s, =(0,LOL )= (%(1 + (—1)" )j olup bunun da aritmetik ortalamasi,

1 n
s, s, +L +s, _(n+1)+§(1+(_1) )_l+l 1+(=1)" o
n+1 2(n+1) 2 4 n+l '

olup, boylece

t, = % (n — o) elde edilir.

E.Cesa’ro, Cauchy anlaminda yakinsak olmayan Z(—l)" serisinin kismi
n=0

L . . Lo < .
toplamalar dizisinin aritmetik ortalamasinin Edegerlne yakinsadigimi gostererek,

(C,1) yakinsaklik fikrini ortaya atmustir.

2.1. KULLANILAN METOTLAR
Tamm 2.1.1 (C, - metodu):

. . I < . o
Bir (s,) dizisi verilsin. 6,=——)_s, olmak iizere (o,) dizisi yakinsak
k=0

ve limiti [ ise (s,) dizisi / ye C,- limitlenebilir (veya 1. inci mertebeden Cesa’ro
limitlenebilir) denir ve s, =1 (C,) seklinde gosterilir.

isk—ﬂ (n—o0)

—I(C) ©@0,=
Sn ( l) n n+1k:0

Eger (s,) dizisi ) _a, serisinin kismi toplamlar dizisi ve s, —1(C,) ise
n=0

Zan serisi [ ye C, - toplanabilir denir.

n=0



=

Y a,=1(C,) seklinde gosterilir.

n=0

Boylece yakinsaklik kavraminin genellestirilmesi goriisii ortaya ¢ikmustir.
P bir limitleme metodu olmak iizere;
Yakinsaklik kavramini genellestirirken tanimlanan bir P metodunda,

asagidaki 6zelliklerin olmasi gerekir.
i) Siireklilik kogulu: Cauchy anlaminda yakinsak ve limiti s olan bir (s, )
dizisi P metodunda da yakinsak olmalidir. Yani;
s, = s(n—> o) ise s, — s(P) dir.

ii) Etki alan1: Cauchy anlaminda iraksak olan en az bir dizi P metoduyla

limitlenebilir olmalidir.

iii) Uygunluk kosulu: Eger  (s,) dizisine P, veP, gibi iki farkli metot
uygulandiginda (sn ) dizisi bu iki metot icin de limitlenebilir ise dizinin limiti her
iki metotta da ayn1 olmalidir. Yani;

5,>5(R) e s, —s(B)
Burada ki (i) ve (ii) kosullar1 temel kosullardir. Fakat tiim metotlar (iii)
kosulunu saglamak zorunda degildir.

Ayrica bunlara ek olarak Cauchy anlaminda yakinsak serilerin cebirsel

islemlerinin elementer kurallarini da saglamasi beklenir.

(i) Y.a,=1(P) = > ka,=kl(P) (k bir sabit)

(i) Y a,=1,(P)ve D> b, =1,(P)ise » (a,mb,)=(1,ml,)(P)

(i) ian =1(P) i =(1-q,)(P)

n=0 n=1

(i) Ya,=1(P), )= 2 a,x"; lim f(x) =

x—1"
E.Cesa’ro’nun C,- yakinsaklik fikrini ortaya koymasinin ardindan

m pozitif tam say1 olmak lizere C, - metotlar1 tammlandi.  K.Knopp, 1907 de,



S.Chapman 1911 yilinda K.Knopp’tan bagimsiz olarak « >—1 reel sayisi i¢cin C,, -

metotlarini tanimladi.

Tamm 2.1.2 (C,, - metodu) (m €¢ +) :
Bir (s, ) dizisi verilsin;
Sno =5,
S'=8"+8°+L S =5,+5+L s,
S"=8r"+8""+L +S"" olsun.
S

(mjﬁl (n )

ise (s,)dizisi [ ye C,- limtlenebilir (veya m. inci mertebeden Cesa’ro
limitlenebilir) denir.

s, >1(C,) seklinde gosterilir.

Eger (sn)birZan serisinin kismi toplamlar dizisi ve s, =1 (C,) ise

n=0

Zan serisi [ ye C, - toplanabilir (veya m. inci mertebeden Cesa’ro toplanabilir)
n=0

denir.
a,=1(C,) seklinde gosterilir. Kuvvet serileri yardimuyla,

S", a, ve s, lercinsinden;
r(n—k+m—1 L(n—k+m
S = Z( ]sk = Z[ ]ak elde edilir.
k=0 m—1 k=0 m

O zaman



Cm_ k=0 _ k=0
L= =

yazilir.

Burada C ye m. inci mertebeden Cesa’ro Ortalamasi denir.

Tanmm 2.1.3 (C,- metodu, o >-1, e ):
Bir (s, ) dizisi verilsin. @ >—-1 ve ae; igin

[aj a(a-1)L (a—n+1)

= olmak iizere

n n!
v (n—k+ta-1
S = 8
k=0 n—k
u S .
Cl=—"—~>1 (n—>o) ise

s, =1 (C,) limitlenebilirdir denir.
Tamm 2.1.4 (Norlund metodu) :

Bir (s, ) dizisi verilsin. (p,), p,>0 ve p,20 (n=12,...) olan bir reel

say1 dizisi ve P, = p, + p, +L p, olmak iizere

— pns() + pn—lsl +L + p()sn — L

—1 -
po +L pn Pn ;pn—ksk (n 00)

J

n

ise (s,)dizisi [ ye N , - limitlenebilir (veya Norlund limitlenebilir) denir ve

s —>l(Np) seklinde gosterilir.

n

ian =l (N,) & sn:iak icin s, —>l(Np)

n=0 k=0

& sn:Zak icin inn_ksk —1 (n %oo)
k=0

n k=0



Ayrica  (p,) dizisi ozel segilerek Norlund metodundan baska bilinen
metotlar elde edilir.

Ornegin;

i (p,)=(1):= (1,1, ...) sabit dizisi i¢gin P, =n+1 olur ki bu daC,-
metodunu verir.

(ii) (pn):((n;al_ ID (¢>-1, ¢e ;) dizisi i¢cin C,- metodu elde
edilir.

Norlund metoduyla aym yapida olan baska adlarla anmilan bir takim
limitleme metotlar1 vardir. Bu tiir metotlara ‘Norlund Tipi Metotlar’ denir. Bu
calismada s6z konusu olan Norlund Tipi Metot agsagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.1.5 (Norlund tipi metot):

Bir (s, ) dizisi verilsin. (p,), p,>0 ve p,20 (n=12,...) olan bir reel

say1 dizisi ve P, = p, + p, +L p, = (n— o) olmak iizere

+L + 1 & .
¢, = Lo Pu%y =—> ps. >l (n—>e) ise
potL p, P, =

(s,)dizisi [ ye N, - limitlenebilir (veya Norlund tipi limitlenebilir) denir ve

(s,)>1(N,) seklinde gosterilir.

Eger (s, ) bir ian serisinin kismi toplamlar dizisi ve (s,) —>1 (N, ) ise
n=0

Zan serisi [ ye N »- toplanabilir (veya Norlund tipi toplanabilir) denir ve
n=0

ian =1(N,) seklinde gosterilir.

n=0
1911 yilinda O.Toeplitz (1881-1940) Lineer Uzaylar Teorisi metotlar1 ile

Toplanabilme Teorisi arasindaki ilgiyi gostermistir.
Simdi tekrar ) (~1)" serisini goz oniine alalim. Euler’e gore Y (-1)"

serisine hemen hemen her deger karsilik getirilebilir.

10



. - 1+(-1) N
(2.1)deki (z,) dizisi, (s,)= — stnirlt 1raksak dizisinin

! ,0<k<n
n+1
a, = matrisiyle  yapilan
0 k>n

doniisiimiinden ibarettir.

oo 1 n
t = = =
( n) ;anksk n+1;‘gk A?z(s)

Bu da s =(s,) dizisinin aritmetik ortalamasidir. E. Cesa’ro’ nun tanimladigi

doniisiimiin aslinda;

! k<n
n+1 T
(s,) dizisinin C'=(cl, )=
0 k>n

matrisiyle yapilan doniisiim oldugu goriilmektedir. Benzer sekilde diger tanimlanan

metotlar da birer matris doniisiimleridir.

C, - metodu; (me ¢ ") (s,) dizisinin,

(n—k+mj

Lm k<n
n+m

c"=(en)= .-
0 k>n

matrisiyle yapilan doniisiimiinden ibarettir.

C,- metodu; (a>-1, e ) ise (s,) dizisinin,

11



{n—k+a—1)
n—k I <

C*=(ci)= (Hﬂ |

0 Jk>n

matrisiyle yapilan doniisiimiinden ibarettir.

Norlund metodu ise, (s, ) dizisinin

0 k>n
matrisiyle yapilan doniisiimiinden ibarettir. Burada P, = p,+p,+L p,, p,>0
ve p,20 (n=12,..)dr.

Norlund tipi metot ise,

_ D ,k<n
(Np)nk: P”
0 k>n

matrisiyle yapilan doniisiimiinden ibarettir.
Burada P, = p,+ p,+L p, > (n—>), p,>0 p,20(n=12,..) du.
Boylece A=(a, ) sonsuz matrisini degisik secerek verilen diziyi daha
degisik dizilere doniistiirebiliriz. Sonuc¢ olarak toplanabilme aslinda bir matris
doniistimiidiir.
Bir s=(s,) dizisi verildiginde A=(a, ) matrisiyle yapilan doniisiim
dizisinin yakinsak olmast i¢cin A =(a,, ) sonsuz matrisi iizerine konulacak gerek ve

yeter sartlar arastirilmistir.

2.2.DIZi UZAYLARINDA MATRIS DONUSUMLERI

A=(a,) nk=1,23,..reel yada kompleks terimli sonsuz matris olsun.

s, reel yada kompleks terimli biitiin dizilerin uzayin1 géstermek iizere;

12



(s,)€s veherbirne ¥ igin ) a,s, yakinsak oldugunu kabul edelim.
k=1

K
1

a, a,a,L a,L

S
Ay, Gy, ayLoay L

S3

As=|.

M
anl an2 anSL ankL

S

M

zalksk
k=1

+ +L + +L 2 xSy
ay15) T Axns, Q383 k=1
= . e . =M

a;, s, +a,s, +L +as, +L

a,s, +a,s,+L +a,s,+L i
A, Sy
k=1

M

Boylece As=((As) )=(A,(s))= (iankskj dizisi elde edilir.
k=1

(A,(s)) dizisine s=(s,) dizisinin A matrisiyle yapilan ‘doniisiim dizisi’ denir.
X ve Y, s uzaymn iki alt kiimesi olsun. Vs=(s,)e X i¢in (As)

dontigiim dizisi mevcut ve Ase Y ise A matrisine ‘X den Y igine bir matris

doniisiimi’ denir. X dizi uzaymm Y dizi uzayina doniistiiren biitiin matrislerin sinifi
(X,Y) ile gosterilir. A, X den Y igine bir matris doniisiimii ise bu Ae (X,Y) ile

gosterilir.

A sonsuz matrisi bir doniisiim olarak,
() A(s+1)=A(s)+A(r)
(i) A(As)=AA(s) (Viet)

kosullarmi sagladigindan bir lineer doniisiimdiir.

13



(s,)es ve A=(a,) matrisi verilsin. Her bir ne¥ igin
A, (s)= ianksk yakinsak olsun. limA, (s)=[ ise (s,) dizisine | degerine A-
- n
limitlenebilirdir denir ve s, »>[(A) (n—>) veya A-lims, =1 seklinde
gosterilir.
s uzayinin iki alt kiimesi X ve Y olmak iizere;

Vs=(s,)e X verildiginde (A,(s)) doniisim dizisi mevcut iken
(A,(s))eY olmasi igin A=(a, ) sonsuz matrisi iizerine konulacak gerek ve yeter

sartlara bakalim.

Teorem 2.2.1.[9] A =(a,, ) sonsuz matrisi asagidaki kosullar1 saglasin.

(1) Her sabit k i¢in lima,, =0

(i1)) M:= supi

nog=l

ank

Bu durumda;
A:c, = ¢, smirh lineer bir doniistimdiir.
||A|| =M = supZ|ank| olur.
nook=1
Teorem 2.2.2. [9] A:c, — ¢, sinirli lineer bir doniigiim olsun.
Bu takdirde;

A, bir (a,, ) matrisi belirler ve

(i) lima, =0 her sabit k i¢in

(i) [4]=sup 3 Ja | <=
nook=1
kosullarini saglar.
Yakinsak dizileri yakinsak dizilere doniistiren ve limiti de koruyan
matrislere “regiiler matris” veya “Toeplitz-matrisi” veya “T-matrisi” denir. Bu
matrislerin sinifi (c,c;P) ile gosterilir. Regiiler matrisler ile ilgili Silverman Toeplitz

Teoremini verelim.

14



Teorem 2.2.3 (Silverman Teoplitz Teoremi):[9]

i) ||A|| = supi a,|<oo (Satir —normkosulu)(RN)
nook=1
Ae(c,c;P) & 1ii) Her sabitkigin lima,, =0 ((c())k0§ulu)
iii)limiank =1 (Sanir — toplamkosulu)(RS,)
n k=1

A€ (c,c;P)ise A matrisine ‘Regiiler matris’ veya ‘Toeplitz — matrisi’ veya ‘T-

marisi’ denir.
Teorem2.2.4 (Kojima- Schur Teoremi):[9]
i) supZ|ank| <oo

Ae (c,0) & e

ii) Her bir pigin, limZank =a, mevcut
n
k=p

A€ (c,c) ise A matrisine yakinsakligi koruyan matris denir. Yani yakinsak dizileri

yakinsak dizilere doniistiiriir.

Teorem 2.2.5(Schur Teoremi):[9]

i)i

il) lima,, =a, var (sabit herk € ¥ i¢in)

a,,| nye gore diizgiin yakinsak

Ae(l c)(:)

009

A€ (I_,c)ise A matrisi sinirlt dizileri yakinsak dizilere doniistiiriir.
Tamm 2.6 (Yakinsakhiga Denk Metot):[21] A=(a, ) herhangi bir

limitleme metodu olsun.

s, —1 (n—)oo) ot zianksk —1 (n—)oo)
k=0

ise ‘A metodu yakinsakliga denktir’ denir.

15



Bir s =(s,) dizisi verilsin. Eger,

lims, =s ise, bu dizinin aritmetik ortalamas;

X—n

l n
o, = Zsk olup, Cauchy Prensibinden limo, = s olacaktir.

n
n+1:>

Bu durumda e | saysiigin,
as,+(1-a)o, > as+(1-a)s=s (n— ) olur.
J.Mercer 1906 yilinda & >0 sayist igin
as,+(1-a)o, »s (n— )
iken s, =5 (n—> o) oldugunu gdstermistir.
(1.1) de tanimlanan A =(a,, ) matrisini diisiinelim. Bir s=(s,) dizisinin

bu matris ile yapilan A- doniisiimiinii;

A (s)=>a,s, =as,+(1-a)o, olacakur.
k=0

Burada A =(a,, ) matrisi regiiler oldugundan;
s, s (n— o) iken A, (s) > s (n—> o) dur.
Boylece, J.Mercer’in iizerinde ¢alistigr as, +(1— )0, ifadesi; s=(s,)
dizisinin A =(a,, ) matrisi ile yapilan doniisiim oldugu goriilmektedir.
JMercer, a>0 i¢in A /(s)=as,+(l-a)o, >s (n—>) iken

s, =5 (n—> o) oldugunu gostererek; A- metodunun yakinsakliga denk oldugunu

gostermistir.
Bu nedenle bir metodun yakinsaklifa denk oldugunu ifade eden her
teoreme ‘“Mercerian Teorem” ad1 verilir.

Teorem 2.2.6 (Mercer Teoremi):[6] o€ | sayisiigin,

1_
@ k<n
n+1
a+1
a, = n k=n olmak iizere;
n+1
0 k>n
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(s,)€ s dizisinin A=(a,, ) matris ile yapilan doniisiimii;

A, (s)= ianksk =as, + l—asz dir.

=0 n+1 k=0

o >0 olmak uizere;

limA, (s) :lim(asn + O;Zn:skJ =

n+ k=0

ise lims, = s dir.
n

1

Ispat:  Verilen bir(s,) dizisi icin 0,=——> s, (ne¥)ve a>0

n+1:=
olmak iizere;
t,=as,+(1-a)o, (ne¥)
o0_, =0 olarak tanimlayalim. Bu takdirde;
(ne¥)

s, =(n+1)o, —no,

n-1

(s,) nin budegeri (2.2.1) de yerine yazilirsa,
t,=(an+1)o, —anc, , (ne¥)

elde edilir. Simdi ¢,,q,,9,,... sayilarim1 tanimlayalim.

g, =1

9, — g, =0
(0{+1)q1 -20q,=0
(2a+1)g, —3aq, =0

olacak sekilde secelim.

17
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qul

1 1
9 =—49 =—
o o
_oa+l _a+ll
o T g
200+1 20+1ax+1 1
q; = q, = — (2.2.4)
3 3 20 o

-la+1 .
_la+l2a+i (n—-1) v
a 20 3a no

0 () e S (R

1
B =— alinirsa;
o

n

L(f+n)
q,=———— olur.
n!C(p)
r
M : n”" oldugundan;
n!
n?! .
q,: dir.
()
Ayrica (2.2.3) esitlikler diizenlenip taraf tarafa toplanirsa;
B
n
=q,+q,+L +q,=(an+1)q,: ———— (n—> o 225
Qn q() ql qn ( n )QH F(IB + 1) (n ) ( )

ifadesi elde edilir.
q,—0q, =0
aq, +q,—2aq,=0
20q,+q, —30q,=0
3aq; +q;—40q,=0
(I’l - z)aqn—Z + qn—Z - (n - l)aqn—l = 0
(n - 1) aqn—l + qn—l - naqn = O

seklinde diizenlenip taraf tarafa toplanirsa;
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q,+q,+q,+L +q, , —nog, =0 elde edilir. Buradan
g, +q,+L q, =(na+1)q, dir.

2.2.5) ile

e el

“wrh) o

n?

L(f+1)

= (an+1)q, :

B
T(B+1)
Simdi (2.2.2) ve (2.2.4) yardimiyla ¢q.t,,L ,q,t, teskil edilip esitlikler

(n— o) elde edilir.

0, qu (an+1)q

taraf tarafa toplanirsa;

_ q()t() +L + qntn

= oldugunu gorelim:
(an+1)gq,

qoly =1y = 0y
1
at, =—[(a+1)0, - ao, |
o
1
a’

)
(a+1j[ (2a+1)0, - 20,0-1]
S -

» :l(aﬂ)(z(xﬂj(wﬂ) ...... (n_l)a+1[(na+1)0' ——
oa\ 2a ! )

3ar no
sistemi yeniden diizenlenirse;
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qoly =0y

a+1(2a+1 )\ 3a+1 a+1({2a+1
qst; = 05 — o,
a 20 3 a 200

a+1(2a+1j (n-1)a+1 (naHJ a+1(2a+1) (n-Na+1
qntn: L O-n_ L O-n—l
a \ 2a (n-1)a no a \ 2a (n-Na

sistemi elde edilir. Esitlikler taraf tarafa toplanirsa;

a+1({2a+1 na+1
Qoto +qit, +L +q,t, = 7 \ g ) o,

2a na
1{a+1\2a+1 n—1)a+1
:—(—j( ) ...... (n=la+1 (nx+1)o,
a\ 2«a 3 na
=q, (na+1)o, elde edilir.
Buradan
_ qofo +L +q,1,
" (Om + 1) q,
esitligi elde edilir.

0,=> g, =(an+1)q, ifadesi o, de yerine yazilirsa;

k=0

1 n L.
o, = —Z q.t, seklini alir.

n k=0

B

n
ozitif bir reel say1 dizisi, g, >0, =q,+L +¢q,,0,: ——— — o0
(g,) pozi y1 dizisi, ¢, >0, O, =4, q,, O C5) (n— )
oldugundan Q, - (n—o0)  Simdi
_ G k<n
a, = (Nq) = 0, olmak iizere,
0 k>n

A=(a, )€ (c,c;P)oldugunu gosterelim.
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n k=0 n (Q,, k=0

. kﬂ—l B .kﬂ—l
ii) ank:ﬂ- B :ﬁ

0, I(B) r(B+1)

lima, =0  (k sabit) (n — o) olur.

00 1 n
i)supz a,|=sup| — qkasup1:1<oo

oldugundan

oo 1 oo
iii) lim ) a,, = lim(EquJ =liml=1

k=0 k=0

A=(a,)e (c,c;P) dir. Yani A=(a, ) regiilerdir. Dolayistyla

t, = s (n— ) oldugundan o, —s (N,) (n—> o) dur. Yani
o, ZLqutk — s (n— o) olur. Boylece
k=0
t,=as,+(1-a)o, ifadesinden s, ¢ekilip n — oo i¢in limit alinirsa;

. . tn_(l_a)o-n S_(l_a)s 1:
lims, =lim = =s elde edilir.
n n a a

Mercer teoreminin ifadesine geri donersek,
a >0 igin,

as,+(1-a)o, > s=s, > s (n— o) dir.

1 n .
Burada o, = Zsk dir.

- n+1k:0
-« s
s, +——0, —>— (n—o0)
a a
g>-1 icin,
7 1 /7 -
=——, « >0 oldugundan;
1+g¢g
—_— / S
s, + o, >— (n— o) olur.
a a
1-o -
—=q ve — =(1+¢) olacagindan;
a
q > -1 icin,
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s, +qo, >(1+q)s  (n—e0) olacaktir.
O halde
“a>0icin as,+(1-a)o, >s = 5, >s (n—>o0)” ifadesiile
“g>-11i¢in s,+q0, > (1+g)s = s, >s (n— o) ifadesi denktir.

Daha sonra bir ¢ok matematik¢i bu konu ile ilgilenmislerdir. Buradaki

o, aritmetik ortalamasinin yerine bazi toplanabilme metotlar: kullanilmistir.
E.R.Love ve R.T.Leslie’nin 1951 yilinda yaymmlanan makalede[10] o,

aritmetik ortalamasinin herhangi bir regiiler metotla ve hatta yakinsakligi koruyan

metotla yer degistirebilecegini gostermislerdir. Regiiler veya yakinsakligi koruyan

matrisleri kullanarak q iizerinde kisitlamalara gitmislerdir. Ayrica (s,) dizisi igin

sinirlilik sartt koymuglardir.

R.P.Agnew ise Toeplitz ortalamalarina bagvurarak, ayni tipte iic teorem
vermistir. R.T.Leslie ve E.R.Love bunlardan ikisinin simirlilik hipotezlerinden ayri
olarak, regiiler matrisleri kullanarak verdikleri teoremin 6zel bir durumunu teskil
ettigini gostermislerdir. R.P.Agnew’in verdigi 3.teorem biraz daha genel olup
R.T.Leslie ve E.R.Love’un verdigi Sonug 3.1.2°de igerilir.

R.P.Agnew’in 1952 yilinda yaymlanan makalesinde, q iizerindeki kisitlama
E.R.Love’un verdigi teoremdeki q lizerindeki kisitlamadan daha hafiftir.

G.H.Hardy ise Mercer’in Orijinal teoremini o, aritmetik ortalamasi ve q>-1
kosuluyla gostermistir. R.T.Lesli ve E.R.Love ise |q| <1 i¢in gostermistir.

W.W.Rogosinski, Mercer Teoremini Euler Ortalamasimi kullanarak |q| <1

dairesi i¢in vermistir.

J.Karamata, Mercer Teoreminin bir¢ok genellemesini vermistir. Ancak g>-1
icin verdiginden R.T.Leslie ve E.R.Love’unkini icermez.

K.Klee ve P.Sziisz’lin 1973 yilinda yaymlanan makalede Norlund Tipi Metot

icin Mercerian Ozellikleri arastirmiglardir.
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3.METERYAL VE METOTLAR

3.1.MERCERIAN TEOREMLER
Mercer toplanabilme teoremi bircok matematikc¢inin ilgisini ¢ekmistir. Bu

kisiler teoremi degisik sekillerde genisletmis ve genellestirmislerdir.

n
Mercer Teoremi; s, reel, o, = —Zsk ve g>-1 olmak iizere;
k=0

s, +q0, >(1+q)s (n—oo) ise

s, = (n— o) dir.

. : . IR : .
Bilinen  genellestirmelerin ~ bazilarinda o, = N E s, aritmetik
n-+ k=0

ortalamasinin yerine bazi toplanabilme metotlarin1 kullanmislardir.

Bunlardan R.T.Leslie ve E.R.Love o, aritmetik ortalamasinin herhangi bir

regiiler metotla ve hatta herhangi bir yakinsakligi koruyan metotla yer
degistirebilecegini gostermislerdir. Bunu yaparken de q lizerinde bazi kisitlamalara
gitmislerdir.

R.P.Agnew ise Toeplitz ortalamalarina bagvurarak aym tipte {i¢ teorem

vermisti. ~ Agnew bu teoremlerinde (s, )dizisinin simrlilik hipotezinin 6zel

durumlarda gerekli olmadigim1 gosterir. R.T.Leslie ve E.R.Love ise Agnew’in
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verdigi Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.3 iin verdikleri Sonu¢ 3.1.3 ten elde
edilebilecegini gosterdi. R.P.Agnew’in verdigi Teorem 3.1.4 biraz daha genel olup
R.T.Leslie ve E.R.Love’un verdigi Sonug 3.1.1 de igerilir.

Simdi oncelikle R.T.Leslie ve E.R.Love’un verdigi teoremleri ve sonuglar
inceleyelim.

Teorem 3.1.1:[10]

(¢, ) yakinsakligi koruyan bir matris olsun.

lime, =¢, (Vke¥) igin (3.1.1)
limicnk =c, limsupi|cnk| =C (3.1.2)
n k=1 n k=1

limitleri var ve sonludur.

(s,) simrl bir dizi ve ge £ olsun.

sn+qicnksk yakinsak (1 —oo) (3.1.3)
k=1

=Y, /{c-ikk@ (3.1.4)

ise s, >s (n—>oco)dir.

ve lq| <

Teorem 3.1.1 in ispatim1 vermeden 6nce bu ispatta kullanacagimiz asagidaki
yardimc1 teoremi verelim.

Yardimci Teorem 3.1.1:[10]

(¢, ) matrisi, 3.1.1) ve (3.1.2) kosullarim gergeklesin. (s,) sinirl bir
dizi,
D e (3.1.5)
k=1

s=(s,) dizisinin, C =(c,, ) matrisiyle yapilan doniisiimii;

o, = icnksk olur. (3.1.6)
k=1
limsup|o,, —0,| < Klimsup|s, —s,| (min(m,n)— eo) dir (3.1.7)

dir. (3.1.8)

wle-gl)

c=2.6
k=1
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Ispat:

(3.1.2), chk serisinin dn,€ ¥ > Vn 2n, i¢in mutlak yakinsak oldugunu
k=1

garanti eder.

Bu da, (s,) siurli oldugundan Vne ¥ i¢in (3.1.6) un varhini yani

Vne ¥ i¢in yakinsak oldugunu gosterir. Boylece,

Vp>1, m,n>n, tam sayilar i¢in

O- Z mk k

k=

<

( mk nk Sk+z mﬂ /t chv 1)

=~
L

o=
Burada her iki tarafi | ¢ — Zch ile carpalim.
pam

p-1 p—1 p-1
_Zch (Gm_o-n): C_Zch (C nk Sk+ c— Zch Z m ,u
h=1 h=1 k=1 u=p

Z ch Z Cnl) v

Simdi esitsizligin sag tarafina Z C Z CoSy VE Z Cous Z c,,s, ekleyip ¢ikaralim.

v=p H=p H=p v=p

p-1 -1

- Z Ch Z mk k

h=1 k=1

) p-1 )

Zch 2t | €726 | 2y
=1

h=1 v=p

+

- Z%Zcmﬂ ﬂ+chchmﬂ S
v=p v=p

= 2 Cou 2o +Zcm,,Z Sy
u=p  v=p

p-1 p-1

c— zch Z mk - an )'Sk

h=1 k=1
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p-1 o
+(C c,— ch

J 2 o

p-1 )
S-S,

=1 H=p

J 2 CuSy

XS chw 5, chw ch s,
v=p

sv) dir.

mu nv( ;4

Son iki terimdeki seriler mutlak yakinsak oldugundan, Z Z c

H=p V=p

Ayrica, Ve >0 sayisticin, Ip, € ¥ > min(4,0)> p, icin,

) = o)

(min (m

‘sﬂ -,

(min(m,n) —)oo) olsun.

Sm - Sn

(s,) suurli oldugundan w sonludur.

p > p, secelim ve M, |sn| nin bir iist sinir1 olsun. Boylece;

oo p-1 p-1
e~Yalo -5 e M e el
h=1 h=1 k=1

el

oL

+ZZ‘CW c

H=pv=p

(Cmﬂ ~Cu )
=1

JM i c,,

v=p

il hgk
D
=

(w+e)

nv

Burada p sabit tutulup min(m,n) — oo igin limsup alinirsa ilk ii¢ terim

|

lim sup z

(3.1.1) ve (3.1.2) den sifira gider.

p-1
c=26,
h=1

—0'|< w+E€) hmsup( ‘cmﬂ‘z

min(m,n)—eo (m,n)

Vl‘U

<(w+e) hmsupz

m-—>o0

m,u nv
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p-1

-1
\cﬂ\J (c —pz_l:|cv|j elde edilir.

(3.1.2) den (w+e (c

=1

Vp > p, icin saglandigindan p — oo igin,

c- Z Ch
h=1

(3.1.5) ve (3.1.8) den

. 2
limsup|o, ~ o, s(w+8)(c_z|ck|j
k=1

(w+e)

£ keyfi oldugundan;

Simdi teorem 3.1.1 in ispatin1 verelim:

Ispati:[10]
I. C- i|ck| # 0 olsun.
k=1

r,=s, +qo, olarak tanimlayalim.

n

r,—r,=(s,~s,)+q(c,-0,)

—\r —r

m n

7'—7’ S—S)|

S _S m_sn+rm_r;1

m n

|q(0' -0,) <

esitsizligi elde edilir. min(m,n) — o i¢in limsup alinirsa, (r,) hipotezden yakinsak

oldugundan;

=0 (min(m,n) —> o)

i (m,n)—)oo)

|q| < % oldugundan,

(1=|q| &)1
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limsup|s, —s,/|=0=> s, yakinsaktir.

II. C- Z|ck| =0 olsun.
k=1
Bu durumda lemma 3.1.1 gereksizdir. (3.1.1) ve (3.1.2) ile,
€= Ja|=Ytime,
k=1 k=" "

oldugundan;

=C (3.1.9)

< liminf i|cnk | < limsup i
" k=1 " k=1

cnk

an

=C= Z|Ck|
k=1

liminf i|cnk| =C= lirllnsupi|cnk| = 11?12
k=1 k=1 k=1
(3.1.1) ile birlikte (c,, )€ (L_,c) Schur matrisidir.
Buradan (o, ) dizisi yakinsak olacaktir. Ayrica (r,) dizisi hipotezden yakinsaktir.
r,=s +qo, ifadesinde (0,) ve (r,) dizileri yakinsak oldugundan;
(s,) dizisi yakinsak olmak zorundadir.

Simdi bu teoremden elde edilebilecek sonuglar1 gérelim:

Bu teoremde 6zel olarak ¢, =0 ve ¢ =1 alalim.

limc,, =0 ve lichnk =1 olacaktir. Bu durumda (3.1.2) ile birlikte
n n k=1
C=(c,)e(c,c;P) olur. Ayrica,

lime,, =c, =0 ve lichnk =c=1 (3.1.3) de yerine yazilirsa;
n n k=1

o 2
/(C—Z|ck|j =|1-0|/(C-0)"=1/C* olacakur. Bu durumda
k=1

c=25
k=1
su sonucu verebiliriz.

Sonugc 3.1.1:[10]

(¢, ) regiiler bir matris, (s,) sinirh bir dizi ve g€ £ olsun.

S, WECM = (1+¢q)s (n—> ) (3.1.10)
k=1
- 2
ve lq| <1/C* = 1/(limsupz C j (3.1.11)
n k=1
ise s, s (n— o)
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Sonug 3.1.1 de Vk,ne ¥ icin ¢,, =0 kabul edersek;

nk —

limsupz Coucl = limsupZan =1
=1

n k=1 n k
oldugundan su sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.2:[10]

(¢, ) pozitif, regiiler bir matris, (s,) smnirl bir dizi ve g€ £ olsun.

Bu takdirde;

sn+qicnksk—>(1+q)s (n—>o0) ve
k=1

|q| <1 ise
s, >s (n—o) olacaktr.

R.T.Leslie ve E.R.Love’un yukarida verdigi teorem ve sonuglarda;
toplanabilme metotlar1 {izerindeki kisitlamalar azaltldiginda, q iizerindeki
sinirlamalar artmaktadir.

Simdi Sonug 3.1.2 nin 6zel bir durumu olarak asagidaki sonucu verelim.

Sonug¢ 3.1.3:[10]

n

(¢, ) pozitif, regiiler, liggensel bir matris ve (s,) verilen bir dizi olsun.

—1< g <1 olmak iizere,

.t g cuse = (1+q)s  (n— o) (3.1.12)

P
ise
s, >s (n— )
Burada (s,) dizisinin siirl varsayilmamasi harig, q sayist reel ve (c,, )
matrisi tiggenseldir. Oysa Sonug 3.1.2 igin (s,) nin siirhihg: gereklidir. Bunu bir

ornek ile gosterelim:
Ornek 3.1.1:[10]

(¢, ) matrisi ve (s,) dizisi,

1 k=n+l 1Y
= =||-= -1 1
cnk {0 ,k¢n+1 (Sn) [( QJJ ( <q< )
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seklinde tanimlansin.
i) (¢, ) regiler
ii) Vk,ne ¥ igin ¢, 20 dir.
- 1 n 1 n+l
ii) s, + chnksk =s,+qs,, = (——] + q(——) =0—>0 (n—> )
k=1 q q
O halde Sonu¢ 3.1.1"den s, >0 (n—> o) olmast beklenir. Fakat
s, = (—lj ile tamiml (s, ) dizisi raksaktir. s, =0 (n — o0) olmas ile celisir.
q
Simdi Sonug 3.1.1 i Teorem 3.1.1 in bir sonucu olarak ispatlayalim:
(c,.) regiiler bir matris, (s,) simirli bir dizi vege £ olmak iizere (3.1.10) ve

(3.1.11) saglansin. Bu takdirde,

s, = 5 (n—o0) oldugunu gdsterelim:

i) (c,, ) regiiler oldugundan yakinsaklig1 korur ve

¢, =limc, =0

n
c= hchnk =1
"ok=1

< oo dir.

cnk

C =limsup Z
n =l

i) s, smurlive s, +¢.) c,s, yakinsak (n— o)
k=1

iii) (c,, ) mn regiilerliginden;

c=20
k=1

(c-al
k=1

1), ii), iii) ve Teorem 3.1.1 den (s, ) dizisi yakinsaktir.

s, —s (n— o) olsun. (c, ) regiiler oldugundan icnksk —1(n— )
k=1
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s, + qicnksk —l+ql= (1+ q)l

k=1
Komleks uzaylarda limitin tekliginden ve (3.1.10) dan

(1+q)l=(1+q)s=1=s

5, s (n—eo)
Eger, sadece Sonug 3.1.1 ispatlanmis olsaydi, Teorem 3.1.1 onun bir sonucu olarak
elde edilebilirdi. Ancak Teorem 3.1.1 de ki genellemelerin bir kism1 kaybolacaktir.

Simdi bu durumu arastiralim:

(3.1.4) hari¢ teoremin hipotezleri altinda;

(3.1.9) den ch mutlak yakinsaktir.

k=1
=>e¢ d,=—t (3.1.13)
k=1

¢ # ¢ kabul edelim.

Bu sekilde tanimlanan d,, matrisi;

.
D sup2|dnk|—sup2| s‘ _c*‘(sgp;|cnk|+;|ck|j<m

no k=] n k=1| C— C
nk — ) —
i1) hmZdnk —hmz = hm chk ch - (c c )—1
k=1 €—C -
ey 1 . Cu—C 1 . c, — ¢
iii) limd,, =lim == ~|limc,, —¢, |= =0
" noc—c c—c \n c—c

oldugundan regiilerdir.

Ayrica (s,) sirli ve ch mutlak yakinsak oldugundan, chsk yakinsaktir.

k=1 k=1

s, +q(c c)Zdnksk s, +q(c c)i _C" S5,

k=1 k=1 C

= (Sn + qzcnkskJ_ chsk
=1 =1

s, + qz c,.s, ifadesi (3.1.3) ten yakinsak ve chsk yakinsak oldugundan;

k=1 k=1



s, + q(c—c*)idnksk yakinsak (n — )

k=1

Sonug 3.1.1 den

‘q(c—c*) < lm - sartiyla s, yakinsaktir.
(lim sup Z|dnk |j
no k=l
(d, ) min degerini yerine yazip ‘c - c*‘ ile bolelim.
‘c —-c
lq| < - 5 (3.1.14)
(limsupz Cp — Ck|j
n k=1
kosulu elde edilir.

(3.1.14) deki kosul (3.1.4) deki kosuldan daha fazla kisitlayicidir. Ciinkii

1imsupi|cnk - Ck| > limsup(i|cnk| - i|ck|J =C- i|ck| (3.1.15)
=1 n k=1 k=1 k=1

n k

oo 2 had :
{limsupz Cot —ck@ > [C _Z|Ck|j
no k=l k=1

‘c—c* ‘C—C*

oo 2 S haid :
(limsupz Co —Ck|j (C—ZMU
n k=1 k=1

|q| < ‘c—c'

Simdi Agnew’in bu alanda verdigi teoremleri verelim. Bu teoremlerin,
R.T.Leslie ve E.R.Love’un verdigi teorem ve sonuglarla iliskisini inceleyelim.

Teorem 3.1.2:[10]

(a, ) porzitif, regiiler, liggensel bir matris ve yeterince bilyiik ne€ ¥ ler i¢in

a, =60> 1 olsun.
2

n
Zanksk —s(n—>)ise s, >s (n—00)
k=1

Teorem 3.1.3:[10]
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(a, ) reel, regiiler, tiggensel bir matris ve Vk #n i¢in a,, <0 olsun. (s, )

verilen bir dizi olmak {iizere;
Days, —>s(n—>e) ise 5,5 (n—> o)
k=1
Bu iki teorem R.T.Lelie ve E.R.Love’un verdigi Sonu¢ 3.1.3’iin sirasiyla
g >0 ve g <0 durumlarina denktir. Oncelikle Sonug 3.1.3 iin Agnew’in verdigi bu
iki teoremden cikabilecegini gosterelim.
Sonug 3.1.3 iin hipotezlerini varsayalim.

(c,) porzitif, regiiler, iiggensel bir matris, (s,) verilen bir dizi ve

—1< g <1olmak iizere;

s, +ch S, > (1+¢q)s  (n—o0) olsun.
1 k=n

o, = olmak iizere; (3.1.16)
0, k#n

(a, ) matrisi;

— ank + qcnk
" 1+g¢

(3.1.17)
seklinde tanimlansin.

(0,.) ve (c,) reel, regiiler ve iicgensel oldugundan (a,, ) da reel, regiiler,
icgensel oldugunu gosterelim.

(a, ) mnreel ve tiggenselligi agiktir.

i sup Y| < supZ(Iank|+|qllcnkl) (HIQISUPZ

n k=1 n k=1

nk

J--

ii) lima,, =lima”" T _OF90 o ()
n n l+g 1+g¢g

iii) Zank q(l+chnkj—>%(l+q) 1 (n—> )

q

(i), (ii) ve (iii) den (a,, ) matrisi regiilerdir.
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Ayrica (a,, ) nin tanim ve hipotez geregince;

n

a,s, —s(n— )

n
k=1

Eger 0< g <1 ise,

= ank +qcnk 20’ = 1+qcnn > 1 >l
1+g¢ 1+g¢ 1+qg 2
1 1
0=——; a, =6>— olacaktr.
1+g¢ 2

Teorem 3.1.2ile s, > s (n— o) olacakur.

n
q=0ise 5, +q Y c 5, =5, s (n—> o) olur.
k=1

Eger —1<¢<0 ise;

4 <0 ve Vk,ne¥ icin ¢, 20 oldugundan,
I+gqg
+
Yk igin, a, =22t 9% _ 9. <
I+gqg I+gq

Teorem 3.1.3 ile 5, > s (n — ) elde edilir.
Vk=n ve -1<¢<0 ig¢in,

1 + qcnn

" >1 oldugundan Teorem 3.1.2 ile s, — s (n — o) olacakur.
+4q

Agnew teoremlerinin Sonug 3.1.3 ten ¢ikabilecegini gorelim:

I) Teorem 3.1.2 nin hipotezlerini varsayalim.
(a, ) pozitif, regiiler, liggensel bir matris, yeterince biiyiik ne ¥ ler igin,
a, >6> 5 v verilen  bir (s,)dizisi ig¢in, D a,s, —>s (n—> co)olsun.
k=1
s, =5 (n—> o) oldugunu gdstermek istiyoruz

1
q= 5 —1 olmak iizere;

(3.1.17) deki doniisiimden (c,, ) y1 gekelim.
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1+ -d
an — ( q) ank nk Olur.

q
1
@ <1 kabul edebiliriz. Boylece > < @ <1 oldugundan

0< g <1 olacaktir. Ayrica Sonug 3.1.3 iin hipotezleri saglanir.
i) (9,,), (a,) pozitif, regiiler, liggensel matris ve ¢ >0 oldugundan (c,, ) da

pozitif, regiiler ve tiggenseldir.

i) 5, + q;anSk =8, T ;[(1"' q)a, =9, ]Sk =(1+ q);anksk

ve hipotezden ' a,.s, —s (n— ) oldugundan,
k=1

sn+qicnksk —>(1+q)s (n—>OO)

k=1
Sonug 3.1.3ten 5, > 5 (n — o) dir.
IT) Teorem 3.1.3 iin hipotezlerini varsayalim:
a reel, regiiler, licgensel matris olsun. #n 1¢in a, <0 ve verilen
nk 1 g 1 g’g 1 i 1 Vk 9 nk 0 1

n
bir (s,)dizisi icin, Y a,s, —s(n—e) olsun. s, >s (n—e) oldugunu
k=1

gosterelim.

(a,) nin regiilerliginden dolay1 :

tistten sirhdir.

nn

Vne¥ icin a,, <) |c,|=0(1) oldugundan, Vne ¥ igin,a
k=1

a, nin 1’den biiyiik bir iist sinir1 olmak iizere g = l—1 olsun. &« >1 oldugundan,

nn

-1<¢g<0 dir.

(1 + q)ank - ank
q

an

Seklinde tanimlanmak tizere Sonug 3.1.3 iin diger biitiin hipotezleri saglanir.

(+g)ay
q

1) Vk #n i¢in, a, <0 ve 1+ ¢ >0 oldugundan, c, = >0
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—1<0 oldugundan,

nn

k=n icin, a, <u 1 buradan (1+q)a
1+g¢

— (1+q)ann 2 0

nn
q

Vk,ne ¥ icin, c¢,, =0 olacaktir.

ii) (0,,), (a, ) regiler ve tiggensel oldugundan (c,, ) da regiiler ve tiggenseldir.
iii) (I-ii) den s, + ¢ _c,.5, = (1+¢)s sonug 3.1.3 ten;
k=1
s, = (n— o) olur.
Simdi Agnew’in verdigi ligiincii teoremi verelim. Bu teorem Agnew’in
verdigi Teorem 3.1.2 den daha geneldir.  Agnew’in bu teoremi R.T.Leslie ve

E.R.Love’un verdigi Sonug 3.1.1 de icerilir.

Teorem 3.1.4:[10]

(a, ) regiiler, iiggensel bir matris ve yeterince bilyiik ne ¥ ler igin,
1
a,, =26 >— olsun.
2

(s,) simrli bir dizi olmak iizere,

n

2.

k=1

n
a,|—1, Zanksk—m (n— )
k=1

ise, 5, > s (n— )

Bu teoremin ispati;
Bir oncekini bir sonrakine indirgemeye ve sonrakini ispatlamaya karsilik

gelir. Indirgeme R.P.Hurtwiz’in ispatladig1 gibi sunu gostermekten ibarettir.

Eger; Zn:ank —1 ve Zn:|ank| —1 (n— ) ise,
k=1 k=1
a, >0 ve Zn:|ﬁnk| -0 (n—w) (3.1.18)
k=1
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olmak iizere,
ank :ank + nk (3.1.19)

seklindedir. Boylece,
Zank -1 ve Z|ank| —1 (n - 00)
k=1 k=1

kosullarin1 saglayan (a, ) matrisi, bir pozitif regiler (¢, ) matrisinden ihmal
edilebilir bir miktar kadar fark eder.
ispat:[10]

Sonug 3.1.1°in kosullarim sagladigim gosterelim.

n
<>'|a,| olup n— e igin limit almirsa (a,) mn
k=1

Hipotezden

regiilerliginden dolay1 @ <1 elde edilir.
Boylece;

% <@<1, A sayisi % < A< 8 olacak sekilde segilsin ve (c,, ) matrisi;

A, .
Cp = —/1”" ile tanimlansin.

a,) ve (9, )regiiler oldugundan;
( nk) ( nk g g

1
i) sup2|cnk| <z ﬂ(sup2|ank| +1j < oo

noog=] no p=1 nook=1
mlmwwzhmﬁw_ﬂ%k=0_ﬂozo (n—o0) (Vke¥ sabit)
n no1-2 1-4
= 1 (& 1
-0 )=—ro —A|lo>——(1-A)=1(n— oo
111) chk —ﬂ,k 1 a, nk) l_l(kz_;cnk j l_ﬂ,( ) (n )

kosullarni sagladigindan (c,, ) matrisi de regiilerdir.
_1 1 dersek;
q ) ;
0< g <1 sayisticin,
s, +chnksk s, +q2( j
k=1

I g+l
g+1'1-1 ¢

g= % —1ise A= olacagindan,
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n 1 n
=5, +(qg+1 a,s, ——— ansj
(041 s~ T

=(q+1)) a,s, olacaktr.

k=1

Ve hipotezden ) a,.s, — s (n — o) oldugundan
k=1

k=1

|q| < 1/(limsupzn:
" k=1

s, > 5 (n— o) olacaktr.

Eger;

cnk

2
j oldugunu gosterirsek, Sonug 3.1.1 den

Bunun i¢in 6ncelikle,

i C, :L(Z a,|-la,|+|a, —/1|j —1 (n— ) (3.1.20)
k=1 1 - ﬂ’ k=1
oldugunu gosterelim.
n 1 n
; Cok :mkzﬂl a, =29,
1 n—1
=m(; a, —ﬂa,,k| +|a,, — A9, j

1 n
_m(; a,|+la,, —/1| —la,, j

a,|—1 (n—oo0) dir.

Hipotezden Z
k=1

ann - 2(| -

a,,|—>-A4 (n— o) oldugunu gostermeliyiz.
>a, -1, Yla,|—1 (n—e) oldugundan,

k=1 k=

a, =a, + f, olsun. Burada;

a, =20, z
k=1

Boylece yeterince biiyilk ne ¥ ler i¢in,

—0 (n—o0)dir.

B

38



o

nn

=l

nn

a

nn

ann _ann >

ﬂﬂﬂ

26—§|,Bnk|>/1 (3.1.21)

oldugundan ¢, > A dur.

a, >A ve o, >0 oldugunu kullanirsak;

a, =a, + [, oldugundan,
a,|=la, +pB,| olacaktir. Buradan,
il =Bl <1C + B <0 | +| B
a,|=|B..| <|a..| <|@.|+|B,| olur.
«, 20 oldugundan;
@, | B.| <|a.| < e, +|8,| dir. (3.1.22)
Ve a, —A=(a, —A)+p, oldugundan,
a,, - A-|8.|<|a. — 4 <|a,, — 4 +|B,,| du.
«,, > A oldugundan;
a,, —A—|B.|<|a., - A <, —1+|B, (3.1.23)
Boylece yeterince biiyiikk ne ¥ ler icin (3.1.22) ve (3.1.23) deki ifadeler taraf tarafa
cikarilirsa;
-A=2|B,.|<|a,, — | -|a..| <-A+2|8, (3.1.24)

ifadesi elde edilir. (3.1.18) den,

0<|B,[<2|Bul >0 (n—>e)
k=1
oldugundan B.|—0 (n—eo) dur.
Buradan -Am2|B,|—>-4 (n— o) olur.
(3.1.24) den,
a,, — A|—|a,,| > -4 (n— o) elde edilir.
Sonug olarak;
¢l =1 (n—>) ve 0<g<1 oldugundan,

k=1

39



4] < 1 dir,

2
(limsup2|cnk|j
4 k=1

(s,) simrh dizisi igin sonug 3.1.1 geregince;

5, > s (n—> o) dir

Bu kisimda E.R.Love’un 15 Kasim 1951 tarihli makalesinde[11] yer alan
teoremleri verilecek. E.R.Love bu teoremlerinde, Mercer teoremindeki aritmetik
ortalama yerine; yine genel Toeplitz ortalamalarini kullanarak daha ileri

genislemelerini vermistir. Simdi bu teoremleri verelim:

Teorem 3.1.5:[11]

(¢, ) regiiler matris (s, ) sinirh bir dizi ve
5, =42 s, > (1=q)1 (n—) (3.1.25)
k=1

g€ £ olmak iizere,

g < 1/ﬁilcnkl (3.1.26)
" k=1

1se,
s, > 1 (n—>o0)dir
Bu teorem daha once verdigimiz Sonug¢ 3.1.1 in genislemesine benzerdir.
Fakat burada q iizerindeki kisitlama daha hafiftir.

Bu teoremdeki (c,, ) regiiler matrisi yerine; (c, )€ (¢,.¢,) alalim. Bu
durumda (¢, )€ (¢,,c,) igin asagidaki teoremi verelim:

Teorem 3.1.6:[11]

(¢, )€ (cy»cy) olsun. (s,) suurl bir dizi ve ge £ olmak iizere,
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sn—QE:cnksk — 0 (n— o) (3.1.27)

k=1

(3.1.28)

an

ve |ﬂﬂﬁﬁz
n T=1

ise, 5, >0 (n—o0)dir.
Bu teoremin Sonu¢ 3.1.1 de bir karsihigi yoktur. Fakat J.Karamata ve

digerlerince tartisilan Mercer teoreminin bir geneline dnderlik eder. Simdi 6ncelikle

Teorem 3.1.6 nin ispatin1 verelim:
Ispat:[11]

A, |sn| nin bir iist limiti olsun.
A= limsup|sn| olur.
(s,) dizisi stnirh oldugundan 0 < A <o dur.

Tamm gere@ince verilen bir & > 0sayisi icin bir pozitif p tamsayisi vardir. Oyle ki;

<A+¢€ dur.

np igin |s,

Ayrica hipotezden ch,{sk mutlak yakinsak ve
k=1

cnk

o0 p-1
PRFAEDD
k=1 k=1

n — o igin iist limite gecilirse sagdaki ilk toplam (c,, )€ (¢,.¢,) oldugundan sifira

ansk| +(/1+8)i
k=p

gider.

zcnksk

k=1

Sn - qzcnksk
k=1

n — oo ic¢in iist limite gegilirse,

limsup
n

< (/1+8)i|cnk| (3.1.29)
k=p

|sn| < +

qzcnksk
=1

(3.1.27) den,

11m|s”| <lim|s, — ‘IZ CiSy +|q|11m Zc”ksk
n n k=1 n k=1

=0 dir.

Sn - qz an Sk

lim
n k :l
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lim
n

sn| = A oldugundan;

A <|q[lim dir. (3.1.29) dan,

Z cnksk
k=1

/1S|q|ﬁn

chksk
k=1

< |q|lim|sn|lim2|cnk|
n n k=1

<|q] ﬂ@i|cnk| elde edilir.
k=1

A < oo oldugundan;

cnk

(-l
n P

jﬂ <0 (3.1.28) den,

1—|q|ﬁi|cnk| >0 oldugundan A =0 dir.
n =

=0

Buradan, A=lim s,
= 5,20 (n—c0)dir.

Teorem 3.1.5 in ispati i¢in Teorem 3.1.6 da (s,) yerine (s, —1) alinarak

gosterilebilir.

Simdi Teorem 3.1.6 da ki (c, )€ (c,.¢,) hipotezinin gerekliligini bir

ornek ile gosterelim:

Ornek 3.1.2:[11]

C =(c,, ) kompleks terimli matris z #0, |z| <1,8 =argz # 0 olmak iizere;

_{(l—z)z"_k, O<k<n

Cok
" 0 , k>n
) ) 1 _ Ze—ie
seklinde tanimlansin ve s, =™, g = I olsun.
-z

Teorem 3.1.6 nin kosullarini sagladigini gorelim:

i) |q|= l/ﬁli|cnk| =1/N(C) oldugunu gosterelim:
" k=1

— _ n-1
N(C)=limY) |c,|=[1-z = lim Y |
n =l n =

imY 2
" k=l
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|z| <1 igin §|z|k -

(n — o) oldugundan;
k=0 1_|Z|
-z .
N(C)=—= dir.
1-[4]

=(1-z¢™)(1-2e")
=1 (2" +2e7) +|2f
—1—(|g|e e +|¢] €% )+ 2
=1-2]¢]+
~(1-I4)f
[1—ze™| =[1-||| elde edilir.
Buradan,
PR

=4 =4 N(C)

= |cos n@ +isin m9| =1 oldugundan, (s,) dizisi stirhidir.

olur.

ii)

in6
S, e

i) 5, —¢)_cus, >0 (n—>c0) oldugunu gosterelim:
k=1

0 ) 1 _ Ze—lp n )
_ in@ n—k _ik@
Sn_qzcnksk =e - Z(I_Z)Z €
k=1 -z i3

n
— emH _ (1 _ Ze—lH ) Z Zn—kexkg

k=1

n-1

(1-2¢7) > (ze ™ )k —1 (n—> o) oldugundan,

k=0
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{1_(1_@—!‘9)2(%—”)"}0 (n— ) drr.

Ayrica ¢" =0(1) dir. Buradan,

s, —qicnksk =0(1)o(1)=0(1) (n—oo)olur.

Fakat sinn@ (veya cosnf) n— oo igin yakinsak olmadigindan genel terimi

s, ="’ =cosnf+isinnd olan (s,) dizisi raksaktir. Bu 6rnegin Teorem 3.1.6 ile
celismesinin nedenti;

X

n—k

nk

) T
k=1

k=0

=[1-3 )¢ > || (n—e0)

1-
—|z|<|1 z| | |>1:>supz

1-[4]

Burada z=0durumundac, =0,g=1 olacagindan, s, — qz ¢S, =, olur ki bunun
k=1

cul >1= ¢ 2 (cyhcy) olmasidir.

da herhangi bir esprisi yoktur.
Sonug 3.1.4:[11]

(¢, ) regiiler bir matris, (s,) sinirh bir dizi olsun. Eger;

(s —qnzcnkskJ/l q,)—>1 (n—) (3.1.30)

ve lim|q,| < 1/@2|cnk| (3.1.31)
" " k=1
ise, s, >1 (n—oo0)dir

Simdi Sonug 3.1.4 iin ispatim verelim.

Ispat:[11]

I) Oncelikle 1 =0 kabul edelim. Teorem 3.1.6 dan ispatin1 yapalim:
(c,.) regiiler matris oldugundan;

supi c

n k=1

< oo dur.

nk
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(3.1.31) ile (g,) sinirh olacagindan; (3.1.30) ile

s, — qnicnksk —0 (n— o) elde edilir.

k=1

i) (¢, ) regiler oldugundan, limc, =0 (n-—>) olup (g,) smurl oldugundan,

limg, ¢, =0 (n — oo)dur. Buradaki (g,c,, ) regiler olmayabilir.

n

ii) imy
" k=1

O halde (i) ve (ii) den (g,c,, ) € (¢,»c,) dir.

G, < @an|@ni|cnk| <l<oo (3.1.28 den)
k=1

Sonug 3.1.4 te (c,, ) yerine (g,c,,) ve g=1 alinirsa,

g =1< 1/ im Jc,| olur.
" k=1
O halde Teorem 3.1.6 geregince;

s, >0 (n— o) olacaktir.

II) 1 #0 olsun.

oo

L{(Sn ~1)=¢,2 ¢, (5, ~1 )}

l-gq, k=1
1 oo
=—{(Sn —1)=gq,D ¢y (s, —1)+q,l —qnl}
l-gq, k=1
_ (s —q ic s j—l—ﬂ(l—ic j (3.1.32)
l—qn n n — nk“k l—qn — nk

n — oo igin limit alinirsa;

Sn - qnzcnksk
k=1

(3.1.30) dan
I-gq,

—1 (n— ) dir.

Ve (1 L J stnirl olmas sartiyla (c,, ) min regiilerliginden dolayi,
~ 4

A(l—i:cnkj —0 (n—o0) dir.

O halde —{(sn “1)-g, e (s, —1)} 550 (n— )
k=1
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(I) dan 5,—1 >0 (n—)

s, >1 (n—o0) elde edilir.
(3.1.31) den (g, ) dizisi sinirhdir.

inf1- .| tim(1-Ja) =1 -l

(¢, ) mn regiilerliginden dolayz,

z an

Ei|cnk| > lim =1 (3.1.31) den,
n =l n

k=1
lim|g |<1 =1-lim|g,|>0
Sonug 3.1.5:[11]

A=(a,), B=(b,) regiler matrisler olmak iizere;B,B”' sol ters

matrisine sahip ve AB™" matrisinin kolonlart sifir dizileri olsun. Eger;
N(I-AB")<1 (3.1.33)

ise A-toplanabilen biitiin sinirlt diziler B-toplanabilirdir.

Ispat:[11]
(s,), 1 ye A-toplanabilen bir simrlt dizi; 1, (s,) dizisinin ve 7,(s, —1)

dizisinin kolon matrisi olsun. Boylece,

ianksk —1 (n - <><>)
k=1

Bt—(I-AB™')Bt = At
ve a0=(4,(0) = s,
A=(a,, ) mn regiilerliginden ;

iank —1 (n— ) oldugundan,
k=1
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iank(sk —l):ianksk —liank —1-11=0 (n —>°<>)
k=1 k=1 k=1

Bu durum Af kolon matrisinin sifir dizisi oldugunu gosterir.

(c,.)=1—-AB" olsun. (c,, )€ (c,,c,) oldugunu gorelim:

(d,)=AB" olmak iizere,

_l_dn _d12 _d13 L _dln L _dlk L
_d21 l_dzz _d23 L _d2n L _de L
_d31 _dza 1_d33 L _d3n L _d3k L
M M M M M
(cnk ) = I - AB
_dnl - an - dn3 L 1 - dnn L - dnk L
M M M M M
dkl _dkz _dk3 L _dkn L l_dkk L
'M M M M M |
1-d,, k=n
an =
-d,, k#n
dlk
i) Hipotez ile Vke ¥ i¢in 4 kolonlar bir sifir dizisi olusturdugundan;
nk
M
limd, =0( Vke ¥ sabit)

ise limc,, =0 (Vke ¥ sabit) olur.
ii) ﬁn2|cnk| =N (I - AB“) <1 oldugundan sonludur.
" k=1

(i) ve (i) den (c,; )€ (¢y»c,) dir.

Sonug olarak Teorem 3.1.6 da (c,, ) yerine I — AB™" matrisi; (s,) yerine

Bt kolon matrisi ve q yerine 1 alinirsa,

s, —qicnksk = Bt—(I —AB_I)BI = At

k=1

oldugundan ve Afr kolon matrisi bir sifir dizisi belirlediginden Teorem 3.1.6

geregince Bt kolon matrisi de bir sifir dizisi belirler.
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Bt=B,(t)= ibnk (s, —1) olmak iizere,
k=1

ibnk (s,—1)= ibnksk —libnk —0 (n—>c0)dr.
k=1 k=1

k=1

B =(b,,) regiiler oldugundan;
ibnk =1 (n—> )
k=1

= ibnksk —1 (n— )

k=1
Baylece (s,) dizisi 1 ye B-toplanabilirdir.
Simdi Teorem 3.1.1 in bir genislemesi olan asagidaki teoremi verelim:
Bu teorem yakinsaklii koruyan doniisiimler hakkindadir. Fakat q iizerindeki
kisitlama Teorem 3.1.1 dekinden daha azdir. Bu nedenle de Teorem 3.1.1 i igerir.

Teorem 3.1.7:[11]

¢, )€ (c,c) olsun. (s )smirh bir dizi ve g€ £ olmak iizere,
( nk) ( ) ( n) q

s, — qi .5, yakinsak (n— ) (3.1.34)
k=1
ve lq| < /[Eni c, —ihm c, } (n— o) dir. (3.1.35)
" k=1 k=1 "
Bu son ifade,
lq| < 1/ (N(C) - i|ck|j seklinde yazilabilir. (3.1.36)
k=1

O zaman s, > s (n— o) dir.

Burada payda, ancak (¢, )€ (1.,¢) olursa ‘0’ olur. Ciinkii
1imY |e,.|=> lim
" ok=1 k=t "

ve lim = |ck|

n

Coi ¢,.| (nye gore diizgiin yakinsak)

cnk

olacagindan payda ‘O’ olur. Burada |q| < oo olacaktir.

Teoremin ispatim1 vermeden Once asagidaki yardimci teoremi ispatsiz

olarak verelim:
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Yardimci Teorem 3.1.2:[11]
limc, =c, (Vke¥ igin) (3.1.37)

N(C):ﬁi|cnk|, N(S)=limls, (3.1.38)
n =1 n

Burada ¢, =0 kabul edelim. (Vk e ¥ i¢in) Bu durumda N fonksiyonel bir
norm Ozellikleri tagir.
p pozitif bir tamsay1 ise asagidaki ifadenin sonlu olmasi sartiyla,
N(cs)<{N(C)} N(S) dir.
Simdi teorem 3.1.7 nin ispatim verelim:
Ispati:[11]
I) Ozel olarak ¢, =0 (Vke ¥ igin) kabul edelim. Kolon matrisleriyle
belirlenen p tane diziyi,
s—qCs, qCs—q°C’s, ¢°C’s—q’C’s, L ,q""'C"'s—q"C"s

olarak alalim.

S qzclksk
k=1

S _Cu ¢, L ] Sy -
S, — C,, S
55 ¢y el ||'s, ’ qu:l: e
s—qCs=|M|-g/M M M|=|]L L L
Sn Cnl CnZL Sn -
S” _q cll S
M| |[MM | M] kZ‘ o

L L L

oldugundan, s—¢Cs dizisi (3.1.31) den yakinsaktir. Diger diziler de her biri bir
oncekinin ¢C ile carpimi oldugundan ve C=(c, ) yakinsakligi korudugundan
yakinsaktir. Bu nedenle dizilerin toplami olan s —¢”C”s dizisi de yakinsaktir. Bu
dizinin n.inci terimi;

=5 —q" (C”s)n dir.

n

s, =S, t,(np) —t,(f’) +qP(C”s)m—q”(C”s)n‘

< t(!’)

%

+

q”(C”s)m + qp(C”s)n
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(m,n) —> oo limsup alinirsa;
lim

(m,n)—>e0

< lim

(m,n)—e0

i im

n—o0

lim

m—oo

+‘q”

sm - sn

(C”s)m‘ +‘q1’

(¢7s)
t,(zp ) yakinsak oldugundan;

Cauchy Prensibinden,

limsup t,(n” ) t,(,” /=0 ve yardimc1 Teorem 3.1.2 ile,
(m,n)—eo
limsupls, —s,| <2|g|" (N(C))" N(S) esitsizligi elde edilir.
(m,n)—)m
(3.1.36) ile,
lq| < 1/[N(C) —i|ck|J =1/N(C) (¢, =0 kabul etmistik)
k=1

Buradan |¢|N(C)<1 olur. Ayrica N(S)<eco oldugundan;
ifadesinde p’nin uygun se¢imiyle, sagdaki ifade istenildigi kadar kiiciik yapilabilir.
Buradan (s,) dizinsinin yakinsakhigi elde edilir.

limsupls, —s,| < 2[]g|N(C)]" N(S)
(m,n)—e0

Boylece ¢, =0 icin teorem ispatlanir.
Simdi, ¢, #0 (Vke€ ¥ i¢in ) durumunun ispatin1 vermeden 6nce yardimci

Teorem 3.1.3 ve yardimci Teorem 3.1.4’ii verelim:

Yardimc1 Teorem 3.1.3:[11]

(¢, ) yakinsakligi koruyan bir matris ve Vke ¥ igin ¢, =limc,, olmak

tizere (3.1.35) deki ifadenin paydasi;

i3 e |- S timfe | =3 (e. e ) =Tim
k=1 k=1 k k=1

=1

an

—le,| (3.1.39)

Oncelikle 1.inci esitligi gorelim:

limc,, =c, oldugundan hm|an| :|ck| olacaktir.

n n

(¢, ) yakinsaklig korudugundan )’ ¢, serisi mutlak yakinsaktir.
k=1
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3l ~ Sl =3 e - S
" k=1 k=1 " " k=1 k=1

= hrlln( Cpi |J
k=1

:ﬁi( Cy —|ck|) dir.
" k=1
Simdi 2.nci esitligi gorelim:
el =lee] < lewe] =es
lim(le, ] =e]) <TimY_ e, | e (3.1.40)
k=1 k=1

Z|ck| yakinsak  oldugundan, verilen bir €>0  sayisina  karsilik

Ipe¥ 5> 3e|<Edir.

k=p 2
Ayrica Vke ¥ icin lim|cnk|=|ck| oldugundan k=1,2, ... ,p-1 icin de bdoyledir.
Buradan,

i3 = im
k=1 k=p

_|Ck||

nk

= @nz |:|cnk| - |Ck| + é:zk]
k=p

|ck Cok Coe| < |ck|
’ |an| 2 |Ck|
P S |ck|

<23 e

O

U
|/\
TTMB

Z|ck| yakinsak oldugundan karsilagtirma testinden Z 0,, yakinsaktir.

k=1

3o e T3 (e [ )+ T3,
k=1 k=p k=p

< @Z( cul =le)+22 el
k=p k=p
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<ty (leu —[a))+2
k=p

limsup, £ dan bagimsiz oldugundan;

n

lim[le,i| [, <tim3(
k=1 k=p
(3.1.40) ve (3.1.41) den,

hmZHanl - |Ck|| = hmZ(|cnk| - |Ck|) dur.
n n
k=1 k=p

Yardimci Teorem 3.1.4:[11] z€ £ igin,

~le]) (3.1.41)

an

<
— , z#0

sgnz=1]z| (3.1.42)
0 , z=0

li}}lcnk =¢, (Vke¥ igin) olmak iizere, eger (c, ) yakinsakligi koruyan bir matris
is€;
@, =|c,|sgnc, (3.1.43)
ile tanimli (@), ) matrisi biitiin simrli dizileri yakinsak dizilere doniistiiriir. Yani;
(¢, )€ (c,c) ve ¢, #0oldugundan;

(wnk)e (1 w,C) dir.

Ispat:[11]

i) @, >c, (n—>o0) (ksabit) (3.1.44)

i) > |, |- D |e] (n—eo) (3.1.45)
k=1 k=1

oldugunu gostermeliyiz.

1) ¢, =limc,, #0 oldugundan ¢, #0 dir. (Vk,ne ¥ icin)

cnk

, = |ck| olup

nk

, —>|ck||2—k|:ck (n — o) (k sabit) olur.
k

ii)

a)nk

= |ck | oldugundan;
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oo

> |, :kZ|ck| —>kz;|ck| (n— o)

k=1 =1

Boylece yardime1 teoremin ispati tamamlanir.

Simdi Teorem 3.1.7 nin ¢, # 0 durumunu ispatlayalim:

Il ¢, :ﬁ}lncnk #0 (Vke¥ icin) olsun. Bu durumun ispati ¢, =0daki

0zel durumdan elde edilir.

Ozel durum: C =(c,, )€ (c,c), (s,) smirh bir dizi,

limc, =0 (Vke¥) (n—> o)

s, — qicnksk yakinsak (n — o) i¢in;

k=1

|q| < I/Ei|cnk| = Nl ise (s,) dizisi yakinsak idi.
" k=l

(€)

(¢, )€ (¢,c) oldugundan Yardimecr Teorem 3.1.3 ile

<y | e~ St | =1/ T -l
T k=1 k=1 " " k=l

Ayrica Yardimci Teorem 3.1.4 ten @, = |ck|sgn ¢, seklinde tammli (@, )

an an

matrisi, (@, )e (1.,c) ise (@, )€ (c,c) dir.
Ve = Co = Dy =(|cue] e |)senc,, (3.1.46)
i) 7, € (c,c) olur.
i) limy, = liin(c”k -w,)=c,—¢, =0 (Vke ¥ sabit) olur.

iii) Yardimci Teorem 3.1.4 ten ve hipotezden;

s, — qi VS, = (sn - qicnksk j + qi ®,s, yakinsak (n—> oo)dir.
k=1 k=1 k=1

iv) |q] < 1/ im> 7] olur
" k=1

Boylece (7, ) ile Teorem 3.1.7 nin ispatinda ki &zel duruma bagvurulursa; (s,)

dizisinin yakinsakligi elde edilir.

Yardimci Teorem 3.1.5:[11]
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C =(c, )€ (c,c)olsun.

¢ =lime, Czli’Ianan ve N(C) :1111}12|an| olmak iizere,
=1 e

c-a
k=1

Ispat:[11]

< N(C)—i|ck| dir.
k=1

(cy )€ (c.c)oldugundan, » ¢, mutlak yakinsaktir. Verilen bir £>0 sayisima
k=1

karsihk I3pe ¥ > i:|ck|<£ dir.
k=p 2

Ayrica Vne ¥ icin,

k=1 k=1 k=p

4 oo )
Z(an_ck) +Z +Z|Ck|
k=p k=p

k=1
Burada p sabit tutulup n — oo icin limsup alinirsa ilk iki terim hipotez ile

an

sifira gider.

an

c=a
k=1

—w E
< hmz +—
n k=p 2

) p-1
=lim| > e[
"\ k=1 k=1

€
+=
&

€
+ =
2

an

cnk

I __p-l
= hmZ|cnk| - hmz
" k=1 " k=1

=N(C)-1im) |c,|+=
" k=1
r-l &
=N (€)= Xe+5
=1
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Esitsizligi elde edilir. Esitsizligin her iki yan1 € dan bagimsiz oldugundan;

oo

<SN(C)-D |e,] dir.

k=1

Simdi Teorem 3.1.7 ile Teorem 3.1.1 i karsilagtiralim. Teorem 3.1.1 de q
tizerindeki kisitlama; Teorem3.1.7 de q iizerindeki kisitlamadan daha fazladir.
Ciinkii Teorem 3.1.7, q nun tanim bolgesini genisletmistir. Yardimci Teorem 3.1.5

yardimiyla q nun tanim bolgesinin genisledigini gosterelim:

(¢, )€ (¢,c)oldugundan Yardimer Teorem 3.1.5 e gore,

oo

<SN(C)=D|e,| dir.

k=1

oo 2
Esitsizliginin her iki tarafi (N(C) D[ |j ile boliiniirse,
k=1

c=2.¢
k=1

= > < olur.
(N(C)—Z|ck|J N(C)=2 e
k=1 -
Simdi Mercer teoreminin bir benzerini verelim. Burada yakinsaklik ile

sinirhlik yer degistirmistir.  Ayrica bu teorem ve onun sonucu, (s,) dizisinin

sinirhiligint Teorem 3.1.5, Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.7 icin gerekli oldugunu

aciklar. Bu durum Mercer teoreminin daha onceki yorumlarinda sdz konusu

edilemez. Eger matris ticgensel degilse Teorem 3.1.5, Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.7

deki Zansk doniigiimiiniin  varligim  garantiye almak igin  (s,) dizisinin
k=1

sinirhiligina ihtiyag duyarnz.

Teorem 3.1.8:[11]

(c,.) ticgensel matris ve (s,) verilen bir dizi olmak iizere;

g < —— (3.1.46)
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n
ve [sn - ‘IZ cnkskj stnirh
k=1

ise (s,) dizisi siirhdir.
Ispat:[11]

(3.1.46) den dolayt, bnd bir iist sinirt gostermek iizere,

dme¥ ; ﬂ:@i|cnk|<ﬁdlr.
k=1 q

n2m

Bu m ve u sabitlerini belirler.

<H

n
Sn - qz an sk

k=1

(3.147)den, dJH>0 ; Vne¥ icin

Vr2=m igin,

|sn| < +

n
sn - qz cnk sk
k=1

n
qz an Sk
k=1

m—1 n
|5, < H +]a] Dlc.s| +1a] 2o lewsi]
k=1

k=m
Vn<N igin,
(3.1.48) den,

n

n n
c.S |Smax|s |Z|c |S max|s |z
Z| nkk m<h<n h p nk m<h<N h P

k=m =m

an

< (4 max |sh|

m<h<N

m—1 m—1 n
ve Z|c s|S max s|2c < max |s|Z|c |S max |s|
— KL < hma )P —~ T heme! — nk lulShSm—l h

oldugundan, Vm<n <N icin,

Sn Sh

+ max |5,

m<h<N

SH+|q|,u( max

1<h<m-1

Boylece VN = m i¢in (m sabit)

max |sn| SH+|q|,u max |sh|+ max |sh|) olur.

m<n<N (IShSm—l m<h<N

Buradan VN =m icin,

sn| < H+|q|,u max sh|

1<h<m-1

(1=|q|p) max

m<n<N

elde edilir.
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(3.1.47) den 1—|q| M1 >0 oldugundan son esitsizlik VN >m (m sabit) i¢in

max |sn| nin sinirl oldugunu garantiler. Bu ise (s,) nin sinirl oldugunu gosterir.

m<n<N

Tamm 3.1.1 (Mutlak Yakinsaklhk):

(s,) dizisi mutlak yakinsak < i

n=m

Sy = Spa| <o (me¥7)dir.  Simdi

mutlak toplanabilirlik i¢in verilen Mears Teoremini verelim:

Tamm 3.1.2 (Mears Teoremi):[11]
(¢, ) sonsuz bir matris ve (s,) smirlt bir dizi olsun. Vae ¥ " i¢in Y ¢,

k=1
yakinsak,
<K (Vne¥  igin) dir. (3.1.49)

Z Z(an _Cn—lk)
n=1|k=h

Burada K, h dan bagimsiz bir say1 ve

J, =Y ¢S, olsun. (3.1.50)

k=1
Eger (s,) mutlak yakinsak ise (J,) de mutlak yakinsaktir.
Teorem 3.1.10:[11]

(¢, ) ticgensel bir matris ve (s,) verilen bir dizi olsun. Eger,
<)/ s

n=h
ve (3.1.51) in paydasindaki seri, VA€ ¥~ igin yakinsak olsun.

n

Z(an —Coik )

k=h

(3.1.51)

t, =5, - qz ¢S, olsun. (3.1.52)

k=1
(¢,) mutlak yakinsak ise (s,) de mutlak yakinsaktir.

Bu teorem Teorem 3.1.5 in bir benzeri olup burada yakinsaklik ile mutlak

yakinsaklik yer degistirmistir. Bu Bosenquet’in Mercer teoremi ile ilgili sonuglariyla

alakalidir.
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Ispat:[11]

h <n olmak lizere;

chk (h>niginr, =0) (3.1.53)

k=h

ile tanimlanan r

nh

sonlu toplam oldugundan vardir. Buna goére (3.1.1.51) den bnd

bir iist sinir1 gostermek iizere ;

nh

Ime¥", u= bndz

hzm
n=h

1

| < dir. (3.1.54)
4

Boylece m ve u sabitleri belirlenir. Ayrica hipotezden;

>

n=m

nh

o — nl—lh‘ <o (h:1727 oo ’m'l) (3.1.55)

s, 1 uygun tanimiyla ve (3.1.50) den

n n

J, = chksk = Z(rnk _rnk+1)sk
k=1 k=1
:(r;tl_r;z2)sl+(’;12 )S2 +L +( nn 1 r;zn)siz—l+(r;tiz_r;zn+l)sn
=TS + rnZ(SZ )+ ’/;13( )+L + r;m( Sy Sn—l)

= ”nk(S — S5 1)+ r,.s, elde edilir.
Buradan,

J,=J,. = (rnk_rn—lk)(sk_Sk—1)+(rnl_rn—ll)so

~
—_

VN =m tam sayisi i¢in,

N N n
Z|Jn —J,l= Z Z(rnk _rn—lk)(sk _Sk—l)+(rnl - rn—ll)SO

n=m| k=1

m—1

i

m—

N
Tk — lkHsk Si- 1|+z

n=m

B =T 11“50|

M:

‘ Lok rn—lkHsk _Sk—l|

N
B — rn—lk‘ +|S0|Z Fa—Thon

N
| —SHIZ

=1 n=m n=m

M

|+

>~
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ok — r;z—lk‘

N N
+DIs =82
k=m k

n=

m—1 o ©
< Z|Sk _Sk—1| Z";zk - rn—lk‘ +|SO|Z"311 - rn—ll‘ +
k=1

n=m n=m

N
+D oI5 =52

k=m n=k

(3.1.54) ve (3.1.55) ten

Tk _rn—lk‘

ﬁ: J,=J, SH+ﬂ§:|sk—sk_l| (3.1.56)

n=m k=m

Burada H sonlu ve N den bagimsizdir. Diger yandan (z,) dizisi mutlak

yakinsak ve (3.1.52) den

s, =t +qJ, oldugundan,

N N N
Z sn - sn—l < Z tn _tn—l + |q| Z Jn - Jn—l
ve (3.1.56) ile

N oo N

Z sn - sn—l < Z tn _tn—l + qH+ qﬂ2|sk - sk—l|
n=m n=m k=m

N oo

(-l0) s, 5, St gl

Burada(l - |q| ,u) i|sn - sn_1| , N dan bagimsiz bir {ist simira sahiptir. (3.1.54) ile

1- |q| 4 >0 oldugundan,

oo

2

n=m

< oo ise (s,) dizisi mutlak yakinsaktir.

S, =S,

n

3.2.NORLUND TiPi METOD ICIN MERCERIAN TEOREMI
Klasik Mercer teoremindeki (C,1) metodu yerine Norlund Tipi Metodun
almabilecegini gosteren asagidaki teoremi verelim:

Teorem 3.2.1:[9]
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P
P

n

(p,),0< p,<p, <L veP=py+ p +L + p,olmak iizere -0

(n— o) Ozeligini saglayan bir reel sayi dizisi olsun. Kabul edelim ki verilen bir

1
o (0 <a< Ej sayisi ve 1<t <2 sayist mevcut, dyle ki;

P 1z2a (3.2.1)
P, t(1-a)
olan bir k€ ¥ sayisi1 icin,
(1-tx)P,_ +1(1-a)P, —(1-2a)P, 2P, (6 >0) (3.2.2)
esitsizligi saglansin. Bu takdirde (s,) verilen bir dizi olmak iizere,
lim| as, +(1- ) Zpk 5, ,{} (3.2.3)
n k=0
ise lims, = s dir. (3.2.4)

Ispat:[9]
Genellikten bir sey kaybetmeksizin s=0 kabul edebiliriz. Ciinkii teoremi

s=0 i¢in ispatladigimiz takdirde s, yerine s, =s, —s alinarak;

hm(s +—Zpk S kj =0 iken lims, =0 olur. Buradan,

n k=0

as—s Zpk S, —S)=

n k=0
I-a3
:asn_as+ Zpksn—k Zpk
n k=0 nk 0
=as, Zpknk as—s+as—0 (n— o)
n k=0
ise lim(s, —s)=0 dir. Boylece,

n

lims, = s olacaktir. O halde;

as, +1—_0/Z S, =0 (n—> o) iken s, — 0 (n — o) oldugunu
n k=0

gostermek yeterlidir.

Bunu gostermek icin aksini varsayalim. Yani;
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as, +1—_0{i DS, —0(n—>) iken s, 5 0 (n—> o) olsun.
0 k=0

Bu durumda limsups, =+oo kabul edebiliriz.[9]

n

Bu durumda dogal sayilarin (n,), . =(n,,n,,L )alt dizisi vardir. Oyle ki;

ke¥

lims, =+oo
k k

ve n, {n} alt dizisinin bir terimi olacagindan Vn <n, igin,

<s (3.2.6)

e

N

n

Her bir n i¢in asagidaki 6zelliklerle m =m, ve m’ = m, sayilarin belirleyelim.

1 2x
— +p+¢& 3.2.7
P k=0 —0() ¢ " ( )

ME

Burada €, —0 (n—>), ¢>0 secilen yeterince kiigiik bir say1 n-—eo igin

n—m-— oo dur.
(3.2.6) dan k=1,2, ... i¢in |5, |<s, (3.2.8)
1<t <2 olmak iizere,
s, >(t=1)s, k=12, ... ,nigin,
esitsizligi (3.2.3) ile ¢eliseceginden;
L 2(r-1)s,
s, _,=2(r—-1
n-2 ( ) n (329)
M M
Sn—m'-H 2 (t - 1)Sn
ve s, <(t—1)s, olacak sekilde bir en kiigiik m’ sayis1 mevcut
olmalidir.
Eger m'>m ise
as, + 1 a z DiSoi
P, i
1 m—
>las, +(1-«a P—Z S, Zpk S, . (3.2.10)
k=0 n k=m

esitsizliginde;
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lm
as, +(1- aP—Z:(;

=as,+(1- a)i[posn +ps,  +p,s,,+L + pm_lsn_mH] (3.2.9) dan

n

1
2as, +(1—0!)P—[(p0+p1 +L +pm)(t—l)sn]

n

m—1

=as, +(1-a)(t —1)sniz P, (3.2.77)den

n k=0

_s {(H (=a)(r=1)(1=2a) +(¢+€n)(1—a)(t—1):| 3.2.11)

elde edilir.

O<a< % , 1<t<2, ¢>0 oldugundan (3.2.11) daki ifade sifirdan biiyiiktiir.

O halde;
1 m—1
asn +(1_0',)P_nk:0 pksn—k
>, {m (- “)t((’l‘_l()l()l 229 (pre)(1-a)(t-1) (32.12)

<2 pulssnl+ P |S1wa| L+ py]so) (3.1.28) den

n m n—m-1

S0

k=m

ge)

1_
B

o

(S s -al p S g Sn

k=m n n k=1

(1-2a)
t(l1-a)

:sn(l—a){l— —(¢)+SH)}
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(1-a)(1-2a)

ZS{(l—“)—W—((DJr%)(l—“)}

(1-a)(1-2a)
1(l-)

(3.2.12) ve (3.2.13) deki ifadeler (3.2.10) da yerine yazilirsa;

Zpk Sn—k

nkm

—(p+¢,)(1- ):I (3.2.13)

_s{l 0!)

as+1a Zpknk

nkO

an{m“ D=D020) () _1)(pre,)

t(1-a)

(1-a)(1-2a)

1(l-)

=s{a+(1-2a)-1+a+(1-a)(p+¢,)t}

-(1-a)+ +((o+gn)(1—a)}

=s,(1-a)(p+¢,)t
(1-a)(p+¢,)t smurli ves, — oo (n—> o) oldugundan;
s,(1=@)(p+¢,)t > oo (n— o)

Bu durumda,

as, +(1- a)inksn_k — o0 (n—>o0) olur ki bu da (3.2.3) ile celisir.

n k=0

Bu durumda m” < m kabul edebiliriz.
n— oo iken n—m-— oo oldugundan, n—m — oo olacaktir.
Hipotez geregince € >0 igin,

nm

asn—m' Z PrSn—m—k

n— Wl k=0

(3.2.14)

ifadesi yeterince biiyiik n ler i¢in saglanir. Bu ifade Pl”) ™ >0 ile carpilirsa;

n

nm

| S
n—m §
asn—m' PrSn—m—k
P P, =

n

P;)‘"" elde edilir. Bu ifade

(3.2.3) ten ¢ikarilirsa;
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n— m

P
a(sn—% S, MJ (zpk Sk Zpk Spem’ kJ

n k=0

<2¢ (3.2.15)

m’ <m<n oldugundan;

n— m

Zpknk Zpknmk

k=0 k=0
nm
—Zpknk+zpknk Zpknm —k
ﬂ"l
_zpk n k+z pk+m n m’—k
k=0

m'=1
= Z pksn—k + |:(pm' - pO)Sn—m' + (pm'-H - pl)sn—m'—l +L + (pn - pn—m')so]
k=0

VlWl

_Zpknk+z Pk = Po-w k)sk dir.

Ifadesi (3.2.15) de yerine yazilirsa;

P 1— an—m'
ol s _ﬂ P, o= Do s
(Vl Pn n mJ n ;pknk Pn ko(pnk p k)k
P
Za(n n mJ+_zpknk
Pn n k=0
1— an—m'
== (Puck = Pacrs) | Olur. (3.2.16)
Pn k=0
o Pn—m' + 1- O'Im,_l
S ——8§ , _ Ky
n Pn n—m = pk n—k

P
(S + ;)m (_sn -m’ J Zpknk

,,ko

(3.29)dan —s, ,, >—(r—1)s, ve s, , 2(t—1)s, oldugundan;
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,
n—m

- pn—m'—k )|sk|

(3.2.6) dan |sk| <s, oldugundan;

n—m’

<(-af 5 (=)

n L k=0

(3.2.17)

n

1
=S, (l_a)P_l:(pn _pn—m')—l_(pn—l - pn—m’—l)+L +(pm’ - p())]

n

1
:Sn(l_a)P_[(prn'+prn'+l +L +pn—1 +pn)_(p0+pl +L +pn—m'):|

n

m’ < n oldugundan;

=5 (1 a)PL[(p,, ~P,.)-P,,]

n

=5, (1 _ a) Pn — Pm'—l -P

’,
n—m

n

(3.2.17) ve (3.2.18) den

Pn—m'
al s, ——=
( Pn

n k=0
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xn—m'J + P z PrSu-k
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l —-a n—m’
+_______
P, 5

n

(pn—k “ Puw-k ) Sk



>, {a(l —%(r - 1)J +(1-a)(t- 1)% ~-(1-a) P - Pm; P } (3.2.19)

n n n

esitsizligi elde edilir.
(3.2.2) ile (3.2.19) da ki parantezin icindeki ifade sinirli ve s, —> oo (n—>o0)
oldugundan;
(3.2.15) ile (3.2.16) celisir.
O halde varsayim yanlistir.

5, >0 (n—>oc0) dir.

3.3. CESA'/RO ORTALAMALARI iCIN MERCER TEOREMI
Teorem 3.3.1:[18] (s, ) verilen bir dizi, B, 1< <2 olan bir reel say1 ve

1
§ < a <1 olmak iizere,

lim| azs, + (1 - &) — Zn:(”_“ﬁ_l]sk _s (3.3.1)

ise, lims, = s dir. (3.3.2)

n

Ispat:[18] « >% Agnew’in verdigi teoremden ¢ikarilacagindan % <a <%

alabiliriz. Ayrica B =1 durumu Mecer’in orijinal teoremi ile saglanacagindan
1< <2 kabul edebiliriz.

Teoremin ispat1 icin;
n+py . . o
I<t<2 sayis1 ve P = B icin Teorem 3.2.1 in hipotezinin saglandigim

gosterelim:
n n
Z DS, = Zpksn_k olacagindan;
k=0 k=0

n—-k+p-1
pn—k =

k+ -1
p )

burad =
] uradan p, (,B—l
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+ B
Pn=(" ’B]: T (n>w) (3.3.3)
B ) T(B+1)
P’ =n” y1 diisiinbiliriz.
P (kY (1-2a
I<t<2 ve f=(—j < (3.3.4)
P, n t(l—a)
k (1-2a )"
Buradan —< @ olacaktir. (3.3.5)
n \t(l-a)

Bu durumda Teorem 3.2.1 den
(1-at)P,_ +t(1-a)P, >(1-2a+5)P, (5>0)
(1-at)(n—k) +1(1-a)k? >(1-2a+ 8)n” (3.3.6)
esitsizligi saglanir.
. . n+fy .
Burada P, teorem 3.2.1 in kosullarmi saglar. Yani P, = B icin;
)0<p,<p <p,<L
11) Pn = p()+pl +L pn
iii) %—m (n— o)

n

Simdi de (3.2.6) esitsizligini gorelim:

Bunu icin f,(x)=(1-ar)(1- x)'B +t(1-a)x” —(1-2a) fonksiyonunu diisiinelim.
. 1 . koo g ..
Bu takdirde (3.2.6) y1 —5 ile carpilip, x =— doniisiimii yapilirsa asagidaki ifadeye
n n

denk olacaktir.

/B
l<i<2, 0<x<| 2% | icin £(x)>0 (3.3.7)
(1-a)

(3.3.6) yerine (3.3.7) i gostermek yeterlidir.
f,(x)in 0<x<1 araligindaki minimum degerini bulalm. x,, bu araliktaki

extremum noktasi olsun. Bunun ig¢in,

)= —Bl-a)-5) A1)

67



Xy 1-ot
1 (1-ar)/™
0 l‘(l—af) /(B-1) 1_ (l_at)l/(ﬁ—l) +(l‘(l— ))1/(ﬂ—1)
1-oat

x, extremum noktasini cinsini belirlemek i¢in £, (x) in 2. nci tiirevini alalim.

f1x)= B(B-1)(1-ar)(1-2)"" + B(B-1)(s(1- @)

N (1 ar)e) -
x)=p(B-1)(1 “’)[1 (lat)l/(ﬂl)_l_(t(la))l/(ﬂl)}

(1—a) " +(1(1-

52
L= g B
BB-)(i(1-a) —
))/(ﬁ )
elde edilir.
%<a<% , 1< <2 ,1<t<2 oldugundan;

f(x,) daki her bir terim pozitif olacagindan f;{x,)>0 olur.

X, » f,(x) fonksiyonunun 0 < x <1 araligindaki minimum noktasidur.

N LY =r
ﬁ(xo)= (mj +(t(1_a)j —(1—20()>0 dir.

l<t<2vel<f<2icin f(x)>0

%<0{<% , 1< <2, 1<t<?2 oldugundan;
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1
B

yp
Buradan 0<( 1-2a j<%<1 :0<( 11—2a J <1

1(l-a)

! <2ve —<

1
1(l-a) 2

0<1—2a<l,§< <1 dir.
3 4

1-2c
t(l1-a)

B
(3.3.8) ile birlikte 1<z<2 ve OSxS( J <l f/(x)>0 gergeklesir.

Boylece ispat tamamlanir.

4. BULGULAR VE TARTISMALAR

Bu béliimde (¢, ) matrisinin iiggensel olmasi durumunda Teorem 3.1.5,
Teorem 3.1.6 ve Teorem 3.1.7 deki (s,) dizisinin smurlilhk varsayiminin
yumusatilabilecegini asagidaki sonug ile gorelim:

Sonuc 4.1.1:

Eger (c,,) liggensel bir matris ise, (s,) nin sinirlilik hipotezi Teorem 3.1.5

ve Teorem 3.1.6 dan atilabilir. Teorem 3.1.7 de ise onun yerine

ch s, (¢, =limc,, ) serisinin mutlak yakinsaklig1 hipotezi getirilir.
k=1 "

Teorem 4.1.1:
(¢, ) regiiler, liggensel bir matris, (s,) verilen bir dizi ve g€ £ olsun.

Eger,

Sn_qzcnksk _>(1_q)s (n_>oo)
k=1

cnk

ve < 1/ imy
" k=1

ise s, > s (n—oo) dir
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Teorem 4.1.2:

(¢, ) sifir limitini koruyan tiggensel bir matris, (s,) verilen bir dizi olmak

izere; ge £ olsun.

Sn—an:ansk _>0 (n_)oo)

k=1
__n
ve ld|< 1/ e
ise 5, >0 (n—eo) dir.

Teorem 4.1.3:

(¢, ) yakinsakhigi koruyan iiggensel matris, (s,) verilen bir dizi ge £ ve

Z|cksk| yakinsak (¢, =limc,, ) olsun. Eger,
k=1 n

S, — an: ¢85, yakmsak (n— )

k=1
o n n
ve d< 1/ {u?lz|cnk| _ zu};qc,,kq
k=1 k=1
ise s, s (n— o) dir.

Ispat:

Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.2 nin bir sonucudur. Teorem 4.1.1 de (s,)

yerine (s, —s) alinarak Teorem 4.1.2 den ispatlanr.

(Sn - S) - qicnk (sk - S) = (sn - qicnkskj - S[l - qicnkj Olur‘
k=1 k=1 k=1

Teorem 4.1.1 ve (c,, ) nin regiilerliginden;

[sn—qicllkskj—s[l—qicnkjﬁo (n—)oo)
k=1 k=1
ve |q|<1/mj

" k=l

O halde Teorem 4.1.2ile (s, —s) =0 (n —> o) dir.

dir.

cnk

Buradan s, = s (n— o) elde edilir.
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Teorem 4.1.2 de ise (s, ) nin simrliligi Teorem 3.1.8 ile gosterilebilir.

Buradan Teorem 3.1.6 ile 5, =0 (n — ) elde edilir.

Teorem 4.1.3 iin ispati:

c, :li{ncnk =0 olsun. (Vke ¥ icin)

lim|cnk| =0 olacagindan, hipotez ile

< 1/ fm> e, | olur.
" k=1

(¢,.)e(c,c) ve limc, =0 oldugundan, (c, ) sifir limitini korur ve hipotez ile

n

ticgenseldir.

n
S, =4 Cusy =1 (n—>o0) olsun.
k=1

(Sn _1 ) _qzcnk (Sn _1 )
k=1

:[sn_qi:cllkskj_l[l_qicnkj _)1 _l(l_qo)zo (n%oo)
k=1 k=1

Teorem 4.1.2 geregince s, =1 — 0 (n — o) olur. Buradan
s, >1 (n—o0) elde edilir.
Simdi lirllrncnk =¢, #0 (Vke¥ icin) durumunu inceleyelim. (3.1.43) ve
(3.1.46) da tammladigimiz (@, ) ve (¥, ) yi kullanarak Teorem 3.1.8 yardimiyla
(s,) nin sirhiligin gorelim:

o, = |Ck|Sgn Cok

7nk = an - a)nk = ( cnk _|ck|)sgn an

(c,,) matrisi iicgensel oldugundan, Vk >n igin sgnc, =sgn0=0olur.

Burada (@, ) ve (7, ) matrisleri de liggenseldir. Ayrica;

|q| < 1/ @i|ynk| olur. 4.1)
k=1

Teorem 3.1.8 ile (3.1.41) kosulu (}/nk) icin saglanmis olur. Buna ek olarak;
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n n n
sn - qz 7/11ksk = (sn - qzcnkskj + qz a)nksk
k=1 k=1 k=1

ifadesindeki s, — qz ¢, 5, yakinsak oldugundan sinirli ve hipotez ile
k=1

n
Z @, Sk
k=1

n
LA
k=1

n oo
s =2 le[s < 2fewsi] <o dur.
k=1 k=1

Buradan,

8, = qz VS, sirhdir. 4.2)

k=1

(4.1) ve (4.2) nin bir sonucu olarak Teorem 3.1.8 geregince (sn) sinirlt olur. Ayrica
(¢, ) yakinsakligi koruyan bir matris oldugundan Teorem 3.1.7 ile (s,) yakinsaktur.

Eger Teorem 3.1.8, iicgensel olmayan (c, ) matrisine genisletilseydi ve

i ¢85, =0(1) (n— o) kabul edilseydi (s,) dizisinin sinirli oldugu Teorem 3.1.8

k=n+1
in bir uygulamasi olacakti. Simdi bunu gérelim.

Teorem 4.1.4:

(¢, ) bir sonsuz matris ve (s,) stirh bir dizi olsun.

Eger, i e85, =0(1)

k=n+1
ve |q| <1 lim2|cnk|
n k=1
ve s, —chnksk sinirh
k=1
ise  (s,) smirhdir.

Ispat:

Teorem 3.1.8 in kosullarini sagladigin1 gérelim:

n oo oo
Sn - qzcnksk = Sn - q(zcnksk - Z cnkskJ
k=1 k=1

k=n+1

= (Sn _qzcllkskj+ 5]( Z anskj
k=1

k=n+1
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n
Hipotezden s, — qz ¢S, smurlidir.
k=1

Vne ¥ icin, i|cnk| < i|cnk| saglandigindan;
k=1 k=1
____n ____ o
li’{n2|cnk| < 115n2|c,,k|
k=1 k=1

< 1/ m e, < 1/ im>c,| dir.
" k=1 " k=1

O halde, Teorem 3.1.8 den (s,) simrhdir.

Burada 6zel olarak s, = 0( J (n—>e) ve Vk>n+1 igin ¢, =0

c

nn+1

almabilir. Ciinkii

n oo o0
sn - qzcnksk = Sn - q(zcnksk - Z cnkskj
k=1 k=1

k=n+1

) (Sn - QEcnksk j i q(cn'1+1s”+l)

k=1

n
oldugundan, s, — qz ¢, s, sirl olur.
k=1

Simdi Teorem 4.1.4 deki i ¢85, =0(1) (n—>e) kosulunun

k=n+1
gerekliligini asagidaki 6rnek ile gosterelim:

Ornek 4.1.1:

n

1, k=n+l 1
Cy = , |q| <1, s, =— olarak alalim.
0, k#n+l q"

= 1 1
5,90 CuSi =——q.1.—=0
kzz; g g

ve lim) |c,,| =liml =1
n k=1 n

oldugundan, Teorem 4.1.4 iin kosullari saglanir. Fakat (s, ) dizisi stnirh degildir.

Ciinkii
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i €S, :IL:%, |lg| <1 oldugundan, qL #0(1) (n—oo)dir.

Rt qn+l n+l
Ayrica bu ornek Teorem 4.1.2 deki (¢, ) min iiggenselligi hipotezinin,

nicin gerekli oldugunu da agiklar. Ciinkii

limc,, =0 ve @i|cnk| =1< oo oldugundan, (c,, )€ (c,.c,)ile
k=1

s, —qicnksk =0—0(n—>)

k=1
an

ve |q| <l= 1/@5)
" k=1

oldugu halde s, >5 0 (n — o) dur.

Bunun nedeni ise, (c,, ) nin tiggensel olmamasidir.

Teorem 4.1.5:

(a,,) regiiler bir matris, (s,) stnirh bir dizi,

ianksk -1 (n—>)
k=1

liminf{ a,| - i *|a,,k|} >0
" k=1
ise s, >1 (n—>0)dir.

oo

( burada Z " : serisinde k=n.inci terimin atilmasidir)
k=1

Ispat:

(¢, ) regiiler matris, (s,) siirh bir dizi ve ¢ #1 olsun. Bu durumda

n

(a, ) matrisi;

1—gc

nn , k — n
l-¢q
ank =
LT k#n
1-g¢g ’

Burada (a,, ) matrisi, regiiler ve
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sn_qzanksk ﬁ(l_q)l (nﬁoo)
k=1

ise ianksk —1 (n — ) olacaktir.
k=1

«
zanksk = annsn + Z anksk
k=1 k=1

1-gc - *( —qc,, J
— nn sn + 1 S
I-q kZ‘ ‘

1 q qd <+
=—s,——C,S CoSi

1_q n 1_q nn-n 1_qk:1

[Sn - qzcnkskj

k=0

1

I-q

= ianksk —>1L((1—q)1 )=1 (n—oo)olur.
—q

k=1

aVlVl

h i *|ank q > 0 sartiyla,
P

>0

liminf Ul—qcm +|qc,m -3 |q C j> 0
" k=1

Boylece Teorem 4.1.5 e gore liminf {

s, =1 (n— o) olacaktur.

-2 ]a
k=1

liminf ﬁ(p -qc,,

an

|1—qc +|qc

nn

)

k=1

nn

|q| <liminf olur,

cnk

Simdi Teorem 4.1.5 in bir uygulamasi olarak asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.1.6:

(¢, ) regiler bir matris, (s,) simrlt bir dizi ve g#1 bir kompleks say1

olsun. Eger;

Sn_qzcnksk H(l_q)l (nﬁoo)
k=1

75



|1 —4qC,, + |qcnn

ve |q| <liminf
Z cnk
k=0
ise, s, > 1 (n— o) dir
Ispat:

- Z|q||cnk|j >0 dir.
k=1

Teorem 4.1.5 e gore liminf (|1 -qc,,

+|qc,,

|1 —4C,, + |qcnn

Buradan |q| <liminf olacaktir.

X

k=0

cnk

Teorem 3.1.5 de q lizerindeki kosulu;

<)/ iy
" k=1

= liminf [1 Z|cnk|} seklinde gosterelim.
" k=1

an
Buradan,
|1—qc,m +|qc,m 21 oldugundan;
o .. 1-gqc,,|+|gc
liminf | — < liminf | — | ~ | olur.
n n

z c”k Z an|
k=0 k=0

Bu nedenle Teorem 4.1.6, Teorem 3.1.5 i igerir. Burada (c,,),c,, =0 (n—> e0)olan

nn

regiiler matris ise Teorem 3.1.5 ile Teorem 4.1.6 cakasir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Materyal ve metotlar bolimiinde regiiler matrisler ve yakinsakligi koruyan
matrisler kullanilarak verilen Mercerian Teoremler incelenmistir. Bulgular ve
tartismalar boliimiinde ise bu matrisleri tiggensel alarak dizi iizerindeki sinirlilik sarti
kaldirilmg ve daha genis dizi uzaylar ile ¢alisilmasi saglanmistir. Matris iizerinde ki
sartlar agirlastinldiginda dizi iizerinde ki sartlar hafiflestirilebilmektedir. Ayrica
dizi tizerine bazi kosullar konuldugunda da calisacagimiz matrisler sinifim
genisletebiliriz.

Problem 5.1.1:

s=(s,)el_ve s,—s,, >0 (n—>o), s,=0 kosullari saglansin.

n n-1

(¢, ) pozitif, regiiler, liggensel bir matris olmak iizere;

lim) c,s,=s iken s, =5 (n—>eo) olmas igin,
k=1

n

(¢, ) lizerine konulacak kosullar1 arastiralim:

Coziim:

m pozitif bir tamsay1 olmak iizere;

chk s, Abel Kismi Toplamasini uygulayalim:

k=1
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k=1 \ v=1 v=1

chksk Z(ch»j Sk+l +chv(sm+l)
k=1

m —> oo igin limit alinirsa;

icnksk Z‘(Zcmj = S +(i mjhm( 5,4, ) olur.
k=1 v=1

k=1 \ v=1

hch S, —hmZ(Zcmj =S +lim(i mjhm( R EK (5.1)
" v=l

k=1\v=1

k
Burada b, = ZCW alalim. (b,, ) matrisi lizerine;
v=1

i) limb,, =0
i) lim Y b, =1
n =1

iii) sup, i|b,,k| <oo
k=1

sartlarin1 koydugumuzda regiiler bir matris olacaktir.

(b,.) regiiler ve lilgl(sk —5,,)=0 oldugundan;
hmank -8 1 =0 olacaktir.

Ayrica (c,, ) regiiler oldugundan;

hm{Zc jhm S, —hm( S, hchm

v=1

_hm( m+l hmzcn\ _hm( m+l)

v=1

Bu durumda (4.3) denlims ., = s olur.

n+l

Buradan,

lims, = s dir.

n
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