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ÖZ 

 

Bu çalışma üç aşamadan oluşmaktadır. Birinci aşamada; dönen, durağan 

olmayan ve ögeleri iki değişkene bağlı genel bir çizgi elemanı için Teleparellel 

kuramında  Dirac denklemi elde edilmektedir. Elde edilen bu denklem Genel 

Görelilik Kuramında daha önce aynı metrik için yazılan biçimiyle 

karşılaştırılmaktadır ve sonuçta her iki kuramda elde edilen biçimlerin eşdeğer 

olduğu görülmektedir. İkinci aşamada; Teleparellel Kuramında burulmanın vektörel 

ve eksenel bileşenleri cinsinden yazılan Dirac denklemi, aynı çizgi elemanı için elde 

edilerek  çalışmanın birinci aşamasında bulunan denklem biçimi ile aynı olduğu 

gösterilmektedir. Üçüncü aşamada ise; dört değişkene bağlı daha genel bir çizgi 

elemanı ele alınarak burulma tensörünün eksenel ve vektörel bileşenleri 

hesaplanmaktadır. İşlemler sonucunda elde edilen veriler kullanılarak burulma 

tensörünün bileşenleri cinsinden yazılan Teleparellel Dirac denklemi elde 

edilmektedir.   

Bu çalışmadaki amaç; temel  parçacıkların kütlesel çekim ile etkileşimlerini 

betimleyen denklemlerden Dirac denkleminin, çok farklı temellere dayanan Genel 

Görelilik ve Teleparallel kuramlarındaki biçimlerinin eşdeğerliliğini tartışmak ve 

ayrıca Teleparallel kuramında burulmanın vektörel ve eksenel bileşenleri 

hesaplanarak Dirac denkleminin elde edilmesinin standart yoldan elde edilmesinden 

daha kolay olduğunu göstermektir.  

 

Anahtar sözcükler: Teleparellel Kuramı, Dirac Denklemi, Burulma    
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ABSTRACT 
 

This thesis consists of  theree stages. For the first stage; Dirac Equation is 

obtained in the Teleparellel Theory for the general line element  which is a rotating, 

non-static and whose components depend on two variables. Then, the obtained form 

of this equation is compared with the General Relativitic Dirac Equation that was 

before written for the same metric. Consequently,  it was observed that the form of 

the obtained equations for both theories were same. In the second stage, by obtaining 

the Dirac Equation that is written for the same metric in Teleparellel Theory in terms 

of the vectorel and axial components of torsion, it is shown that the form of the 

equation is same as the equation obtained in the first stage. Finally for the last step, 

the axial and vectorel components of the torsion were calculated by considering a 

more general line element depending on four variables. By using these results, the 

Teleparellel Dirac Equation that is written in terms of the components of the torsion 

tensor, is obtained.  

 The aim of this work is to discuss  the equivalence of the form of the Dirac 

Equation, one of the equation that is describing the interactions of the fundemantal 

particles with the gravitation,  by considering its form in two different theories, 

General Relativity and Teleparellel theories, that are depending on completely 

different principles and to show that obtaining of the Dirac Equation by calculating 

the vectorel and axial components of the torsion in Teleparellel Theory is easier than 

obtaining it by standard way.  

 

Keywords: Teleparellel Theory, Dirac Equation, Torsion  
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1. GİRİŞ 

 

Genel Görelilik kuramı ile birlikte kütlesel çekim etkisinin, uzay-zamanın 

geometrisiyle derinden bir ilişkisi olduğu görülmüştür.  Geometrikselleştirme 

felsefesi 20. yüzyılın başlarında A Einstein tarafından ortaya atılmıştır. 

 

“Doğayı anlamak geometriyle başlar ve fizikle son bulur.”  

                                                                                       A Einstein1 

 

Einstein, bu felsefeden yola çıkarak Rieman geometrisiyle başlamış ve Genel 

Görelilik kuramını oluşturarak başarılı bir şekilde sonlandırmıştır.  Bu kuramın 

başarısının ardından aynı felsefeyi kullanarak kütlesel çekim ile elektromanyetizmayı 

birleştirmeyi denemiştir.  Bunu yapmak için Einstein, Genel Görelilikte kullanmış 

olduğu Rieman geometrisinden daha geniş bir geometriye gereksinim duymuştur. 

Kütlesel çekim ile elektromanyetizmayı birleştirmek için ortaya konulan fiziği  

geometrikselleştirme düşüncesi başarılı olmamıştır.  Bu durumda birleşik alan 

kuramını oluşturmak için kütlesel çekimi alan olarak tanımlama gerekliliği ortaya 

çıkmış ve ardından ayar kuramı kullanılarak birleşik alan kuramı oluşturulmaya 

çalışılmış fakat bu da başarısızlıkla sonuçlanmıştır.  Bununla birlikte Genel Görelilik 

kuramının oluşturulduğu ilk yıllarda kuramsal fizikteki gelişmeler, kütlesel çekim 

etkileşiminin tanımına burulmanın da dahil edilmesi gerekliliği ortaya konulmuştur.  

Özellikle spin etkileşiminin önem kazandığı durumlarda kütlesel çekimin etkisinin 

betiminde eğriliğe ek olarak burulmanın da etkili olduğu görülmüştür.  

 

Bu gelişmelerin ışığında; kütlesel çekim, ayar kuramıyla betimlenirken 

geometrize etme felsefesinin matematiksel yapısından gelen dörtayak (tetrad) 

formalizmi kullanılmıştır.  Genel göreliliğe bir seçenek olarak ortaya konulan 

kuramlardan biri de Teleparellel kuramıdır. Bu kuramda, eğriliğin bulunmadığı 

varsayılarak sadece burulmanın varlığında kütlesel çekim için eşitlikler yazılır.  Son  

yıllarda Teleparellel Kuramının önem kazanmasının en büyük nedenlerinden  

 
1.M.I.Wanas, “Absolute Parallelism Geometry: Developments, Applications And 
Problems”gr-qc/0209050 v1(2002)  
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 bir tanesi de bu eşitlikler yazılırken  kütlesel çekimin bir alan olarak ele alınmış 

olmasıdır. Bu kuramda kütlesel etkileşim, elektrodinamikteki Lorentz kuvvet 

denklemlerine  benzer, kuvvet denklemleriyle temsil edilmektedir.     

 

Genel Görelilik kuramı kütlesel çekimi betimlemede  oldukça başarılı bir 

kuram olup birçok deney ve gözlemler ile uyumlu sonuçlar vermiştir. Fakat doğadaki 

etkileşmeleri birleştirmek için bu etkileşimi de diğer üç etkileşim gibi alanlar 

cinsinden ifade etmek gerekir.  Kütlesel çekimin alan olarak betimlendiği bir kuram 

olan Teleparallel Kuramda yapılan çalışmalar, Genel Görelilik kuramı ile 

karşılaştırıldığında eşdeğerliliğin görülmesi Teleparallel Kuramın da geçerliliğinin 

artmasını sağlayacaktır.  Özellikle  büyük ölçekli evrenle uğraşan astrofiziğin bir çok 

konusunda kütleselsel çekimin etkileri önemli rol oynar.  Burulmanın göz önünde 

bulundurulduğu Teleparallel kuramının geçerliliğinin arttırılması için bazı evren 

modellerinde tek parçacık durumlarının çözümlenmesi ve anlaşılması gerekir. Bu 

nedenle son yıllarda;  Einstein’nın Genel Görelilik kuramında yazılmış olan kütleli, 

spini1/2 olan parçacıkları betimleyen Dirac ve kütleselsiz, spini1/2 olan parçacıkları 

betimleyen Weyl denklemlerinin  Teleparallel kuramında yazılmaları üzerinde 

çalışmalar yapılmıştır. 

 

Bu çalışmadaki birincil amaç: hem dönmeyi hem de genişlemeyi içeren genel 

bir metrik için spin-1/2 parçacığı betimleyen Dirac Denkleminin, Teleparellel 

Kuramındaki biçimini elde edip, aynı metrik için elde edilen Genel Görelilik 

Kuramındaki karşılığı olan denklemle karşılaştırarak eşdeğerliliğini göstermektir.  

Ayrıca ikincil amaç, aynı metrik için Teleparellel Kuramında burulma tensörünün 

vektörel ve eksensel bileşenleri kullanılarak Dirac denklemini yazmaktır. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Doğadaki bütün etkileşimleri “Büyük Birleşik Alan Kuramı” adı ile tek çatı 

altında toplama düşüncesi fizikçiler için önemli bir araştırma konusu olmuştur.  

Düşünülen bu Büyük Birleşik Alan Kuramının oluşturulmasındaki en büyük zorluk 

kütlesel çekimin Genel Görelilik Kuramına göre alan olarak değil,  uzay-zamanı 

geometri olarak tanımlanmış olmasıdır.  20. yüzyılın ilk çeyreğinde bilinen, iki temel 

etkileşim olan kütlesel çekim ve elektromanyetizmayı birleştirmek için ilk girişim 

1918 yılında H.Weyl tarafından yapılmıştır [1].  Weyl, bu öneride kütlesel çekimin 

alan olarak tanımlanabileceğini göstererek, ayar değişmezi ve ayar dönüşümleri 

kavramlarını ilk kez kullanmıştır. Günümüzde Ayar Kuramları olarak bilinen bu 

kavramlar birçok alan için de temel nitelik taşımaktadır.  Ancak Weyl bu çalışması 

ile asıl amacı olan birleşik alan kuramını tam olarak oluşturamamıştır. Bu çalışmadan 

10 yıl sonra aynı amaç için A. Einstein bir girişimde bulunmuştur [2].  Einstein, 

düşüncesini dörtayak (tetrad) alanlarının dört boyutta uzay zamanın her bir 

noktasında teğet uzayların dik boylandırılmış (ortonormal) tabanlarının alanı 

olduğuna dayandırarak “Absouled Parellelism”(AP)‘in matematiksel yapısına anlam 

kazandırmıştır.  Fakat dörtayakların bileşik alanı betimleyebilmesi için onaltı 

bileşenli olması gerekmektedir, oysa Genel Görelilikte kütlesel çekim, simetrik ve on 

bileşene sahip olan  uzay-zaman metriği ile tanımlanmaktadır.  Önerilen onaltı 

bileşenli dörtayakların on bilşeninin kütlesel çekimi geri kalan altı bileşenin ise 

elektromanyetizmayı betimlediği Einstein tarafından öngörülmüştür [3].  Bu çalışma 

da başarılı sonuç vermemekle birlikte bu yaklaşımlardaki bazı önemli kavramlar 

ortaya konulmuştur.  E. Cartan ve R Weitzenböck tarafından da desteklenen bu 

başlangıç periyodunun ardından 30 yıl boyunca bu alanda herhangi bir çalışma 

yapılmamıştır. 

 

1960’ larda  Moller, Einstein’ nın bu konudaki çalışmalarını tekrar gözden 

geçirmiş ve aynı zamanda kütlesel çekim için ayar kuramlarının var olma koşulları 

üzerinde durmuştur [4,5].  Bu çalışmaları izleyen Pelegrini ve Plebanski [6] 

Teleparellel Kuramı için Lagranjiyen formalizmini oluşturmuştur. 1967’ de Hayashi 

ve Nakano [7] Dönüşüm grupları için ayar kuramını formalize ederek 
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geliştirmişlerdir. Birkaç yıl sonra da Hayashi Absouled Parellelism ve ayar kuramı 

arasındaki ilişkiyi anlamlandırarak bu iki temel düşünceyi bir araya getirmiştir [8-

10].  “Yeni Genel Görelilik”(New General Relativity) olarak adlandırdıkları bu 

yaklaşım, AP geometrisinin matematiksel temeline dayanmaktadır ve alan 

denklemleri eylem ilkesinden türetilmiştir.  Bu kuramda Lagranjiyan, 

 

))(
2k

R
( 321 ν

ν
µ

µ
λµν

λµνλ aadccdttd +++≡L                                              (2.1) 

 

olarak tanımlanmaktadır. Burada λ , dörtayakların determinantı; λµνt , 

νµ ac , sırasıyla burulmanın, tensörel, vektörel ve eksensel parçalarıdır.  321 ,, ddd  

ise, deneylerle belirlenebilecek üç bağımsız parametre olarak verilmektedir.   

Böylece Genel Görelilik Kuramında burulmayı içeren yeni bir yol ortaya konularak 

Teleparellel Kuramı oluşturulmaya başlanmıştır.  Bu kuram Einstein – Cartan – 

Sciama- Kibble [11] yaklaşımına benzer görünmesine karşın, burulma kavramına  bu 

iki yaklaşımın bakış açısı arasında temel farklılık vardır.  Bu fark Teleparellel 

Kuramında,  burulma alan oluştururuken, diğer yaklaşımda ise burulma alan 

oluşturmamaktadır [12].  Teleparelleldeki bu özellik bu kurama diğerine göre 

üstünlük sağlamaktadır.  Bu bağlamda Teleparellel Kuramına ayrıca üç-parametre 

kuramı da denilmektedir.  Fakat bu üç serbest parametrenin özel seçimleri ile bu 

kuram Einstein’ nın Genel Görelilik Kuramına eş değer olduğu  gösterilmektedir [13-

14]. 

 

Genel Görelilik; kütlesel çekimi, kuvvetsel alan kavramıyla değil, geometrize 

ederek eğrilik kavramıyla betimler.  Diğer taraftan Teleparellel Kuramı kütlesel 

çekimi kuvvetsel alan olarak burulma kavramıyla  açıklar.  Ayrıca Genel Görelilikte 

parçacıkların hareket yörüngelerini belirleyen Jeodezik denklemler tanımlanır. Buna 

karşılık Teleparellel Kuramında, Jeodezik denklemeleri yerine, Elektrodinamikteki 

Lorentz kuvvet denklemlerine benzer kuvvet denklemleri yer almaktadır [15].  

Kütlesel etkileşimin genellikle eğrilme kavramıyla açıklanabildiği Genel Göreliliğe 

seçenek olarak görülen Teleparallel Kuramında burulma kavramıyla açıklanabileceği 

varsayımı gittikçe önem kazanmaktadır.  Yukarıda ifade edilen farklılıklara karşın, 
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son yıllarda yapılan kuramsal yapılı çalışmalara bakıldığında, bu iki kuramın eşdeğer 

olduğu varsayımının kabul görür duruma geldiği görülebilir [16-22].   

 

Teleparellel Kuramının, Genel Görelilik kuramındaki bazı problemlere de ışık 

tutacağı öngörüsü ile son yıllarda  bu kuram üzerinde yoğun çalışmalar 

yapılmaktadır.  Einstein’ nın Genel Görelilik kuramı serbest düşme temeline 

dayanmaktadır ve etkileşme tanımında geometri kuvvet ile yer değiştirir. Kütlesel 

etkileşim için geometrik tanım olmasına karşın bu kuram birçok deneysel sınamadan 

geçmiştir [23,24].   Teleparellel Kuramında µ
a

B   dönüşüm ayar potansiyeli ile 

kütleselçekim alanda spinsiz parçacıklar için hareket denklemleri elde edilerek; de 

Sitter, Schwarzschild, Kerr-Newman çözümleri elde edilmiştir [25].  Ayrıca aynı 

kuramda kütleli, spinli parçacıkların hareket denklemlerinin yanı sıra Papapetrou 

denklemi yazılmış ve bu denklem Genel Görelilikteki Papapetrou denklemi ile 

yapısal olarak karşılaştırılmıştır [26-28].  Teleparellel Kuramında kütlesel çekim 

alanın enerji- momentum gösterimleri elde edilip, bu gösterimlerin yapısının 

Elektromanyetizmadaki simetrik olan enerji-momentum tensörleriyle benzer 

oldukları gösterilmiştir [29-30].  Ayrıca çok eskiden beri tartışılan bir konu;  kütlesel 

çekim etkileşimin gerçek bir alan olarak  tahmin edilmesidir ancak bu tahmin enerji 

momentum yoğunluğunun Genel Görelilik Kuramı’ndaki eşdeğerlilik ilkesinden 

dolayı yerel olarak tanımlanması ile bir problem yaratmaktadır.  Çünkü bu nicelikler 

gerçek tensör değildir ve koordinat sistemine bağlıdırlar [31-32].  Diğer taraftan 

Teleparellel’ in ayar kuramı kapsamında, enerji momentum yoğunluğunun tensörel 

olarak ifadesinin olası olduğu görülmektedir [33].  Bu çalışmaların sonucunda 

kütlesel çekimin, eşdeğerlilik ilkesine gerek duyulmadan, uzay-zamanın 

geometrisiyle değil, Maxwell Kuramına benzer dönüşüm grupları için ayar kuramı 

kullanılarak açıklanması, bu kuramın bir çok açıdan üstün hale gelmesine neden 

olmuştur [34,35].  

 

Parçacık denklemlerinin biçimsel yapılarının bazı evren modelleri için 

incelenmesi kuramın etkinliğini arttıracaktır.  Bu bağlamda son yıllarda yapılan 

çalışmalarda Genel Görelilik Kuramında yazılan Einstein Alan Denklemleri, 

Maxwell denklemleri, kuantum mekaniksel olarak bilinen kütleselli, spin-0 
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parçacığını betimleyen Klein-Gordon denklemi, kütleli spin -½ parçacığı betimleyen 

Dirac denklemi ve kütleselsiz, spin -½ parçacığı betimleyen Weyl denklemi için 

Teleparallel kuramında da parçacık denklemleri yazılarak Genel Görelilik kuramı ile 

olan ilişkileri incelenmiştir [36-39].  

 

Bu sonuçlar, Teleparellel Kuramının daha genel kuramların özel bir durumu 

olarak göz önünde bulundurulmaması ve kütlesel çekimi betimlemek için bir seçenek 

olduğu düşüncesini yaygınlaştırmaktadır.  

  

2.1 GENEL GÖRELİLİK KURAMINDA DIRAC DENKLEMİ 

 

2.1.1 Köşegenel Olmayan Genel Metrik Seçimi [40]  

 

 Bu kesimde Genel Görelilik Kuramında, 

 

2010
02

2310
33

2210
22

2110
11

2010
00

2

),(2))(,(

))(,())(,())(,(

dxdxxxgdxxxg

dxxxgdxxxgdxxxgds

−+

++−=
          (2.1.1) 

 

biçiminde seçilen bazı dönen ve/veya genişleyen evren modellerini kapsayan çizgi             

elemanı için Dirac Denklemi ele alınmaktadır.  Bu çizgi elemanına uyan özel evren 

modellerini betimleyen çizgi elemanlarının özellikleri göz önüne alınarak bu çizgi 

elemanının biçimi daha kullanışlı duruma dönüştürülebilir.  

 

 Bu durumda genel metrik 

 

 
201

02
02312

11

2222

22
2112

11
02202

00
2

)()(2]))((

))(())(()[()(

dxdxxRxTdxxR

dxxRdxxRxTdxRds

−+

++−=
              (2.1.2) 

 

olur.  Burada çizgi elemanındaki metrik tensörünün öğeleri zamana ve uzaya 

bağlılıklarının ayrı fonksiyonların çarpımı olarak  
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 )()(,)(),(),( 1
02

0
02

010
00000 xRxTgRxTxxgxRg iiii ===               (2.1.3) 

              

şeklinde tanımlanır.  Ayrıca konformal dönüşümleri 

 

3
33

1
11

0
00 ,, dxRdudxRddxRd === ξη                                   (2.1.4)

                     

biçiminde tanımlanarak ),,,( 2
uxξη  koordinatlara geçilir.  1

0002 )( −= RRG   şeklinde  

tanımlanırsa çizgi elemanı, 

 

2

2222
22

2222

)()(2
]))(())[((

dxdGT

dudxRdTdds

ηξη
ξξηη

−
+++−=   .....................        (2.1.5) 

 

olarak elde edilir.   

        

Denklem (2.1.5) ile verilen çizgi elemanı için metrik tensörü; 

 





















−

−−

=

2

2
22

2

2

000

00

000

001

T

RTTG

T

TG

g vµ               (2.1.6) 

 

ve metrik tensörünün tersi ise ; 
µν

µµ

g

Cofacg
g

vv

det
=   ifadesi kullanılarak 

 





















∆

−

∆

−−

=∆

−

−−

−

−

22

21

22

12
22

2

000

00

000

00

T

TGT

T

GTR

g
µν             (2.1.7) 

 

bulunur.  Burada 22

22 GR +=∆ ’dir. 

Genel Görelilik Kuramında,  
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 ( )vvvv ggg µββµβµ
α
µ ∂−∂+∂=Γ 2

1                                                               (2.1.8) 

  

biçiminde tanımlanan Christoffel Sembolleri  kullanılarak sıfırdan farklı bileşenler 

aşağıdaki şekli alır:  

 

[ ]{ }

))(2(
2

)(
2

)()(

2112
2222

221001

200233222
22

112
22

001202

vvvv

vvvvvvv

RGGR
TRGG

GRTRTGT

µµµµ

µµµµµµµ

δδδδ

δδδδδδ

+′−′++
′

+

+−+++=Γ∆ −&

        (2.1.9a) 

 

22
2222

200210011 )(
2

)( vvvvvv RTR
G

TT µµµµµµ δδδδδ ′−+
′

++=Γ &           (2.1.9b) 

 

           )( 30033
vvv TT µµµ δδ +=Γ &               (2.1.9c) 

 

{ }

))(2(
2

1
)(

2

)()(

2112
2222

1001

200212
22

33222
22

0021122

vvvv

vvvvvvv

RRGG
T

G

TRRTGT

µµµµ

µµµµµµµ

δδδδ

δδδδδδ

+′+′++
′

−

++++−=Γ∆ −−&

           (2.1.9d) 

 

Spin Bağlantı Katsayıları  

 

v

vk

k

v Sbag µα
λ

α
λµαµ ])[(4 )(

)( Γ−∂=Γ                                                            (2.1.10) 

 

ile verilir.  Bu bağıntı kullanılarak, 

22
0

~
4

~
2

ξη γγ
∆

′
−

∆
=Γ

T

G

T

TG &
           (2.1.11a) 

 

ηξξη γγγ 22
1

~
4

~
2

~
2 ∆

′
+

∆
+

−
=Γ

GTGT &&
          (2.1.11b) 

 

222222
2
22

2
~

4

2~
2

~
4

ξηξη γγγ
∆

′+′
+

∆
−

−
=Γ

RRGGTRG &
        (2.1.11c) 
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uu TGT 2
3

~
2

~
2

γγ η

∆
−

−
=Γ

&
           (2.1.11d) 

 

ifadeleri elde edilir. 

 

Genel Görelilik Kuramında elektromanyetik etkileşmeler göz ardı edildiğinde 

Dirac denklemi 

 

0])([ =Ψ+Γ−∂ imµµ
µγ              (2.1.12) 

 

biçimindedir.  (2.1.5)’de verilen metrik için hesaplanan (2.1.11)’ de elde edilen spin 

bağlantıları kullanıldığında Dirac denklemi aşağıdaki biçimde olur: 

 

0~
2

3~
2

~
2

3~~~
4

~~~
~~

2

2
2

2

=Ψ




+
∆

−
∆

∆′
+





+
∆

′
−∂+∂

∆
+∂+∂









∆
−

im
T

TG

T

T

T

T

G

TTT

G
u

u

γγ

γγγγ
γγγ

γγ

ξ

ηξη
ξ

ξ

η
ξη

&

&

   (2.1.13) 

 

 2.1.2 Robertson-Walker Evreninde Dirac Denklemi [41] 

 

 Robertson-Walker(RW) evrenini betimleyen çizgi elemanı, 

 

 ))(( 222222
dzdydxtadtds ++−=                       (2.1.14) 

 

şeklindedir. Bu metriğe göre spin bağlantı katsayıları, 

 

 0,~~
2

,~~
2

,~~
2

0
30

3
20

2
10

1 =Γ=Γ=Γ=Γ γγγγγγ
aaa &&&

        (2.1.15) 

 

biçiminde elde edilir.  Bu  sonuçlar denklem  (2.1.12)’de  kullanılarak  elde edilen  
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denklem, 0~γi−  ile soldan çarpıldığında verilen metrik için Dirac denklemi 

 

 0~.
1

2

3 0 =Ψ








−∇−+
∂

∂
γα im

aa

a

t

rr&
                     (2.1.16) 

 

olarak elde edilir. 

 

 2.1.3 Özel Freidman-Robertson-Walker Evreninde Dirac Denklemi [42]  

  

Bu çalışmada ele alınan metrik, 

22222222222 )()()()()()( dzycxbtadyxbtadxtadtds +++−=              (2.1.17) 

  

şeklindedir.  Bu metrik t,x ve y’ye bağlı fonksiyonları içerir ve dört ayaklar; 

 

 )
1

,
1

,
1

,1(
abcaba

diaghi =α                                                                        (2.1.18) 

 

biçiminde bulunur.  Spinör bağlantıları ise düz uzay zaman dirac- gamma matrisleri 

ile birlikte; 

 

 00 =Γ                                                                                                    (2.1.19a) 

10
,1

2

1
γγta=Γ                                                                                        (2.1.19b) 

21
,

20
,2

2

1

2

1
γγγγ xt bba +=Γ                                                                   (2.1.19c) 

32
,

31
,

30
,3

2

1

2

1

2

1
γγγγγγ yxt ccbcba ++=Γ                                            (2.1.19d) 

 

olur.   

 

Bu bağıntılar denklem (2.1.12)’de kullanıldığında Dirac denklemi aşağıdaki biçimi 

alır:  
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 0
111 3210 =





+∂+∂+




∂+∂ ψγγγγ m
abcaba

zyxt                                  (2.1.20) 

 

Burada Ψ ve ψ  arasındaki ilişki,  

 

ψ2/112/3 −−−=Ψ cba                                                                                 (2.1.22) 

 

şeklindedir. 

 

 2.1.4 İsteksel bir U(x) Ardalanında Dirac Denklemi [43] 

 

Bu çalışmada çizgi elemanı 

 

))(( 222222
dzdyxudxdtds +++−=                                                     (2.1.23) 

 

biçiminde alınmaktadır. Dört ayaklar )/1,/1,1,1( uudiagea =µ  olarak tanımlanır.  Buna 

göre sıfırdan farklı spin bağlantıları; 

 

313212 )2/(,)2/( γγγγ uuuu ′−=Γ′−=Γ                                           (2.1.24) 

 

şeklinde elde edilir. Bu bağıntılar  Dirac denkleminde yerine konulduğunda    

 

0)(
1 32110 =Ψ












−

∂

∂
+

∂

∂
+

′
+

∂

∂
+

∂

∂
m

uu

u

x zyt

γγγγγ                          (2.1.25) 

 

denklemi bulunur. 
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3. MATERYAL ve  METOT 

 

3.1. TELEPARALLEL KURAMININ TEMELLERİ [44] 

 

Teleparallel kuramında temel alan olarak görülen ayar potansiyeli  

 

a

a PBB µµ =                                            (3.1.1)   

 

biçiminde tanımlanır.  Burada ,µB  ayar potansiyeli; ,µ
a

B dönüşüm ayar potansiyeli ve  

aa
x

P
∂

∂
=  dönüşüm üretecleridir.  Bu dönüşüm üreteçleri  

 

[ ] 0, =ba PP                                              (3.1.2)   

 

ile verilen sıra değişim bağıntısını sağlarlar. 

 

Teğet (tanjant) uzay koordinatlarının yerel (lokal) bir ötelemesi olarak 

 

aaa
xx α+='                                             (3.1.3)   

 

şeklinde bir ayar dönüşümü tanımlanır. Burada )( µαα x
aa =  sonsuz küçük 

parametredir. Dönüşüm üreteçleri kullanılarak, sonsuz küçük ötelemeler için   

 

a

b

ba
xPx αδ =                                                         (3.1.4)   

 

bağıntısı verilir.  Benzer şekilde genel bir kaynak alan olan ( )µψψ x≡  için de  

                            

ψαδψ a

a
P−=                                                          (3.1.5)   

 

ifadesi yazılır.  Ayrıca dönüşüm üreteçleri herhangi bir alana etki ettirilebilir.  Bu 

özellikten hareket ederek  
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a

a
Bh

δα

δ
µµµ −∂=                                                     (3.1.6)   

 

 Şeklinde verilen kovaryant türevin genel tanımı [17]  ele alınarak, genel kaynak 

alanı ψ ’ ye etki ettirildiğinde ve denklem (3.1.5) kullanıldığında  

                      

ψψψ µµµ a

a PBh +∂=                                               (3.1.7)   

 

eşitliği elde edilir.  Bu denklem  

                            

ψψ µµ a

ahh ∂=                                        (3.1.8)   

 

biçiminde de ifade edilir [12].  Burada  a
h µ  ; 

                          

aaaa xhBxh µµµµ ≡+∂=                                              (3.1.9)   

 

dır ve buna holonomik olmayan dörtayak  alanları denir. 

 

Genel olarak ayar kuramlarında kovaryant türevlerin sıra değişim 

bağıntılarından kuvvet alanı tanımlanır. Bunun için denklem (3.1.6)’da verilen 

işlemci için sıra değişim bağıntısı yazılarak herhangi bir alanı tanımlayan ψ  ‘ye 

uygulandığında aşağıdaki denklem elde edilir: 

 

[ ] ( ) ψψψ µυµυυµυµ a

a

a

aa PTPBBhh &=∂−∂=,                                  (3.1.10)   

 

Burada     

 

aaaaa
hhBBT µυυµµυυµµν ∂−∂≡∂−∂=

•

                       (3.1.11)   

 

olmak üzere  a

a PTT µυµυ
&& = niceliği tanımlanır. 
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Teğet uzayda sonsuz küçük bir yerdeğiştirme altında dörtayakların  

 

aa hh µµ ='                                                                             (3.1.12)   

 

şeklinde değişmez kalması için ayar potansiyelinin dönüşümü, 

 

aaa BB αµµµ ∂−='                      (3.1.13)   

 

bağıntısını sağlar. 

Teleparellel kuramında Weitzenböck bağlantısı  

 

a

a hh υµ
ρρ

υµ ∂=Γ&                           (3.1.14)   

 

ile verilen bu niceliğe yapısal bağlantı katsayıları denir. Weitzenböck bağlantıları alt 

indisine göre simetrik olmadığı için bu niceliğin alt indislerine göre değişimin farkı:  

 

ρ
µυ

ρ
υµ

ρ
µυ Γ−Γ= &&&T                  (3.1.15)   

 

şeklindedir ve buna burulma tensörü denir. 

Genel Görelilikte metrik tensörünün kovaryant türevi 0; =αµνg şeklinde 

verilir ve buna metriklik koşulu denir.  Bu koşula benzer Teleparellelde ise dörtayak 

alan tensörünün kovaryant türevi aşağıdaki biçimde tanımlanır:  

  

0=Γ−∂=∇ aaa hhh ρ
ρ
µυµυµυ

&&        (3.1.16)   

 

Teleparelleldeki Weitzenböck bağlantıları ile Genel Görelilikteki Levi Civita 

(Chiristoffel sembolleri)  bağlantıları arasında 

                        

ρ
µυ

ρ
µυ

ρ
µυ K&& +Γ=Γ                                                           (3.1.17)   
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şeklinde bir ilişki vardır.  Burada µν
ρ

K& , burulma tensörü cinsinden 

 

( )ρ
µυ

ρ
µυ

ρ
υµ

ρ
µυ TTTK &&&& −+=

2

1
             (3.1.18)   

 

olarak verilir ve buna kıvrılma (Contortion) tensörü denir. 

 

Dörtayakların sıra değişim bağıntısını veren denklem (3.1.10) daki aT µυ
& ,  

dörtayaklar kullanılarak teğet uzaydan eğri uzay-zamana taşınır ve sıradeğişim 

bağıntısı yeniden aşağıdaki biçimde yazılır: 

 

[ ] ρ
ρ
µυυµ hThh &=,               (3.1.19)   

 

Genel Görelilikte, µ
V  bir uzay-zaman vektörünün kovaryant türevi, µ

λρΓ   

Chiristoffel sembolleri olmak üzere,  

 

 λµ
λρ

µ
ρ

µ
ρ Γ VVVD +∂≡   (3.1.20) 

 

olarak tanımlanır.  Teleparellel kuramında ise kovaryant türev ,ρD&  sembolü ile 

gösterilir ve aşağıdaki şekilde tanımı yapılır:   

 

( ) λµ
λρ

µ
λρ

µ
ρ

µ
ρ VKVVD &&& −Γ+∂≡          (3.1.20)   

 

3.2. TELEPARALLEL KURAMINDA SPİN BAĞLANTILARI 

   

Minimum çiftlenim betimlemesinin Teleparelleldeki karşılığını elde etmek 

için Teleparellel spin bağlantılarının doğru bir biçimde tanımlanması söz konusudur.  

Genel çerçeveden bakıldığında spin bağlantıları hem eğriliği hemde burulmayı içerir 

ve aralarındaki ilişki  

bc
a

bc
a

bc
a KA && −Γ=                                                                                    (3.2.1)                       
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olarak verilir.  Burada  bc
a

A& , spin bağlantıları, bc
aΓ , Levi-Civita bağlantıları, bc

a
K  

ise kıvrılma tensörleridir.  Teleparellel kuramında sadece burulma vardır ve eğrilik 

baştan sıfır olarak alınır.  Bu nedenle denklem (3.2.1) deki 0=Γ bc
a  dır.  Bu sonuca 

dayanarak bu kuramda spin bağlantıları bc
a

A& ,  kıvrılma tensörünün negatif 

işaretlisine eşit olur ve aşağıdaki biçimde tanımlanır [36]. 

 

µµ b
a

b
a

KA && −= 0                                                                                        (3.2.2) 

 

Bu eşitlik oldukça önemlidir, çünkü bu ifadedeki spin bağlantılarının gerçek tensörler 

olduğu görülür ve doğru bağlantılara ulaşılabilir.  Bununla birlikte diğer bağlantılar 

gibi Lorentz gruplarının Lie cebrinin değerleri şeklinde .    

                        

b

ab
a SKA µµ

&&
2
1=                                                                                         (3.2.3) 

 

yazılabileceğini öngörür. Bu tanımda ))(( baS  Lorentz spin-1/2 üreteci olup, 

 

  ],[ )()(4))((2
1

))(( ba
i

babaS γγσ ==                                                                 (3.2.4) 

 

eşitliğini sağlar.  µb
a

w&  spin bağlantısı ise ilk iki indisine göre antisimetriktir.Sonsuz 

local lorentz dönüşümleri altında )( µεε xb
a

b
a =  parametresiyle  

           

b
a

b
a DK εδ µµ

&& −=                                                                                       (3.2.5) 

biçiminde dönüşür. Bu denklemdeki  µD&  ; 

 

c
a

b
c

b
c

c
a

b
a

b
a KKD εεεε µµµµ

&&& −+∂=                                                       (3.2.6) 
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eşitliği ile tanımlanır, µb
a

K&  bağlantıları ile birlikte kovaryant türevi ifade eder. Bu 

durumda µb
a

K&  teleparallel spin bağlantıları olduğu görülür [23]. Sonuç olarak 

çiftlenim betimlemesi; 

                       

b

ab
aib

ab
ai SKSwD µµµµµ

&&&
22 +∂≡−∂=                                                    (3.2.7) 

 

Burada µD&  teleparellel Fock-Ivanenkov türev işlemcisidir ve bu türev işlemcisi 

çiftlenim betimlemesinin bütün özelliklerini betimler. 

 

3.3. TELEPARALLEL KURAMINDA DIRAC DENKLEMİ 

 

Minkowski uzayında Dirac Lagranjiyeni 

                  

 ( ) ψψψγψψγψ 2

2
mc

ic a

aa

a −∂−∂=
h

                                   (3.3.1)  

biçiminde tanımlanır. ψ  'nin sağladığı denklemi elde etmek için   ψ ’ ye göre türev 

alınır. Bu durumda  

 

0
)(

=








∂∂

∂
∂−

∂

∂

ψψ a

a

LL
                                          (3.3.2) 

 

şeklinde yazılan Euler Lagrange denkleminden, serbest uzayda Dirac denklemi için 

 

0=−∂ ψψγ mci a

a
h               (3.3.3) 

 

elde edilir.  Serbest uzayda tanımlanan kovaryant türev işlemcisi Teleparellel 

kuramında Fock Ivanenkov türev işlemcisi ile  

 

ψψ µ
µ Dhaa
&→∂                                                                                        (3.3.4) 

 

biçiminde yerdeğiştirerek Lagranjiyen Teleparellel Kuramına taşınır ve  
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( ) 





−−= ψψψγψψγψ µ

µ
µ

µ
ψ

2

2
mcDhDh

ic
h

a

aa

a &&h
L (3.3.5) 

 

şeklinde yazılır.  Burada dörtayaklar ile Dirac matrisleri arasında büzme işlemi 

yapıldıktan sonra bu denklem   

 

( ) 





−−= ψψψγψψγψ µ

µµ
µ

ψ
2

2
mcDD

ic
h &&h

L            (3.3.6) 

 

biçimine dönüşür.  Bu durumda Euler-Lagrange denklemi  

 

0
)(

=














∂

∂
−

∂

∂

ψψ µ

µ
D

D
&

& LL
                                (3.3.7) 

 

şeklinde yazılır ve   ψ ’ ye göre türev alınırsa;   

 

0
22

2 =







+− ψγψψγ µ

µµ
µ h&&h ic

hDmchD
ic

h                                          (3.3.8) 

 

olduğu görülür.  

 

( ) 0=µ
µ γhD&                                                                                            (3.3.9)        

 

koşulu altında denklem (3.3.8) 

 

0=− ψψγ µ
µ mcDi &h                                                    (3.3.10) 

 

denklemine  dönüşür.  Teleparallel Fock- Ivanenkov türev işlemcisi çiftlenim 

betimlemesinin bütün özelliklerini belirtir [23].  Denklem (3.2.6) kullanılarak 

denklem (3.3.10) açık olarak aşağıdaki biçimde ifade edilir.  
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0)
2

( =−+∂ ψψγ µµ
µ

mcSK
i

i ab

ab&h                                              (3.3.11)                                             

 

Buna  Teleparallel Kuramında  Dirac Denklemi denir. 

 

3.4. BURULMANIN BİLEŞENLERİ VE SPİNÖRLER 

 

Burulma tensörü, yerel Lorentz grubuları altında indirgenemez bileşenlerine 

aşağıdaki biçimde ayrıştırılabilir [23]. 

 

 ( ) ( ) ρ
λµυρµλυυλµλυµλµυλµυ ε avgvgttT +−+−=

3

1

3

2&    (3.4.1) 

 

Bu denklemde, λµνt   

  

( ) ( ) υλµλυµµυλµλυλµυλµυ vgvgvgTTt
3

1

6

1

2

1
−++−= &&                (3.4.2) 

 

biçiminde verilir ve burulmanın tam tensör parçasını oluşturur.  µv  ( ve νv  ) ise 

burulmanın vektör parçası olup  

  

νµ
ν

µ Tv &=                                                                                                  (3.4.3) 

 

eşitliği ile verilir.    Denklem (3.4.1) de ρ
a ise  burulmanın eksensel parçasını ifade 

eder ve aşağıdaki şekilde tanımlanır.  

 

 υρσ
µυρσµ ε Ta &

6

1
=                                                                                      (3.4.4) 

Teleparellel kuramının özel bir durumunda Dirac denklemindeki kıvrılma 

tensörünün içerdiği terim hesaplandığında  
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+−= 5

4

3

2

1

4
γγσγ aa

a

bc

abc

a a
i

vK
i &                    (3.4.5) 

 

 elde edilir. Buna göre Dirac denklemi              

 

ψψγγ µµµ
µ

mca
i

vi =







−−∂ 5

4

3

2

1
h                    (3.4.6)                                                                             

 

 biçimini alır [38].  Burada 3210
5

5 γγγγγγ i==   dür.  Dikkat edilirse denklem 

yalnızca   burulmanın µν  vektörel ve  ρ
a  eksenel parçalarını içermektedir.  

Görüldüğü gibi spin ½  olan parçacıkların (Fermiyonlar) kütlesel çekim alanıyla 

betiminde burulmanın yalnızca vektörel ve eksensel parçası yer almaktadır, tam 

tensör parçası ise etkileşimin dışında kaldığı için denklemde görülmemektedir. 

 

3.5. TELEPARELLEL KURAMINDA KERR-NEWMAN METRİĞİ İÇİN 

HAREKET      DENKLEMLERİ [45] 

 

Yüklü ve M kütleli dönen  yükün gravitasyonel alanı  

 

dtdgdgdgdrgdtgds φφθ 03
2

33
2

22
2

11
2

00
2 2++++=                             (3.5.1) 

 

ile verilen ve eksensel simetrik olan Kerr-Newman metriğidir. Bu metrik tensörünün 

öğeleri aşağıdaki biçimde ifade edilmektedir. 

 

θ
ρ

θθ
ρ

ρ
∆

ρ

ρ

2

23003

22

2

2
22

33

2
22

2

11200

)(

,,1

Sin
Rra

gg

SinSin
Rra

arg

gg
Rr

g

==

++−=

−=−=−=

                                                   (3.5.2) 



 21 

Bu ifadelerdeki  22
aRrr +−=∆ , rqMR /2 2−= , θρ 2222

Cosar +=  olarak 

verilir.  a  gravitasyonel birim kütlesel kaynağının açısal momentumudur. q kaynağın 

elektiriksel yüküdür.  q=0  olma durumunda Kerr- Newman metriği, Kerr  metriğine 

indirgenir.  a=q= 0  olma durumunda ise, Schwarzchild metriğinin standart biçimine 

dönüşür. 

 

Kerr-Newman metriği için, ab

ba hhg ηνµµν =  bağıntısı dörtayaklar matris 

biçiminde 

 





















−

−
≡

00
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0

00

2211
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2211

00

θγθγ

φβφθγφθγ

φβφθγφθγ

ηγ

µ

SC

CSCSS

SCCCS
h

a     (3.5.3) 

 

Olarak elde edilir.  Dört ayakların tersi ise;    

                      

   

                        (3.5.4)      

 

Şeklinde bulunur.  Burada 33
22

g−= ηβ  , 0003 / γη g=  , iiii gg −== γγ ,0000  

θθ SinS =  ve θθ CosC = dır.  Denklem (3.5.3) ve (3.5.4) kullanılarak sıfırdan farklı 

burulmanın tensör bileşenleri 
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                                                   (3.5.5a) 
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βθγβ

βθγβ

γγ

θ /)(

/)(

/][ln

22,23
3

11,13
3

2211,2212
2

CT

ST

gT

r

r

−=

−=

−−=

&

&

&

                                                               (3.5.5b) 

 

biçiminde elde edilir. Burada ‘virgül’ türevi göstermektedir.  

 

Burulmanın vektör bileşenleri; 

 

βθγβ

βθγβγγ

θθ /][ln][ln

/][ln/][ln][ln

22,,11

11,2211,22,001

Cgv

Sggv rrr

+−−−=

+−+−−−=

2

             (3.5.6) 

 

ve eksensel bileşenleri; 

 

)]([
3

1

)(
3

1

01
0

13
3

0313
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3

0323
0

00
)1(

TTgTg
l

a

TgTg
l

a

&&&

&&

++=

+−=

                                                       (3.5.7) 

 

olarak bulunur.  Burada  θSinrl
2=   ‘dır.  Bu bağıntılarda metriğin bileşenleri 

doğrudan yerlerine yazılır ve , 
r

m
m

2
=α , 

2

2

r

q
q =α   terimleri ile  betimlenen zayıf 

alan limiti yaklaşımı gözönüne alınırsa;  
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1
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rr
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g
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γηηγ

θ
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                                                                 (3.5.8) 
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sonuçlarına ulaşılır.  Bu sonuçlar kullanılarak burulmanın eksensel vektörlerinin 

uzaysal bileşenleri için aşağıdaki denklemler elde edilir. 

              

qmr aaeaeaa
rrr

+≡+= θγγ ˆˆ 22
)2(

11
)1(                                                          (3.5.9) 

burada  

          ]ˆˆ2[
3 2 θθθ
α

eSineCos
r

a
a r

m

m +=
r

                                                               (3.5.10) 

ve  

          ]ˆ2ˆ2[
3 2 θθθ
α

eSineCos
r

a
a r

q

q +−=
r

                                                        (3.5.11) 

 

biçimindedir ve sırasıyla burulmanın eksensel bileşenlerinin kütlesel ve yük 

dağılımlarıdır.  Bu durumda µ
a  eksensel vektörüne sahip bir evrende, spini s

r
 olan 

bir parçacık için hareket denklemleri [10,46,47]  

 

sb
s rr
r

×−=
dt

d
                                                                                            (3.5.12) 

 

olarak tanımlanmaktadır ve burada 2/3Ab
rr

=  dir.  Bu denklemde (3.5.10) ve 

(3.5.11) denklemleri yerine yazıldığında  b
r

; 

 

]ˆ2ˆ2[
)/(

]ˆˆ2[
4

2

3 θθ θθθθ eSineCos
r

Jmq
eSineCos

r

J
rr +−+=b

r
            (3.5.13) 

 

şeklinde elde edilir.  Denklemde maJ =  olmak üzere J açısal momentumu betimler.   

Ayrıca Kerr Newman metriğinin özel bir durumu olan  0=q , Kerr çözümleri ise; 

                         

])(3[
3 rr ee

r

G
⋅+−= JJJJJb

r
                           (3.5.14) 

 

Sonucunu verir.  Burada zeJ ˆ=JJJJ
r

dir.  Bunun anlamı; LTw=b ’dır.  LTw   Genel 

Görelilikten bilinen gravitasyonel alanın gravitomagnetik bileşeni tarafından üretilen 
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Lense-Thirring dönme açısal hızıdır.  Teleparellel Kuramında a
r

, yani burulmanın 

eksensel bileşeni, gravitasyonel alanın gravitomagnetik bileşenini gösterir [48].  

Aslında zayıf alan yaklaşımı gözönüne alındığında parçacıkların yörüngeleri;  

 

aur
u rr
r

×+−= ˆ
2

r

GM

dt

d
                                                                             (3.5.15) 

 

denklemi ile elde edilir[ref kitap].  Bu denklemden de A& ’nın gravitasyonel alanın 

gravitomagnetik bileşeni olduğu görülmektedir. 

 

3.6  SPİNÖR ALANLARLA TELEPARELLEL DİRAC DENKLEMİ [49] 

 

Bu kesimde, kartezyen koordinatlarda bazı genişleyen veya durağan ya da her 

ikisini içeren  özel evren modellerini içeren  

 

222222222 ),(),(),(),( dztxDdytxCdxtxBdttxAds +++−=                  (3.6.1) 

 

İle verilen bir çizgi elemanı için Dirac denklemi yazılacaktır.    Bu çizgi elemanı için 

metrik tensörü 
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ve Metrik tensörünün tersi ise  
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dir. 
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Eğri uzay- zamanda her bir nokta işaretlenerek her bir noktaya teğet doğrular 

çizildiğinde bu doğruların oluşturduğu  bir düz uzay-zaman elde edilir.  Elde edilen 

teğet (tanjant) uzay-zamanıdır. Elde edilen bu düz uzay ile eğri uzay-zaman arasında  

bağlantı kurulur. Bu bağlantılara dört ayaklar denir. Bu dört ayaklar aracılığıyla uzay 

zamanda yazılan denklemler düz uzay-zamana taşınır. Çizgi elemanının dört ayak  

bileşenleri ile ; 

 

))((
)()(

ba

ba hhg ηνµµν =                                                               (3.6.4a) 

 

şeklinde ifade edilirken tersi ise; 

 

           ))((
)()(

ba
ba hhg ηνµµν =                                                                              (3.6.4b) 

 

olur.   Bu ifadede µ
)(a

h  dört ayakları, )(ah
µ  ise dört ayakların tersini  temsil eder.  

Gösterimdeki parentez içindeki Latin alfebesi (a,b,c,..) ile yazılan indisler düz uzay-

zamanı, Yunan  alfebesi ( ,...,,, νµβα ) ile yazılan indisler ise eğri uzay-zamanı 

betimler.  Denklem (3.1.2) deki çizgi elemanı göz önüne alındığında dörtayaklar  
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µ                                                                           (3.6.5) 

 

şeklinde elde edilir. Tersi ise çizgi elemanının tersi kullanılarak denklem (3.1.4b) 

den;   
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bulunur.  Eğri uzay-zamanda ifade edilen Dirac gamma matrisleri )( µγ  nin düz 

uzay-zaman gamma matrisleri ile olan ilişkileri  

              

)(
)(

a
ah γγ µµ =                                                                                         (3.6.7) 

 

ile verilir. Bu ifadedeki )(aγ  düz uzay-zamandaki Dirac gamma matrisleridir.  

Verilen çizgi elemanı için  elde edilen dört ayaklar denklem (3.1.7) de yerine 

konulduğunda Dirac matrisleri;  

  

               
)3(13)2(12

)1(11)0(10

,

,

γγγγ

γγγγ

−−

−−

==

==

DC

BA
                                                            (3.6.8) 

 

olur.   

 

Eğri uzay- zaman hakkında bilgi içeren ve parçacıklarla olan ilişkiyi ifade 

eden genel bağlantı Teleparallel kuramında Weitzenböck bağlantılarıdır.  Bu 

bağlantılar denklem (3.1.14) kullanılarak  

                  

01000
µνµνµν δδ

A

A

A

A ′
+=Γ

&
&                                                                            (3.6.9a) 

             

11101
µνµνµν δδ

B

B

B

B ′
+=Γ

&
&                                                                             (3.6.9b) 
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µνµνµν δδ
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C

C

C ′
+=Γ

&
&                                                                            (3.6.9c) 

            

 31303
µνµνµν δδ

D

D

D

D ′
+=Γ

&
&                                                                           (3.6.9d) 
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elde edilir.  Burada nokta, zamana, virgü ise x koordinatına göre türevi 

göstermektedir. 

 

Denklem (3.5.1) de verilen  çizgi elemanı için burulma tensörünün bileşenleri 

 

               )( 01100
µνµνµν δδ −

′
=

A

A
T&                                                                         (3.6.10a)   

 

 )( 10011
µνµνµν δδ −=

B

B
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&
&                                                                              (3.6.10b) 

         

)()( 211220022
µνµνµνµνµν δδδδ −

′
+−=

C

C

C

C
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&
&                                                    (3.6.10c) 

 

)()( 311330033
µνµνµνµνµν δδδδ −

′
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D

D

D

D
T

&
&                                                   (3.6.10d) 

 

ve kıvrılma tensörünün bileşenleri ise 
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            12022
µνµνµν δδ

C

C

C

C
K

′
−−=

&
&                                                                        (3.6.11c) 

 

           13033
µνµνµν δδ

D

D

D

D
K

′
−−=

&
&                                                                        (3.6.11d) 

 

olarak bulunur.  (3.6.11) de elde edilen verileri denklem (3.3.11) de yerine 

yazıldığında  Dirac denklemi aşağıdaki biçimi alır: 
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3.7  BURULMANIN BİLEŞENLERİ CİNSİNDEN DİRAC DENKLEMİ 

 

Denklem (3.6.1) ‘de verilen çizgi elemanı için denklem (3.4.3) kullanılarak 

sıfırdan farklı µν  değerleri; 
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ve denklem (3.4.4) kullanılarak burulmanın eksensel bileşenleri 

 

0,0,0,0 3210 ==== aaaa                                                          (3.7.15) 

olarak bulunur.   

 

Burada elde edilen burulmanın eksensel ve vektörel bileşenleri denklem 

(3.4.6) da yerine yazıldığında Dirac denklemi için aşağıdaki ifade elde edilir:  
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Bu denklem, denklem (3.6.12) ile karşılaştırıldığında eşdeğer oldukları görülür.  
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

Her bir evren modeli bir çizgi elemanı ile betimlenir ve bu çizgi elemanı o 

evren modelinin  özelliklerini içerir.  Genel Görelilik kuramında olduğu gibi, 

Teleparallel kuramında da parçacık denklemlerinin yazımında uzay-zamanın 

özellikleri değişmemektedir.  Bu nedenle her iki kuramda da seçilecek evren modeli 

değişmez kalır.  Bu çalışmada tartışacağımız Dirac denklemi için seçilen çizgi 

elemanı   

 

2010
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33
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00

2

),(2))(,(

))(,())(,())(,(

dxdxxxgdxxxg

dxxxgdxxxgdxxxgds

−+

++−=
           (4.1) 

 

biçiminde tanımlanan çizgi elemanı için Dirac denkleminin hem genel görelilikte 

hem de Teleparellelde aynı biçimde olduğu ve dolayısıyla aynı çözümleri vereceği ve 

bunun sonucu olarak  da her iki kuramın da aynı fiziği betimlediklerini gösterecektir.  

Seçilen çizgi elemanı genel biçimdedir ve birçok özel çizgi elemanını kapsamaktadır.  

Bu metrik durağan olmayan ve dönen evren modellerini de içermesi nedeniyle önem 

taşımaktadır.  

  

4.1 HESAPLAMALAR 

 

Denklem (4.1) de verilen çizgi elemanı için metrik tensör; 
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gg

g vµ               (4.1.1) 

 

biçimindedir ve metrik tensörünün tersi için denklem (3.6.3)’teki ifade 

kullanıldığında µν
g  tensörü; 
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şeklinde elde edilmektedir. Burada 2
022200 ggg +=∆  şeklindedir. 

 

 Teleparellel kuramının matematiksel alt yapısı dörtayak formalizmi 

oluşturmaktadır.  Dörtayaklar bu kuramın temelini oluşturan burulma tensörlerinin 

elde edilmesi için kullanılır. Dörtayaklar aynı zamanda iki geometri arasındaki 

katsayıları temsil ederek uzay-zamanlar arasındaki geçişi sağlarlar. Eğri uzay-

zamandaki ifadeler ile düz uzay-zaman arasında ilişki kurulmasını sağlayan  bu 

dörtayaklar, ve dörtayakların tersi metrik tensörünün bileşenleri cinsinden  sırasıyla 

denklem (3.6.5a) ve (3.6.5b) verilen ifade ile birlikte verilen çizgi elemanı göz önüne 

alındığında dörtayakların bileşenleri  
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olarak bulunur.  Burada ijij GgGg == ,0000 ’dir.  Dörtayakların tersi ise; 
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biçiminde elde edilir.   

 

Verilen uzay-zamandaki Dirac gamma matrisleri ile düz uzay-zamandaki 

Dirac gamma matrisleri arasındaki ilişki, denklem (3.6.8) kullanılarak  
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şeklinde bulunur. 

   

Denklem (4.1)’de verilen genel metrik için (3.1.10) bağıntısında (4.1.3a) ve 

(4.1.3b) de elde edilen sonuçlar kullanılarak Weitzenböck  bağlantıları aşağıdaki 

biçimde elde edilir. 
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Bu sonuçlar denklem (3.1.12) de yerine yazıldığında burulma bileşenleri için elde 

edilen ifadeler  
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olur.  Bu ifadeler Dirac denklemindeki spin bağlantılarını sağlayan  kıvrılma 

(contortion) tensörlerini  elde etmek için kullanılır.  Denklem (4.1) deki çizgi 

elemanı için (4.1.6) da elde edilen sıfırdan farklı burulma bileşenleri (3.1.15) de 

verilen denklemde kullanıldığında kıvrılma tensörünün bileşenleri 
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biçiminde elde edilir.  

 

4.2   VERİLEN METRİK İÇİN DİRAC DENKLEMİ 

 

Spini1/2 olan parçacıkların dinamiğini anlamak için çözülen Dirac 

denkleminin Teleparellel kuramda yazılmış formunu kullandığımızda seçilen genel 

çizgi elemanı için kontorsion tensörünün sıfırdan farklı olan terimleri denklem 

(3.1.17)deki Teleparallel Fock- Ivanenkov türev işlemcisinde yerine yazıldığında  ve 

elde edilen sonuçlar (3.1.19) da betimlenen yerine konulduğunda genel bir denklem 

elde edilmiş olur. Bu bağlamda durağan olmayan ve açık evren modellerini de 

kapsayan çizgi elemanı için gamma matrislerinin dönüşümleri yapılarak Dirac 

denklemi;  
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şeklinde bulunur.  Bu denklemde görüldüğü gibi verilen çizgi elemanının katsayıları 
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)1(γ ’in önündeki katsayı ise yalnızca konuma göre türev içerir.  Bununla birlikte 

metrik tansörünün dönmeyi içermesinden dolayı )2()1()0( γγγ çarpanıyla birlikte ek bir 

terim gelmektedir.  Bu terimin önündeki katsayı ise sadece x’e göre türev 

içermektedir.     

 

4.3 BURULMANIN BİLEŞENLERİ CİNSİNDEN DIRAC DENKLEMİ 

 

Burulmanın indirgenemez bileşenleri ile denklem (3.2.5) de ki biçimde 

yazılan Dirac denklemi ele alındığında denklemde de göründüğü gibi sadece sıfırdan 

farklı burulma terimleri kullanılarak işlemler yapılır.   

 

Verilen metrik tensöründen elde edilen burulma terimleri denklem (3.2.2)  de 

yerine konulduğunda burulmanın sıfırdan farklı Vektörel bileşenleri;   

 

33

33

00

00
2

020202222200

11

11
0

)(

G

G

G

GgggGGg

G

G &&&&&

−
∆

+
∆

−
∆

−−=ν                             (4.3.1a)      

 

33

33

00

00

2

020202222200

00

00
1

G

G

G

GgggGGg

G

G ′
−

∆

′
+

∆

′
−

∆

′
−

′
=ν                                   (4.3.1b) 

 

∆
−

∆
−

∆
= 222202

00

0022020222
2

GGg

G

Ggggg &&&
ν                                                   (4.3.1c) 

  

şeklinde elde edilir.  Burulmanın Eksensel bileşenleri ise ;                                                                                              
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biçiminde bulunur.  Seçilen metrik tensörü için burulmanın bileşenleri ele 

alındığında vektörel bileşenlerinden 210 ,, ννν   terimleri gelirken, eksensel 
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bileşeninden sadece 3a   terimi gelmektedir ve içerdiği terimler sadece konuma bağlı 

türevleri içermektedir.  Denklem (3.2.5); 
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biçiminde açılımı yapılp denklem (4.3.1) ve denklem (4.3.2) de elde edilen veriler 

kullanılarak, düz uzay-zaman dirac gamma metrisleri ile birlikte bu denklemde 

yerine yazıldığında, 
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biçiminde bulunur.  Biraz işlem yapıldıktan sonra elde edilen denklemin Fock- 

Ivanenkov türev işlemcisi bulunarak elde edilen (4.2.1) denklemi ile aynı olduğu 

görülür.   
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4.4 ÇİZGİ ELEMANININ  3210 ,,, xxxx ’E BAĞLI OLMA DURUMU 

 

 Çizgi elemanı; 
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biçiminde seçilir.  Denklem (4.4.1) de verilen çizgi elemanı için metrik tensör; 
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metrik tensörünün tersi için denklem (3.1.3)’teki ifade kullanıldığında 
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elde edilir. Burada 222
ecan +=  şeklindedir. 

 

Çizgi elemanına göre dörtayaklar  
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dörtayakların tersleri; 
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şeklindedir. Bu sonuçlara göre gamma matrislerinin düz uzaya dönüşümü 
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biçiminde bulunur.  Weitzenböck bağlantıları; 
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şeklinde elde edilir. Weitzenböck bağlantıları kullanılarak elde edilen Burulma 

tensörleri; 
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biçimindedir.  Burulma tensörünün sırasıyla Vektörel bileşenleri  
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ve eksensel bileşenler; 
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şeklinde elde edilir.  Burulma bileşenleri (3.2.5) denkleminde yerine yazılarak 

sadeleştirmeler yapıldıktan sonra  Teleparellel kuramda Dirac Denklemi; 
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 4.5 TARTIŞMA 

 

 Durağan olmayan veya dönen yada her ikisini birden içeren genel bir çizgi 

elemanı ele alınarak Genel Görelilik Kuramına alternatif olarak öne sürülen 

Teleparellel Kuramda Dirac Denklemi elde edildi.  Elde edilen sonuçların daha önce 

Genel Görelilik kuramı ile bulunan sonuçlarla eşdeğerliliği bulundu.  Son 

zamanlarda oldukça  üzerinde çalışılan bu kuramda, burulma teriminin bileşenleri 
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cinsinden de Dirac denklemi elde edilerek işlemsel olarak daha kolay sonuçlara 

ulaşıldı.  Ayrıca genel çizgi elemanına ait katsayıların burulma terimlerine katkıları 

ve spin bağlantıları ile burulma bileşenlerinin etkileri görüldü.  Bu noktadan 

hareketle daha genel metrikler için de burulmanın bileşenleri cinsinden denklemlere 

oldukça kısa bir yoldan ulaşılabilir.  Böylece denklemler özel çizgi elemanları için 

doğrudan yazılıp, çözümleri elde edilebilir.   

 

Bu çalışmada ele alınan genel metriklerin içerdiği bazı özel metrik ve yarı 

genel metrikler için denklemler elde edildi.   

          

 4.5.1 Köşegenel Metrikle Betimlenen Evren Modelleri   
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5. Bianchi-VII(A) tipi[51]  
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6. Kantowski-Sachs[51]  
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dtdzdysdx −++  ( Sinxs = ) 

Denklem: 0
1

2

11
1

2

3210 =












 −
+∂+∂+∂+∂ ψγγγγγ

s

s

s
zyxt  

 

7. Silindirik koord.Minkowski[52]  

Metrik: 22222
dtdzdrdr −++ φ  

Denklem: 0)
2

11
( 13210 =+∂+∂+∂+∂ ψγγγγγ φ

rr
zrt   

 

8. Düz Tabak biçimli[52]  

Metrik: )()( 22222
dzdycdxdtbxa ++++−    ( ):,, sabitbirercba  

Denklem: 0))(
2

11
( 1321

0 =
+

+∂+∂+∂+∂
+

ψγγγγ
γ

bxa

bi

ccbxa
zyxx

 

 

9. Düz Rindler[53]  

Metrik: 22222
dzdydxdtx +++−  

Denklem: 0)
2

1
( 1321

0 =+∂+∂+∂+∂ ψγγγγ
γ

xx
zyxt  

 

10. Levi-Civita[53]  

Metrik: 2)21(22222)12(424 )( dnrbdmadrrdtr
σσσσ −−−− +++−    ( sabitbirerba :,,σ ) 

Denklem: 0)(
)21(

3
)12(2

2
)12(2

1
2
0 =∂+∂+∂+∂

−−−
ψ

γγγγ
σσσσσσ nmrt

r

b

r

a

rr
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11. Genel olarak statik, silindirik simetrik[54]  

Metrik: 222222 )())(( φdrbdrdtdzar −++−−  ):,( sabitbirerba  

Denklem: 

0))
2

(
2

1111
( 1223

2
2

2
10

2
=

−
−

−
+∂

−
+∂

−
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−
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r
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12.Weyl uzay-zamanı[55]  

Metrik: 2)(2222)]()([22)(2 )( φderdzdredte
rUrUrKrU −− +++−  

Denklem: 

 
0)))()(

1
(

2

1

1111
(

1
,,

)()(
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=−++
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ereee
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13.Plane-Symmetric[56] 

Metrik: )':,,()( 2222222
arıfonksiyonlnintvexdzdyedxedte γβαβαγ +++−   

Denklem:  

0))2(
2

1

)2(
2

11111
(

1

,,

03210

=+−

+−∂+∂+∂+∂
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++

ψγ
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γ
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ee

eeeeee
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14.Yarı genel metrikler; 

 

Metrik: ):()( 22222
sayıbirsabitgdzdyedxdt

gx +++− − [43] 

Denklem: 0)( 13210 =−∂+∂+∂+∂ ψγγγγγ ρρ gee z

x

y

x

xt  

 

 

Metrik:  2222222222 )()()()()()( dzycxbtadyxbtadxtadt +++− [42] 

Denklem: 0)
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3

2

1111
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,

1

,
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c
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b

a

a
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yx

zyxt

&
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4.5.2 Köşegenel Olmayan Metrikle Betimlenen Bazı Evren Modelleri  

 

1.Kararlı Gödel[57] 

Metrik: 
22

2
122 )()( dzdedrdedt

rr ++++− θθ αα
  ):( sayıbirSabitα  

Denklem: 0)
2

2

2
22( 2101321120 =++∂+∂+∂+∂−∂ ψγγαγγ

α
γγγγγ θ

α
z

r
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2. Kararsız Gödel-tipi[58] 

Metrik: 2222222 2)( dtdtdyctedzdyedxtc
mxmx −−++ λ  ):,( sayısabitbirercm  

Denklem:  
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1

)1(

2
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1
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m
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3.Som-Raychaudhuri[59] 

Metrik: 2222222 2)1( dtdtdrdzdrrdr −−+−+ φφ  

Denklem: 0)( 210
1

32210 =−+∂+∂−∂+∂+∂ ψγγγ
γ

γγγγ φ
r

i

rr

i
i zrtt  

 

4. Hoenselaers-Vishveshwara[59] 

Metrik: 2
1

22
112

12 4)3)(1( dttdtdcdzdccdr −++−−− φφ  
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1
)

342/7

22/7
(

2

1

342/7

1
)

342/7

2
(

210

1
2

1

,
1

1

1
2

1

,
11

,
1

32

1

2

1

12

1

2

1

1
0

=




−
+−

−
+−

−
−







∂+∂
+−

+∂+∂
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5.Rebouças[59] 

Metrik: φφ dtdcdzdcdrdt 2
222

2
22 4)31( +++−+−  

Denklem:  
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6. Krechet-Gödel[60] 

Metrik: 222222
2
122 00 )(2}){( dtdtdzetRdzdyedxtR
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7.Weyl-Levis-Papapetrou[55] 

Metrik: ])([)( 22222)(22)(2 φρζρφ ρρ
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER  

 

Tezin kaynak araştırması bölümünde Teleparallel kuramının alt yapısı ile 

ilgili yapılan çalışmaların bir özeti verilirken aynı zamanda bu kuram  Genel 

Görelilik kuramıyla da karşılaştırıldı. Bu bölümün ikinci kesiminde dönen, durağan 

olmayan ve ögeleri iki değişkene bağlı genel bir çizgi elemanı için Spini 1/2  kütleli 

parçacıkları betimleyen Dirac denkleminin Genel Görelilik Kuramında açık olarak  

ifadesi yazıldı. 

   

Tezin materyal ve metod bölümünde Teleparallel Kuramının temellerini 

oluşturan tanımlar,  kavramlar ve bu kavramların matematiksel alt yapıları tartışıldı. 

Bu tanımlar ve matematiksel alt yapı kullanılarak Dirac denkleminin Teleparallel 

kuramındaki biçimi yazıldı. Bu kuramın en temel kavramı olan burulma tensörünün 

parçaları olan  tensörel, vektörel ve eksenel parçalarının tanımlanması ve Dirac 

denkleminin bu parçalar cinsinden yazılması da bu bölümde yapıldı. Bu bölümün son 

kesiminde, burulmanın vektörel ve eksenel parçaları cinsinden yazılan Dirac 

denklemi için, bu tezin bir parçasına alt yapı oluşturan, iki örnek tartışıldı.   

 

Tezin bulgu ve tartışma bölümü ise çalışmanın üç aşamasını  içermektedir. 

Birinci aşamada temel  parçacıkların kütlesel çekim ile etkileşimlerini betimleyen 

denklemlerden Dirac denkleminin dönen, durağan olmayan ve ögeleri iki değişkene 

bağlı genel bir çizgi elemanı için Teleparellel kuramında  Dirac denklemi elde edildi 

ve bu denklem Genel Görelilik Kuramında daha önce aynı metrik için yazılan  

biçimiyle karşılaştırıldı. Sonuçta her iki kuramda elde edilen biçimlerin eşdeğer 

olduğu görüldü. İkinci aşamada; Teleparellel Kuramında burulmanın vektörel ve 

eksenel bileşenleri cinsinden yazılan Dirac denklemi, aynı çizgi elemanı için elde 

edilerek  çalışmanın birinci aşamasında bulunan denklem biçimi ile aynı olduğu 

gösterildi. Üçüncü aşamada ise; dört değişkene bağlı daha genel bir çizgi elemanı ele 

alındı ve bunun için burulma tensörünün eksenel ve vektörel bileşenleri bulundu. 

İşlemler sonucunda elde edilen veriler kullanılarak burulma tensörünün bileşenleri 

cinsinden yazılan Teleparellel Dirac denklemi elde edildi.  Teleparallel kuramında 
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burulmanın vektörel ve eksenel bileşenleri hesaplanıp Dirac denkleminin elde 

edilmesinin standart yoldan elde edilmesinden daha kolay olduğu görüldü.  

 

Teleparellel Kuramı ile Genel Görelilik Kuramı arasında  temel farklılıkların 

olmasına karşın özdeş sonuçlar vermesi oldukça önemlidir.  Çünkü Genel Görelilik 

Kuramı birçok deneysel sonuçla uyumludur fakat kütlesel çekimin geometri ile 

ilişkilendirilmesi ve kuvvet olarak betimlenememesi Büyük Birleşik Alan Kuramının 

oluşmasında bir sorun olarak görülmektedir..  Bu çalışmada varılan sonuçlar ışığında 

Teleparellel kuramının Spin-1/2 parçacıkların kütlesel çekim ile etkileşiminin 

betiminde Genel Göreliliğe göre üstünlük sağladığı söylenebilir. Bu çalışma, ayrıca,  

Dirac denkleminin dışında, temel parçacıkları betimleyen diğer denklemlerin de her 

iki kuramda  eşdeğer olabilecekleri konusunda  umut ışığı vermektedir.   

 

Telepallel kuramının Genel Görelilik Kuramında günümüzde de çözülmemiş  

enerji yerelleşmesi ve kuantum mekaniğiyle olan uyumuyla ilgili bazı sorunlara 

destek olabileceği umudunu da vermektedir.  Bununla birlikte en genel metrik için 

denklemler elde edilip, herhangi bir programlama dilinde yazılarak daha karmaşık 

evren modellerindeki parçacıkların dalga fonksiyonlarına ulaşılabilir.  Her iki 

kuramda, kütlesel çekim olgusunun her ne kadar farklı kavramlarla açıklansa da, 

yazılan denklemlerin genel metrikler için eşdeğer olduklarının gösterilmesi, bundan 

sonra bu alanda yapılacak çalışmalarda bu iki kuramın her konuda eşdeğerliliği  

üzerinde durulması büyük  önem taşımaktadır.. Bu bakış açısı Teleparallel kuramına 

üstünlük sağlayacaktır.  
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