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Bu ¢alismada genel olarak Bernstein polinomlarinin bazi temel 6zellikleri ve
Bernstein polinomlariyla fonksiyonlara yaklagim problemi incelenmistir.

Ayrica, Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonlara Bernstein polinomlan ile
yakalagim hiz1 ve azalmayan fonksiyonlara Bernstein polinomuyla yaklasim hizinin

noktaya bagimliligi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Weierstrass Teoremi, Bernstein Polinomu, Yaklagim hizi,

Siirekli fonksiyon.



ABSTRACT

In this thesis, generally the main properties of Bernstein polynomials and the
approximation problem to the functions with Bernstein polynomials has been
investigated.

Also, the approximation rate was obtained when the function satisfying
Lipschitz conditions and dependency to the point of the rate of approximation has

been investigated when the functions are non-decreasing.

Key Words: Weierstrass Theorem, Bernstein Polynomials, Approximation rate,

Continuous function.
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1.GIRIS

Kapali aralikta siirekli bir fonksiyona cebirsel polinomlarla yaklasildiginda
en iyi yaklasan polinomun bulunmasi ve yaklasim hizinin hesaplanmasi yaklagim
teorisinde iizerinde ¢alisilan 6nemli problemlerden biridir.

1885 yilinda K. Weierstrass tarafindan kapali bir aralikta siirekli
fonksiyonlara polinomlarla yaklasilabilecegi gosterildikten sonra bu teoremin bir ¢ok
degisik ispat1 sonraki yillarda yapilmistir. Bu ispatlar icerisinde en ilging olam 1912

yilinda S. Bernstein tarafindan verilmistir.
f fonksiyonu [0,1] araliginda tanimli olmak iizere,
= k n k n—k
Bn(f;x):Zf — X (l—x)
k=0 n)\ k
biciminde tanimlanan polinoma # -inci Bernstein polinomu denir. S. Bernstein, bu

polinomlarla [0,1] araliginda siirekli f  fonksiyonuna yaklagsilabilecegini

ispatlamisgtir.

Daha sonraki yillarda da Bernstein polinomlan iizerine bir ¢ok caligmalar
yapilmistir.  Bu caligmalar genellikle f fonksiyonuna B,(f;x) polinomuyla

yaklagim hizinin bulunmas: izerinedir.

Bu tezde, Bernstein polinomlarina yaklasim konusu {izerine daha once
yapilan bir ¢ok arastirma sonuglari ele alinmistir. Ayrica temel tanimlar, teoremler
ve Bernstein polinomunun bazi temel 6zellikleri verilmigtir.

“Materyal ve Metot” boliimiinde konu igin gerekli bazi temel tanim ve
teoremler verilmistir.

“Bulgular ve Tartigma” boliimiinde ise Bernstein polinomlarinin yaklasimai ile
ilgili daha once elde edilen onemli teoremler ve ispatlar1 verilmistir. Bu boliimde

ayrica elde edilen yeni sonuglara da yer verilmistir. Bu sonuclara gore;

(i) f:R—>R fonksiyonu 0<a <1 i¢in fe Lipa olsun. B,:[a,b] >R

olmak iizere, Vne N ve Vxe [a,b] c Rigin

In(n+ l)jw/2

n

|f(x>—B,,<f;x>|sz<[



saglanir.

(ii) f fonksiyonu [0,1] araliginda monoton bir fonksiyon olmak iizere

K
min{x,1-x}

[ < |71

saglanir.

(iii) f fonksiyonu [0,1] araliginda azalmayan bir fonksiyon olmak iizere

B(f:), <————13 f(ﬁj

min{x,l—x};k:0 n

saglanir.

(iv) f fonksiyonu [O, 1] araliginda azalmayan fonksiyon ise, M pozitif sabit

olmak iizere

B,(fix)~f () s —— .

“min{x,1-x} n

dir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Yaklasim Teorisinin genel problemlerinden biri; [a,b] araliginda siirekli olan
f fonksiyonuna derecesi n’i asmayan cebirsel polinomlarla yaklasildiginda en iyi

yaklasan polinomunun bulunmasidir.

Weierstrass 1885 yilinda Yaklagim Teorisinin en temel teoremini

ispatlamigtir. Yani; fe C [a,b] olmak iizere verilen her £ >0 igin,

|f(x)— pn(x)| <€
sartini saglayan en az bir p, (x) polinomu (n yeterince biiyiik) bulunabilir.

Weierstrass teoremi olarak bilinen bu teorem kapali bir aralikta siirekli olan
fonksiyonlara polinomlarla diizgiin yaklasilabilecegini gostermektedir. Bu teoremin
literatiirde bir ¢ok farkli ispat1 olmasina ragmen en ilging ispat 1912 yilinda
S. Bernstein tarafindan [1]’de verilmistir. Bu ispat i¢in 6nce Bernstein polinomu
olarak adlandirilan polinomlar tanimlanmastir:

f fonksiyonu [0,1] araliginda tanimli olmak {izere onun 7 -inci Bernstein

polinomu
B, (f32)=B, ()= f(zj[njﬂ(l—x)"‘v @.1)

bigciminde tanimlanir.
S. Bemstein [1]’de, [0,1] arahiginda sirli f(x) fonksiyonunun her bir x,

suireklilik noktasinda

limB, (f3x,)=f(x,) (2.2)

n—0c0

bagintisinin  saglandigini, ayrica f(x) fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli ise

(2.2)’nin bu aralikta diizgiin olarak saglandigini gostermistir.
Kendine 6zgii 6zelliklerinden dolay1 (2.1) Bernstein polinomlari giiniimiizde

de Matematigin degisik alanlarinda kullanilmaktadir.

1932 yilinda Voronowskaja tarafindan [2]’de f(x) fonksiyonu [0,1]

araliginda sinirh ve tespit edilmis x noktasinda ikinci tiireve sahip ise,



timalf (x)= B, (f1x)] = —=0=)

lim A

bicimindeki asimptotik formdiilii verilmistir.
1935 yilinda T.Popoviciu tarafindan [3]’de @(d) sembolii, f fonksiyonunun

suireklilik modiilii olmak iizere,

/()= B,(f.x) < Cu{n_;J

1937 yilinda Chlodovsky tarafindan [4]’de sinirli olmayan araliklarda da

oldugu gosterilmistir.

Bernstein  polinomlariyla  (tiirevleriyle) verilmis fonksiyona (tiirevlerine)
yaklagilabilecegi gosterilmistir.

1938 yilinda Kac tarafindan [7], [8] calismalarinda Lipschitz kosulunu
saglayan fonksiyona Bernstein polinomuyla yaklasim problemi incelenmistir. Bu

teoreme gore;

f € Lipax olmak tizere her ne Nve her xe [0,1] icin

|/ (x)=B,(f:x) < L(
dir.
1946 yilinda Herzog ve Hill tarafindan [5]’te x,€(0,1), f fonksiyonunun

siireksizlik noktasi fakat sagdan ve soldan f (x,+) ve f(x,—) limitleri varsa

n—oo

. 1
lim B, (f;x0)=5(f(x0+)+f(x0 -)) (2.3)
oldugu ispatlanmistir.

Hildebrant, Schoenberg tarafindan [6]’da ve Butzer tarafindan [30]de

Bernstein polinomlarinin % -boyutlu uzaya genisletilebileceginden sz edilmistir.

Yani; 0<x, <1, i=1L...,k olmak ilizere, k-boyutlu kiipte tanimli ve simirh

f(x,x,,...,x,) fonksiyonuna



polinomu ile fonksiyonun herhangi bir siireklilik noktasinda n, — o iken

yaklagilabilecegi ispatlanmistir.

1960 yilinda Essen tarafindan [31]’de,
Axll—x
|f(x)=B,(f;x) < a{ﬁ%}

esitsizligini saglayan en kiiciik C sabiti asimptotik olarak hesaplanmistir. Yani,

fe C[O,l] icin,

i [ ()=, (£0)] _

—>00 Cn
o

ifadesinin minimumu C, =1,045564... dir. Bu sayiy1 Sikkema 1971 yilinda tespit
etmistir.

f fonksiyonu [0,1] araliginda sinmirh, kompleks degerli bir fonksiyon olmak
tizere f e BV[O,I] ise (2.3)’in yaklagim hizi 1983 yilinda Cheng tarafindan [9]’de
gosterilmistir. Cheng tarafindan [9]’de verilen bu sonu¢ daha da gelistirilerek 1989
yilinda S.Guo. ve M.K. Khan tarafindan [10]’de verilmistir.

1991 yilinda Taberska tarafindan [12]’de ;[0,1] araliginda siirli, kompleks

degerli fonksiyonlar icin [9], [10]’de verilen sonuglarin daha genel durumlar
[11],[12] de gosterilmistir.
1994 yilinda Taberska tarafindan [13]’de; baz1 kosullar altinda mutlak siirekli

f fonksiyonuna B, ( f ;x) Bernstein polinomuyla yaklagim hizi gosterilmistir.

2000 yilinda K.Neammaree tarafindan [14]’de f:R" —R” Lipschitz
kosulunu saglayan fonksiyona R’ ’nin herhangi bir kompakt alt kiimesi iizerinde
Bernstein polinomlariyla yaklasilabilecegini gostermistir.  Bu teoreme gore
f:RY — R” bir Lipschitz fonksiyonu olsun. Yani, C pozitif sabit ve her x,ye K’
icin,

£ £ ()< -]

dir. R"’deki her kompakt D kiimesi ve B, : D — R", ne N polinomu icin



7 (x)-8, () < k"0 vrep,
n

saglanir. Burada K, f ’ye bagh bir sabittir.

Bernstein polinomlariyla tip olarak benzer 6zelliklere sahip polinomlarla ilgili
de pek cok calisma yapilmistir. Bu operatorler literatiirde Bernstein tipi operatorler
olarak adlandirilir. Bazi Bernstein tipi operatorler:

Szasz-Mirakiyan: [0,e0) igin,

s.(r0)= 3 (Ele el
k=0

Meyer-Konig ve Zeller: [0,1] i¢in,

S oo

= \n+k

seklinde tanimlanmistir. Becker ve Nessel[18]da, Totik[19],[20]’de sirasiyla S, ve

T, operatorleriyle ilgili sonuglar vermislerdir. (Bernstein tipi  operatorlerin

n

ozelliklerinin incelenmesi bu tezin konusu degildir.)



3. MATERYAL VE METOT
3.1.ON BILGILER
3.1.1.Giris

Bu boliimde ¢alisma boyunca kullanilacak kavramlar ve bazi temel teoremler

verilecektir.

3.1.1.1.Tanim

Ac Rve ae Rolsun.
(i) 0 >0 sayisi icin |x—a| <d (0< |x—a| < 0) kosulunu saglayan noktalarin

kiimesine a noktasinin & —komsulugu (delinmis & — komsulugu) denir.
(i) a noktasinin her delinmis J —komsulugunda A Kkiimesinin en az bir

elemani varsa a noktasina A kiimesinin bir yigilma noktast denir.

3.1.1.2.Tamm
(i) AcR, f:A—R bir fonksiyon ve x, € A olsun.

Her bir £>0 sayst igin [x—x|<J iken |f()c)—f(x0 )|<8 olacak sekilde bir
d:=0(&,x,)>0 reel sayist bulunabilirse f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir
denir[21].

(ii) Her £ >0 sayisina karsilik |x1 —x2| < 0 kosulunu saglayan her x,,x,€ A
igin | f (x,)— f (x,)|< & olacak sekilde en az bir §=5(£)>0 sayisi bulunabilirse f

fonksiyonu A kiimesinde diizgiin siireklidir denir[21].
(i1)’den diizgiin siirekli her fonksiyonun siirekli oldugu kolayca goriiliir.

Tersi, her zaman dogru degildir.

3.1.1.3.Teorem

Kapal1 bir aralikta siirekli her fonksiyon o aralikta diizgiin sitireklidir[21].



3.1.1.4. Tamm

f fonksiyonu Ac R kiimesinde tanimli ve M >0 olsun. Vxe A igin

| f (x)| <M oluyorsa f fonksiyonuna A kiimesi tizerinde stnurlidr denir[21].

3.1.1.5.Teorem
f € Cla,b] ise f fonksiyonu [a,b] araliginda simrhdir[21].

3.1.1.6. Tamim

I, [a,b] araliginda tanimh bir fonksiyon ve x, € (a,b) olsun.

i )= £ ()

X=X, x —_ xO
limiti var ve sonlu ise f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilir denir.

Bu deger f'(x,) seklinde gosterilir[22]. Yani;
X—)XO x —_ x()

dir.

3.1.1.7.Teorem (Rolle Teoremi)

f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli (a,b) araliginda tiirevlenebilir ve
fla)= f(») olsun. Bu durumda f’(c)=0 olacak bicimde en az bir ce (a,b)
vardir[22].

3.1.1.8.Teorem (Diferansiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi)
f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve (a,b) araliginda tiirevlenebilir

olsun.

Bu durumda

(- Sb)=fla)
f(C)—ﬁ

olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) sayist vardir[22].



3.1.1.9.Teorem

f fonksiyonu x, noktasinda n+1 defa tiirevlenelenebilir olsun. Bu durumda

(n) Ly
F5)= £l )+ £ M)t L) (e 0T )
n! (n+1)
dir. Burada,
li_)m g(x)=0
dir[23].
3.1.1.10.Tamm

Eger Ac R iistten (alttan) sinirli bir kiime ise tist simirlarin en kiigiigiine(alt
sinirlarin en biiyiigiine) A’nin supremumu (infimumu) denir ve sup A (inf A) ile
gosterilir[21].

Eger, sup A (inf A) kiimeye ait ise supA =max A (inf A=min A) olur.

3.1.1.11.Tamim

X cR, f:X — R bir fonksiyon ve. Ac X olsun. x, <x, sartin1 saglayan
her x,,x, € A i¢in,

() f(x)<f(x) ise f’eA iizerinde artan, f(x,)< f(x,) ise azalmayan,

(i) f(x)>f(x,) ise f’e A iizerinde azalan, f(x,)> f(x,) ise artmayan

Jonksiyon denir[21].

3.1.1.12.Tanim

Her hangi bir aralik iizerinde tanimli fonksiyon tamim araliginin tamami
tizerinde artan veya azalan ise fonksiyona kesin monotondur, artmayan veya
azalmayansa monotondur denir.

Eger, fonksiyonun tanimli oldugu her sonlu aralik, onun monoton oldugu
sonlu sayida alt aralifa boliinebiliyorsa bu fonksiyona parcalt monoton fonksiyon

denir[21].



3.1.1.13. Tanim
Her x,,x, € [a,b] ve A€[0,1] icin,
FlAn + (1= 2)x, < 27 () + (1= 2) £ (x,)

oluyorsa f fonksiyonuna [a,b] tizerinde konveks fonksiyon denir[21].

3.1.1.14.Teorem

f :[a,b]—)R fonksiyonunun (a,b) iizerinde ikinci tiirevi mevcut ve her
x€ (a,b) icin f”(x)>0 ise f fonksiyonu [a,b] araliginda konvekstir[23].
@ ile[a,b] arahgnm tim P={x,,x,..,x,} bi¢imindeki pargalanmalarin

kiimesi gosterilsin.

3.1.1.15. Tamm

f fonksiyonu [a,b] araliginda tanimli bir fonksiyon olsun.

(1) Vah(f):SupZn:|f(xk)—f(xk_l)|

Pep k1

genisletilmis reel sayisina f fonksiyonunun toplam salinimi denir.

(ii) Eger, V’ (f) sonlu ise f fonksiyonuna [a,b] aralig1 iizerinde sinmirl
salimmldir denir.

(1ii) [a,b] tizerinde sinirhh salinimli fonksiyonlarin kiimesi BV[a,b] ile
gosterilir[28].

Kolayca gosterilebilir ki, f fonksiyonu [a,b] izerinde artmayan (azalmayan)
ise simrh salimmhdir. Gergekten; f artmayan bir fonksiyon ve Pe {9, [a,b]

araliginin herhangi bir parcalanmasi ise

kilf(xk)—f(xk_l)I =i—f(xk)+f(xk_l)= fle)=flx,)=fla)- @)

saglanir. Yani, V” (f)=f(a)- f() dur.

Su halde monoton fonksiyonlar sinirli salinimlidir.

10



3.1.1.16.Tanim f : [a,b] — R sinirh bir fonksiyon olsun. Her £ >0 sayisina

karsilik [a,b] araliginin Z(bk—ak)<§ kosulunu saglayan her bir aynk
k=0

{(ak,bk)}::() parcalanmasi igin Z|f(bk)—f(ak)|<8 saglanacak sekilde &>0
k=0

sayist bulunabiliyorsa, f ’ye [a,b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon denir[28].

Bu tanima gore mutlak siirekli her fonksiyon siireklidir fakat karsit1 dogru

degildir.

3.1.1.17.Lemma

f fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak stirekli ise sinirli salinimlidir[28].

3.1.1.18. Tanim
X # @ bir kiime ve T bir cisim olmak iizere

+: XXX —>X vee:TxX > X

(x.x" )= x+x" (k,x)—kx

fonksiyonlar1 verilsin. Asagidaki aksiyomlar saglanirsa X kiimesine T cismi lizerinde
lineer uzay (veya vektor uzayi) denir. "+"islemine toplama "" islemine ise skalerle
carpma islemleri denir[24].

(i) Vx,y,ze X igin x+(y+z)= (x+ y)+z,

(ii) Vx,ye X icin x+y=y+x,

(iii) Vxe X icin x+®=x olacak sekilde bir tek ®e X var. (O’a
toplamaya gore etkisiz eleman denir)

(iv) Vxe X igin 3x" e X oyle ki x+x =0, (x* ye toplamaya gore x’in
tersi denir ve x" =—x ile gosterilir)

(v) Vx,ye X ve VAeT icin Ax+y)=Ax+ Ay

(vi)Vxe X ve VA,BeT icin (A+ B)x = Ax+ fx

(vi) Vxe X ve €€T icin €-x=x,&’a skalerle carpma islemine gore
etkisiz eleman denir)

(viii) Vxe X ve VA,BeT icin (18)x = A(Bx)

11



3.1.1.19. Tamm

X, T cismi iizerinde tanimli bir lineer uzay olmak iizere,
H: x - RrR*U{o0}
fonksiyonu,

(i) Vxe X icin ||x|| >0 ve ||x|| =0 x=0,
(ii) Vxe X ve A€ T igin ||/1x||=|/1|||x||,
(iii) Vx,ye X icin ||x+ y" < ||x||+|| y" (iicgen esitsizligi)

ozelliklerini saglasin. |||| fonksiyonuna X iizerinde bir norm, X ’e ise bu norm ile

normlu lineer uzay denir ve (X , ) seklinde gosterilir[24].

3.1.1.20.Tamm

M , X normlu lineer uzayn bir alt kiilmesi ve x€ X olsun. Bu durumda

inf |x - y||

yeM

sayisina x noktasina M kimesinde en iyi yaklasum sayisi denir ve

E, (x)= in;l ||x— y|| simgesi ile gosterilir[25].

3.1.1.21.Tammm
S, bir X normlu lineer uzayinin alt kiimesi olsun. S kiimesinden alinan her
dizinin S kiimesindeki bir elemana yakinsayan bir alt dizisi varsa S kiimesi dizisel

kompaktr denir.
3.1.2. Polinomlar

3.1.2.1.Tamm

i=0,L..,n i¢in a, € R((C) olmak iizere,

_ -1
p,(x)=ax"+ax""+..+a,, a,#0

n?

seklinde tanimli fonksiyona n-dereceli polinom denir. Burada; a, € ]R((C),

i=0,1,...,n ise p, polinomuna reel katsayu (kompleks katsayili) polinom denir.
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Bu calismada reel katsayili polinomlar ele alinacak, ayrica derecesi n’i

asmayan polinomlar kiimesi P, ile gosterilecektir.

3.1.2.2.Teorem
n>1 icin n dereceli bir polinomun n tane reel veya kompleks kokii

vardir[23].
3.1.3. Siireklilik Modiilii

3.1.3.1.Tamm
[a,b] araliginda tanimli f fonksiyonu verilsin. [O,b - a] araliginda tanimli
w(8)=a(f.0) :={sup|f(x2)—f(xl )| :|x2 _x1| <0, x.x€ [a’b]}

fonksiyonuna f ’in siireklilik modiilii denir[26].

3.1.3.2.Teorem

f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli olsun. Bu durumda f fonksiyonunun
siireklilik modiilii,

(i) «(0)=0

(ii) 0<J, < 5, ise w(d,)< a(d,)

(iii) @(S, +5,) < w(d,)+ w(5,)

(iv) @(nd)< nw(d), aynca w(d)e C[0,b -4l

ozelliklerini saglar[23].
3.1.4. Lipschitz Kosulu

3.1.4.1.Tanim

f fonksiyonu / — R araliginda tanimli olsun. 3M >0 ve <€ R Oyle ki her

X, x, € I igin,

|f(x1)_f(x2)| SM|x1 _x2|a

saglaniyorsa f fonksiyonu «. mertebeden Lipschitz kosulunu saglyor denir[23].
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Bu tiir fonksiyonlarin kiimesi Lipa veya Lip,, & ile gosterilir.

3.1.4.2.Teorem

(i) Lipa bir lineer uzaydir.

(ii) Eger I tizerinde f € Lipa ise f, I tzerinde diizgiin siireklidir.
(iii) a>1 ve f e Lipa ise f = sabit

(iv) <0 ve fe Lipx ise f fonksiyonu sinirsizdir.

(v)

f(x) <M ise fe Lip,]! du.
(vi) < B ise Lipa D Lipf

(vii) f e Lip, & ancak ve ancak @(5)< MS“ dir[23].
3.1.5. Sonlu Farklar

3.1.5.1.Tanim

1

AV (fix)= (—1)"1_j(7jf(xo+jh)

j=0

S

ifadesine f fonksiyonunun x, noktasindaki hadumli m—inci sonlu fark:
denir[26].

Ornegin,

AL (f3x0) = f (%),

A, (fix0) = fx, +h)= flx,),

A (F3x0) = g +20)=2f (xg + 1)+ £ (x,)

3.1.5.2.Lemma

f fonksiyonu (xo,xo +kh) araliginda k -inci mertebeden tiireve sahip ise

A:(f;xo):hkf(k)(é:)’ X0 <§<xo+kh
dir.
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3.1.6. Boliinmiis Farklar

3.1.6.1.Tamm

f fonksiyonu birbirinden farkli x = x,,x,,...,x,, noktalarinda tanimli olsun.

Bu durumda,

[xo;f] = f(xo)

f]: [x()’xl;f]_[xl’xz;f]

Xo X

['x()"xl"XZ;

X5 f =[x %, ]

[xo,xl,...,xm;f]=[x""" (3.1.6.1)
xO _xm
bagmtilarina f fonksiyonunun boliinmiis farklar: denir[29].
Ornegin; f(x)=b" ise
[a,a+1,...a+k; f]=b° (b—l)k% (3.1.6.2)
dir.
(3.1.6.1)’den tiimevarim ile,
m f xv
(X0 %0 X, ] =D () (3.1.6.3)

(x5 =) (3 =2 ) (6 = X0 ) (3, —x,)
sonucu elde edilir.
Ornegin;
[a,a+h,...a+mh; f]=h"A" f (a)/m!

dir. Burada A", h artisina gore mertebesi m olan farktir.
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3.2.WEIERSTRASS YAKLASIM TEOREMI

Bulgular ve Tartigmast bolimiinde — Weierstrass teoreminin B, (f;x)

Bernstein polinomlar1 yardimiyla ispati verilecektir.

Simdi ise kiyaslama yapabilmek i¢in, Weierstrass teoreminin Lebesgue [34]

tarafindan verilen farkli bir ispatin1 verelim. Bu ispatta f (x)= |x| ozel fonksiyonuna

yaklasim temel alinmaktadir.

3.2.1.Teorem (Weierstrass, 1885)
Her fe C[a,b] ve Ve>0 sayisi igin,

f—P|<e olacak sekilde bir P

polinomu vardir[27].

Ispat Farzedelim ki —1<x<1 ve u=1—x" olsun.

o =1-(1-) =+i=u

dir. Binom serilerinden;

\/l—uzl—%u— ! 213 o

2" T

0<u <1 kapali araliginda diizgiin yakinsaktir. Bu nedenle +1—u« fonksiyonuna
0<u <1 araliginda u degiskeninin polinomlariyla ve —1<x<1 araliginda da |x|

fonksiyonuna x degiskeninin polinomlariyla diizgiin yaklasilabilir.

|x| fonksiyonun grafigi bir acili poligonal dogrudur. Simdi herhangi bir
poligonal  fonksiyona polinomlarla keyfi kiigiik bir hatayla diizgiin
yaklagilabilecegini gostermek istiyoruz.

% <1 saglandiginda, her (—I,+1)

ve

Oncelikle; (—/,+!) araliginda |x] :l-‘f

araligindaki |x| icin bu durum dogrudur.

Yine, her
1
L ()= {(x=c)+|x~c]}

fonksiyonuna her [a,b] araliginda polinomlarla yaklasilabilir.

16



Simdi kabul edelim ki; g(x) fonksiyonu, [a,b] araliginda grafigi
a=a,<a <..<a,=b temel noktalarinda acilara sahip herhangi bir poligonal
fonksiyon olsun. Simdi g(x) fonksiyonunun L ’nin bir lineer kombinasyonu
oldugunu gosterecegiz.

g (x)=¢g (a)+COLa“ ()C)+C1La1 (x)+...+Cn_1Lu,H (x)
ifadesi kullanilarak ve
g (a,)=g(a,), v=0,1,...,n
denklemleri yardimiyla C, sabitleri tamimlanir. Bu denklemlerden birincisi bir
ozdesliktir. Ikincisi ise
g(a)+C,L, (a,)=g,(a,)
dir ve buradan C, bulunur,iiciinciisiinden ise C, ve bdyle devam edilerek tiim
sabitler bulunur.

g ve g, poligonal fonksiyonlar: tiim temel noktalarda ¢akisir ve bu nedenle
Ozdestirler. Bu durum herhangi bir g(x) fonksiyonuna polinomlarla
yaklagilabilecegini gosterir.

Son olarak, kabul edelim ki f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli bir
fonksiyon olsun. Verilen her €>0 ic¢in a=a,<a <..<a,=b araliginin bir

pargalanmasi vardir dyle ki f(x) fonksiyonun maksimumu M, ve minimumu m,

arasindaki fark herhangi bir [a

v—-1°

a,] araliginda %e’dan kiigiiktiir. g (x) poligonal

fonksiyonu a, noktasinda f (x) fonksiyonuna interpole olsun. [a av] araliginda

v-1°
f(x) ve g(x) fonksiyonlarimn her ikiside m, ve M, arasindadir ve bu nedenle,

|f(X)—g(x)|<%e, a<x<b

dir.

Eger P(x) bir polinom 6yle ki; |g(x)—P(x)|<%8 ise, | £ (x)-P(x)|<e

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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3.2.2.Teorem(Borel,1905)
[a,b] araliginda siirekli olan f fonksiyonuna, ne N i¢in derecesi n’yi

asmayan cebirsel polinomlar uzayinda en iyi yaklasan polinom vardir[25].

3.2.3.Teorem
fecC [a,b] fonksiyonuna, , uzayimnda en iyi yaklasan eleman tektir[23].

3.2.4.Tamm
I, [a,b] araliginda siirekli ve P, derecesi n’yi agsmayan keyfi bir polinom

olsun. Her P, i¢in,

E (f) —1nfmax

as<x<b

£ (x)=P.(x)

olsun. Bu E, (f)’e derecesi n’yi asmayan polinomlarla f (x) fonksiyonuna en iyi

yaklasim derecesi denir[29].
3.3. BERNSTEIN POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

3.3.1.Tanim

f (x) fonksiyonu [0,1] araliginda tanim olsun.

B

biciminde tammlanan ifadeye f(x) fonksiyonunun n-inci (n2>1) Bernstein

polinomu denir[29].

Burada,
B, (f;0)=£(0).B,(f:1)=£(1)
olarak kabul edilir.
B, € g, oldugu aciktir. Bazi 6zel durumlarda Bernstein polinomu dejenere
olarak, derecesi n ’den kiiciik olabilir.

o (9= 1.(3)=|

n

14

jxv (1-x)""
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n

seklinde tammlanmak iizere; [0,1] arahiginda p,, (x)20 ve Y p,, (x)=1 olur.

v=0

Ayrica;

(3.3.1)

esitligi saglanir.
Asagidaki teoremde, 3.1.5.1.Tamim’dan yararlanarak f (x) fonksiyonunun

Bernstein polinomunun farkli bir gésterimi elde edilmistir.

3.3.2.Teorem
K, v =0,1,...,n noktalarinda f fonksiyonunun sonlu farklar ile ifadesi
n
n n
B, (f;x):ZA(’)f(O)(Jx’ (3.3.2)
t=0
bi¢imindedir[23].

. k lin—-k nekej g
ispat B (f:x) polinomunda (1-x)""= (n j(—l) I oldugu

g0z Oniine alinirsa,

n =B oo

k=0

I
bl
Il 3
[=]
M
[=] =
~
VR
S | =
N—
7\
= 3
N—
VR
N
~. |
»
N—
—_~
~—
&
|
~
=
d

S ()0t e =S £ e
elde edilir.
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fegp, ise t>m icin A”f(0)=0 dir. Buna gore (3.3.2)’den her n icin

B,(f;x)e @, olur. (3.3.2)ii lx,x* fonksiyonlarina uygulayarak bazi 6nemli

ozdeslikler elde edilebilir.

3.3.3.0rnek
f(x)=1i¢in A’°f(0)=1, A"f(0)=0, A’f(0)=0,... dir. Buna gbre,

B, (I;x) :i[ijk (1-x)"" =1

k=0

dir. Budurum 1" =(x+(1-x))" esitliginden agiktir.

3.3.4.0rnek
f(x)=x i¢in A°f(0)=0, Alf(()):l, A’£(0)=0,... dir. Buna gore,
n
3 k n k n—k 1 n
B » = —_— 1— = — =
n(x x) ;;n(ka ( x) n(l)x X
dir.
3.3.5.0rnek
F(x)=2igin - A°F(0)=0, A'f (0)=—,A%F (0) ==, A'£ (0)=0,... du.
n n
Buna gore,

Bazi 6zel durumlarda B, (f;x) Bernstein polinomu f (x)fonksiyonunun

sahip oldugu o6zelliklere sahiptir.

0<x<1 icin;
Q) f(x)=af (x)+a,f,(x) ise B,(f;x)=a,B,(f;;x)+a,B,(f,;x) olur.

(i) m< f(x)SM ise m<B,(f;x)<M dir.
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i) f(x)>0 ise B (f;x)>0 olur.
(iv) f(x) azalmayan ise B, (f;x) de azalmayandur.

(v) f(x) konveks ise B, (f;x) de konvekstir.

Verilen bu 6zelliklerin ispatlart Bulgular ve Tartisma boliimiinde verilecektir.

4.BULGULAR VE TARTISMA

4.1.BERNSTEIN POLINOMLARI

Bu bolimde ilk olarak; Bn( f ;x) Bernstein polinomlart yardimiyla

3.2.1. Teorem’de verilen Weierstrass Teoremi’nin ispat1 verilecektir.

Oncelikle, Weierstrss teoremi [O,l] araliginda saglanirsa [a,b] araliginda da

(ve tersine) saglanacagini gosterelim.

4.1.1.Lemma

Eger Weierstrass teoremi [0,1] araliginda saglanirsa [a,b] araliginda da
saglanir. Tersi de dogrudur.

Ispat

fecC [a,b] verilsin. gx)=fla+B—-a)x), (0<x<L1) bi¢ciminde
tanimlanan g fonksiyonu siirekli fonksiyonlarin bileske islemine gore siireklidir.
Kabul edelim ki, her £ >0 icin en az bir p polinomu vardir dyle ki

Ir-pl<e

saglansin. Yani,

max|g(a+(b—a)x)—p(x)| <&

0<x<1

elde edilir. p(x) x’in bir polinomu oldugundan
t—a
1= pl——
90 =pC—)
biciminde tanimlanan fonksiyon ¢ ’nin bir polinomudur. Bu ise,

lg—dl|<e
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olmasi demektir.

O halde, Weierstrass Teoremini [0,1] araliginda ispatlamak genelligi bozmaz.

Bundan dolay1 asagidaki incelemeler [0,1] araliginda yapilacaktir.

4.1.2.Teorem
[O,l] araliginda siirli f fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun her bir x,

siireklilik noktasinda

lim B, (f;xo) = f(xo)

n—oo

saglanir.
Ayrica; f (x) bu aralikta siirekli ise yakinsama diizgiin olarak saglanir.

Ispat

Teoremin ispatini vermeden Once bazi isaretlemeler ve ispat igerisinde

n n
kullanilacak sonuglar verilecektir. p, ::( ]x" (1-x)"" olmak iizere Z p, =1
v

v=0
oldugu agiktir.
Ayrica;

n n—1 _
> vp, =nx) [n 1] X (1— x)"ilfﬂ =nx,
v=0 = IL

n=0

veE

v=0 1=0

oldugundan
T = (Z/—nx)2 D, 4.1.1)

ifadesi

T = ;{y(y—l)—(an—l)l/+n2X2}P,,

biciminde yazilirsa

T:n2x2—(2nx—1)nx+n(n—1)x2:nx(l—x) 4.1.2)
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oldugu goriiliir.

[O,l} araliginda x(l—x) en biiyiik degerini x:% noktasinda alacagindan

x(1-x) Si tir.

2
3 pl/<i2[z—x] p, < ! T:x<1_x>< ! (4.1.3)
n

n’6> néd* T 4né®

f fonksiyonu sinirh oldugundan M >0 > her 0<u <1 igin | f (u)| <M ve
x, siireklilik noktasi ise, her € >0 igin en az bir 6 >0 bulunur 6yle ki |x0 —x'| <6

sartin1 saglayan noktalarda ‘ f (xo)— f (x' )‘ < ¢ saglanir. Boylece,

<

)-8 i) =3 ()12

v=0

P+

v
——Xo|>0

n

D, 4.1.4)

< 3 |rw)-s[4)

‘K*Xo <6
n

f(xo)—f[%]

dir. (4.1.4)’de birinci toplam f fonksiyonunun siirekliliginden, ikinci toplam ise
(4.1.3)’ten yararlanilarak sirasiyla SZ p, =€ ve 2M (4n52 )_1 sayilarindan kiigiik
yapilabilir. Sonug olarak
£ (x)= B, (f3x,)| < e+ M (208%) (4.1.5)
saglanir.
Boylece, yeterince biiylik 7 dogal sayisi icin | f (x) -B, ( f ;x)| <2¢€ olur.

Ayrica, f(x) fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli ise J sayisi (4.1.5)’de

x’den bagimsiz olacagindan yakinsama diizgiindiir.

4.1.3.Sonu¢

(i) 4.1.2. Teorem’deki ispatin biraz farkli bir durumu gostermektedir ki:

Eger sinirh bir f (x) fonksiyonu x noktasinda siirekli ise ¢, = x i¢in

B,(c,) = f(x) saglanir.
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(ii) Eger O <a<b <1 ise Weierstrass teoremi tam degerli katsayilara sahip
P(x) polinomlar igin de dogrudur (Chlodovsky [33]). Tam degerli katsayilara

sahip,

P(x) =§ﬁ[”}ﬂ%>ﬂxv (1=x)""

v=I 14

polinomu ile B, (f;x) in farki,

n-1
M{x +(1-x)"}+ 38 (1= )" (4.1.6)
v=l
ifadesinden kiiciiktiir. (4.1.6) daki son toplam
P (%)<

1n71
ny=

S |-

esitsizligini saglar. Sonug olarak; a < x <b aralifinda (4.1.6) ifadesi diizgiin olarak

sifira yaklasir.

(iii) Kabul edelimki, smurlif,g fonksiyonlart x, noktasinin bir o
komsulugunda cakismaktadir. (4.1.4ye benzer bir hiikiimle n—>o icin
B,(f;x,)-B,(g:%)—0 olur. Yani, sturli f fonksiyonunun B, (f;x) Bernstein
polinomunun x, noktasindaki durumu yalmzca f fonsiyonunun x, noktasinin
yeterince kiiciik komsulugunda aldig1 degerlere baglidir.

Simdi p,, (x) ifadesini igeren asagidaki toplama bakalim:

T, (x)=T, (x)=>.(v—-nx) p, (x), n=12,..;5=0,1,..., 4.1.7)
v=0
Bu ifade; (4.1.1)’de verilen T ifadesinin genellestirilmesidir.

4.1.2.Teorem’den

To(x)=1, T, (x)=2vp, —nx=0, T, (x) =nx(1-x)
oldugunu biliniyor.

T, (x) ifadesiyle ilgili daha fazla bilgi i¢in asagidaki teorem verilmistir.

4.1.4.Teorem
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T, (x),s=0,1.., x’e gore derecesi <s ve n’ye gore derecesi [[S/Z]] olan

bir polinom olsun. X := x(l — x) olmak iizere,

7;1,5+1 ('x) = (1_2x)zbj,s (X)nJXJ
j=1
dir.
Burada, a; ,b;  ile katsayilari n’den bagimsiz derecesi s—j sayisindan

kiiciik yada esit olan polinomlar igaret edilmistir.

Ispat

n

Ty, (x)==nsT, . (x)+ 2 (v—nx) p,, ()

v=0

7

== nSYTn s—1 ('x) + (V - nx)”l (anV—l (l — x)"—V—l
, Vv

v=0

dir ve boylece
Tn,s+1 ('x) = x(l - x)lTn,,s ('x) + nSTn,s—l (X)J
formiilii elde edilir.

Tiimevarimla teoremdeki tiim durumlar ispatlanir.

4.1.5.Teorem

0 < x <1 olmak tizere
1
0<z< %(nx(l —x))2 (4.1.8)

esitsizligini saglayan her bir z i¢in

> p(x)g2e (4.1.9)

‘V—m‘ZZz(nx(l—X))l/Z
saglanir.

Ispat
toplami |u| <3/2 igin,
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® < exp{nx(l—x)u?}
esitsizligini saglar.

P = [xe”(l_x) +(1-x)e™ ]n icin |u| <3/2 ise

Buradan, ¢” >1+v iken v 20 i¢in (4.1.10) saglanir ve
¥ < <I>n(u,x)+ (O} (—u,x)< 26xp{nx(l—x)u2}
elde edilir. (4.1.9)ise C =20 ve u =0 icin

> s Y e, ()=

exp[u‘v—anZC‘P C

olduguna dikkat edilir ve

C= %e* icin (4.1.11) kullanilirsa

Z D, (x)< 2e

‘V—nx‘Zu’lz2+nx(l—x)u
elde edilir.
Burada en iyi sonu¢ u 'z’ +nx(l—x)u ifadesinin minimum

u = z(nx(1- x))_l/ ? noktasidir. Eger 0<u <3/2 ise (4.1.9) elde edilir.

4.1.6.Lemma

Her bir xe [0,1] icinn’den bagimsiz bir ¢ sabiti vardir dyle ki

n . e
) Zw(ijk(l—x) e
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saglanir.
Ispat
Ispat icin (4.1.7)’de verilen

T, (x)=3 (k- nx)’"(njxk (1—2)

k=0 k
ifadesini inceleyelim. 4.1.2.Teorem’de T, (x)=1,T, (x) =0,T, (x) = nx(l - x) oldugu

gosterilmisti. (4.1.7) ifadesinin x’e gore tlirevi alinirsa

T, (x)= i(:j(k —nx)"" X (1-x)" [—mnx(l— x)+ (k- nx)q =

k=0

=—-mnT

L (x)+ T, (x)

elde edilir. Sonug olarak

T, (x)=x(1 =X)L, (x) + mnT, _, (x)]
dir. Bu esitlikle T, (x) ifadesine x ve n’ye gore bir polinom gibi bakilabilir. n’ye
gore T, birinci, T; ikinci ve T ligiincii dereceden polinomdur.

Buna gore, baz1 ¢ sabitleri ve [0,1] noktalari igin |T6 (x)| <cn’ dir.

6
= —x|>n"* esitsizliginden % >1 oldugu goriiliir. Boylece,
n n

n k n—k 1 2 6 N k n—k
x (1—x <— k—nx x (1—x =
k/n§n1/4(kj (1=) n’? ;( ) (kJ (1=)

= n_g/zT6 (x) < nSLZ

bulunur.

Simdi verilecek iki teorem ile f(x) fonksiyonuna B,(f;x) Bernstein

polinomuyla yaklasim hiz1 siireklilik modiilii yardimiyla ifade edilecektir.

4.1.7.Teorem

f siirekli ve @(J) fonksiyonu f 'nin siireklilik modiilii ise

|f(X)—B,1(f;X)|S%w(n‘”) (4.1.12)

esitsizligi saglanir.
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Ispat
Her hangi x,x,€[0,1] noktalari ve &>0 igin [[|xl—x2|5’l]] tamsayisi
A=A(x,x,;8) ile isaret edilsin. O halde, f(x,)-f(x,) farki uzunlugu &

sayisindan kiiciik olan araliklarda f (x) ’in A+1 farkimin toplamdir.

Bu nedenle,
[f ()= f(x, ) < (A+1)eA9)
ve (4.1.2)’den yararlanilarak,
f(x)-f (5)
n

£ (x)-B, (f:x)|< Y]
< w(a)i{lm(x,%;&)} p, = w(&){1+5‘2i(z—xr pv}

p, ()

v=0
v=0 v=0 n

<o(8){1+(4n8%) "]

elde edilir. & =n™"? secilirse (4.1.12) elde edilir.

4.1.8.Teorem

feC'[0,1] ve f’(x) fonksiyonunun siireklilik modiilii @,(5) olmak iizere

3 _
|f(x)—Bn(f;x)|SZn V2 (n?) (4.1.13)
saglanir.
Ispat
X, X, € Rve x, <& < x, olsun. 3.1.1.8.Teorem’den

f(x1 )_ f(xz) = (xl X )f’(é:) = (xl X )f’(x1 )+ (xl —X )[f’(é:)_ f/(xl )]
dir. Esitligin sag tarafindaki ikinci terimin tam kismi A = A(x,,x,;J) olmak iizere

|x1 - x2|(/1 +1),(5)

sayisindan kiiciik veya esittir. 7, (x)=0 oldugundan,

n

- = -4 |

v=0

n

+0,(0))

v=0

(A+1)p,

Vv
— =X

IA

352,

v=0
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1% 1%
Sa)l(é'){z_(; ;—xpv +; ;—xl(x,;;é‘)pv}
n n V 2
Sa)l(é‘){z ;—xpv+§'12(;—xj pv}
v=0 v=0

1
1_ -1 <_ -1
x(1-x)n "
dir. Keyfi @ >0 ve & ’yabagh sabit A, igin,
T (x)= Z|V - nx|apv (X)<An“*, n=12,.. (4.1.14)

v=0

esitsizligi saglanir. (4.1.14) esitsizligi @ =1, A" = A/ :% icin kullanilirsa

|f (x)=B,(f:x)| < {%n—vz +(4n§)_1}

elde edilir. § =n™"? secilirse, (4.1.13) bulunur.

Asagidaki teoremde, bazi sartlar altinda B, (f;x) Bernstein polinomlartyla

f (x) fonksiyonuna yaklagim asimptotik olarak ifade edilmistir.

4.1.9.Teorem (Voronovsky)
f(x) fonksiyonu [0,1] arahiginda sl ve x,e [0,1] olsun. Eger f”(x,)

mevcut ise

timnlB, (753, £ (5 )]= 0,13, () @.1.15)

dir.
Ispat

3.1.1.8.Teorem’den lim s(x) =0 olmak iizere,

X—)XO

f”(xo )(x — X )2
2

+s(e)x—x,)

f(x):f(xo)"‘f,(xo)(x_xo)"'

biciminde yazilabilir. Bu ifadede x = k yazilarak,
n
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f(kj = f(xo)‘l'f,(xo )(E_x()j+ f”(XO)(E_xoj +S(EJ(E_X(J (4.1.16)
n n 2 n nA\n

elde edilir. Bn(l;x)zl, B, (x;x)=x, B”(xz;x):iz[]:jx+%(2jx2 oldugu goz
n

n

Oniinde tutularak (4.1.16)’in her iki tarafi [k

jxok (1- X, )7 ile carpilir ve k =0 dan

k = n’ye kadar toplanirsa

Bn(f,x0)=f(x0)+ o +

, k k ’ n k n—k
o e W aiin

(4.1.17)’deki tigiincii terimi S ile isaretleyelim. € > 0 igin yeterince biiyiik n

elde edilir.

x— x0| < 1 iken |s(x)| < € dur. Sonug olarak,
n

1/4
2
N (kj (E - x()j [HJ x()k (1 - x() )n_k +
n)i\n k
+

{3

elde edilir. M = sup s(x)(x - X, )2 olmak iizere

0<x<I

bulunabilir dyle ki,

Isl< 2

k

——X
n

<nfl/4

k
~—x
n

27171/4

o k 2 n n— n n—
|S|S82(;—x0j [ijok(l—xo) MY (ijok(l—xo)k
k=0

>

k
—Xo
n

saglanir.

Boylece (4.1.2) ve 4.1.6.Lemma’dan
gxo(l—xo)+ M-C

32
n¥

S| <
sl

dir ve (4.1.16)’dan
M-C

/2
nY

Xy (1 — Xy )

n[B” (f;xo)_f(xo )]_ 5

f”(xo = |”S| < &()(l—x())+

bulunur. £ keyfi oldugundan (4.1.15) elde edilir.
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4.1.10.Lemma

p =0 bir tam say1 olsun.

'Il n
B(P) n+p Ap tl_ n—t
Y e W

dir.

Ispat

Z f ( j( ] (1-x)"" polinomuna, u ve v fonksiyonlar1 p.

k=0

mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

() = Z”:[l’}(;)v(p—n

Leibnitz formiilii uygulanirsa,

=Sl e o T

=
elde edilir. Ayrica;
()7 =kt k= ) k- j =0
ve
=) ] = 1 e p— kM= Xy S+ = k) k- j <

oldugundan,
n+p

B,Sfi,(f;x)=zif( . j(k ]()”(; ’_’3}' a0 (pj(—l)p_jx"’j(l—x)"+j_k

k=0 j=0 n+p

biciminde yazilabilir. Burada; k—j=¢, k=t+j oldugu goz Oniine alinirsa

0<t<mn,j=0,,., p oldugu goriiliir. O halde,

B,szz,(f,x)=(n+p)!i“%’f:f(‘””mf )

= tl(n— n+p

dir.

4.1.11.Teorem
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fec[0,1] ise lim B! (f;x)= £ (x) saglanr.

Ispat

+
Lg  IHD

n+p ' n+p

A”f( tj L_r0e)

n+p

, t =0,1,...,n saglayan baz1 £, noktalar i¢in,

dir.
4.1.10.Lemma’dan

R s WAL W B

nlln+p) =

dir. Y f (Lj [nj x'(1-x)"" ifadesi eklenir ve ¢ikarilirsa

2 n) g ()= 3 (ij[ant(l—x)"" +

(n+p)! pr: nj\t

n

SO (E)- (%){J}c’(l—x)ﬁ (4.1.18)

t

é:t__

n

Sisl‘-i-p

n+p n n+p

<t+p_ d =P dir.
n+p n+p n+p

elde edilir. ,t=0,1,...,n iken

£ (x)’in diizgiin siirekliliginden her bir £ >0 iin 6yle n, bulunabilir ki
her n > n, ve her 0<¢<n i¢in ‘f(p)(ft)—f(p)(t/n)( < € saglanir.

(4.1.18)’deki ikinci toplamin mutlak degeri her x € [0,1] ve n = n, igin € ’dan

| p
kiigiiktiir. O halde, limmzl ve 4.1.2.Teorem’den birinci toplam

e (n+ p)

f (» )(x) ‘e diizgiin olarak yaklasir.

4.1.12.Teorem

p, (0< p <n) tespit edilmis bir tam say1 olmak iizere m ve M reel sayilari
icin
m< fP(x)<M,0<x<1 (4.1.19)

saglansin. Bu durumda,
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< BY(f:x)<M,0<x<1 4.1.20
" nn=1)..(n-p-1) " (73%) g ( )

dir.
p =0 i¢in B,(l‘” ) (f;x) polinomunun dniindeki ¢arpan 1 olarak alinacaktir.
Ayrica; f(”)(x)z 0 ise
BY(f;x)>0 @.1.21)
dir.
f (x) , azalmayan (konveks) ise, B, (f;x) bu aralikta azalmayandir
(konvekstir).
Ispat
p=12,..,n icin,
BV(f;x)=nln-1).n-p+ 1)% Apf[%j(n ; ijz (1=x)""" (4.1.22)
=0

oldugu 4.1.10.Lemma’da gosterilmistir. f fonksiyonunun p . tiirevine Ortalama

deger teoremi uygulanirsa

A”f(ij:if‘“(f,), Leg <R
n n n

n P
esitligi elde edilir.
p =0 oldugunda bu esitligin & = L noktasinda saglandigi aciktir.
n

— n’ (P)(£.4) =
0= n(n-1)...(n-p+1) B (%)=

(4.1.19) ve [0,1] arahginda x'(1—x)""" =0 oldugundan
<~ (n- —-p—t <[ n- ' n—p—t
msz[ [pjx’(l—x)" g SQSMZ[ tpjx 1-x)""=M
=0 =0
saglanir.
Bu durum, (4.1.20)’nin saglandigin1 gosterir. m =0 koyarak (4.1.21) elde

edilir.

33



f azalmayan ise Af (LJZO dir ve p=1 ile (4.1.22)’den [0,1] araliginda
n

B, (f;x)=0 oldugu goriiliir. Bu ise Bn( f:;x) polinomunun azalmayan oldugunu

gosterir.

f konveks ise A’f(t/n)=0 dir[23, p.59] ve p=2 ile (4.1.22)’dan
B,'l'( f:x)20 oldugu goriiliir. 3.1.1.15 Teorem ile bu durum (0,1) aralimm her
kapali alt araliginda B, (f ;x) polinomunun konveks oldugunu gosterir. Ayrica,

B, (f;x) siirekli oldugundan [0,1] araliginda konvekstir.

4.1.13.Teorem
f (x) fonksiyonu [0,1] araliginda konveks olsun. Bu durumda, n =23,... ve
0<x<1 igin
B, (f:x)2B,(f:x), 0<x<1 (4.1.23)
dir.
Ispat

(3.3.2)’de verilen B,(f;x) polinomunun sonlu farklar ile ifadesinde

yazilirsa
1-x

S A Y= D N S

k=0 n-—

_"‘1 L n-1), & k-1\(n-1), .
_;f(n—lj( k jt +;f(n—1j[k—1} AL

S [S)@t - 1) £y = S e

k=1

elde edilir. Burada

K :(k—lgl!q(;l—)l!c—l)!{%f(nlil}rnikf(::ij_k(nn—k)f(%)} 4124
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dir.

ve f fonksiyonu konveks oldugundan (4.1.24) deki
parantezin i¢i =0 dir.

n—1
Sonug olarak cht" 20 dir. Boylece (4.1.23) ispatlanmis olur.

k=1

4.1.14.Teorem
n=12,... icin,
”“ k k+1 k+1
B (f; . - 4.1.25
(=B (i) =SSR AR B T, ) eas)
dir.
Ispat

B,.,(f:x)= £O)1-x)"" + F(L)x"" +Z f( ) o
B,(f:x)=B,(f;x)x+(1-x))= £O)1—x)"" + f(1)x"" +;f (V_lj( : jﬂ(l_x)"“‘v

n v-1
+ VZ: f (%)(:Jxv (1—x)"

Tiim toplamlarda v —1 yerine k yer degistirmesi yapilarak,

Bn(f;x)_BnH(f;x):

:x(l—x)gxk (1-x)"™ [f(%j(@—f(%}f(%)(kzlﬂ (4.1.26)

bulunur. (3.1.6.3) formiiliiyle ikinci boliinmiis farklar i¢in;

k k+1 k+1
{—, , ;f}=

nn+tl n
(et e (e

Sonug olarak; (4.1.25) formiilii (4.1.26) formiiliine esittir.

dir.
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4.1.15.Teorem
f fonksiyonu [0,1] araliginda sinirh, 0 <a<b<1igin fe C [a,b] ve

limsup{n[ B, (f:x)-f(x)]}20, a<x<b (4.1.27)

ise f fonksiyonu [a,b] araliginda konvekstir.

Ispat
f fonksiyonunun konveks olmadigin1 kabul edelim. O halde, £ >0 icin

g(x)= f(x)+&? biciminde tanimlanms fonksiyonlarin hi¢ biri konveks degildir.
L(x)=g(x), i =12 kosulunu saglayan L(x) lineer fonksiyonu i¢in g(y)>L(y)
esitsizligini saglayan [a,b] araliginda x, < y < x, noktalar1 vardir. Boylece, g—L
fonksiyonu 7 :=[x,,x, | da siireklidir.

g—L fonksiyonu [/ aralifinda maksimumunu z (x, <z<x,) noktasinda
alsin ve f(z)=M >0 olsun. Buna gore; f(x)<—ex’+L(x)+M , z noktasinda
esitlik vardir. Baz1 & sabitleri icin,

fl)s—elx=2) +alx-2)+ f(z) = 0x), xe 1
dir. f fonksiyonu Fe C [0,1] fonksiyonuna genisletilebilir, sdyle ki;
F(x)=f(x), xe I,
F(x)<0(x), xe[0.1].
B, (uz, x) =x"+x(1-x)n"" iken,
n[B,(F.2)- F(z)]<n[B,(0.2)- 0(z)] = &l - 2)

4.1.3.Sonug’daki (iii) 6zelligi
nlB,(f12)= f(2)]<~ell-2)+o(1)

durumunu gosterir. Bu durum (4.1.27) ile celisir.

4.1.16.Teorem

f fonksiyonu [0,1] araliginda sinirli ve fonksiyonunun x noktasindaki sag

ve sol iist limitleri (alt limitleri) sirasiyla L* (l+) ve L~ (l_) olsun. Bu durumda,
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%(l+ +1”)<liminf B, (f;x)<limsup B, (f:x)<

n—oo n—oo

(L +L) (4.1.28)

N | —

saglanir.

x noktasinda sag limit f (x—i—) ve sol limit f (x—) mevcut fakat farkli ise,

limBn(f;x):%{f(x+)+f(x—)} (4.1.29)

n—ye0

dir.
Ispat

B,(f;x) polinomunu x noktasinin §>0 komsulugunu x< Vex+s ,
n

xX—0< v <Xx ve v_ x| > 0 bigiminde parcalayarak asagidaki bigimde yazalim:
n n
14 Vv 14
B(fix)= ), f (;j Pt D f[;j Put 2 f (;j P

v v
x—0<—<x xS<—<x+4
n n

—x|28

n

4.1.6.Lemma ile iiciincii toplam o(1) dir. Her £>0 sayisina karsilik
yeterince kiiciik & >0 vardir dyle ki birinci toplamda [~ —&< f (V/n)<L_ +£,

ikinci toplamda [* —& < f(v/n)< L' + ¢ esitsizlikleri saglanir.
P, (x)’in ise uygun toplamlart % sayisina yaklasir [29, p.18]. Bu nedenle
yeterince bllyiik # icin (4.1.28)
%(F +17)=3e<B,(f;:x) <%(L++L_)+38

biciminde elde edilir.
Ayrica, (4.1.29)’deki limitin sadece f (x) tizerindeki kosullar altinda var
oldugu ispatlandi.  Bu tiir ifadelerin dogrulugu herhangi siirekli olmayan

fonksiyonlar icin beklenemez. Yani, f (x) fonksiyonunun irrasyonel noktalardaki
durumu onun rasyonel noktalardaki f (V/ n) degerleri ile aciklanamaz. Ciinkii,

B,(f;x) sadece f(v/n)’e baghdir.

4.2. BERNSTEIN POLINOMLARININ GENELLESTIRILMESI
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f fonksiyonu (O,b) araliginda taniml bir fonksiyon olsun. Bu aralik i¢in

B{ (x;b) Bernstein polinomu;

s L]

biciminde tanimlanir.

Burada, b =b, dizisi n’nin artan bir fonksiyonu oldugu kabul edilecektir.

4.2.1.Tanim

S (gt~ T

formiiliinde b sifira yaklasir ve her bir v =0,1,...,n icin f (")(O) varsa (4.2.1)’de

limit alinarak

A ()= 4! (X)=i(an‘”(0)(£jv @22

polinomu elde edilir.
(4.2.2)de verilen yeni polinoma f(x) fonksiyonunun Bozulmus (Dejenere)

Bernstein polinomu denir.

4.2.2.Teorem
b, = o(n) ve f(x) fonksiyonu (0,4cc) araliginda simirhi ise f fonksiyonunun
herhangi x siireklilik noktasinda
B, (x:b) = f(x) (4.2.3)
saglanir.
Ispat

Bu teoremin ispatinda 4.1.2.Teorem’deki ispata benzer bir yol izlenecektir.

f(b'%j—f(X){Pw(b%J

dir. Herhangi € >0 verildiginde ve yeterince kiigiik 6 > 0 i¢in |x— x'] < 0 kosulunu

n

B, (x)-f(x) <X

v=0

saglayan noktalarda | flx)-f (x')I < & saglanir. t = xb,' koyarak
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B,(x)-fx)< > + > <e+2Mm Dp,. (1) (4.2.4)

>5/b,

14
—1
n

elde edilir.

(4.2.4) esitsizliginde (4.1.4) kullanilirsa yeterince biiyiik n ve b, = o(n) icin

B,(x)- fx) s e42m — 10 <oe

n(d/b, )

elde edilir.

4.2.3.Teorem
b, = o(n) ve M(b) = max | f (x)| olmak iizere her bir @ > 0 icin
M(b,)e ™" =0 (4.2.5)
ise (4.2.3) ifadesi f(x) fonksiyonunun her bir siireklilik noktasinda saglanir.
Ispat
(4.2.4)’de M yerine M (bn) konularak elde edilen esitsizlikte
z=m(2b, ) [ne(1—1)] "

ise (4.1.8) sart1 saglanir. Boylece 4.1.5.Teorem yardimiyla (4.2.4) deki son toplam

elde edilir. Sonug olarak (4.2.5)’dan yeterince biiyiik » i¢in,

B, (x)- f(x) < &+2M (b, )exp{~8>n[ab, x(1— xb; )| '} < 2¢

elde edilir.

4.3 LIPSCHITZ KOSULUNU SAGLAYAN FONKSIiYONLARA
BERNSTEIN POLINOMUYLA YAKLASIM

4.3.1.Lemma
X, n ve x parametrelerine gore bir binomal rastgele degisken olsun. a >0
igin
P(IX - nx| > a) <2e

dir.

4.3.2.Teorem
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f R =R fonksiyonu 0 < <1 i¢in f € Lipa olsun. B, :[a,b] — R olmak

tizere her ne Nve Vxe [a,b] c Rigin

n

a/2
|f(x)—Bn(f;x)ISK(ln(”“)j (430

saglanir.

Ispat
¢t bir olaym gerceklesme olasiligini, J ise n denemede olaymn gerceklesme
sayisim1 ifade eden bagimsiz degisken olsun. Sonug¢ olarak J sayisi n ve t

parametreleriyle binomal rastgele degiskendir. Bunun icin olasilik teorisinden
n)\ ~
E(J)=nt, Var(J)=nt(1—1) ve P(J = j)= { _jtf(l_t)n j
J

oldugu bilinmektedir.
Adim 1:

[0,1] kapali, simirli araliginda ve f fonksiyonu Lipschitz kosulunu

sagladigindan, f sinirl ve diizgiin siireklidir. Yani, 3M >0 6yle ki, Vxe [0,1] icin

(e

f(r)—f(fj

|f(x)| <M di.

=

£ (e)=B,(f:1)|<

Jj=0

-2 "o "3

|nt - j| < a kosulunu saglayan ¢ noktalarinda

‘f(t)—f(fj

oldugundan (4.3.2)’deki birinci toplam

> f(t)—f(%j(';jt"(l—r)"‘js ’ ,s( ]t’l t)" _L‘Z (4.3.3)

‘nt—j‘Sa
biciminde hesaplanir. Ayrica, [0 1] araliginda | £l ] ve 4.3.1.Lemma’dan

n

f(r)—f(lj

<3

‘nt—j‘Sa

mﬂ' =ty (432)
J

.|

La”

o

<L|t- :ia|m—j|“ <
n

(4.3.2)’deki ikinci toplam
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(",Jﬂ(l—r)”" <2MP(|J —nt|2a)<4Me * (4.3.4)
J

‘nt—j‘>u n
saglar.
a” 2
£ ()= B, (f3t)| < L—+4Me " (4.3.5)
n
dir. (4.3.5)de az%wlnaln(n+1) olarak segilirse
al2
In(n+1
ro-a. ()< 20

oldugu ispatlanmis olur.

Adim 2:

H :[a,b] = [0,1] fonksiyonu H (x)= ; !

—a

(x—a) bigiminde tammlansin. H

birebir, 6rten bir fonksiyon oldugundan H ([a,b]) = [0,1] dir.
F:[0,1] > R fonksiyonu ise F(x):= ( foH ‘1)(x) bigiminde tanimlansin.
H'(x)=x(b—a)+a: [0,1] - [a,b] olmak iizere:
()= F()|=|re 7 () f o7 (3)]=
=|f (x(b-a)+a)-f(y(b—a)+a) <
<L|(x-y)(b=a)" <L|p—d|[x- " (4.3.6)

(4.3.6) esitsizligi F' fonksiyonunun Lipschitz fonksiyonu oldugunu gosterir.

F fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli ve f = Fo H dir. Boylece Adim 1’den her

bir ne N i¢in B, :[O, l] — R polinomu ve K sabiti vardir dyle ki, ye [0,1] icin

|F(y)_B"(y)|$K(MJ“/2

n
dir.

1_3” :[a,b] — R polinomu En (x)= B oH (x) biciminde tanimlansin.
H ([a,b]) = [0,1] oldugundan dolayr B, iyi tanimlidir ve

|f (x)=B, (x)|=|FoH (x)-B,oH(x)=
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a2
=\F(H<x>)—Bn(H(x))\SK(M]

saglanir. Buise (4.3.1)’nin ispatidir.

4.4. MONOTON FONKSIYONLARA BERNSTEIN POLINOMLARI
ILE YAKLASIMIN NOKTAYA BAGIMLILIGI

f fonksiyonu [O, 1] araliginda tamimli ve integrallenebilir bir fonksiyon
1
olmak iizere || £, == I|f(x)| dx olsun. Ayrica ||f||c = sup{|f (x)| X€E [0,1]}
0

isaretlemesi yapilip, bu saytya f (x) fonksiyonunun C —normu denilecektir.

4.4.1. Lemma

f fonksiyonu [O, 1] araliginda monoton bir fonksiyon ve K >0 olmak tizere

. S
min{x,1-x}

|71 < 171, 4.4.1)

esitsizligi saglanir.
Ispat
Kabul edelim ki, f(x) fonksiyonu [0,1] araliginda azalmayan olsun. O

halde, her bir x,ye [0,1], x<y i¢cin f(x)< f(y) dir. Burada x sabit tutulup y’ye

gore oOnce [0, x] araliginda sonra [x, 1] araliginda integral alinirsa, asagidaki

esitsizlikler elde edilir.
<[ Fdy ve (=0 f <[ F()dy (44.2)
0 x

elde edilir.
(4.4.2)’deki esitsizliklerinin mutlak degeri alinir ve sag taraftaki integraller

[0,1] araligina genisletilirse

x| f o< [lFldy ve =] fo] <[] £ (] dy (4.4.3)
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esitsizlikleri elde edilir. Boylece; (4.4.3)’ten

K
min{x,1-

NGE 3 j | £ (0 dx

bulunur. xe [O, l] keyfi oldugundan (4.4.1) esitsizligi elde edilir.

Eger, f(x) fonksiyonu [0,1] aralifinda artmayan ise yukaridaki ispat

yontemi izlenerek ayni sonug elde edilir.

4.4.2.Teorem

f fonksiyonu [O, 1] araliginda azalmayan fonksiyon ise,

B, (/1) s ——— kY f(ﬁj (4.4.4)

mln{x,l_ .x} ; k=0

n
dir.
Ispat
5 el
) e

: 1:0 f(%j ?'). (ZJXI( (I_X)n_k s
ot (r)engl()
n+l:> n ne n

esitsizligi bulunur.
S fonksiyonu [a,b] aralifinda azalmayan oldugundan B, (f;x) Bernstein

polinomu da azalmayan fonksiyondur. 4.4.1.Lemma ve (3.3.1)’den yararlanarak

4.4.3.Teorem

f fonksiyonu [0,1] aralifinda azalmayan ise,

B,(fix)~f (3, s ——

“min{x,1-x} n

(4.4.5)

dir.
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Ispat
f sirh fonksiyon oldugundan IM >0 6yle ki her 0<u <1 igin | f (u)| <M

ve x, siireklilik noktasi ise her £ >0 i¢in en az bir 6 >0 bulunur 6yle ki |x—x'| <o

sartin1 saglayan x noktalar igin | £ (x)— f (x)| <€ olur.

(3.3.1)’den yararlanarak
1
B, (f3x)=f (%), =],

1 k k
<[{ 2 (2 sl 3 (A r e
0 E—x<§ n 5—):26 n
1
SI(8+2M)pnk (x)dx
0
<(e+2M)
n+1
esitsizligi elde edilir. Burada ¢5‘:l secilirse C bir sabit olmak lizere
n
1
B (f;x)- <C- 4.4.6
B, (f:2)=f (1), <€ — (44.6)

dir. (4.4.6) esitsizligi 4.4.1 Lemma’da yerine yazilirsa (4.4.5) elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1. SONUCLAR

Bu tezde ele alman problem ile ilgili sonuglar, Bulgular ve Tartisma
boliimiinde

4.1. Bernstein Polinomlari,

4.2. Bernstein Polinomlarinin Genellestirilmesi,

4.3. Lipschitz Fonksiyonlarina Bernstein Polinomlariyla Yaklagim,

4.4. Monoton Fonksiyonlara Bernstein Polinomlari ile Yaklasimin Noktaya

Bagimlilig, basliklart altinda toplanmustir.

1) 4.1.2.Teorem’de;[0,1] araliginda siirekli bir f(x) fonksiyonuna

B, (f;x) Bernstein polinomuyla diizgiin olarak yaklagilabilecegi gosterildi.

2) 4.1.7.Teorem’de; siirekli f(x) fonksiyonuna B,(f;x) polinomu ile

yaklagim hiz1 fonksiyonun @(J) siireklilik modiilityle ifade edildi.

3) 4.1.8.Teorem’de; @ (5), f’(x) fonksiyonunun siireklilik modiilii olmak

iizere, f(x)e C'[0,1] fonksiyonuna B, (f;x) polinomuyla yaklasim hzi @, (J) ile

ifade edildi.

4) 4.1.11.Teorem’de; f(x)e C’[0,1] olmak iizere [0,1] aralifinda

B'")(f:x) polinomuyla f'"(x)’e diizgiin olarak yaklagilabilecegi gosterildi.
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S) 4.1.16.Teorem’de; [0,1] araliginda smirlh f fonksiyonuna, xe[O,l]

siireksizlik noktalarinda B, (f;x) ile yaklasim degerlendirildi.

6) 4.3.2.Teorem’de; f:R — R Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyonuna

B, (f;x) Bernstein polinomuyla yaklagim hiz1 degerlendirilmistir.

7) 4.4.3.Teorem’de; [0,1] araliginda azalmayan f(x) fonksiyonuna
B,(f;x) polinomuyla C-normunda yaklasim L—normunda yaklagimdan

yararlanilarak verilmistir. Ayrica yaklasim hizi xe (0,1) noktasina bagh olarak

ifade edilmistir.
5.2.ONERILER

1) 44.1.Lemma’da verilen esitsizlik f smirh salimmh bir fonksiyon

oldugunda saglanir mi1?

2) || f || . hormu ile || f ||LP ,p>1 normu arasinda 4.4.1.Lemma anlamindaki

baginti nedir?

3) B,(f;x) Bernstein polinomunun f(x) fonksiyonuna C—normunda

yaklagimi iz1 L, normu yardimiyla bulunabilir mi?
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