YAKLASIM TEORISINDE DUZ PROBLEMLER

MINE AKBAS

MERSIN UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANA BIiLIM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

MERSIN
HAZIRAN-2007



YAKLASIM TEORISINDE DUZ PROBLEMLER

MINE AKBAS

Mersin Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik

Ana Bilim Dali

YUKSEK LiSANS TEZi

Tez Danigmani
Prof. Dr. Fahreddin ABDULLAYEV

MERSIN
Haziran-2007

II



oz
G C C sonlu bir bolge ve f:G — C belli 6zelliklere sahip bir fonksiyon

olsun. G bélgesinde tammli h(z) agirlik fonksiyonu ve bu agirlik fonksiyonuna

gore ortogonal olan {Kn (Z)}:O:O polinomlar sistemi verilsin. Her bir n € N i¢in bu

fonksiyonun Fourier katsayilar1 asagidaki gibi tanimlanir:
a,:= [[h(z2) f(2)K,(2) do,
G

Boylece verilmis f(z) fonksiyonuna bu fonksiyonun Fourier serisi karsilik

getirebilir:

{Kn (Z)}:io ortogonal polinomlar sistemi tam ise bu fonksiyonun Fourier serisinin

kismi toplami

olmak iizere, Vz € G igin

olur. Bu calismanin amact G bolgesine ve h(z) agirlik fonksiyonun o6zelliklerine

bagli olarak ¢, (Z) ‘nin sifira gitme hizin1t G bolgesinde belirlemektir. Ayrica

& (2)

seklinde tanimlanirsa ele alinan G bdlgesinin kapanmisinda ¢, ’nin sifira gitme hizini

g, =max

n
2eG

saptamaktir. Boylece “Hangi bolgelerde ve hangi fonksiyon simniflarinda bu

fonksiyonlarin Fourier serileriyle yaklasim miimkiindiir?” sorusuna cevap bulmaktir.

Anahtar Kelimeler: Yarikonform Doniistimler, Ortogonal Polinomlar, Fourier

Serileri



ABSTRACT

Let G C C be a finite region and f :G C C be a function, which has certain

properties. The weight function, h (Z) , 1s defined on the region G . The polynomials

{Kn (Z)}:C_O are orthogonal over the region G with respect to weight function h (Z)

For each n € N, Fourier coefficients of this function are defined as follows:
a,:= [[h(z) f (2)K,(2) do,
G

So, any given function f (Z) can be associated with a class of Fourier series in the

orthogonal polynomials:

Let the system of orthogonal polynomials {Kn (Z)}:C:O be complete. If {Sn ( f, Z)} is

the partial sum of f(z) and it is defined as following;

%Uﬂ:ia&m,

in this case, for Vz€G , ¢, (z):= ‘ f(z)-S,(f ,Z)‘ goes to zero.
The aim of this study is to determine the rate at which ¢, ( Z) goes to zero

over the region G depending on both the properties of the region G and weight

function h(z). Additionally, to find out the rate at which ¢, goes to zero when

calculated on the closure of the region G . These efforts are made toward responding
the question “Which regions and the class of the functions do these approximations

possible?”.

Key Words: Quasiconformal Mappings, Orthogonal Polynomials, Fourier Series.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Tanim olarak esittir
Dogal sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi
Cu {oo}

Birim daire

G bolgesinin kapanist

G bolgesinin sinirt

G bdlgesinin tiimleyeni
L egrisinin i¢i

L egrisinin dis1

extG

extD

{z : |z — ZO| < 6} , ( Z, noktasinin & komsulugu)

z € C noktasinin M kiimesine uzaklig1

M bolgesinin k -boyutlu Lebesque 6l¢iisii

a<cb; c, a ve b’den bagimsiz bir sabit
ch<a<c,b, ¢, ve c, a ve b’den bagimsiz birer sabit
=dxdy, z=Xx+1y

Kendisi ve tiirevi siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

{f : f:M >R ve M kiimesinde stireklidir }

M kiimesinde analitik fonksiyonlarin sinifi

{t:feAM)NC(M)}

vi



f: f,G'de Lebesque dlgulebilir veff‘f (Z)‘pdcrz <oot,p>0
G

{f:1€AG)NL,(G)}, p>0

Vil



1. GIRIS

Fonksiyonlar1 belirli 6zelliklerine gore siniflara ayirarak bu siniftan alinan
herhangi bir fonksiyona daha basit ve daha kolay hesaplanan fonksiyonlar yardimriyla
(polinomlarla, rasyonel kesirlerle, sonsuz kesirler, v.s. ) yaklagimin miimkiin olup
olmadig1r Yaklasim Teorisinde Diiz Teoremler olarak adlandirilir. Bu teoremler
Yaklagim Teorisinde énemli bir yere sahiptir. Sahip olduklar1 6zellikler nedeniyle
cebirsel ve trigonometrik polinomlar bu alanda yapilan ¢alismalarda 6nemli bir yer
edinmistir.  Teorinin temeli Tschebyscheff tarafindan atilmistir. Daha sonra

Weierstrass, reel sayilarin sonlu kompak bir alt kiimesi iizerinde stirekli keyfi bir f
fonksiyonuna yeterince kiigiik yaklasim hatasiyla yaklasilabilecegini gOstermistir.

Yani [a,b|CR ve f eCl[a,b] ise verilen keyfi bir e >0 sayisina karsilik 3P,

polinomu vardir ve VX € [a, b] icin

|f(x)=P,(x)|<e (1.1)
saglanir [1]. Weierstrass’dan sonra Jackson, Bernstein, Timan, v.b. matematikg¢iler
tarafindan reel eksende bu ¢aligsmalar devam etmistir.

Kompleks diizlemde ise (1.1) degerlendirmesine benzer degerlendirme ilk
olarak Carl Runge tarafindan elde edilmistir ve Lavrentiev, Keldysh, Mergelyan
tarafindan devam ettirilmistir. Yaklasan polinomlarin insa edilmesi ve onlarin kesin
olarak belirlenmesi bu teoride onemli bir yer tutmaktadir. Bu nedenle yaklasan
polinomlar olarak verilmis bir bolge veya egri lizere ortogonal olan polinomlardan
olusan Fourier serilerinden olusturulan polinomlar ele alinmaktadir. Daha sonraki
calismalarda iki konu ilizerinde yogunlagsmalar dikkati ¢cekmektedir: Ele alinan
fonksiyon siniflarinin temsilcilerine ¢esitli Fourier serileri yardimiyla yaklasimin
miimkiin olup olmadigi ve bu yaklasimin hizinin hesaplanmasi

G CC sonlu bir bolge, f:G — C belirli 6zelliklere sahip bir fonksiyon

olsun. h(Z), G bolgesinde tanimli bir agirlik fonksiyonu olmak iizere bu agirlik

fonksiyonuna gore ortogonal olan polinomlar sistemi {Kn (Z)}OC ise Yne N igin

her bir f fonksiyonunun Fourier katsayilari



a, :z(f,Kn>:fff(z)r(z)doz (1.2)

seklinde tanimlanir.  Bdylece bu sekilde ele alinmig f fonksiyonuna o

fonksiyonunun Fourier serisi karsilik getirilebilir.

.
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(1.3)

n=0
Eger {Kn (Z)}:io ortogonal polinomlar sistemi tam ise f fonksiyonun Fourier serisi

fonksiyonun kendisine yakinsak olacaktir. Yani f fonksiyonun Fourier serisinin

kismi toplam1

S, (f.2)=>"aK,(z) (1.4)
k=0
seklinde ve yaklasim hatasi
en(z)::‘f(z)—sn(f,z)‘ (1.5)
olmak {izere Vz € G i¢in
en(z)—>0, n— oo (1.6)

olur.

Bu calismada yarikonform ve diizgiin egrilerle sinirli kompleks diizlemin

sonlu bolgelerinde ¢, (Z) ‘nin sifira gitme hiz1 ve bu bolgelerin kapaniginda

£, = Max

2eG

e, (2)) (1.7)

seklinde tanimlanirsa €, 'nin sifira gitme hiz1 incelenmistir. Boylece (1.6) ve (1.7)

problemlerinin ¢6ziimii “Kompleks diizlemin hangi bolgelerinde ve hangi fonksiyon
siiflarinda fonksiyonun Fourier serisi yardimiyla yeterince kii¢lik yaklagim hatastyla

yaklagim miimkiindiir?” sorusuna cevap bulunmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Yaklagim Teorisi matematigin dnemli alanlarindan biri olan analizde genis bir
uygulamaya sahiptir ve daha “basit”, daha “kolay” hesaplanan fonksiyonlar
yardimiyla diger fonksiyonlara yaklagimin miimkiin olup olmadig1 ve yaklasimin
miimkiin olmas1 durumunda bu yaklasimin hizi ile ilgilenir. Bu teorinin temelleri 19.
ylizyilin matematikgileri tarafindan atilmistir.

19. yiizyilin baglarinda esas itibariyle fonksiyonlar ¢cok kesin formiiller, seriler
veya denklemlerin ¢6ziimii olarak goriiliiyordu. Ancak Dirichlet’in bulgularinin ve
Fourier’in iddialarinin sonucunda fonksiyonlarin sahip oldugu temel 6zelliklerin g6z
Oniine alindig1 modern fonksiyon kavramu ileri siiriildii ve bu kavram genis ol¢iide
kabul gordii. Bazi fonksiyonlarin daha 6zel olarak siirekli fonksiyonlarin sahip
oldugu ozelliklerin incelenmesiyle Yaklasim Teorisinin ortaya c¢ikist ve daha
sonrasinda bu teorinin gelismesi kaginilmaz oldu.

Bu donemde yapilan ¢alismalar, fonksiyon iizerine bazi kosullar konularak bu
fonksiyonlarin Fourier serisinin L* anlaminda noktasal veya diizgiin yakimsadigim
ortaya cikardi. Bdylece Fourier Serilerinin teorisinde yaklagim teorisinin ilk
sonuglar1 elde edilmis oldu. Benzer sonucglar diger ortogonal seriler ve analitik
fonksiyonlarin kuvvet serileri i¢in de gelistirildi. Ancak elde edilen sonuglar olduk¢a
0zel durumlar i¢in gegerli olup sinirliydi. Bunun yani sira Fourier serileri teorisi,
trigonometrik fonksiyonlarin yaklasim i¢in kullanilip kullanilamayacagi veya
fonksiyonun Fourier katsayilar1 yardimiyla elde edilen bilgilerin yaklagimi saglamak
icin yeterli olup olamayacag1 sorusuna yanit bulamadi.

Yaklagim Teorisi temelde “Hangi durumlarda yaklasim miimkiindiir?, Hangi
durumlarda hangi fonksiyon siniflarinda en iyi yaklasim yapilabilir?” sorularina yanit
aramigtir. Burada en iyi yaklagim ile anlatilmak istenen en kii¢iik hata ile yaklagimin
yapilmasidir.

Fonksiyonlar1 belli 6zelliklerine gore smflara ayirarak tim  siif
temsilcilerine aynm1 yaklagim araciyla yaklagimm miimkiin olup olmadigr ve bu
yaklasimin en kiiciik hata ile yapilip yapilamayacaginin incelenmesi Yaklagim
Teorisinde Diiz Problemler olarak kabul edilir. Bu problem incelenirken belirli
fonksiyon siniflar1 ve belirli normlu uzaylar tizerinde ¢alisilmistir ve bu ¢alismalarda

sahip olduklar1 6zellikler nedeniyle cebirsel ve trigonometrik polinomlar dnemli bir



yer tutmustur. Teorinin temeli Tschebyscheff (1854) tarafindan atilmistir. Daha
sonra Alman matematik¢i Karl Wilhelm Theodor Weierstrass’in sonucu (1885)
Yaklasim Teorisinde 6nemli bir yer edinmistir. Bu calismada Weierstrass, reel
sayilarinin sonlu kapali bir alt kiimesi iizerinde siirekli fonksiyonlara cebirsel

polinomlarla yeterince kiigiik hatayla yaklasimin miimkiin oldugunu ispatlamustir.

Yani [a,b]C R, f eCl[a,b] ise verilen keyfi bir € >0 i¢in derecesi n’yi agmayan

3P, cebirsel polinomu vardir ve Vx € [a, b] igin

| (x)=P,(x)|<e (2.1)
olur [1]. Daha sonraki yillarda, Jackson, Bernstein, Timan, v.b. matematik¢iler
tarafindan reel eksende bu ¢alismalar devam ettirilmistir.

Kompleks diizlemde (2.1) degerlendirmesine benzer bir degerlendirme
Alman matematik¢i Carl Runge (1885) tarafindan elde edilmistir. Literatiirde Runge
Yaklasim Teoremi olarak da bilinen bu teoremi su sekilde ifade edebiliriz:

G CC, timleyeni basit baglantili olan sonlu bir bolge ve f(z) G ’da
analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda verilen keyfi bir € > 0 sayisina karsilik
3P, (2) polinomu vardir ve ¥z €G icin

|f(2)-P,(z)| <e (2.2)
saglanir [2].
J. Walsh (1926), G bdlgesinin Jordan egrisiyle sinirlt basit baglantili bir

bolge, f(z) fonksiyonun bu bdlgede analitik ve L=0G egrisi iizerinde siirekli

olmast durumunda bu fonksiyona cebirsel polinomlarla yeterince kiigiik yaklagim
hatasiyla yaklagilabilecegini ispatlamistir [2]. Boylece J.Walsh, Runge Yaklasgim
Teoremi’nde verilen L egrisi lizerinde fonksiyonun analitik olmast kosulunu
hafifletmistir. M. V. Keldysh (1945) ise kompleks degiskenli siirekli fonksiyonlara
kompleks diizlemin kapali bolgelerinde yaklagim problemini tam olarak ¢ozmiistiir
[2].

Keldysh ve Lavrentiev’nin ¢alismalarindan sonra S. N. Mergelyan (1951)
kompleks diizlemin hangi kiimeleri lizerinde (2.2) degerlendirmesinin saglandigin

asagida verilen teoremde gostermistir:

f (Z) fonksiyonu kapali ve sonlu M C C kiimesinde siirekli, M kiimesinin



i¢ noktalarinda analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonuna

polinomlarla keyfi olarak yaklasilabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul M kiimesinin

diizlemi bolmemesidir.

Boylece M sinirli, kapali ve diizlemi bélmeyen bir kiime, f (Z) M {izerinde

stirekli, M ’nin i¢ noktalarinda analitik bir fonksiyon ise

E, (f.M)=inf max|f (z)—P,(z)

P€p zeM

olmak tizere Mergelyan Teorem’ine gore

limE, (f,M)=0

olur [2].
Yapilan bu ¢aligmalarin yan1 sira kompleks diizlemin yarikonform egrileriyle
sinirlt sonlu boélgelerinde Yaklasim Teorisinin diiz teoremlerine 6rnek olarak

V.1.Belyi’nin asagidaki teoremi verilebilir:

G C C sonlu bir bolge, L=0G K -yarikonform egri ve f € A(E) olsun.

Bu durumda her bir n € N i¢in derecesi n’yi asmayan cebirsel bir P, (Z) polinomu
vardir ve VZ € L igin

|f(2)-PR(2)| <Mw(d(z L))

> =1+1/n

saglanir. Burada M >0 sabiti z ve n’den bagimsiz olup, w(t)=w(f,t) G’da

f (Z) fonksiyonunun siireklilik modiiliidiir [3].

Belirtelim ki yaklagim teorisinde diiz teoremlerin esas problemlerinden birisi
de verilmis fonksiyonu belli bir integral gdsterimi yardimiyla ifade etmektir. Bu
integral gosterimi olarak genellikle Cauchy Integral gosterimi veya buna benzer
integral gosterimleri ele alinmaktadir. O halde temel problem Cauchy cekirdek
fonksiyonuna yaklasan polinomun bulunmasi veya insast problemine indirgenir.
Cogu zaman yaklasan polinomun varligi kabul edilerek polinomun ingasi
yapilmamaktadir. Ancak bir¢ok uygulamali alanda bu polinomlarin insas1 da
istenmektedir. Bu amacla ortogonal polinomlar kullanilmaktadir.

Ortogonal polinomlarla diiz teoremlerin ifade edilmesi biiyiik ol¢lide XX.

ylizyilin baslarina rastlamaktadir. Bu alanda 6zellikle G. Szego [4], Geronimus [5],



P.P. Korovokin [6], T. Carleman [7], P.C. Rosembloom ve S.E. Warshawski [8],
P.K. Suetin [9], F.G. Abdullayev ve V.V. Andrievskii [10], D.Gaier [11], F.G.
Abdullayev [12], v.b. matematik¢ilerin yaptiklar1 calismalar dikkat ¢ekicidir. Bu
caligmalarda ele alinan fonksiyon siniflarinin sinif temsilcilerinin  ortogonal
polinomlar ve agirlik fonksiyonlu ortogonal polinomlara goére Fourier serisinin,
foksiyonun kendisine yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar arastirilmis ve
kompleks diizlemin sonlu bdolgeleri ile bu bolgelerin kapanisinda bu yakinsakligin

hiz1 incelenmistir.



3. MATERYAL VE METOT

3.1. KOMPLEKS DEGISKENLI FONKSIYONLAR VE KOMPLEKS
DEGISKENLI FONKSIYONLARIN INTEGRALI

3.1.1. Kompleks Degiskenli Fonksiyonlar

3.1.1.1. Tanmm: z, € C noktas: verilsin. 6 >0 olmak {izere

U, (2))={z:]z2—2,| <6}

kiimesine z, noktasinin ¢ komsulugu denir.

3.1.1.2. Tamm: S kompleks diizlemde bir kiime ve z,€S olsun. z,
noktasinin U, (z,)CS olacak sekilde en az bir komsulugu varsa z, noktasina S

kiimesinin i¢ noktasi denir.

S kiimesinin her bir noktasi i¢ nokta ise S ’e acik kiime denir [13].

3.1.1.3. Tamm: S kompleks diizlemde agik bir kiime olsun. Eger S
kiimesinin keyfi iki z,z, nokta ¢ifti, S kiimesi i¢inde kalacak sekilde bir egri ile

birlestirilebilirse S ’e baglantih kiime denir [14].

3.1.1.4. Tanim: Kompleks diizlemin ag¢ik ve baglantili kiimesine bélge denir.

G C C bolgesinin sinir1 9G ile gosterilir.

G :=G UG kiimesine G bolgesinin kapamsi denir [14].

3.1.1.5. Tamm: G C C olsun. G — C tanimli herhangi bir f fonksiyonuna
kompleks degiskenli, kompleks degerli fonksiyon veya kisaca kompleks degiskenli

fonksiyon denir. Vz€G igin f(z)=we C oldugundan

f(z)=u(xy)+iv(xy)
seklinde yazilabilir. Bu ifade kompleks degiskenli her fonksiyonun reel degiskenli



ve reel degerli iki fonksiyon yardimiyla tanimlanabilecegini gosterir.

3.1.1.6. Tamm: f(z) fonksiyonu z,€C noktasimn delinmis belli bir
komsgulugunda tanimli ve L € C olsun. Eger Ve >0 sayisina karsilik 96 > 0 sayis1
bulanabilir ve 0 <|z— ZO| <6 oesitsizligini  saglayan tim z degerleri i¢in
‘f (Z)— L‘ < e saglanirsa z, z,’ a giderken f (Z) fonksiyonunun limiti L ’dir denir
ve bu limit

lim f (Z): L

1—1Z,

seklinde yazilir [13].

3.1.1.7. Tamm: f :G — C bir fonksiyon ve z, € G olsun. Eger
lim f (z)= f(z,)

1—1Z,

esitligi saglanirsa f (Z) fonksiyonuna z, noktasinda siireklidir denir [14].

f (z) fonksiyonu ¥z € G noktasinda siirekli ise bu fonksiyona G bolgesinde

sureklidir denir.

3.1.1.8. Tanim: f :G — C olsun. « E[O, 27r) sayisl i¢in,

f(z,+re")—f(z,)

r0" rein

limiti var ve sonlu ise f (z) fonksiyonuna z, noktasinda « -yonlii tiirevlenebilirdir
denir [3].
Eger f(z) fonksiyonunun z, noktasinda her o 6[0, 27r) icin v yonli tiim

tirevleri var ve bu tirevler birbirine esit ise f(z)’ye z, noktasinda

tiirevlenebilirdir denir. Bu durumda f (z) fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi
f(z)—f(z
f'(z,)= lim—< )-f(2)
= L—1,
seklinde tanimlanir.

Eger f (Z) fonksiyonu G bdlgesinin her noktasinda tiirevlenebilirse f (Z) 'ye

G bolgesinde tiirevlenebilirdir denir.



Ozel olarak f(z)=u(x,y)+iv(x,y) seklinde ise bu fonksiyonun ze€C
noktasindaki tlirevi
f'(z)=u +iv, =v, —iu,

seklinde hesaplanir.

3.1.1.1. Teorem: f (Z): u(x, y)—|— iV(X, y) fonksiyonu z=x+iyeC
noktasinin belli bir U 5<Z> komsulugunda tanimli; u ve v fonksiyonlari (X, y)

noktasinda siirekli ve birinci mertebeden kismi tiirevleri mevcut olsun. Eger (X, y)

noktasinda u ve v fonksiyonlari i¢in

u, =V, V,=-u (3.1.1.1)

y

denklemleri saglanirsa f (Z) fonksiyonu z noktasinda tiirevlenebilirdir [13]

(3.1.1.1) denklemlerine Cauchy Riemann Denklemleri denir.

3.1.1.9. Tanim: f:G—C tanimh bir fonksiyon ve z,=X,+1iy, G

bolgesinde tespit edilmis bir nokta ve f (Z) fonksiyonunun (XO, yo) noktasinda (;_f
X

ve g—f kismi tiirevleri mevcut ise [3_] ve [—_] kismi tiirevleri asagidaki gibi

Yy ), 0z

tanimlanir:

of 1|{(Of [ Of
LA (CAREA ]:fz<z0>
0z Z, 2{L0x (%0:¥o) ay (%-Y0)

L e I
— — - - —. E 0
0z), 2 OoX (%0.%0) oy _—

f(z)=u(xy)+iv(x,y) oldugu dikkate alinarak (3.1.1.2) esitlikleri

(3.1.1.2)

seklinde yazilir [15].



3.1.1.10. Tamm: f :G — C taniml bir fonksiyon ve z, €G tespit edilmis
bir nokta olsun. Eger f(z) fonksiyonu z, noktasmm belli bir U,(z,)CG
komsulugunda tiirevlenebilirse bu fonksiyona z, noktasinda analitiktir denir [13].

Eger f (Z) fonksiyonu G bdlgesinin her noktasinda analitik ise bu
fonksiyona G ’de analitiktir denir.

G bolgesinde analitik olan fonksiyonlarin sinifi A(G) ile G bolgesinde

analitik ve G *da siirekli olan fonksiyonlarin sinifi ise A(a) ile gosterilir.

3.1.1.11. Tanim: S C C bir kiime ve f :S — C tanimli bir fonksiyon olsun.

Eger 0 <a <1 olmak iizere 3M > 0 sabiti var ve Vz,,z, €S igin
() f(z,)|<M|z, -2 (3.1.1.3)
esitsizligi saglanirsa f (Z) fonksiyonuna «.’imnc1 mertebeden Lipschitz sartini

sagliyor denir.

S kiimesi iizerinde «.’inct mertebeden Lipschitz sartim1  saglayan

fonksiyonlarmn smifi Lip, (S) seklinde gosterilir.
Lipschitz sartin1 saglayan fonksiyonlarin sinifi asagida verilen ozelliklere
sahiptir:
i) f eLip,(S)ise f €C(S) dir.
ii) a, <a, ve f elLip, (S)ise feLip, (S) olur.
iii) f Lip,(S) ve geLip,(S) ise (f +g)e Lip, (S) olur.
[16].

3.1.1.12. Tanim: G C C sonlu bir bolge olsun. G bolgesinde analitik, G’da

I -kez siirekli tlireve sahip ve r. tiirevi Lip, (6) siifindan olan fonksiyonlarin

kiimesi W H (6) ile gosterilir [9].

3.1.1.13. Tamm: M kiimesi iizerinde tamimh siirekli f(z) fonksiyonu
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verilsin. 6 > 0 olmak tizere

w(é)=w(8f)= sup{‘f(zl)— f (22)‘: 2,2, €M,

2,—12,|<6 }
seklinde tanimli degere f (Z) fonksiyonunun M kiimesi lizerinde stireklilik modiilii

denir.

3.1.2. Kompleks Diizlemde Egriler ve Kompleks Degiskenli

Fonksiyonlarin Integrali

3.1.2.1. Tamm: [a,b]CR ve z(t):[a,b]— C siirekli bir fonksiyon olsun.
L:= {Z (t) te [a, b]} kiimesine kompleks diizlemde bir egri denir.
vt e [a,b] igin z (t) € C oldugundan z (t) = X(t) +iy (t) seklinde yazilabilir.

Yukarida parametrik denklemi verilen L egrisi i¢in asagidaki tanimlari

verilebilir:

1) z(a) ve Z(b) degerlerine sirastyla egrinin baslangic ve bitim noktalar
denir.

ii) z(a)=z(b) ise bu egriye kapali egri, t, =1, olacak sekilde Vt,,t, €[a,b]
igin z(t)=1z(t,) ise L egrisine Jordan Egrisi denir.
kisaca Jordan egrisi, z(a)= z(b) ise acik Jordan egrisi veya kisaca Jordan yay1
denir.

iii) z(t) fonksiyonunun [a,b] araliginda tiirevi var ve Vt€[a,b| i¢in z'(t)
stirekli ise L egrisine diferansiyellenebilir egri denir.

iv) L Jordan egrisi diferansiyellenebilir ve Vt €[a,b] i¢in z'(t)=0 ise bu

egriye diizgiin egri denir [14].

3.1.2.2. Tanm: G C C sonlu bir bdlge ve L=0G, sonlu sayida diizgiin

L,L,,...,L,, egrilerinin birlesiminden olusan, z i j=1,...,n, birlesim noktalarinda

11



dis ag1 degeri \;w olan bir egri ve A= min {)\j} olsun. Bu o6zellige sahip G

1<j<n

bolgelerinin simnifi C, ()\) ile gosterilir [12].

3.1.2.3. Tanmm: L, [a,b] araliginda tanimli bir egri olsun. Bu araligin
a=t, <t <..<t =b olacak sekilde tim P={t,,t,t,,..t .t } parcalanmalarinin

kiimesi g ile gosterilsin ve

olsun. Buna gore
sup{ln (P): Pe p} <o

ise L egrisine dlg¢iilebilir egri (veya diizlendirilebilir egri) denir [17].

3.1.2.4. Tamm: L kompleks diizlemde bir egri ve z€L olsun. z
noktasinin, diizlendirilebilir, baglantili bir v C L yayini iceren en az bir komsulugu

varsa bu egriye yerel diizlendirilebilir egri denir [3].

3.1.2.1. Teorem (Jordan Egri Teoremi): L, C’da herhangi bir Jordan
egrisi olsun. Bu durumda L egrisi, kompleks diizlemi ortak sinirlart L olan iki
ayrik bolgeye ayirir: L egrisinin i¢i olan smirli bolge ve L egrisinin disi olan

siirsiz bolge [17].

3.1.2.2. Teorem: Parcali diizgiin L egrisi, z(t)=x(t)+iy(t), te[a,b]
parametrik denklemiyle verilsin ve f (Z) fonksiyonu L egrisi lizerinde siirekli olsun.

Bu durumda f (Z), L egrisi lizerinde integrallenebilirdir ve bu integral

b
[ f(2)dz= [ f(z(t))2' (t)ot (3.1.2.1)
L a
seklinde tanimlamir. f (z)=u(x,y)+iv(x,y) oldugu dikkate alimrsa (3.1.2.1)

ff(z)dz:[udx—vdy+ifvdx+udy

L L

12



seklinde yazilir. Burada sagda yazilan integraller bilinen egrisel integrallerdir [13].

3.1.2.5. Tamm: L, Z(t) = X(t)+ iy(t) , te [a,b] parametrik denklemiyle

verilmis parcali diizgiin bir egri olsun.

mesL := hz’(t)‘ dt = j\/(x’(t))2 +(y’(t))2dt

seklinde tanimlanan degere L e@risinin uzunlugu denir [15].

3.1.2.3. Teorem (Cauchy Teoremi): f(z) basit baglantih G bolgesinde
analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda G ’de bulunan her kapali parcali diizgiin
L egrisi i¢in

[ f(2)dz=0

olur [14].

3.1.2.4. Teorem (Cauchy Integral Formiilii): f(z) fonksiyonu basit

baglantili bir G bolgesinde analitik ve L ayn1 G bdlgesinde bulunan pozitif yonde

yonlendirilmis, kapali bir Jordan egrisi olsun. Bu durumda Vz, € intL icin,

f(z,) J—fiﬁﬁdg

2 ' (—1,

olur [14].

3.1.2.5. Teorem (Cauchy Tiirev Formiilii): f(z) fonksiyonu basit

baglantili G bolgesinde analitik ve L ayni G bdlgesinde bulunan pozitif yonde

yonlendirilmis, kapali bir Jordan egrisi olsun. Bu durumda Vz, € intL icin,

(0(a,) = [ e

_ZﬂL(g_%f“

dur [13].

3.1.2.6. Teorem (Maksimum Modiil Prensibi): G C C sonlu bir bolge ve

13



f(z) fonksiyonu G iizerinde sabitten farkli analitik bir fonksiyon olsun. Bu

durumda ‘f (Z)‘ fonksiyonu maksimum degerini 0G iizerinde alir [13].

3.1.2.6. Tanm: u:D C R’ — R’ bir fonksiyon olsun. u fonksiyonu, D

bolgesinde bulunan her {(X, y) c a<x<b,c<y<d } dikdortgeni  dikkate
alindiginda y ’nin bir fonksiyonu olarak hemen hemen tiim xe[a,b] icin [C,d]
aralig1 lizerinde ve X’in bir fonksiyonu olarak hemen hemen tim y & [C,d] icin

[a,b] tizerinde siirekli ise bu fonksiyona D ’de mutlak siirekli fonksiyon denir [3].

3.1.2.7. Tamm: f (Z) = u(x, y)+ iV(X, y) fonksiyonu G bolgesinde tanimli

olsun. u,v fonksiyonlar1 G {izerinde mutlak siirekli ise f(Z) fonksiyonuna G

bolgesinde mutlak siirekli fonksiyon denir.

G bolgesinde mutlak siirekli fonksiyonlarin kiimesi ACL(G) ile gosterilir

[3].

3.1.2.8. Tanim: f (Z), G bolgesinde taniml1 bir fonksiyon olsun. Eger
i) f,, f, kismi tiirevleri G bolgesi iizerinde L® integrallenebilir, p>1.
ii) f € ACL(G)
kosullar1 saglaniyorsa, f(z) fonksiyonuna G bolgesinde L° tiirevlerine sahiptir

denir [3].

3.1.2.7. Teorem (Kompleks Diizlemde Green Formiili): f(z), G

bolgesinde L' tiirevlerine sahip bir fonksiyon olsun. Eger D, G bélgesinde bulunan

diizlendirilebilir sinira sahip bir bolge ise
f (C)d(’ =2i f.do. (3.1.2.2)
[rgsc-2ff

saglanir [3].

14



3.1.2.8. Teorem (Cauchy-Pompeu Formiilii): 3.1.2.7. Teorem’in kosullari

altinda her bir z € D i¢in

1 pf 1 e fe(C
f(z)zz—ﬂiﬂdg—;ﬁfgdq (3.1.2.3)

integral gosterimi gecerlidir [3].

3.1.2.9. Tamm: G C C sonlu bir bdlge ve f:G — C siirekli bir fonksiyon

olsun. Eger z, €G noktasindan gecen ve aralarinda « agis1 yapan herhangi iki
diizgiin L,L, egrilerinin f (L) ve f(L,) goriintii egrileri w, = f(z,) noktasinda
aralarinda yon ve biiyiiklik bakimindan « agis1 yapiyorlarsa f (Z) fonksiyonuna z,

noktasinda konformdur denir [18].

3.1.2.9. Teorem: f(z) fonksiyonu z, noktasini iceren bir G bdlgesinde

analitik bir fonksiyon ve f’(z,)=0 olsun. Bu durumda w= f (z) fonksiyonu z,

noktasinda konformdur [13].

3.1.2.10. Teorem (Riemann Doéniisiim Teoremi): G C C smurinda en az iki

nokta igeren basit baglantili bir bolge ve z, € G tespit edilmis bir nokta olsun. Bu
durumda G bolgesini D= {W:|W| < 1} bolgesine resmeden ve
¢(2,)=0 ve ¢'(z,)>0

kosullarini saglayan bir ve yalniz bir w= gp(z) konform dontigiimii vardir[17].

3.1.2.11. Teorem: GCC ve G smirinda en az iki nokta iceren basit
baglantili bir bolge olsun. Bu durumda 0=C-G bolgesini A = {W:|W|>1}
bolgesine resmeden ve
®(00) =00, ®'(c0)>0

kosullarini saglayan bir ve yalniz bir konform doniisiim vardir [17].
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Ispat: ¢, € C tespit edilmis bir nokta olsun. Bu durumda

P
fi(z):=¢&+ ;

dontistimii, €2 bolgesini £, noktasini igeren basit baglantili G, bolgesine konform

olarak resmeder. Bu doniisiim i¢in

f (c0)=¢,, f (00)=0
kosullar1 saglanir. Diger taraftan Riemann Doniisiim Teoremine gore G, bolgesini
D bolgesine resmeden ve ¢(&,)=0, ¢’'(&)>0 kosullarini saglayan bir ve yalniz

bir konform doniigiim vardir ve po f, doniisimi €2 bolgesini ) bolgesine konform
olarak resmeder. Boylece
f,:D—A

w— f,(w)=

s~

dontistimii gdz Oniine alinarak ® doniisiimii
¢:=f,opof,
seklinde tanimlanabilir. Bu doniisim 2 bdlgesini A bolgesine konform olarak

resmeder ve bu doniisiim i¢in,

®(00) =1, (¢ (f,(00))) = f,(¢(&)) = £, (0) =00 (3.1.2.4)

(3.1.2.5)

kosullar1 saglanir.

Bu ¢alismada €2:= C-G bolgesini A = {W:|W| > 1} bolgesine resmeden ve
<I>(oo) =00, ¢’ (oo) >0 kosullarini saglayan konform doniisim ¢ ile, bu konform
doniisiimiin tersi ise W ile gosterilecektir. Ayrica G bolgesini D= {W: |W|<1}

bolgesine resmeden ve ¢(z,)=0, ¢'(z,)>0 kosullarim saglayan konform
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doniisiim i¢in ¢ ve bu doniigiimiin tersi i¢in ise ) gdsterimi kullanilacaktir.

3.1.2.10. Tanim: 0 <r <1< R < oo olsun.
L, ::{Z €G: ‘go(z)‘: r} ve Ly ::{Z €N: ‘(I)(z)‘: R}

egrilerine sirasiyla G bélgesinin i¢ seviye ve dis seviye egrileri denir [3].

3.2. NORMLU UZAYLAR VE SINIRLI LINEER DONUSUMLER
3.2.1.Temel Tanimlar

3.2.1.1. Tammm: X = & bir kiime ve F bir cisim olsun. X {iizerinde
+: XXX =X FxX — X
(X,y) = x+y ve (A X) =X
seklinde tanimli fonksiyonlar asagida verilen kosullar1 sagliyorsa X ’e F cismi

tizerinde bir lineer uzay ( veya vektor uzayi ) denir [19].

VX,y,z€ X ve VA, u€F igin

1) X+y=y+X

i) (X+Yy)+z=x+(y+2)

iif) 39 € X, x+6=x

iv) 3(=x)€ X, dyle ki x+(—x)=6
v) 1- X=X

vi) A (x+y)=(A-X)+(A-y)

vii) )\-(,ux) = ()\,u)- X

3.2.1.2. Tamm: X ve Y lineer uzaylar, f:X —Y bir fonksiyon olsun.
VX, X, X, € X ve YA€ C igin,
D) f(x+x)="~f(x)+f(x)

i) f(Ax)=Af(x)
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kosullari saglanirsa f fonksiyonuna lineer doniisiim denir.
(1)-(ii) kosullar1 yerine Vx,,x, € X ve VA, € C icin
X+ X, )= (x)+pf(x)
kosulu yazilabilir.
3.2.1.3. Tanim: X bir lineer uzay olsun. |||| X — R fonksiyonu asagida

verilen kosullar1 sagliyorsa bu fonksiyona norm fonksiyonu ( veya kisaca norm ),

(X,

. ) ikilisine de bir normlu lineer uzay denir [19].
D) [x|=0<x=06
i) Vxe X, YAeC, |]Ax|=X||]

iii) Vx,ye X, x4y < x|+l

3.2.1.4. Tanim: X bir normlu uzay olsun. Bu uzayda alinan her Cauchy
dizisi bu uzayin elamanina yakinsaksa X ’e tam normlu uzay veya Banach uzayi

denir [20].

3.2.1.5. Tamm: X ve Y normlu uzaylar, f:X —Y bir lineer doniisiim
olsun. IM >0 sayis1 var ve VX< X igin Hf (X)Hg M ||x| esitsizligi saglanirsa f

fonksiyonuna sinirh lineer doniisiim denir.

3.2.1.6. Tammm: X bir lineer uzay ve <.,.>: Xx X — C taniml bir fonksiyon
olsun. Eger VX,y,z€ X ve VA, €C i¢in

i) Vxe X, (x,X)>0 ve (x,X)=0<x=0
i) v,y e X , (x,y)=(y,x)
iii) Vx,y,z€ X, YApeCs (Ax+puy,2) = (X y)+un(y.z)

kosullar1 saglanirsa bu fonksiyona X {izerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu, (X ,<-,->)

ikilisine de bir i¢ ¢arpim uzayi denir [19].

3.2.1.1. Teorem (Cauchy-Schwarz Esitligi): X bir i¢ carpim uzay1 olsun.
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Bu durumda Vx,y € X igin

6y < (6x)" (v, )"

olur.

3.2.1.2. Teorem: X bir i¢ ¢arpim uzayi olsun.
[:x—®
s = ()
seklinde tanimli fonksiyon X ’de bir normdur [19].

Bu fonksiyona i¢ carpimin iirettigi norm denir

3.2.1.7. Tammm: X bir i¢ carpim uzay1 olsun. Eger X, i¢ carpimin {irettigi

norma gore bir Banach uzay1 ise X ’e Hilbert uzay denir [19].

3.22. A (h,G) ile A,(G) Uzaylari ve Bu Uzaylarin Cebirsel Yapis

3.2.2.1. Tammm: G kompleks diizlemde bir bolge olsun. G iizerinde tanimli,

Olgiilebilir ve
ff‘f(z)‘pdaz <00, 0<p<oo
G

kosulunu saglayan fonksiyonlarm smifi L (G) ile gosterilir [21].

3.2.2.1. Teorem: G C C sonlu bir bélge olsun. f el (G), geL, (G) ve

l-l—l—lise
P g
1/p 1/q
i | [[t(z2)g9(z)do,|< ff\f(z)\pdaz] [ff\g(z)\qdaz] (32.2.1)
1/p 1/p p
ii)[ff\f(z)Jrg(z)\pdaz < [[lf (@) do, +ff\g(z)\pdaz] (32.2.2)
olur.
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(3.2.2.1) ve (3.2.2.2) esitsizliklerine sirasiyla Holder ve Minkowski
Esitsizlikleri denir [22].

3.2.2.2. Teorem (Calderon-Zygmund Esitsizligi): p>1,f €L, icin

: 1 f(¢)

T(f)(z)llm[— [[ —==do, (3.2.2.3)
T (C—2)

seklinde tamimlanan T doniigiimii L, — L ye smirli bir lineer doniigtimdiir. Yani,

[T, <<l (322.4)

olacak sekilde 4C =C ( p) > (0 sayis1 vardir [23].

(3.2.2.3) ile taniml1 bu doniisiime Hilbert doniisiimii de denir.

3.2.2.2. Tanim: G kompleks diizlemde bir bolge olsun. G bdlgesinde

taniml1, negatif olmayan herhangi bir h (z) fonksiyonu igin

ffh(z)daz < o0

ise bu fonksiyona G bdlgesinde agirhik fonksiyonu denir [21].

3.2.2.3. Tamm: G kompleks diizlemde sonlu bir bolge ve h(z) G

bolgesinde tanimli agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda G bolgesinde analitik ve
[[n@)f (2) do, < o0 (3.2.2.5)
G

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifi A, (h,G) ile gosterilir [21].

3.2.2.3. Teorem: A, (h,G) uzayi iizerinde
+:A,(1,G)x A, (h,G)— A, (hG)
(f.9)  —(f+9)(2)= [[h@)[f+9)(z) do,

G

(3.2.2.6)

Ve
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Cx A (h,G)— A, (h,G)

2 (3.2.2.7)
(1) = (1)) = [[ (@] o,
G
islemleri tanimlansin. Bu durumda A, (h,G) uzay1 tanimlanan bu iglemlere gore
kapalidir.
Ispat:

i) vf,ge A (h,G) igin (f + g) € A(G) oldugu agiktir. Eger

[f(@)+9()f <2(|f (@) +|o (2 | (3.2.2.8)

esitsizligi ve integral isleminin 6zellikleri g6z Oniine alinarak,

1[f+g]= [[n(2)|(f+9)(2) do, :ffh(z)‘f(z)Jrg(z)rdaz
< [[n@)||f @) +|o(2) |do.
=4 [[n(2)|f (2 do, +4 [ h(2)]g (2)f do,

=41[f]+4l[g]<o0
elde edilir. Bu ise (f-+g)€A (h,G) olmasidir. Boylece A, (h,G) uzayinin
(3.2.2.6) ile tanimlanan isleme gore kapali oldugu gosterilmis olur.
i) Vf €A, (h,G) ve YA€C i¢in A-f€A(G) dir. Simdi I[Af]<oo

oldugunu gosterelim:
1A f]= [[h(@)|Af)(2) do, =] [[h(2)]f (2] do,
:|)\|2 I[f]<oo

dir. Boylece (3.2.2.7) ile taniml isleme gore A, (h,G) uzayinin kapali oldugu elde

edilir.

3.2.2.4. Teorem: A (h,G) uzayr (3.2.2.6)-(3.2.2.7) islemlerine gore bir

lineer uzaydir [21].
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f,g €A, (h,G) olmak iizere,
f(Z)ﬁ:%‘f<Z>+9(Z)‘2+%‘f(z)+ig(z)‘2_1+"f ‘Z_I—H‘f (of

esitligi goz oniine alinirsa,

ffh :—ff\f )+9(z \da+ ff\ 2)+ig(z) do,
Hlff‘ ‘dffz—lﬂff‘ ‘ do,

:El[f+g]+5'[f+i9J H"[ ]—ﬂ'[ )

<0

elde edilir. Béylece A, (h,G) uzay: iizerinde

:ffh(z)f(z)g(z)da

seklinde bir i¢ carpim fonksiyonu tanimlanarak asagidaki teorem ifade edilebilir:

3.2.2.5. Teorem: f,g € A, (h,G) olmak iizere
{(»):A,(h,G)xA (h,G)—C
(f.9)  —(f.9)=[[n(2)f(2)a(z}o, (3:229)

G

seklinde taniml1 fonksiyon, A, (h,G) tizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur [21].

3.2.2.6. Teorem: Az(h,G) uzayi, (3.2.2.9) ile tanimlanan i¢ c¢arpim

fonksiyonunun lirettigi

l|: A (h,G)—C

12
Il T | e o)

norma gore bir normlu uzaydir [21].

(3.2.2.10)

3.2.2.4. Tamm: G C C bir bolge, Vn€N i¢in ¢, € A (h,G) olsun. Eger

N=m igin
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<90n’¢m>=ffh(2)son(2)s0m(Z)daz =0 (3.2.2.11)

G

ise {gpn (Z)}:io sistemine ortogonal sistem denir. Eger {gpn (Z)}:C:O sistemi igin

[fnia

saglanirsa bu sisteme ortonormal sistem denir.

12

e, (2)[ do,

1, n=m
:{ = (3.2.2.12)

”QOn” - O, n=m n,m

3.2.2.5. Tamm: {gpn(z)}:io, A, (h,G)’de ortonormal bir sistem ve

f € A,(h,G) olsun. YneN igin

a,=a,(f)= [[h(2) f(2)¢,(2)do, (3.2.2.13)

seklinde tanimlanan a, katsayilarina f fonksiyonunun Fourier katsayilari,

g%%m

serisine ise bu fonksiyonun Fourier serisi denir.

3.2.2.6. Tamm: G kompleks diizlemde sonlu bir bolge, f:G — C tanimli

bir fonksiyon ve p >0 olsun. G bdélgesinde analitik ve
1(1)= [[]f(2)] do, <0
G
kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifi A, (G) ile gosterilir. Yani bu stmf
p
AG)=1f: TeAG) . I(f)=[[]f(z)]do, <o
G
seklinde tanimhidir [21].
Bu ¢alismada A (G) uzaymmn cebirsel yapist p=2 durumu igin
incelenecektir. Dikkat edilirse p=2 ve h(z)zl olmast durumunda,

Az(h,G>E AZ(G) dir. Bu nedenle (3.2.2.6), (3.2.2.7), (3.2.2.9) ve (3.2.2.10) ile

tanimli  islemlerde h(z>:l almarak, bu islemler AZ(G) uzayl lizerinde
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tanimlanabilir. Boylece A, (G) uzayinin bir normlu lineer uzay oldugu gosterilebilir.

Bunun yani sira bu uzayda herhangi bir f €A (G) fonksiyonunun Fourier

katsayilari,
2
a,:=a,(f)= [[]f(2) do,
G
seklinde tanimlamir. {¢, } € A, (G) olmak iizere

<¢na@m>:ff¢n(Z)Mdaz =0, n=m

ise {gon} sistemine ortogonal sistem,

G
ise bu sisteme ortonormal sistem denir.

Simdi

1/2

©, (Z)‘2 do,| =46,

Jionll=

,m

()= [[]t(2)] do,

G

integralinin Reimann integralinin diizgiin limiti olarak yazilabilecegini ve A, (G)

uzayinin Hilbert uzay1 oldugunu gosterelim:

3.2.2.7. Teorem: G Jordan egrisiyle sinirl bir bolge ve f € A (G) olsun.

Bu durumda

1(1)= [[]f () do,

integrali Riemann integralinin diizgiin limiti olarak yazilabilir [21].

Ispat: Asagida verilen kosullari saglayan {Gn} bolgeler dizisi gbz Oniine
alinsin:

i) Her bir neN i¢in G, bolgesinin simir1 sonlu sayida Jordan egrisinin
birlesimidir.

ii) YneN igin G, CG, ,, dir.

n-+1
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iii) Her bir z€ G i¢in z€ G, olacak sekilde dn, € N vardur.

Bu bolgeler dizisine gore,

2)°, 2€G,

o, (2)=

0, 7eG—G,

seklinde tanimlanan {gpn} fonksiyonlar dizisi monoton artandir ve Vz € G i¢in

lim ¢, (2 —‘f ‘

n—oo

olur. Monoton Yakinsaklik Teoremine gore [24],

im [ ¢.(2)do, = [ |1 (2 o,

dir. Diger taraftan

[[ e (2)do, = [[]t(2)f do,

oldugundan (3.2.2.14) ve (3.2.2.15) birlestirilirse,
= lim f f ‘f ‘ do,

elde edilir.

3.2.28. Teorem: fcA(G), 2,€G ve §, =

durumda,

olur [21].

Ispat: z,€G ve f € A(G) oldugundan,

o0
)=> a,(z—1,)
n=0

(3.2.2.14)

(3.2.2.15)

d(z,,0G) olsun. Bu

(3.2.2.16)

yazilabilir. Bu seri U, (z,):= {z Hz—z)|<6, 0<6< 620} dairesinde diizgiin ve

mutlak yakinsaktir. z=1,+re¥ ve do,=rdrdy olmak iizere kutupsal

koordinatlara gegilirse,
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2 2
> |an| 2(n+1)
rdpdr =2 —0 3.2.2.17
i W;Amﬂ ( )

6 27

2
[[1t@fdo.= [ [
Uﬁ(zo) 0 0
esitligi elde edilir. Boylece (3.2.2.17) gz Oniine alinarak,

ff‘f (Z)‘Zdo'z fo‘f(z>‘2doz Z7T|a_0|2(52 , a,=f(z)
G Us(zo)

2] -

ning
E a,r'e™
n=0

elde edilir. Bu son esitsizlikte 6 — ¢, i¢in limite gegilirse,
L(f)>x|f(z,) &

esitsizligi elde edilir. Bu ise istenilendir.

3.2.2.9. Teorem: A, (G) uzayi bir Hilbert uzayidir [21].

Ispat: A (G) uzayinin Hilbert uzay1 oldugu gosterebilmek i¢in bu uzaydan

alian her Cauchy dizisinin

12
H=|JfHz) do,

seklinde tanimli norma gére yine bu uzayda yakinsak oldugunu gostermeliyiz.

{f,}€ A (G) bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda Ve >0 sayisina karsilik
IN=N (5) say1st vardir ve Vn,m > n, icin
I, ful<
saglanir. Gn C G olacak sekilde G bolgesini igten dolduran {Gn} bolgeler dizisini

gdz Oniine alalm ve §:=dist(G,,0G) olsun. [f —f ]’e 3.2.2.8. Teorem’i

uygulanirsa,

I(f —f 2
<;y”<;z (3.2.2.18)

f,(z)— fm(z)‘g

elde edilir. Bu esitsizlikten, {fn (Z)} fonksiyonlar dizisinin G, bdlgesinin iginde
analitik olan bir f (Z) fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugu elde edilir. Boylece

sabit bir kK igin
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f,(z)— T, (Z)\Zdaz <é (3.2.2.19)

I

Gy

f,(2)~ 1, (2) do, < [[

elde edilir. (3.2.2.19) esitsizliginde m — oo i¢in limit alinirsa
2
lim [[]f,(2)- f,(2)do, = [[
Gy Gy
bulunur. Bu degerlendirme n’den bagimsiz oldugu i¢in,
lim
i
elde edilir. Diger taraftan

tim [[]t,(2)- (2] ¢o. = [

bulunur. (3.2.2.20) ve (3.2.2.21) degerlendirmeleri birlestirilirse {fn} fonksiyonlar

f(2)—f (2) do, <<

f(2)—f(2)do, <& (3.2.2.20)

f(2)—f(z) do, (3.2.2.21)

dizisinin G bolgesinde f fonksiyonuna yakinsak oldugu elde edilir.  Simdi

feA (G) oldugunu gostermek icin | ( f ) < 0o oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

() <|f ()= £ (2] +]%, (2

esitsizligi gz online alinir ve integral isleminin 6zellikleri kullanilirsa,

1(f)=[[|f (2 do. < [[]F (2)- . (2) do. + [[

=|f(2)-f, () +1(f,) <00

f,(2) do,

elde edilir. Buise f € A, (G) olmasidur.

3.3. YARIKONFORM DONUSUMLER VE YARIKONFORM EGRILER

G,RcC, f:G—R C' smfindan olan bir homeomorfizm ve
W= f(z)::u(x, y)+iv(x,y) olsun. u ve v fonksiyonlarinin Vz € G noktasinda

lineer doniigiimleri

du =u,dx+u, dy
(3.3.1)
dv=v,dx+v, dy

seklinde olup (3.3.1) ifadesi kompleks formda,
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dw= f,dz+ f.dz (3.3.2)

seklinde yazilabilir. Burada

1 . 1 i
f. :§<fx —|fy):§(uX -|—vy)—i-%(vX —~u,)

f= 2 (i )= (0w )+ v+,
olur.
(3.3.1) lineer doniisiimleri geometrik olarak (dX, dy) diizleminden (du, dv)
diizlemine bir afin doniisiim belirtir. Bu doniisiimiin Jakobiyeni

J=uy, —uy, =|f,| - ’

f;

seklindedir. Eger w= f (Z) doniigiimii yonii koruyan bir doniisiim ise J > 0, yonii
koruyan bir doniisiim degilse J < 0 olur.

Eger w= f (Z) fonksiyonu yonii koruyan bir doniigiim ise J > 0 oldugundan

‘ fg‘ <|f,| olur. Uggen esitsizligi yardimiyla (3.3.2) den

(15,1 | F.)ldz| <[] < (|1, ] +] ]} ] (33.3)
esitsizligi ve bu esitsizlikten
1< m;fi =D (3.34)
D ’

ifadesi elde edilir. (3.3.4) ile tanimlanan bu D, sayisina f(z) dontigiimiiniin  z

noktasindaki dilatasyonu denir. Bunun yani sira

—

d, = 293

olmak iizere D, sayis1

seklinde yazilabilir.
(3.3.2) ile tanimlanan lineer doniisiim orijin merkezli ¢ok kiiclik ¢emberleri

elipslere resmeder ve bu eliplerin asal eksenlerinin yedek eksenlerine orani (3.3.4)’de
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verilen

:|f2|+‘f2‘
IR,

orandir [23].

3.3.1. Taninm: G,RCC ve f:G— R tamiml bir fonksiyon olsun. (3.3.4)
ile tamimhi D, sayis1 smurl ise W= f(z) dontisiimiine yarikonform doniisiim

denir.

D, <K ise bu doniisiime K -yarikonform doniisiim, K sayisina da bu doniistimiin

yarikonformluk katsayisi denir [23].

K-1

Dikkat edilirse D; <K olmas1 d, <k:= olmasma denktir. Bunun

yani sira K =1 ise
f.=0ve f,=0
oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda w= f(z) doniistimii z € G noktasinda

konformdur.

Simdi yarikonform doniisiimiin baz1 6nemli 6zelliklerini verelim:

)K=1lise w=f (Z) doniisiimii konformdur.

i) f (Z) doniisiimii K -yarikonform ise f~' doniisimi de K-
yarikonformdur

iii) f:G—R donlsiimi K, -yartkonform, f,:R— B donisimii K,-
yarikonform ise f, o f, doniisiimii K, K, -yarikonform doniistimdiir.

iv) w=f (Z) dontisiimii her bir z € G noktasinin belli bir komsulugunda K -

yarikonform ise bu doniisiim G bdlgesinde K -yarikonformdur [23].

33.2. Tanmm: f:G— D tanimli K-yarikonform doniisim, L ise G
bolgesinde bulunan bir egri olsun. f doniistimii altinda L egrisinin gorintiisii bir
cember (veya bir dogru) ise L egrisine K -yarikonform egri ( veya K-

yarikonform yay) denir.
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Burada G,D=C alimirsa 3.3.2.Tanim’a yarikonform egrinin global tanimi,

D,G C C ise yerel tammm denir [12].

3.3.3. Tammm: G C C bir bolge olsun. Eger L =0G K -yarikonform egri ise
G bolgesine K -yaricember denir [3].

3.3.1. Teorem: L analitik egri (veya analitik yay) ise K =1 dir [25].

3.3.2. Teorem: L diizgiin egri ise Ve >0 icin (1+¢)-yarikonform egridir

[25].

3.3.3. Teorem: L bir Jordan egrisi, z, =z, olmak iizere z,,z, €L keyfi
noktalar ve ¢(z,,z,), z, ile z, noktalarim birlestiren ve L nin kiigiik ¢apl alt yay1

olsun. L egrisinin yarikonform egri olmasi icin gerek ve yeter kosul

|2, — 7| +|z, — z]

sup <00

7,,5,€L; 2,€0(2,,2,) |Z] — Zz|

olmasidir [23].

3.3.3. Tanim: L kompleks diizlemde kapali bir egri olsun. y :C—C ve
y(intL)=extL, y(extL)=intL, y(L)=L

kosullarin1 saglayan yarikonform doniistimii varsa bu doniisiime L egrisine gore

yarikonform yansima denir [3].

3.3.4. Teorem: L kapali bir Jordan egrisi olsun. Bu durumda L egrisine

gore bir yarikonform yansima vardir [3].

3.3.5. Teorem: L bir yaritkonform egri, co ¢ L, G :=intL, 2:=extL olsun.
Bu durumda L egrisine gore yarikonformluk katsayisi c, (K) olan bir y(z)
yansimasi vardir ve bu yansima asagida ifade edilen 6zelliklere sahiptir:

1) y (Z) yansimast C— ( LU {a}) kiimesi  iizerinde  siirekli
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diferansiyellenebilirdir.

Burada a € G noktasi y(oo) = a olacak sekilde tespit edilmis bir noktadir.

ii) 6 >0 yeterince kiigiik olmak iizere U, :=U,(a)= {Z : |Z —a| < 6} ve
U, = y(U 5) olsun. Bu durumda her bir 6 igin y(z) yansimast Oklid metrigine
gore C, :=C— (U s WU 5’) bdlgesinde yar1 izometriktir.

iii) Her ze C, —L

ly,| =15

y,| =1 (3.3.5)

saglanir. Ayrica V2 C, —L igin,

2

y(z) , zeU
ly,| = i >2 ' (3.3.6)
lz—a", zeu,
Ve
2
z)|, zeU;
y.| =< v )_2 ' (3.3.7)
lz—a| ", zeU,
olur [3].

Bu teoremle tanimlanan yansimaya regiiler yarikonform yansima denir.

3.3.1. Lemma: L egrisi K -yarikonform egri, z, €L ve
zpz3eGrﬂzﬂz—zJ§cﬂ(4,QJ},Wf:F<q),j:L23
(22,23 cG ﬂ{z z-z]<cd(z, Lro)} LW =0(z), j= 1,2,3) olsun.

Eger |z, — 7,| < |z, — z,| ise asagida verilenler saglamr:

D) W, —w,| < |w, —w,

b

i) |z, — 2, x|z, — z,| ve |w, —w,| < |w, —w,

2

iii)

| (3.3.8)
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[26]

3.3.1. Sonug: 3.3.1. Lemma’nin kosullarina ek olarak z, € L, (z, €L, )
ise
K—Z KZ
W, —w,|" =z, =z, = W, —w, | (3.3.9)

olur [26].

3.34. Tamm: p(z) kompleks diizlemde tammli negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. Eger
Alp):= [[ p*(2)do, =0 (3.3.10)
C

ise bu fonksiyona model fonksiyon (veya metrik) denir[3].

3.3.,5. Tammm: I' local diizlendirilebilir egrilerin ailesi, P tiim model

fonksiyonlarin sinifi ve

L, (r)::igfp(z)daz (3.3.11)
olsun. Bu durumda
m(r) i inf AP (33.12)
peP L,; (F)

seklinde tanimli degere I' egri ailesinin modiilii,
(D)= (m(r)) " (33.13)

degerine ise I' egri ailesinin ekstramal uzunlugu denir.

I', ve T, iki egri ailesi olsun.

1) Her bir v, €I', egrisi en az bir 7, €I', egrisini igeriyorsa bu durum
I', <T', seklinde gosterilir.

i) I, <T, ise A(T',)<A(T,) ve m(T',)>m(T,),

iii) I', €T, ise m(T",) >m(T,),

olur [3].
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3.3.6. Teorem: ¢:G — D bir konform doniistim, I' G bolgesinde bulunan
herhangi bir egri ailesi ve I/ = (b(I‘) olsun. Bu durumda
m(C)=m(I’) ve A\(T)=A(L")

olur [3].

3.3.6. Teoremi egri ailelerinin modiiliiniin konform doniisiimler altinda

degismez (invaryant ) oldugunu gosterir.

3.3.7. Teorem: F:C —C yarikonformluk katsayist K olan ve F (oo) =00
kosulunu saglayan bir yarikonform doniisim, I':=1I((,(,;¢;C) kompleks
diizlemde ¢, ve ¢, noktalarin1 co ve (, noktalarindan ayiran lokal diizlendirilebilir

egrilerin ailesi ve m(F (F)) = m(F (¢,).F(¢):F (Q);(C) olsun. Bu durumda

<MDy (3.3.14)
“m(F(T)) o

esitsizligi saglanir [3].

Bu esitsizlik egri ailelerinin modiiliiniin yarikonform doéniistimler altinda yari

degismez oldugunu ifade eder.

3.3.8. Teorem: 2 C C, L =012 yarikonform egrisiyle sinirli “oco” noktasini
igeren bir bolge, ze L, (,{ €N ve 0<|Z—Cl|<|Z—C2| olsun. Eger I', Q
bolgesinde z ve ¢, noktalarini ¢, ve oo noktalarindan ayiran egri ailesi ise bu egri
ailesinin modiilii i¢in

¢, —1 C,T

saglanir.  Burada c,, c, pozitif sabitler olup yalniz €2 bolgesine ve K

Cz_z

Llog

+c, (3.3.15)
2m

1

yartkonformluk katsayisina baghdir ve ¢, = (1/ 7r) logC ( K) seklindedir [3].
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BULGULAR VE TARTISMA

4.1. DUZ TEOREMLER

G CC sonlu bir bolge, L=0G K-yarikonform egri, 2= extG ve
A =extD olsun. Diger taraftan ®:Q2 — A konform doniisiimii
®(00) =00, ®'(00)>0
kosullart ile verilsin. L, yarikonform egri oldugu i¢in bu egriye gore bir y(z) K*

yarikonform yansimasi vardir ve bu yansima igin

y(Q)=G, y(G)=Q ve y(L)=L 4.1.1)
saglanir. Boylece ® konform doniisiimii, y(z) yansimasi ve h(w):% doniisiimii
yardimryla

d(z):= ﬁfgoy)(z),zzjé (4.1.2)

seklinde tanimlanarak genisletilmis kompleks diizleme K’-yarikonform déniisiim

olarak genisletilebilir. Benzer sekilde ¥ =® ' konform doniisiimii de

o (w), weA
@(w)._{wo%h)(w)’ WeD (4.1.3)

seklinde tanimlanirsa bu doniisiim C—C tammh K ?-yarikonform déniisiimdiir

[3].

4.1.1. Teorem: f (Z) fonksiyonu L =0G yarikonform egrisiyle sinirli, sonlu

G bolgesinde tanimli analitik bir fonksiyon ve y(z), L egrisine gore bir

yarikonform yansima olsun. Bu durumda vVz € G i(;in

ff foy o (4.1.4)

saglanir [3].
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4.1.1. Sonug: (4.1.4) integral gésterimi

ff ; ydo., 2€G (4.1.5)

seklinde yazilabilir [3].

4.1.2. Teorem: L =0G yarikonform egrisiyle siirli sonlu G CC

bolgesinde tanimli f(z) fonksiyonun (4.1.5) integral gosterimine (veya (4.1.4)
integral gosterimine) sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul f € A (G) olmasidir.

Burada y(z) , L egrisine gore bir regiiler yarikonform yansimadir [3].

4.1.3. Teorem: f € A (G) fonksiyonu L =0G yarikonform egriyle sinirli,
sonlu G C C bolgesinde tanimli bir fonksiyon, 0€ G ve y(z), L egrisine gore
y(oo) =0 kosulunu saglayan bir regiiler yarikonform yansima olsun. Bu durumda

m<(k+1)(n—1) olmak iizere herhangi bir sabit meN sayisi ve tim z€G

efong -

integrali derecesi ((k—l—l)(n—l)—Z) ’yi asmayan cebirsel bir P,(f,z) polinomu

noktalar1 i¢in

2

do,  (4.1.6)

tanimlar [3].

4.1.4. Teorem: G C C, L =0G yarikonform egrisiyle sinirli sonlu bir bolge

ve f(z)€ A(G) olsun. Bu durumda 3P, (z) polinomu vardir dyle ki her bir ne N
ve VzeL=9G igin

‘f(z)—Pn(z)‘jw<d(z,L1H/n)) 4.1.7)
saglanir.  Burada w(t):=w(f;t), G kiimesi iizerinde f(z) fonksiyonunun

stireklilik modiiliidiir [3].
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4.1.5. Teorem: G C C, L =0G yarikonform egrisiyle sinirli sonlu bir bolge

ve feA (6) , €N, olsun. Bu durumda herhangi bir sabit m > 0 sayis1 ve her bir
n=r-+1,r+2,.. icin derecesi n’yi agmayan cebirsel bir P, (Z) polinomu vardir ve

tim z €G noktalari i¢in

£ (2)-P,(2) %(d (2.1, )] @0 (2) (4.1.8)

olur. Burada

By (2):=w(d (z,Lm/n))[‘ a6z L”‘/”)Hl/n)] :

727" +d(z,L

z*—z‘:d(z L )

> S14+1/n

seklinde olup, w(t):w(fr,t), G kiimesi iizerinde f' fonksiyonunun siireklilik

modilidiir [3].

4.2. PARCALI DUZGUN EGRILER ILE K -YARIKONFORM
EGRILERIYLE SINIRLI BOLGELERDE DUZ TEOREMLERIN
UYGULAMALARI

L egrisi yerel anlamda K -yarikonform egri olsun. Bu durumda G,D C C
olmak tlizere G — D tanimli f (Z) K -yarikonform doéniisiimii vardir. L egrisi bu
dontistim altinda birim ¢emberin  goriintiistidiir. 1<R,<2, r,=R,' ve

G:=G; —G, olmak lizere

a()=1{r()"}
doniisiimii L egrisine gére K* yarikonform yansimadir. Bu durumunda
(G, ~G)cG-G,, a(G-G,|cG, -G 4.2.1)
olacak sekilde 1<R<R, ve I, <F<1 sayilari vardir. Diger taraftan 3.3.5.
Teorem’den L egrisine gore bir y(z) yansimasi vardir. Ayrica L egrisinin belli bir
komsulugunda bu yansima i¢in

ly(z)-2|=<[z—-7]|, €L (4.2.2)
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saglanir. Boylece genelligi kaybetmeden 3.3.2. Tanim’da

y(z)=o(z) (4.2.3)

seklinde alinabilir.

Bu boliimde 3.2.2.2. Tanim ile verilen agirlik fonksiyonu
D(z)e H‘”(G), 0<a<l, D(z2)=0,2€G
olmak tizere

h(z)=|D(2)f (4.2.4)

L2
2-A ~3
I(N)= 1 2oa (4.2.5)
2\ 3
2
2

seklinde tanimlhidir.

4.2.1. Teorem: GcC,()\) , 0<A <2, ve h(z) agirlik fonksiyonu (4.2.4) ile

tanimli olsun. Bu durumda

429
e, (2)<cs Y (2)E, (f,A)n™" (4.2.6)
olur. Burada o> 19()\) ise 0 < p <min {%,%} , a< 19()\) olmasi durumunda

ise 0 < p <amin {l;)\} seklinde olup, ()\) (4.2.6)’da tanimlandig1 gibidir. Ayrica

2

En(f,A2)::mPnin

[[ @)t (2)-PR.(2) do,

sayist A (h,G) smifindan olan f (z) fonksiyonuna derecesi n’yi agsmayan cebirsel

polinomlarla en iyi yaklasim sayisidir [27].

4.2.1. Sonug: 4.2.1. Teorem’in kosullarina ek olarak A =1 ise
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sn(z)gcéfg(z)En(f,Az)n“‘ (4.2.7)

olur. Burada 0<OAS% ise pe(0,a), %<Oz§1 ise €

0, %] seklindedir [27].

3.2.2.2. Tamim’da agirlik fonksiyonu
hec(é), h(z)>c>0 (4.2.8)

seklinde secilirse asagidaki teoremler gecerlidir:

4.2.2. Teorem: G€C,(\),0<A<2, ve fcA(G) olsun. Bu durumda
A" =min {;\} olmak iizere keyfi & > 0 igin
e, <cn' FE, ( f.G) (4.2.9)
olur. Burada
En<f,6) = i%fnzleaax f(z)-P (z)‘

say1st derecesi N ’yi agmayan cebirsel polinomlarala f € A(E) fonksiyonuna en iyi

yaklagim sayisidir [27].

4.2.2. Sonug: 4.2.2. Teorem’in kosullar1 altinda f ewHe (6) olsun. Bu

*

durumda A\, = min{L;A} ve r+a > i

%

olmak iizere V7 < (r + oz))\* — A" igin

g, <en’ (4.2.10)

esitsizligi saglanir [27].

4.2.3. Teorem: GCC L=0G K -yarikonform egrisiyle sinirli sonlu bir

bolge ve f eW'H® (6) olsun. Bu durumda r +a > K? ise

e, <n”’ (4.2.11)

2<r—|—a— Kz)

olur. Burada ¥ = 5
K*+1

> 0 seklindedir.
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4.3. YARDIMCI SONUCLAR

Bu kisimda 4.1 ve 4.2 kisimlarinda verilen teoremlerin ispati i¢in gerekli olan

lemmalar ve bu lemmalarin ispatlar verilecektir.

Her bir R>1 i¢in L :=y(L;), G =intl' ve Q :=extl’ olsun.
V> A, ® (c0)=00 ve &/ (00)>0 kosullarim saglayan konform déniisiimii
verilsin. Bu durumda Vz e L® ve |Z —t| =d (Z, L) esitligini saglayan t € L noktasi
icin

d(z,L)=d(tL,)=d(zL,) 43.1)

@ (1)<

o, (z)|<14c¢(R-1) (4.3.2)

degerlendirmeleri gecerlidir.

4.3.1. Lemma: G, L=0G yarikonform egrisiyle simirli sonlu bir bolge,

P (z) derecesi n’ yi asmayan keyfi bir polinom ve R=1 —i—E olsun. Bu durumda
n

[Py <cilIPolge (4.3.3)

olur. Burada ¢, =c¢,(G,c)> 0 seklinde bir sabittir [27].

Ispat:

F(z):% ey (4.3.4)

—x%

dir. Fe A(Q ) oldugu icin 3.1.2.6. Teorem’den (Maksimum Modiil Prensibi)
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F(¢)|<max|F(z)|=max|F(z)|= max , CE& (4.3.5)
(¢) < max|F(z) (2)

72¢Q zel” zel”

P.(2)
olur. Diger taraftan yine 3.1.2.6. Teorem’1 geregi

P.(2)

elde edilir. (4.3.4) ve son esitlik géz online alinarak (4.3.5)’den

POl IR lege (43.6)

max |P, (Z)‘ = max

2eG zel”

n+1

esitsizligi elde edilir. Buifadede ( €L alinarak (4.3.2) kullanilirsa

n-+l1 n-+1

' (2)

B )<l (€ Pl <
<(1+o(R- 1Rl

<P, ”c(é*)

Rl

degerlendirmesi elde edilir. Bu degerlendirme V( € L ig¢in gegerli oldugundan her

iki tarafin maksimumu alinarak istenilen elde edilir.

4.3.2. Lemma: G C C sonlu bir bolge ve L=0G, K- yarikonform egri

olsun. Bu durumda tespit edilmis bir z, € G noktas1 ve keyfi 0 <u <R, —1 i¢in
mes|(¢0a)(G,, —G,z,)] =6 " (2,)8“ (¢ (43.7)
saglanir. Burada 6(z):==d(z,L),(=¢ '(7) ve |r|=min {|W| We (po a)(LHu, ZO)}

seklindedir [12].

Ispat:

mes(poa)(G

14u

~G,z7,) <2 (1-|rf) wss)
=<1-7]
esitsizliginin gegerli oldugu agiktir. z, noktasinin G bolgesinde bulundugu yere
gore (1—|T|> uzunlugunu degerlendirelim:
i) Eger 7, € Gy, ise (4.2.2), (4.2.3) ve 3.3.1.Sonug’ tan
1-|7| =67 (¢) (4.3.9)
elde edilir.
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ii) z,€GND olsun. Bu durumda zy:=a(z,)); |z—2z|:=d(z,L), z€L
olmak uzere iki durum s6z konusudur:

a) 7, € Gy olsun. O zaman (4.2.2), (4.2.3) ve 3.3.1. Sonug yardimiyla

1—|T|§1j|c_z|j o) (4.3.10)
|2,—2| 7 6(z,)
elde edilir.
b) z,€Q,,ND ise |W|: R, ¢emberi ilizerinde bir w, noktas: alahm ve

z,:=¥(w,) olsun. ¢ fonksiyonu

v(z,2,) , 2€G
plz,2,) = 1 = 4.3.11
( O) , ZGGRO—G ( )
gp(a(z),zo

seklinde tamimlanarak G bolgesinden G bolgesine genisletilebilir. Dikkat edilirse

¢ fonksiyonu K’-yarikonform déniisiimdiir.

G, bolgesinde z ve ¢ noktalarini z, ve z, noktalarindan ayiran egri ailesi
F::F(Z,C; ZosszRo) ve bu egri ailesinin ¢ doniisiimi altinda goriintiisii

I'":=¢(T') olsun. Budurumda m(T') ve m(I"") igin (3.3.15)’den

mI)> e |22 | m(I)< L2 (4.3.12)
27 z2—( 2r 1— |7'|
esitsizlikleri saglanir. Burada i=1,2 olmak iizere ¢, =¢;(R,,D,G) sabitleri

z,(,z,,7 noktalarindan bagimsizdir.

Diger taraftan egri ailelerinin modiiliiniin yarikonform doniisiimler altinda

yari-degismez oldugu ve (4.3.12) esitsizleri géz oniine alinirsa

(11" =

<67 (2,)5(¢) (4.3.13)

2,1
degerlendirmesi ve bu degerlendirmeden ise
L= 7| =67 (2,)6% " (¢) (4.3.14)

bulunur.
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(4.3.9), (4.3.10) ve (4.3.14) degerlendirmeleri birlestirilerek istenilen sonug

kolayca goriiliir.

4.3.3. Lemma: G CC sonlu bir bolge, L=0G K -yarikonform egri ve

z,€G tespit edilmis bir nokta olsun. Bu durumda her bir n>1 icin
P (2y.2,)=0, P/(2,,2,)=¢'(2,,2,) kosullarim saglayan bir P,(z,z,) polinomu

vardir ve bu polinom i¢in

1

<n"'+67'(z,)|mesp(a (G —G).z, )] (4.3.15)
~

90/(" Zo)_ I:)n/ (" Zo)

olur [12].

Ispat: R’ sayist 1<R’ <R, kosulunu saglayacak sekilde belirlensin. Bu

durumda ¢(z,2,) fonksiyonu

2,2), 1€G
#(z.2) (4.3.16)

c,b(z,zo):|

cp(oz(Z), ZO), 2€G, -G
seklinde tanimlanarak G, bolgesine genisletilebilir. gb(z, ZO) fonksiyonunun Z%

gore tiirevi alinirsa

_ (4.3.17)

p-2,2,))=————2=
#(2.2) go’(a(z),zo)ag, 2€G, -G

0¢(z,2,) |0, 2€G
0z

elde edilirr G

R’

bolgesinde c,?:(z,zo) fonksiyonuna 3.1.2.8. Teorem (Cauchy-

Pompeiu Formiilii) uygulanirsa,

oo L rp(G) 1 e $e(6T)
SD(Z’ZO)_ZWiT_{T —2 dC_W‘[*[—C—Z da<

(e, 1 ppalen) 5. (6.2)
S T [ LR et

bulunur. (4.3.18)’de z€ G almarak (4.3.17) dikkate alinirsa,

. 1 @(Cazo> l SEZ(C’ZO)
@(Z,ZO)—zwiwa - dC_WgR[J;—C—Z do, (4.3.19)

(4.3.18)

esitligi elde edilir. (4.3.19) esitliginin z ’ye gore tiirevi alinirsa
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1 35 _l 955(4,20)
“oi) s - . f J T (43.20)

R’

elde edilir.
Yeterince biiyik n>N(R;) ve keyfi 0<e<1 i¢in R=14c¢n"" sayisi

1 <R <R’ olacak sekilde secilsin. Boylece

. 1 @(Cazo) _l @E(C,ZO)
z zo)_zﬂii{j = d¢ WG‘RUGR—C—Z do, z€G
B(Z,ZO)::—%ffSOCC(S’;())dUC, 7€G

olmak tizere (4.3.19) esitligi

¢(z,2,)=A(z,2,)+B(z.2,) (4.3.21)
seklinde yazilabilir. (4.3.21) ifadesinde bulunan A(Z,ZO) fonksiyonu G’da

analitiktir ve bu fonksiyon G’da

Qn(Z,Zo)izﬁfw(C, 2,) lmkn@zdc—— [] 2:(¢.2)K pyen (¢ 2)do

G —Gg
(4.3.22)
seklinde bir Q,(z,z,) polinomu tammlar. Bu ifadede K, (¢,z) Dzyadyk

polinom ¢ekirdegidir. Boylece [28] yardimiyla

A(z.2,)-Q, (2.2, g%, 2€G (4.3.23)

degerlendirmesi elde edilir. Burada c,, z, noktasindan bagimsiz bir sabittir.
(4.3.22) ile taniml1 Q, (Z, ZO) polinomu yardimiyla If"n (Z, ZO) polinomu
P.(2,2,)=Q,(2,2))— Q. (22, (4.3.24)

seklinde tanimlansin. (4.3.21), (4.3.24) esitlikleri ve (4.3.23) degerlendirmesi

kullanilarak
HSDI(" Zo) B F~)n,<" ZO)HAZ - H[Al('a Zo)_ Ql('a Zo)] - B/(~, Zo) HAQ

) (4.3.25)
<5 HIEz)

.

elde edilir. Bu ifadede HB' (-, Z, )HA2 normunu degerlendirmek i¢in (3.3.2.3) ile taniml1
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1 f(¢)
— || —=d
Wff (C 2)2
siirh lineer Hilbert déniisiimii goz 6niine alnsin.  ¢(z,z,) fonksiyonu L, (C)
smifina aittir. G, —G bdlgesinde
_ 2 2 2 2
e =l (e o] 2l 0(c)2)
esitligi goz oniine alinir ve bu fonksiyona Calderon-Zygmund esitsizligi uygulanirsa
[B'Ca)l, =1 Gzl 21 2l o
. (4.3.26)

< [meSgo(a(GR —G),zo)]E

elde edilir. Boylece (4.3.26) degerlendirmesi (4.3.25)’de kullanilirsa

1

' (22)=Pi(.20)], = %Jr[me&p(a(GR ~G).z,)f 4.3.27)

O

oldugu goriiliir.

Simdi P, (Z, ZO) polinomu asagidaki sekilde tanimlansin:
P.(z.2,)— (2= 2,))|¢'(2-2,)— P/(20,2,)] . n>N(R,)
(Z_Zo)90,<zoazo) > nSN(Ro)

Bu aranilan polinomdur. Hoélder ve Minkovski esitsizlikleri ile birlikte (4.3.26) ve

P (z,2))=

(4.3.27) degerlendirmeleri kullanilirsa
o' (-20) =Rl 2l <[4 (20)+ 862 =Rz,

. . (?7)
<o )= B, 8 G- Ra, + )

1
1 2

ol [

j%—f—é_] (zo)[meSgo(a(GR ~G), zo)];

j%—i—{mew( (Ge—G).2,)]* +

elde edilir. Bu ise gosterilmek istenen sonugtur.
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4.3.4. Lemma: GeC,(\),0<A<2, olsun. Bu durumda her n>1 ve

0<u<min«|é,2 )\}igin P.(2,2,)=0,P,(2,,2,) = ¢'(29,2,)  kosullarim

saglayan bir P, (Z, ZO) polinomu vardir ve bu polinom i¢in

_5-2a

<6 N (z,)n (4.3.28)

olur [29].

4.3.5.Lemma: G€C,(\),0<A<2 ve h(z) agirlik fonksiyonu 4.2.4°de

tanimlandig gibi olsun. Bu durumda z, € G, Vn>1 i¢in

Spl(zoazo)
D(z,)

kosulunu saglayan bir T, (z,Z,) polinomu vardir ve bu polinom i¢in

T, (25, 2y) =

g0/ ( 7 ) - 5-2)
YT, (hz)| =8 Y (zo)n (4.3.29)
D() N
olur. Burada; a>9()\) ise 0<,u<min{2)\)\;%}, a<?(N) ise

0<p<amin{LA} seklinde olup, C z ve n’den bagimsiz bir sabittir [27].

Ispat: Lemmani kosulu geregi Dz ) € Lip, (6) “dir. L, C(K) >1 katsayili
z
yarikonform egri oldugundan [31, Teorem 3]’den
1 S «
max D(Z)—Qm(z) <d* (2, Lym) (4.3.30)

esitsizligini saglayan bir Qm (Z) polinomu vardir. Q, (Z, ZO) polinomu

seklinde tanimlansm. Bu durumda her 0 < ' < amin {1;)\} i¢in (4.3.30)’dan,
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(4.3.31)

max -Q, (Z, ZO) <m™"

2eG

D(z)

elde edilir. (4.3.31) ve (4.3.28) degerlendirmeleri dikkate alinarak

<= 6a)-R2),

v IPUkg

90,("ZO>_ . 7 7
Lol pra)o.a)

el o ta) .
1 "(.2z)—P'(-.z
+ D_(~)_Qm<.’zo> C(G)ng <’ °> P'(’ O>HAZ

_5-2a

<6 Y (z,) (17 1 m ) m

elde edilir. m, p'<p oldugunda m:=n seklinde, p' >y olmasi durumunda ise

3
"I 1 seklinde tammlanir ve T, = P;/Qm seklinde alinirsa ispat tamamlanur.

m:= n‘

4.3.6. Lemma: GeC,(\),0<A<2, ve h(z), (4.2.4) ile tammh agirlik

fonksiyonu olsun. Bu durumda her bir z, € G i¢in

S|k, (2,)f = o[ 87 (20 (4.3.32)
k=n

olur. Burada p, = 25(2_ 2?\) Ve [, = 2min{u;u’ } seklindedir

[27].

Ispat:

3(f)=[[h(2)|f (2)f do, (43.33)

integrali gdz Oniine alinir ve

=\ (4.3.34)
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kosulunu saglayan f €A, (h,G) smfi iizerinde J(f) integralinin minimum
problemi incelenirse, bu integrale minimum degerini veren fonksiyonun

fo(z.2,) = GAGLY

D(2)

oldugu goriiliir. Diger taraftan ayni problem, derecesi (n —1) ’1 agmayan ve (4.3.34)

kosulunu saglayan polinomlar sinifi iizerinde incelendiginde

mln{J }— —

Z\K, )|

n—1
 SREKe
oldugu ve Q,(z)=X"1"— — polinomunun bu  integrale minimum
o)
j 0

=0

degerinin veren polinom oldugu goriiliir [9]. Bunlarin yani sira,
~ 2 ~ =
‘ fo (Z’ Zo>_Qn71 (Za Zo)‘ = [ fo (Za Zo>_Qn71 (Z’ ZO)H fo <Z> Zo>_Qn71 (Za Zo)}
zo)[ f,(2,2,)-Q,. (2, 20)]

~n—l (Z’ ZO)‘Z _‘ fO (Z’ ZO)‘Z —|—2RC fo <Z>

esitligi ve
Reffh(z) fo(z,zo)[fo(z,zo)—Q~M(z,zo)]daZ =0

oldugu dikkate alinirsa

ffh ‘fzz Q.. (2,2, dg—ffh
=JJne
elde edilir. Bu son esitlik yardlmlyla
wgffh(z) a—w+ffh ‘fzz zz)‘daZ
G
§7r+ffh (2)|f,(2.2,) T, (2.2, do,
G

bulunur.  Burada T, (z,2,), T,,(.,2,)=2, kosulunu saglayan keyfi bir

j:/qh(z)‘fo(z,zo)‘2 do,

nl 0'—7'('

n—1

(4.3.35)

polinomdur. (4.3.35) esitliginde
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)\0

2
do, =— 20

n—1
2;\ K;(z, )‘2
=

oldugu goz oniine alinir ve T, (z, ZO) polinomu olarak 4.3.5.Lemma’daki polinom

Qn—l

vt

aliirsa (4.3.29) degerlendirmesi yardimiyla

S =m+0(6" (z,)n ")

elde edilir. Buradan paydadaki toplam igin

n—1 )\ 2
Z‘KJ (ZO)‘Z :&_O(P\OF 5 (Z())n*l‘«z) (4336)
=0

™

asimptotik gésterimi bulunur. m > n olmak iizere (4.3.36)’dan
SIK () =0ff e (z)n ) ~O(pf 57 z)m )
elde edilir. Bu esitlikte m — oo i¢in limit alinirsa
Ji;\"j (2,)f = O(l%l2 o (Zo)n*‘”) (4.3.37)
asimptotik gosterimi elde edilir.

4.3.8. Lemma: G CC bir k-yarigember, 0<k<1 ve V:A—€Q bir

konform déniisiim olsun. Bu durumda Yw,,w, € A igin

1+k

‘\If(wl)—\ll(wz)‘ =Wy —w,|
saglanir [27].
4.4, TEOREMLERIN iSPATLARI

4.4.1. ( 4.1.1. Teorem’in Ispat1): Tespit edilmis acG ve keyfi z€G

noktalar1 i¢in

F(z)::] f(¢)do, (4.4.1)
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fonksiyonu tanimlansin. F(z) fonksiyonu G bolgesinde f(z)’in ilkel

fonksiyonudur. F(z) fonksiyonu y(z) yarikonform yansimasi yardimiyla

(Z):{f(z), 2€G

442
f(y(z)), zeQ (44.2)

seklinde tanimlanarak G bdlgesinden C’a genisletilebilir. Bu fonksiyon ACL(@)

siifindandir. Bunu gosterebilmek i¢in keyfi bir RC C dikdortgeni ve bu R

dikdortgeninin yatay (veya diisey) kenarina ait olan ve birbirleriyle kesismeyen

(2..2)).(2,.2}),....(2,,2}) araliklar sistemi ile

n’>en

F(y(zlﬁ))—F(y(zk))‘—i— (3>‘|E(ZI:>_|E(ZI<)‘

(4.4.3)

1

toplam1 goz oniline alinsin. Burada Z toplami, G bolgesinde bulunan araliklar

tizerinden; Z(z) toplami, €2 bolgesinde bulunan araliklar iizerinden ve

Z Q toplam1 ise L egrisi ile ortak noktasi bulunan araliklar iizerinden alinacaktir.

Dikkat edilirse z, € (zk, Zlﬁ) ise genelligi kaybetmeden z, €G ve z, € alinabilir.

Boylece

n n

SO ()~ F ()< 3

k=1 k=1

F(y(z)-F(z)

yazilabilir. F (Z) € Lip, (6) oldugundan Vz,,z, € G icin

+|F(z)-F(z)|) @44

‘F<Zl)_F(Zz)‘§M|Zl_Zz| (4.4.5)

esitsizligini saglayan dM >0 sayis1 vardir. (4.4.4) ve (4.4.5) gbz Oniine alinarak
(4.4.3) esitsizligi

| <M

3+ 30 () )|

k=1 k=1

+M [zn:“)‘y(z;)—y(z;) +§n:(3) Z; —zk‘]
k=1 k=1

(4.4.6)
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seklinde yazilir. Diger taraftan y(z)€ ACL((C— {a}) oldugundan zn:‘zk - Z;‘ <6,
k=1

esitsizligini saglayan 36, > 0 sayis1 vardir ve bu 9, i¢cin

Fy(z)-y(z)+> " |y(z)-
k=1

&
<— 44.7
oM (4.4.7)

saglanir. 6= min{él,ﬁ} secilirse Z‘Zk—zéké esitsizligini saglayan tiim
k=1

Z,,Z, noktalari igin (4.4.7) degerlendirmesi (4.4.6)’da kullanilirsa

2M  2M

elde edilir. Bu ise F(z)€ ACL(C) olmasidir. Diger taraftan p>2 olmak iizere
F,.F €L, (C)dir. Boylece F(z) fonksiyonu L, -tiirevlerine sahip bir
fonksiyondur. 3.1.2.8. Teorem’i F (Z) fonksiyonuna uygulanirsa herhangi bir z€ C

noktasi ve |Z| <r igin

N L (O L

esitligi bulunur. Bu esitlikte z ’ye gore tlirev alinirsa,
=1 1
F2)=o= f - ff (4.4.9)
[cl=r \<\<f
elde edilir. (4.4.9) ifadesinde z € G alinirsa

f(2)=F/(2)=-- [ PO g, -1 [f oy, o)

2mi o (¢—2) e (C-2) C

bulunur. Diger taraftan

m‘ l_ F((:) do,
Hoc‘zm Lo (¢—2)

~max |F
e l=r

I’~>oo

\f|dg|] 0

ICl=r

oldugu dikkate alinir ve (4.4.10) ifadesinde r — oo i¢in limite gegilirse
Lprrfey)()
— || ——5"Y.do,
™ ff (ST

elde edilir.
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4.4.2. (4.1.2. Teorem’in Ispat1): Genelligi kaybetmeden 0€G ve y(co0)=0
olsun.
=1 f(Z) fonksiyonu (4.1.5) integral gosterimine sahiptir. Bu durumda

0€G icin

f(0)= —%j;f&(g))z ydo, (4.4.11)

integral gosterimi yazilabilir. Lebesque integralinin sonlu olmasindan

f(¢)
‘/;f (y(¢))

elde edilir. y(z) regiiler yansima oldugu igin yeterince kiicik 6>0 ve

yEdaC<M < 00

(€U, ={¢eG:|¢|<6} igin (3.3.5)den
v =[y(of
ve ( € G—U, i¢in (3.3.6)’dan

‘yz‘xl ve ‘y(C)‘xl

olur. Bu degerlendirmeler goz oniine alinarak

[[1f o= [[1f o+ [[](C)]do,

Xff‘ (¢)

Y1y lao (©)
w4l
=1

()
y(Q))

yz‘dac (4.4.12)

(

G-U;

elde edilir. Boylece (4.4.12) degerlendirmesi f (z) fonksiyonunun A (G) simifindan
oldugunu gosterir.
= feA (G) ’dir. L K-yarikonform egri oldugu i¢in ¢ :C— C tammh

K -yarikonform doniisiimii vardir ve bu doniisiim altinda birim ¢emberin goriintiisii

L dir. T, :{wz|w|:l—ﬁ, neN} olmak iizere her bir ne N igin L, = (I,)
n
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egrileri G bdlgesinin i¢ seviye egrileri ve G, :=intL, olsun. {Gn} bolgeler dizisi
G bdlgesini i¢ten doldurur ve

L,—L, n—oo
olur. Diger taraftan her bir n€ N i¢in L , K-yarikonform egridir ve L, egrilerine
gore Y, (0) =00 kosulunu saglayan y, yarikonform yansimasi vardir. Bunun yam

sira Y, (Z) yansimalari i¢in (3.3.5)-(3.3.7) saglanir. Bu iligkiler goz

Oniine alinirsa

¢ ¢ f<C) ¢
_ff ‘i“ ff‘ ‘y‘ ff‘ \_‘yld(%
¢ f(¢
j{[“(@“yé)_z‘z dUc—’—!fd‘z((z’ﬂ)dac

j{f‘ ‘dcr ff‘f ‘da
jff‘f(g‘)‘da<<oo

elde edilir. Boylece (4.4.13)’den | integrali vardir. Diger taraftan Vn € N igin

(4.4.13)

f(z)e A(an) oldugundan 4.1.1. Sonug’tan Vz € G, igin

z):—%j!%dac (4.4.14)

(a (<)
integral gosterimi gecerlidir.

2cG olsun. N &N sayis1 z€G, olacak sekilde belirlensin. (4.4.12)
degerlendirmesine benzer sekilde her bir n€ N i¢in yn(z) yansimalart (3.3.5)-
(3.3.7) iligkilerini saglandigindan tim n> N (z) ve §=d (0,L,)/2 igin

‘(yn )

Vo (Q)—[ ~

(4.4.15)

saglanir. Diger taraftan Lebesque Integralinin mutlak siirekli olmasindan verilen

keyfi £ >0 sayisina karsilik 3¢, =¢, () sayis1 vardir ve mes(D) < ¢, oldugunda
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ff‘f(g)‘dq <e

olur. Dolayistyla 3N, >N sayisi bulunabilir ve ¥n>N, i¢in mes(G—G,)<e¢,

saglanir. Boylece Vn> N, i¢in

(Q)y, Q)
o~ 1 ()= ff(y(é)—)_y)d - ffﬁd

B f (<)Y 0 f(¢)y: U
[{(V(C)—Z)zd CJrff(y(c)—ZYd <

\f \y 1)
et ‘<‘ ioor [] (L,
G-Gy, G,—Gy, (yn (C)—Z) 4.4.16)
=1+ I2 + I3
elde edilir. (4.4.15) degerlendirmesi kullanilarak
| <ff\f Jdo, <e (4.4.17)
G-Gy,
ve
L= [ ] (o, <& (4.4.18)
G, Gy,
bulunur. |, integralini degerlendirmek icin
1 1
y(¢)= ;Yo (€)=
) y(¢)-z © Y, (¢)—2

yaritkonform yansimalarini goz Oniine alinsin. {Yn (C )} dizisi G bolgesinin her bir

kompakt alt kiimesinde {V(C )} yansimasina diizgiin olarak yakinsar. Yani keyfi

M C G kompakt alt kiimesi i¢in
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—0, n—>o
LP

olur. Bu sonu¢ goz oniine alinarak |, integraline Holder Esitsizligi uygulanirsa,

(yn)g o yC

vn> N, i¢in

‘ Ye ¢

1= f 2 2
=M e T o1
LS (5.). ~ 5. e

Gy,

< max
CeGn,;

1 1
g p

< max f<C)‘l°£fd0< [ﬂ(yn)(—yg‘pdaC (4.4.19)
< max f(C)Hmes(GN] )}s
e

elde edilir.  Boylece n>max{N,N,} i¢in (4.4.17), (44.18) ve (4.4.19)

degerlendirmeleri (4.4.16) ifadesinde kullanilarak
-1 (2) <

bulunur. ¢ keyfi oldugu igin f (Z) =1 elde edilir.

4.4.3. (4.2.1 Teorem’in Ispat1): Holder esitsizligi yardimiyla,
5n(z):‘f (z)-S,(f,2)

kf;akKk(z)—kzn;akKk(z)

f: a K, (2)

k=n-+1

1
2
<

i |Kk|2l2 (4.4.20)

k=n+1

f: |Kk|2]2 - En<f’A2>

k=n+1

> |‘5‘k|2

k=n+1

elde edilir. (4.4.20) esitsizliginde 4.3.6. Lemma kullanilirsa istenilen elde edilir.

T.(z), G da f(z) fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom olsun. Her bir

neN igin
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olmak lizere
T.(2)=>"a"K,(2) (4.421)

yazilabilir. Bu durumda

e, (2)=|f(2)-S,(f.2)

SHERACE GRS
<E,(1.8)+,(2) -3 ak, (2) (44.22)
elde edilir. h
z)—kz:akKk(z)_ )—ki;akK
(OKe(2)do,
| oo
<maxT, (2) = £ (2)] [ (O K (K. (2] 0o,

bulunur. Bu esitsizligin sag tarafindaki integrale Holder Esitsizligi uygulanirsa,

SR oo

1

<EfG

Zak

elde edilir. Diger taraftan
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bilineer serisi goz Oniine almir ve z&€G olmak iizere bu fonksiyonuna

|¢—2z|<d(z,L) dairesinde 3.2.2.8 Teorem’i uygulanirsa

JI [F(zc)f do, éﬁ{f F (2.0 do,

[¢—z]<d(z,L)
[Z\ md et KL
(€)

:C7Td2 7, L ffh(()ZKk<Z)K
C7T “d Z L Z‘ ‘

2

dcrg

esitligi ve bu esitlikten

n K, (z)] <(em) 'd*(zL) (4.4.24)

k=0

bulunur. (4.4.24) degerlendirmesi (4.4.23)’de kullanilarak

—ZakKk(z)<
k=0

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlik (4.4.22)’de kullanilirsa,

E,(f.G)d " (z,L)

e, (2) <cE,(.G)d ' (z.L) (4.4.25)

elde edilir. z € L" alinarak (4.4.25) esitsizliginde 4.3.6. Lemma g6z Oniine alinir ve

(4.3.1) kullanilirsa
e, <CE, (f,G)d'(tL,) , 2€G (4.4.26)

bulunur. Burada t € L noktas1 d (Z, L) = |Z —t| esitligini saglayan noktadir.

4.4.4. (4.2.2. Teorem’in Ispat1): Teorem’in hipotezinden G € C, ()\) oldugu
icin A =max {I,A} ve A, =min{l,A} olmak iizere

cn™ <d (z, Li.y) <Con ™ (4.4.27)

1+1/n

saglanir. Boylece (4.4.27) ve (4.4.26) kullanilarak istenilen elde edilir.
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4.4.5. (4.2.2. Sonuc¢’un ispati): few"H" (6) oldugundan (4.1.7)

yardimiyla
|f(z)-s,(f.2)|<d™(z.L.y,), 2€G (4.4.28)

elde edilir. 4.4.4. Teorem’de (4.4.27) ve (4.4.28) kullanilarak istenilen elde edilir.

4.4.6 ( 4.2.3. Teorem’in ispat1): Teoremin kosulu geregi L egrisine gore
(4.1.1) ile tammli K*-yarikonform y(z) yansimasi vardir ve ¥:A — Q konform
doniisiimii (4.1.4)’de oldugu gibi tanimlanarak genisletilmis kompleks diizleme K-

yartkonform doniisiim olarak genisletilebilir. G bdélgesi bir k - yarigember oldugu

icin 4.3.8. Lemma’dan

d(t, L) =n" (4.4.29)
olur ve (4.4.29)’dan

d ' (tL,,,)=n" (4.4.30)

elde edilir. Bunun yani sira f ew Iy (6) fonksiyonu i¢in [31]’den

|f(z)—S,(f.z)| =xn el (4.4.31)
bulunur. Bdéylece (4.4.26)’dan

. < ()i (1+4) (4.4.32)

2

elde edilir. k =

5 oldugu g6z Oniine alinirsa
1

2
En j an?H(erasz)

bulunur. Béylece r+a>K?> ve y= (r +a— Kz) olmak iizere her bir

K?+1
fewH (6) fonksiyonu igin

g, —0,n—o00

olacaktir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1. SONUCLAR

Bu tezde ele alinan konu ile ilgili sonuglar Bulgular ve Tartisma bdliimiinde,
4.1. Diiz Teoremler
4.2. Diiz Teoremlerin Uygulamalari
basliklar1 altinda toplanmustir. Ayrica
4.3. Yardime1 Sonuglar
boliimiinde esas teoremlerin ispati i¢in gerekli lemma ve teoremler ile bunlarin
ispatlar1 verilmistir.
Bulgular ve Tartisma’da elde edilen sonuclar asagidaki sekilde siralanabilir:

1) 4.1.1. Teorem’de L=0G yarikonform egrisiyle smrli, kompleks
diizlemin sonlu G bolgesinde analitik olan f (Z) fonksiyonu i¢in integral gosterimi
elde edilmistir.

2) 4.1.2. Teorem’de A (G) smifindan olan f(z) fonksiyonunun kompleks

diizlemin L =0G yarikonform egrisiyle sinirli sonlu G bdlgelerinde (4.1.4) (veya
(4.1.5)) integral gosterimine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar incelenmistir.

3) 4.1.3. Teorem’de kompleks diizlemin yarikonform egrileriyle sinirli sonlu

bolgelerinde her bir f(Z)EA(G) fonksiyona karsilik derecesi n’yi asmayan

cebirsel bir polinom insa edilmistir.

4) 4.1.4. Teorem’de kompleks diizlemin yarikonform egrileriyle sinirli kapali

bolgelerinde analitik olan herhangi bir f (Z) fonksiyonuna 4.1.3. Teorem’inde insa

edilen Pn(f,z) cebirsel polinomuyla yaklasilmistir. Bu yaklasgimin hizi

w (d (Z, Lyn >) degerine bagl olarak bulunmustur.
5) 4.1.5. Teorem’de f € A’ (6) fonksiyonuna 4.1.3. Teorem’de insa edilen

Pn(f,z) polinomuyla yaklasilmistir. Bu yaklasimin hizi tespit edilmis 2€G

noktasinin L seviye egrisine olan uzakligi ile f(z) fonksiyonunun G’da

1+1/n

stireklilik modiiliine bagl olarak belirlenmistir.
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6) 4.2.1. Teorem’de G C C’nin pargali diizgiin egrilerle simirli ve h(z)

agirhik fonksiyonunun (4.2.4) ile tanimli olmasi durumunda n — oo i¢in ¢, (Z) ‘nin

sifira gitme hizi1 belirlenmistir. Boylece her bir

7) 4.2.2. Teorem’de G€C,(\) ve f € A(E) olmas1 durumunda n — oo igin
g, ‘nin sifira gitme hiz1 belirlenmistir.

8) 4.2.3. Teorem’de G C C bdlgesinin K yarikonform egriyle smirli ve
fewW'H® (6) olmas1 durumunda bu boélgenin kapamisinda n— oo i¢in €, ’nin

sifira gitme hiz1 belirlenmistir.

5.2. ONERILER

Bu tezde ele alinan problem kompleks diizlemin farkli bolgeleri ve farklh

fonksiyon siniflar1 i¢in incelenerek benzer sonuglar elde edilebilir.
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