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ÖZ 

 

G ⊂^  sonlu bir bölge ve :f G →^  belli özelliklere sahip bir fonksiyon 

olsun.  G  bölgesinde tanımlı ( )h z  ağırlık fonksiyonu ve bu ağırlık fonksiyonuna 

göre ortogonal olan ( ){ } 0n n
K z

∞

=
 polinomlar sistemi verilsin.  Her bir n∈`  için bu 

fonksiyonun Fourier katsayıları aşağıdaki gibi tanımlanır: 

( ) ( ) ( ):n n z
G

a h z f z K z dσ= ∫∫  

Böylece verilmiş ( )f z  fonksiyonuna bu fonksiyonun Fourier serisi karşılık 

getirebilir: 

( ) ( )
0

n n
n

f z a K z
∞

=
∑∼  

( ){ } 0n n
K z

∞

=
 ortogonal polinomlar sistemi tam ise bu fonksiyonun Fourier serisinin 

kısmi toplamı 

( ) ( )
0

, :
n

n k k
k

S f z a K z
=

=∑  

olmak üzere, z G∀ ∈  için 

( ) ( ) ( ): , 0n nz f z S f zε = − → ,  n →∞  

olur.  Bu çalışmanın amacı G  bölgesine ve ( )h z  ağırlık fonksiyonun özelliklerine 

bağlı olarak ( )n zε ’nin sıfıra gitme hızını G  bölgesinde belirlemektir.  Ayrıca 

( ): maxn nz G
zε ε

∈
=  

şeklinde tanımlanırsa ele alınan G  bölgesinin kapanışında nε ’nin sıfıra gitme hızını 

saptamaktır.  Böylece “Hangi bölgelerde ve hangi fonksiyon sınıflarında bu 

fonksiyonların Fourier serileriyle yaklaşım mümkündür?” sorusuna cevap bulmaktır. 

 

Anahtar Kelimeler: Yarıkonform Dönüşümler, Ortogonal Polinomlar, Fourier 

Serileri  
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ABSTRACT 

 

 Let G ⊂^  be a finite region and :f G ⊂^  be a function, which has certain 

properties.  The weight function, ( )h z , is defined on the region G .  The polynomials 

( ){ } 0n n
K z

∞

=
 are orthogonal over the region G  with respect to weight function ( )h z .  

For each n∈` , Fourier coefficients of this function are defined as follows: 

( ) ( ) ( ):n n z
G

a h z f z K z dσ= ∫∫  

So, any given function ( )f z  can be associated with a class of Fourier series in the 

orthogonal polynomials: 

( ) ( )
0

n n
n

f z a K z
∞

=
∑∼  

Let the system of orthogonal polynomials ( ){ } 0n n
K z

∞

=
be complete.  If ( ){ },nS f z  is 

the partial sum of ( )f z  and it is defined as following; 

( ) ( )
0

, :
n

n k k
k

S f z a K z
=

=∑ , 

in this case, for z G∀ ∈  , ( ) ( ) ( ): ,n nz f z S f zε = −  goes to zero. 

The aim of this study is to determine the rate at which ( )n zε  goes to zero 

over the region G  depending on both the properties of the region G  and weight 

function ( )h z .  Additionally, to find out the rate at which nε  goes to zero when 

calculated on the closure of the region G .  These efforts are made toward responding 

the question “Which regions and the class of the functions do these approximations 

possible?”.   

 

Key Words: Quasiconformal Mappings, Orthogonal Polynomials, Fourier Series. 
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( )pL G   ( ): , ' , 0
p

z
G
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⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪σ <∞ >⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

∫∫  
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1. GİRİŞ 

 

Fonksiyonları belirli özelliklerine göre sınıflara ayırarak bu sınıftan alınan 

herhangi bir fonksiyona daha basit ve daha kolay hesaplanan fonksiyonlar yardımıyla 

(polinomlarla, rasyonel kesirlerle, sonsuz kesirler, v.s. ) yaklaşımın mümkün olup 

olmadığı Yaklaşım Teorisinde Düz Teoremler olarak adlandırılır.  Bu teoremler 

Yaklaşım Teorisinde önemli bir yere sahiptir. Sahip oldukları özellikler nedeniyle 

cebirsel ve trigonometrik polinomlar bu alanda yapılan çalışmalarda önemli bir yer 

edinmiştir.  Teorinin temeli Tschebyscheff tarafından atılmıştır.  Daha sonra 

Weierstrass, reel sayıların sonlu kompak bir alt kümesi üzerinde sürekli keyfi bir f  

fonksiyonuna yeterince küçük yaklaşım hatasıyla yaklaşılabileceğini göstermiştir.  

Yani [ ],a b ⊂\  ve [ ],f C a b∈  ise verilen keyfi bir 0ε>  sayısına karşılık  nP∃  

polinomu vardır ve [ ],x a b∀ ∈  için 

( ) ( )nf x P x− <ε                                              (1.1) 

sağlanır [1].  Weierstrass’dan sonra Jackson, Bernstein, Timan, v.b. matematikçiler 

tarafından reel eksende bu çalışmalar devam etmiştir. 

  Kompleks düzlemde ise (1.1) değerlendirmesine benzer değerlendirme ilk 

olarak Carl Runge tarafından elde edilmiştir ve Lavrentiev, Keldysh, Mergelyan 

tarafından devam ettirilmiştir.  Yaklaşan polinomların inşa edilmesi ve onların kesin 

olarak belirlenmesi bu teoride önemli bir yer tutmaktadır.  Bu nedenle yaklaşan 

polinomlar olarak verilmiş bir bölge veya eğri üzere ortogonal olan polinomlardan 

oluşan Fourier serilerinden oluşturulan polinomlar ele alınmaktadır.  Daha sonraki 

çalışmalarda iki konu üzerinde yoğunlaşmalar dikkati çekmektedir:  Ele alınan 

fonksiyon sınıflarının temsilcilerine çeşitli Fourier serileri yardımıyla yaklaşımın 

mümkün olup olmadığı ve bu yaklaşımın hızının hesaplanması 

 G⊂^  sonlu bir bölge, :f G → ^  belirli özelliklere sahip bir fonksiyon 

olsun.  ( )h z , G  bölgesinde tanımlı bir ağırlık fonksiyonu olmak üzere bu ağırlık 

fonksiyonuna göre ortogonal olan polinomlar sistemi ( ){ } 0n n
K z

∞

=
  ise n∀ ∈`  için 

her bir f  fonksiyonunun Fourier katsayıları  
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 ( ) ( ): ,n n n z
G

a f K f z K z d= = σ∫∫                                 (1.2) 

şeklinde tanımlanır.  Böylece bu şekilde ele alınmış f  fonksiyonuna o 

fonksiyonunun Fourier serisi karşılık getirilebilir.  

  ( ) ( )
0

n n
n

f z a K z
∞

=
∑∼                                                (1.3) 

 Eğer ( ){ } 0n n
K z

∞

=
 ortogonal polinomlar sistemi tam ise f  fonksiyonun Fourier serisi 

fonksiyonun kendisine yakınsak olacaktır.  Yani f  fonksiyonun Fourier serisinin 

kısmi toplamı 

( ) ( )
0

, :
n

n k k
k

S f z a K z
=

=∑                                           (1.4) 

şeklinde ve yaklaşım hatası 

 ( ) ( ) ( ): ,n nz f z S f zε = −                                         (1.5) 

olmak üzere z G∀ ∈  için 

                                                  ( ) 0n zε → ,  n→∞                                            (1.6) 

olur.   

 Bu çalışmada yarıkonform ve düzgün eğrilerle sınırlı kompleks düzlemin 

sonlu bölgelerinde ( )n zε ’nin sıfıra gitme hızı ve bu bölgelerin kapanışında 

( ):n n
z G

max z
∈

ε = ε                                       (1.7)  

şeklinde tanımlanırsa nε ’nin sıfıra gitme hızı incelenmiştir.  Böylece (1.6) ve (1.7) 

problemlerinin çözümü “Kompleks düzlemin hangi bölgelerinde ve hangi fonksiyon 

sınıflarında fonksiyonun Fourier serisi yardımıyla yeterince küçük yaklaşım hatasıyla 

yaklaşım mümkündür?” sorusuna cevap bulunmuştur. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 
Yaklaşım Teorisi matematiğin önemli alanlarından biri olan analizde geniş bir 

uygulamaya sahiptir ve daha “basit”, daha “kolay” hesaplanan fonksiyonlar 

yardımıyla diğer fonksiyonlara yaklaşımın mümkün olup olmadığı ve yaklaşımın 

mümkün olması durumunda bu yaklaşımın hızı ile ilgilenir.  Bu teorinin temelleri 19. 

yüzyılın matematikçileri tarafından atılmıştır. 

19. yüzyılın başlarında esas itibariyle fonksiyonlar çok kesin formüller, seriler 

veya denklemlerin çözümü olarak görülüyordu.  Ancak Dirichlet’in bulgularının ve 

Fourier’in iddialarının sonucunda fonksiyonların sahip olduğu temel özelliklerin göz 

önüne alındığı modern fonksiyon kavramı ileri sürüldü ve bu kavram geniş ölçüde 

kabul gördü.  Bazı fonksiyonların daha özel olarak sürekli fonksiyonların sahip 

olduğu özelliklerin incelenmesiyle Yaklaşım Teorisinin ortaya çıkışı ve daha 

sonrasında bu teorinin gelişmesi kaçınılmaz oldu. 

Bu dönemde yapılan çalışmalar, fonksiyon üzerine bazı koşullar konularak bu 

fonksiyonların Fourier serisinin 2L  anlamında noktasal veya düzgün yakınsadığını 

ortaya çıkardı.  Böylece Fourier Serilerinin teorisinde yaklaşım teorisinin ilk 

sonuçları elde edilmiş oldu.  Benzer sonuçlar diğer ortogonal seriler ve analitik 

fonksiyonların kuvvet serileri için de geliştirildi.  Ancak elde edilen sonuçlar oldukça 

özel durumlar için geçerli olup sınırlıydı.  Bunun yanı sıra Fourier serileri teorisi, 

trigonometrik fonksiyonların yaklaşım için kullanılıp kullanılamayacağı veya 

fonksiyonun Fourier katsayıları yardımıyla elde edilen bilgilerin yaklaşımı sağlamak 

için yeterli olup olamayacağı sorusuna yanıt bulamadı. 

Yaklaşım Teorisi temelde “Hangi durumlarda yaklaşım mümkündür?, Hangi 

durumlarda hangi fonksiyon sınıflarında en iyi yaklaşım yapılabilir?” sorularına yanıt 

aramıştır.  Burada en iyi yaklaşım ile anlatılmak istenen en küçük hata ile yaklaşımın 

yapılmasıdır.  

Fonksiyonları belli özelliklerine göre sınıflara ayırarak tüm sınıf 

temsilcilerine aynı yaklaşım aracıyla yaklaşımın mümkün olup olmadığı ve bu 

yaklaşımın en küçük hata ile yapılıp yapılamayacağının incelenmesi Yaklaşım 

Teorisinde Düz Problemler olarak kabul edilir.  Bu problem incelenirken belirli 

fonksiyon sınıfları ve belirli normlu uzaylar üzerinde çalışılmıştır ve bu çalışmalarda 

sahip oldukları özellikler nedeniyle cebirsel ve trigonometrik polinomlar önemli bir 
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yer tutmuştur.  Teorinin temeli Tschebyscheff (1854) tarafından atılmıştır.  Daha 

sonra Alman matematikçi Karl Wilhelm Theodor Weierstrass’ın sonucu (1885) 

Yaklaşım Teorisinde önemli bir yer edinmiştir.  Bu çalışmada Weierstrass, reel 

sayılarının sonlu kapalı bir alt kümesi üzerinde sürekli fonksiyonlara cebirsel 

polinomlarla yeterince küçük hatayla yaklaşımın mümkün olduğunu ispatlamıştır.  

Yani [ ],a b ⊂\ , [ ],f C a b∈  ise verilen keyfi bir 0ε>   için derecesi n ’yi aşmayan 

nP∃  cebirsel polinomu vardır ve [ ],x a b∀ ∈  için 

( ) ( )nf x P x− <ε                                                   (2.1) 

olur [1].  Daha sonraki yıllarda, Jackson, Bernstein, Timan, v.b. matematikçiler 

tarafından reel eksende bu çalışmalar devam ettirilmiştir. 

 Kompleks düzlemde (2.1) değerlendirmesine benzer bir değerlendirme 

Alman matematikçi Carl Runge (1885) tarafından elde edilmiştir.  Literatürde Runge 

Yaklaşım Teoremi olarak da bilinen bu teoremi şu şekilde ifade edebiliriz: 

G ⊂^ , tümleyeni basit bağlantılı olan sonlu bir bölge ve ( )f z  G ’da 

analitik bir fonksiyon olsun.  Bu durumda verilen keyfi bir 0ε>  sayısına karşılık 

( )nP z∃  polinomu vardır ve z G∀ ∈  için 

( ) ( )nf z P z− <ε                                                  (2.2) 

sağlanır [2].   

J. Walsh (1926), G  bölgesinin Jordan eğrisiyle sınırlı basit bağlantılı bir 

bölge, ( )f z  fonksiyonun bu bölgede analitik ve L G=∂  eğrisi üzerinde sürekli 

olması durumunda bu fonksiyona cebirsel polinomlarla yeterince küçük yaklaşım 

hatasıyla yaklaşılabileceğini ispatlamıştır [2].  Böylece J.Walsh, Runge Yaklaşım 

Teoremi’nde verilen L  eğrisi üzerinde fonksiyonun analitik olması koşulunu 

hafifletmiştir.  M. V. Keldysh (1945) ise kompleks değişkenli sürekli fonksiyonlara 

kompleks düzlemin kapalı bölgelerinde yaklaşım problemini tam olarak çözmüştür 

[2]. 

Keldysh ve Lavrentiev’nin çalışmalarından sonra S. N. Mergelyan (1951) 

kompleks düzlemin hangi kümeleri üzerinde (2.2) değerlendirmesinin sağlandığını 

aşağıda verilen teoremde göstermiştir: 

( )f z  fonksiyonu kapalı ve sonlu M ⊂^  kümesinde sürekli, M  kümesinin 
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iç noktalarında analitik bir fonksiyon olsun.  Bu durumda ( )f z  fonksiyonuna 

polinomlarla keyfi olarak yaklaşılabilmesi için gerek ve yeter koşul M  kümesinin 

düzlemi bölmemesidir. 

 Böylece M  sınırlı, kapalı ve düzlemi bölmeyen bir küme, ( )f z  M  üzerinde 

sürekli, M ’nin iç noktalarında analitik bir fonksiyon ise 

( ) ( ) ( ), inf max
n

n nP z M
E f M f z P z

∈℘ ∈
= −  

olmak üzere Mergelyan Teorem’ine göre  

( )lim , 0nn
E f M

→∞
=  

olur [2]. 

Yapılan bu çalışmaların yanı sıra kompleks düzlemin yarıkonform eğrileriyle 

sınırlı sonlu bölgelerinde Yaklaşım Teorisinin düz teoremlerine örnek olarak 

V.I.Belyi’nin aşağıdaki teoremi verilebilir: 

G ⊂^  sonlu bir bölge, L G=∂  K -yarıkonform eğri ve ( )f A G∈  olsun.  

Bu durumda her bir n∈`  için derecesi n ’yi aşmayan cebirsel bir ( )nP z  polinomu 

vardır ve z L∀ ∈  için 

( ) ( ) ( )( )1 1,n nf z P z M d z Lω +− ≤  

sağlanır.  Burada 0M >  sabiti z  ve n ’den bağımsız olup, ( ) ( ),t f tω ω=  G ’da 

( )f z  fonksiyonunun süreklilik modülüdür [3]. 

Belirtelim ki yaklaşım teorisinde düz teoremlerin esas problemlerinden birisi 

de verilmiş fonksiyonu belli bir integral gösterimi yardımıyla ifade etmektir.  Bu 

integral gösterimi olarak genellikle Cauchy İntegral gösterimi veya buna benzer 

integral gösterimleri ele alınmaktadır.  O halde temel problem Cauchy çekirdek 

fonksiyonuna yaklaşan polinomun bulunması veya inşası problemine indirgenir.  

Çoğu zaman yaklaşan polinomun varlığı kabul edilerek polinomun inşası 

yapılmamaktadır.  Ancak birçok uygulamalı alanda bu polinomların inşası da 

istenmektedir.  Bu amaçla ortogonal polinomlar kullanılmaktadır. 

Ortogonal polinomlarla düz teoremlerin ifade edilmesi büyük ölçüde XX. 

yüzyılın başlarına rastlamaktadır.  Bu alanda özellikle G. Szegö [4], Geronimus [5], 
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P.P. Korovokin [6], T. Carleman [7], P.C. Rosembloom ve S.E. Warshawski [8], 

P.K. Suetin [9], F.G. Abdullayev ve V.V. Andrievskii [10], D.Gaier [11], F.G. 

Abdullayev [12], v.b. matematikçilerin yaptıkları çalışmalar dikkat çekicidir.  Bu 

çalışmalarda ele alınan fonksiyon sınıflarının sınıf temsilcilerinin ortogonal 

polinomlar ve ağırlık fonksiyonlu ortogonal polinomlara göre Fourier serisinin, 

foksiyonun kendisine yakınsak olması için gerek ve yeter koşullar araştırılmış ve 

kompleks düzlemin sonlu bölgeleri ile bu bölgelerin kapanışında bu yakınsaklığın 

hızı incelenmiştir.  
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 3. MATERYAL VE METOT 

 

 3.1. KOMPLEKS DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLAR VE KOMPLEKS  

DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLARIN İNTEGRALİ 

 

        3.1.1. Kompleks Değişkenli Fonksiyonlar 

 

 3.1.1.1. Tanım: 0z ∈^  noktası verilsin.  0δ>  olmak üzere 

( ) { }0 0: :U z z z zδ δ= − <  

kümesine 0z  noktasının δ  komşuluğu denir. 

 

3.1.1.2. Tanım: S  kompleks düzlemde bir küme ve 0z S∈  olsun.  0z  

noktasının ( )0U z Sδ ⊂  olacak şekilde en az bir komşuluğu varsa 0z  noktasına S  

kümesinin iç noktası denir. 

S  kümesinin her bir noktası iç nokta ise S ’e açık küme denir [13]. 

 

3.1.1.3. Tanım: S  kompleks düzlemde açık bir küme olsun.  Eğer S  

kümesinin keyfi iki 1 2,z z  nokta çifti, S  kümesi içinde kalacak şekilde bir eğri ile 

birleştirilebilirse S ’e bağlantılı küme denir [14]. 

 

3.1.1.4. Tanım: Kompleks düzlemin açık ve bağlantılı kümesine bölge denir. 

G ⊂^  bölgesinin sınırı G∂  ile gösterilir. 

:G G G= ∪∂  kümesine G  bölgesinin kapanışı denir [14].  

 

3.1.1.5. Tanım: G ⊂^  olsun.  G →^  tanımlı herhangi bir f  fonksiyonuna 

kompleks değişkenli, kompleks değerli fonksiyon veya kısaca kompleks değişkenli  

fonksiyon denir.  z G∀ ∈  için ( )f z w= ∈^  olduğundan  

( ) ( ) ( ): , ,f z u x y iv x y= +  

şeklinde yazılabilir.  Bu ifade kompleks değişkenli her fonksiyonun reel değişkenli 
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ve reel değerli iki fonksiyon yardımıyla tanımlanabileceğini gösterir. 

3.1.1.6. Tanım: ( )f z  fonksiyonu 0z ∈^  noktasının delinmiş belli bir 

komşuluğunda tanımlı ve L ∈^  olsun.  Eğer 0ε∀ >  sayısına karşılık 0δ∃ >  sayısı 

bulanabilir ve 00 z z δ< − <  eşitsizliğini sağlayan tüm z  değerleri için 

( )f z L ε− <  sağlanırsa z , 0z ’ a giderken ( )f z  fonksiyonunun limiti L ’dir denir 

ve bu limit 

( )
0

lim
z z

f z L
→

=  

şeklinde yazılır [13].  

 

 3.1.1.7. Tanım: :f G →^  bir fonksiyon ve 0z G∈  olsun.  Eğer  

( ) ( )
0

0lim
z z

f z f z
→

=  

eşitliği sağlanırsa ( )f z  fonksiyonuna 0z  noktasında süreklidir denir [14]. 

 ( )f z  fonksiyonu z G∀ ∈  noktasında sürekli ise bu fonksiyona G  bölgesinde 

süreklidir denir. 

 

 3.1.1.8. Tanım: :f G →^  olsun.  [ )0, 2α π∈  sayısı için, 

( )
( ) ( )0 0

0
0

: lim
i

ir

f z re f z
f z

re

α

α α+→

+ −
∂ =  

limiti var ve sonlu ise ( )f z  fonksiyonuna 0z  noktasında α -yönlü türevlenebilirdir 

denir [3]. 

 Eğer ( )f z  fonksiyonunun 0z  noktasında her [ )0, 2α π∈  için α  yönlü tüm 

türevleri var ve bu türevler birbirine eşit ise ( )f z ’ye 0z  noktasında 

türevlenebilirdir denir.  Bu durumda ( )f z  fonksiyonunun 0z  noktasındaki türevi  

( )
( ) ( )

0

0
0

0

: lim
z z

f z f z
f z

z z→

−
′ =

−
 

şeklinde tanımlanır.   

 Eğer ( )f z  fonksiyonu G  bölgesinin her noktasında türevlenebilirse ( )f z ’ye 

G  bölgesinde türevlenebilirdir denir. 
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 Özel olarak ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= +  şeklinde ise bu fonksiyonun z ∈^  

noktasındaki türevi 

( ) x x y yf z u iv v iu′ = + = −  

şeklinde hesaplanır. 

  

 3.1.1.1. Teorem: ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= +  fonksiyonu z x iy= + ∈^  

noktasının belli bir ( )U zδ  komşuluğunda tanımlı; u  ve v  fonksiyonları ( ),x y  

noktasında sürekli ve birinci mertebeden kısmi türevleri mevcut olsun.  Eğer ( ),x y  

noktasında u  ve v  fonksiyonları için  

x yu v= , x yv u=−                                        (3.1.1.1) 

denklemleri sağlanırsa ( )f z  fonksiyonu z  noktasında türevlenebilirdir [13] 

 (3.1.1.1) denklemlerine Cauchy Riemann Denklemleri denir.  

 

 3.1.1.9. Tanım: :f G →^  tanımlı bir fonksiyon ve 0 0 0z x iy= +  G  

bölgesinde tespit edilmiş bir nokta ve ( )f z  fonksiyonunun ( )0 0,x y  noktasında f
x

∂
∂

 

ve f
y

∂
∂

 kısmi türevleri mevcut ise 
0z

f
z

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∂
 ve 

0z

f
z

⎛ ⎞∂ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∂
 kısmi türevleri aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0
, ,

0
, ,

1: :
2

1: :
2

z
z x y x y

z
z x y x y

f f fi f z
z x y

f f fi f z
x yz

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎟⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎜= − ⎟ =⎟⎟ ⎟ ⎜⎜⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎟⎜⎟ ⎟⎜⎜ ⎜= + ⎟ =⎟⎟ ⎟ ⎜⎜⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎜⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎟⎜⎝ ⎠

               (3.1.1.2) 

( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= +  olduğu dikkate alınarak (3.1.1.2) eşitlikleri 

( ) ( )

( ) ( )

1
2 2
1
2 2

z x y x y

x y x yz

if u v v u

if u v v u

= + + −

= − + +
 

şeklinde yazılır [15]. 
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 3.1.1.10. Tanım: :f G →^  tanımlı bir fonksiyon ve 0z G∈  tespit edilmiş 

bir nokta olsun.  Eğer ( )f z  fonksiyonu 0z  noktasının belli bir ( )0U z Gδ ⊂  

komşuluğunda türevlenebilirse bu fonksiyona 0z  noktasında analitiktir denir [13].  

 Eğer ( )f z  fonksiyonu G  bölgesinin her noktasında analitik ise bu 

fonksiyona G ’de analitiktir denir.  

G  bölgesinde analitik olan fonksiyonların sınıfı ( )A G  ile G  bölgesinde 

analitik ve G ’da sürekli olan fonksiyonların sınıfı ise ( )A G  ile gösterilir. 

 

 3.1.1.11. Tanım: S ⊂^  bir küme ve :f S →^  tanımlı bir fonksiyon olsun.  

Eğer 0 1α< ≤  olmak üzere 0M∃ >  sabiti var ve 1 2,z z S∀ ∈  için 

( ) ( )1 2 1 2f z f z M z z α
− ≤ −                             (3.1.1.3) 

eşitsizliği sağlanırsa ( )f z  fonksiyonuna .α ’ıncı mertebeden Lipschitz şartını 

sağlıyor denir.  

 S  kümesi üzerinde .α ’ıncı mertebeden Lipschitz şartını sağlayan 

fonksiyonların sınıfı ( )Lip Sα  şeklinde gösterilir. 

Lipschitz şartını sağlayan fonksiyonların sınıfı aşağıda verilen özelliklere 

sahiptir:  

 i) ( )f Lip Sα∈  ise ( )f C S∈  dir. 

 ii) 1 2α α<  ve ( )
2

f Lip Sα∈  ise ( )
1

f Lip Sα∈  olur. 

 iii) ( )f Lip Sα∈  ve ( )g Lip Sα∈  ise ( ) ( )f g Lip Sα+ ∈  olur. 

[16]. 

 

3.1.1.12. Tanım: G ⊂^  sonlu bir bölge olsun.  G  bölgesinde analitik, G ’da 

r -kez sürekli türeve sahip ve r . türevi ( )Lip Gα  sınıfından olan fonksiyonların 

kümesi ( ) ( ) ( )rW H Gα  ile gösterilir [9]. 

 

 3.1.1.13. Tanım: M  kümesi üzerinde tanımlı sürekli ( )f z  fonksiyonu 
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verilsin.  0δ>  olmak üzere  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2; : sup : , ,f f z f z z z M z zω δ ω δ δ= = − ∈ − <  

şeklinde tanımlı değere ( )f z  fonksiyonunun M  kümesi üzerinde süreklilik modülü 

denir. 

 

 

        3.1.2. Kompleks Düzlemde Eğriler ve Kompleks Değişkenli 

Fonksiyonların İntegrali 

  

 3.1.2.1. Tanım: [ ],a b ⊂\  ve ( ) [ ]: ,z t a b →^  sürekli bir fonksiyon olsun.  

( ) [ ]{ }: : ,L z t t a b= ∈  kümesine kompleks düzlemde bir eğri denir.   

[ ],t a b∀ ∈  için ( )z t ∈^  olduğundan ( ) ( ) ( )z t x t iy t= +  şeklinde yazılabilir.   

 Yukarıda parametrik denklemi verilen L  eğrisi için aşağıdaki tanımları 

verilebilir: 

 i) ( )z a  ve ( )z b  değerlerine sırasıyla eğrinin başlangıç ve bitim noktaları 

denir. 

ii) ( ) ( )z a z b=  ise bu eğriye kapalı eğri, 1 2t t≠  olacak şekilde [ ]1 2, ,t t a b∀ ∈   

için ( ) ( )1 2z t z t≠  ise L  eğrisine Jordan Eğrisi denir. 

L  Jordan eğrisi için ( ) ( )z a z b=  ise bu eğriye kapalı Jordan eğrisi veya 

kısaca Jordan eğrisi, ( ) ( )z a z b≠  ise açık Jordan eğrisi veya kısaca Jordan yayı 

denir. 

 iii) ( )z t  fonksiyonunun [ ],a b  aralığında türevi var ve [ ],t a b∀ ∈  için ( )z t′  

sürekli ise L  eğrisine diferansiyellenebilir eğri denir. 

iv) L  Jordan eğrisi diferansiyellenebilir ve [ ],t a b∀ ∈  için ( ) 0z t′ ≠  ise bu 

eğriye düzgün eğri denir [14]. 

 

 3.1.2.2. Tanm: G ⊂^  sonlu bir bölge ve L G=∂ , sonlu sayıda düzgün 

1 2, ,..., nL L L , eğrilerinin birleşiminden oluşan, jz , 1,...,j n= , birleşim noktalarında 
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dış açı değeri jλ π  olan bir eğri ve { }
1

j
j n

minλ λ
≤ ≤

=  olsun.  Bu özelliğe sahip G  

bölgelerinin sınıfı ( )Cθ λ  ile gösterilir [12]. 

 

3.1.2.3. Tanım: L , [ ],a b  aralığında tanımlı bir eğri olsun.  Bu aralığın 

0 1 ... na t t t b= < < < =  olacak şekilde tüm { }0 1 2 1, , ,... ,n nP t t t t t−=  parçalanmalarının 

kümesi ℘  ile gösterilsin ve  

( ) ( ) ( )1
0

n

n k k
k

l P z t z t+
=

= −∑  

olsun.  Buna göre 

( ){ }sup :nl P P ∈℘ <∞  

ise L  eğrisine ölçülebilir eğri (veya düzlendirilebilir eğri) denir [17]. 

 

 3.1.2.4. Tanım: L  kompleks düzlemde bir eğri ve z L∈  olsun.  z  

noktasının, düzlendirilebilir, bağlantılı bir Lγ ⊂  yayını içeren en az bir komşuluğu 

varsa bu eğriye yerel düzlendirilebilir eğri denir [3]. 

 

 3.1.2.1. Teorem (Jordan Eğri Teoremi): L , ^ ’da herhangi bir Jordan 

eğrisi olsun.  Bu durumda L  eğrisi, kompleks düzlemi ortak sınırları L  olan iki 

ayrık bölgeye ayırır: L  eğrisinin içi olan sınırlı bölge ve L  eğrisinin dışı olan 

sınırsız bölge [17]. 

 

3.1.2.2. Teorem: Parçalı düzgün L  eğrisi, ( ) ( ) ( ) [ ], ,z t x t iy t t a b= + ∈  

parametrik denklemiyle verilsin ve ( )f z  fonksiyonu L  eğrisi üzerinde sürekli olsun.  

Bu durumda ( )f z , L  eğrisi üzerinde integrallenebilirdir ve bu integral  

( ) ( )( ) ( )
b

L a

f z dz f z t z t dt′=∫ ∫                            (3.1.2.1) 

şeklinde tanımlanır.  ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= +  olduğu dikkate alınırsa (3.1.2.1)  

( )
L L L

f z dz udx vdy i vdx udy= − + +∫ ∫ ∫  
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şeklinde yazılır.  Burada sağda yazılan integraller bilinen eğrisel integrallerdir [13]. 

 

 3.1.2.5. Tanım: L , ( ) ( ) ( )z t x t iy t= + , [ ],t a b∈  parametrik denklemiyle 

verilmiş parçalı düzgün bir eğri olsun.   

( ) ( )( ) ( )( )2 2
:

b b

a a

mes L z t dt x t y t dt′ ′ ′= = +∫ ∫  

şeklinde tanımlanan değere L  eğrisinin uzunluğu denir [15]. 

 

 3.1.2.3. Teorem (Cauchy Teoremi): ( )f z  basit bağlantılı G  bölgesinde 

analitik bir fonksiyon olsun.  Bu durumda G ’de bulunan her kapalı parçalı düzgün 

L  eğrisi için 

( ) 0
L

f z dz =∫  

olur [14]. 

 

 3.1.2.4. Teorem (Cauchy İntegral Formülü): ( )f z  fonksiyonu basit 

bağlantılı bir G  bölgesinde analitik ve L  aynı G  bölgesinde bulunan pozitif yönde 

yönlendirilmiş, kapalı bir Jordan eğrisi olsun.  Bu durumda 0 intz L∀ ∈  için,   

( )
( )

0
0

1
2 L

f
f z d

i z
ζ

ζ
π ζ

=
−∫  

olur [14].  

 

 3.1.2.5. Teorem (Cauchy Türev Formülü): ( )f z  fonksiyonu basit 

bağlantılı G  bölgesinde analitik ve L  aynı G  bölgesinde bulunan pozitif yönde 

yönlendirilmiş, kapalı bir Jordan eğrisi olsun.  Bu durumda 0 intz L∀ ∈  için, 

( ) ( )
( )

( )0 1
0

!
2

n
n

L

fnf z d
i z

ζ
ζ

π ζ +=
−∫  

dır [13]. 

 

 3.1.2.6. Teorem (Maksimum Modül Prensibi): G ⊂^  sonlu bir bölge ve 
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( )f z  fonksiyonu G  üzerinde sabitten farklı analitik bir fonksiyon olsun.  Bu 

durumda ( )f z  fonksiyonu maksimum değerini G∂  üzerinde alır [13]. 

 

 3.1.2.6. Tanım: 2 2:u D ⊂ →\ \  bir fonksiyon olsun.  u  fonksiyonu, D  

bölgesinde bulunan her ( ){ }, : ,x y a x b c y d≤ ≤ ≤ ≤  dikdörtgeni dikkate 

alındığında y ’nin bir fonksiyonu olarak hemen hemen tüm [ ],x a b∈  için [ ],c d  

aralığı üzerinde ve x ’in bir fonksiyonu olarak hemen hemen tüm [ ],y c d∈  için 

[ ],a b  üzerinde sürekli ise bu fonksiyona D ’de mutlak sürekli fonksiyon denir [3]. 

 

 3.1.2.7. Tanım: ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= +  fonksiyonu G  bölgesinde tanımlı 

olsun. ,u v  fonksiyonları G  üzerinde mutlak sürekli ise ( )f z  fonksiyonuna G  

bölgesinde mutlak sürekli fonksiyon denir. 

 G  bölgesinde mutlak sürekli fonksiyonların kümesi ( )ACL G  ile gösterilir 

[3]. 

 

 3.1.2.8. Tanım: ( )f z , G  bölgesinde tanımlı bir fonksiyon olsun.  Eğer 

 i) ,x yf f  kısmi türevleri G  bölgesi üzerinde pL integrallenebilir, 1p ≥ . 

 ii) ( )f ACL G∈  

koşulları sağlanıyorsa, ( )f z  fonksiyonuna G  bölgesinde pL  türevlerine sahiptir 

denir [3]. 

 

 3.1.2.7. Teorem (Kompleks Düzlemde Green Formülü): ( )f z , G  

bölgesinde 1L  türevlerine sahip bir fonksiyon olsun.  Eğer D , G  bölgesinde bulunan  

düzlendirilebilir sınıra sahip bir bölge ise  

( ) 2
D D

f d i f d ζζ
ζ ζ σ

∂

=∫ ∫∫                                      (3.1.2.2) 

sağlanır [3]. 
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 3.1.2.8. Teorem (Cauchy-Pompeu Formülü): 3.1.2.7. Teorem’in koşulları 

altında her bir z D∈  için 

( )
( ) ( )1 1

2 D D

ff
f z d d

i z z
ζ

ζ

ζζ
ζ σ

π ζ π ζ
∂

= −
− −∫ ∫∫                      (3.1.2.3) 

integral gösterimi geçerlidir [3]. 

 

3.1.2.9. Tanım: G ⊆^  sonlu bir bölge ve :f G →^  sürekli bir fonksiyon 

olsun.  Eğer 0z G∈  noktasından geçen ve aralarında α  açısı yapan herhangi iki 

düzgün 1 2,L L  eğrilerinin ( )1f L  ve ( )2f L  görüntü eğrileri ( )0 0w f z=  noktasında 

aralarında yön ve büyüklük bakımından α  açısı yapıyorlarsa ( )f z  fonksiyonuna 0z  

noktasında konformdur denir [18]. 

 

3.1.2.9. Teorem: ( )f z  fonksiyonu 0z  noktasını içeren bir G  bölgesinde 

analitik bir fonksiyon ve ( )0 0f z′ ≠  olsun.  Bu durumda ( )w f z=  fonksiyonu 0z   

noktasında konformdur [13]. 

 

3.1.2.10. Teorem (Riemann Dönüşüm Teoremi): G ⊂^  sınırında en az iki 

nokta içeren basit bağlantılı bir bölge ve 0z G∈  tespit edilmiş bir nokta olsun.  Bu 

durumda G  bölgesini { }: : 1w wD = <  bölgesine resmeden ve  

( )0 0zϕ =  ve ( )0 0zϕ′ >  

koşullarını sağlayan bir ve yalnız bir ( )w zϕ=  konform dönüşümü vardır[17].   

 

3.1.2.11. Teorem: G ⊂^  ve G  sınırında en az iki nokta içeren basit 

bağlantılı bir bölge olsun.  Bu durumda : GΩ = −^  bölgesini { }: : 1w wΔ = >  

bölgesine resmeden ve 

( ) ( ), 0′Φ ∞ =∞ Φ ∞ >  

koşullarını sağlayan bir ve yalnız bir konform dönüşüm vardır [17].  
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 İspat: 0ξ ∈^  tespit edilmiş bir nokta olsun.  Bu durumda  

( )1 0
1:f z
z

ξ= +  

dönüşümü, Ω  bölgesini 0ξ  noktasını içeren basit bağlantılı 1G  bölgesine konform 

olarak resmeder.  Bu dönüşüm için 

( )1 0f ξ∞ = , ( )1 0f ′ ∞ =  

koşulları sağlanır.  Diğer taraftan Riemann Dönüşüm Teoremine göre 1G  bölgesini 

D  bölgesine resmeden ve ( ) ( )0 00 , 0ϕ ξ ϕ ξ′= >  koşullarını sağlayan bir ve yalnız 

bir konform dönüşüm vardır ve 1fϕ D  dönüşümü Ω  bölgesini D  bölgesine konform 

olarak resmeder.  Böylece 

( )

2

2

:
1

f

w f w
w

→Δ

→ =

D
 

dönüşümü göz önüne alınarak Φ dönüşümü  

    2 1: f fϕΦ = D D  

şeklinde tanımlanabilir.  Bu dönüşüm Ω  bölgesini Δ  bölgesine konform olarak 

resmeder ve bu dönüşüm için, 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )2 1 2 0 2 0f f f fϕ ϕ ξΦ ∞ = ∞ = = =∞                (3.1.2.4) 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

0

0

0

0 0

0

1
1lim lim 1

lim

1 0

z

z
z ξ ξ

ξ ξ

ϕ ξ
ϕ ξ ϕ ξ

ξ ξ ξ ξ

ϕ ξ

→∞ →

→

Φ
′Φ ∞ = = =

−
− −

= >
′

              (3.1.2.5)                 

koşulları sağlanır. 

 

Bu çalışmada : GΩ = −^  bölgesini { }: : 1w wΔ = >  bölgesine resmeden ve 

( ) ( ), 0′Φ ∞ =∞ Φ ∞ >  koşullarını sağlayan konform dönüşüm Φ  ile, bu konform 

dönüşümün tersi ise Ψ  ile gösterilecektir.  Ayrıca G  bölgesini { }: : 1w wD = <  

bölgesine resmeden ve ( )0 0zϕ = , ( )0 0zϕ′ >  koşullarını sağlayan konform 
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dönüşüm için ϕ  ve bu dönüşümün tersi için ise ψ  gösterimi kullanılacaktır. 

 

 3.1.2.10. Tanım: 0 1r R< < < <∞  olsun.   

( ){ }: :rL z G z rϕ= ∈ =  ve ( ){ }: :RL z z R= ∈Ω Φ =  

eğrilerine sırasıyla G  bölgesinin iç seviye ve dış seviye eğrileri denir [3]. 

 

 

3.2. NORMLU UZAYLAR VE SINIRLI LİNEER DÖNÜŞÜMLER 

 

        3.2.1.Temel Tanımlar 

 

 3.2.1.1. Tanım: X ≠∅  bir küme ve F  bir cisim olsun.  X  üzerinde  

( )
:

,
X X X
x y x y

+ × →

→ +
     ve    

( )
:

,
F X X

x xλ λ

⋅ × →

→ ⋅
 

şeklinde tanımlı fonksiyonlar aşağıda verilen koşulları sağlıyorsa X ’e F  cismi 

üzerinde bir lineer uzay ( veya vektör uzayı ) denir [19].  

, ,x y z X∀ ∈  ve , Fλ μ∀ ∈  için  

i) x y y x+ = +  

ii) ( ) ( )x y z x y z+ + = + +  

iii) Xθ∃ ∈ , x xθ+ =  

iv) ( )x X∃ − ∈ , öyle ki ( )x x θ+ − =  

v) 1 x x⋅ =  

vi) ( ) ( ) ( )x y x yλ λ λ⋅ + = ⋅ + ⋅                                           

vii) ( ) ( )x xλ μ λμ⋅ = ⋅  

 

 3.2.1.2. Tanım: X  ve Y  lineer uzaylar, :f X Y→  bir fonksiyon olsun.  

1 2, ,x x x X∀ ∈  ve λ∀ ∈^  için, 

 i) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f x x f x f x+ = +  

 ii) ( ) ( )f x f xλ λ=  
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koşulları sağlanırsa f  fonksiyonuna lineer dönüşüm denir. 

(i)-(ii) koşulları yerine 1 2,x x X∀ ∈  ve ,λ μ∀ ∈^  için 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2f x x f x f xλ μ λ μ+ = +  

koşulu yazılabilir. 

3.2.1.3. Tanım: X  bir lineer uzay olsun.  : X⋅ → \  fonksiyonu aşağıda 

verilen koşulları sağlıyorsa bu fonksiyona norm fonksiyonu ( veya kısaca norm ), 

( ),X ⋅  ikilisine de bir normlu lineer uzay denir [19].  

i) 0x x θ= ⇔ =  

 ii) , ,x X x xλ λ λ∀ ∈ ∀ ∈ =^  

 iii) , ,x y X x y x y∀ ∈ + ≤ +  

 

 3.2.1.4. Tanım: X  bir normlu uzay olsun.  Bu uzayda alınan her Cauchy 

dizisi bu uzayın elamanına yakınsaksa X ’e tam normlu uzay veya Banach uzayı 

denir [20].  

 

 3.2.1.5. Tanım: X  ve Y  normlu uzaylar, :f X Y→  bir lineer dönüşüm 

olsun. 0M∃ >  sayısı var ve x X∀ ∈  için ( )f x M x≤  eşitsizliği sağlanırsa f  

fonksiyonuna sınırlı lineer dönüşüm denir. 

 

 3.2.1.6. Tanım: X  bir lineer uzay ve .,. : X X× →^  tanımlı bir fonksiyon 

olsun.  Eğer , ,x y z X∀ ∈  ve ,λ μ∀ ∈^  için 

 i) x X∀ ∈ , , 0x x ≥  ve , 0x x x θ= ⇔ =  

 ii) ,x y X∀ ∈  , , ,x y y x=  

iii) , , , ,x y z X λ μ∀ ∈ ∀ ∈^ ; , , ,x y z x y y zλ μ λ μ+ = +  

koşulları sağlanırsa bu fonksiyona X  üzerinde bir iç çarpım fonksiyonu, ( ), ,X ⋅ ⋅  

ikilisine de bir iç çarpım uzayı denir [19]. 

 

 3.2.1.1. Teorem (Cauchy-Schwarz Eşitliği): X  bir iç çarpım uzayı olsun.  
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Bu durumda ,x y X∀ ∈  için 
1 2 1 2, , ,x y x x y y≤  

olur . 

 

3.2.1.2. Teorem: X  bir iç çarpım uzayı olsun.  

1 2

:

,

X

x x x x

⋅ →

→ =

\
 

şeklinde tanımlı fonksiyon X ’de bir normdur [19]. 

Bu fonksiyona iç çarpımın ürettiği norm denir  

 

 3.2.1.7. Tanım: X  bir iç çarpım uzayı olsun.  Eğer X , iç çarpımın ürettiği 

norma göre bir Banach uzayı ise X ’e Hilbert uzayı denir [19]. 

    

         3.2.2. ( )2 ,A h G  ile ( )2A G  Uzayları ve Bu Uzayların Cebirsel Yapısı 

 

 3.2.2.1. Tanım: G  kompleks düzlemde bir bölge olsun. G  üzerinde tanımlı, 

ölçülebilir ve  

( ) , 0
p

z
G

f z d pσ <∞ < <∞∫∫  

koşulunu sağlayan fonksiyonların sınıfı ( )pL G  ile gösterilir [21].   

 

 3.2.2.1. Teorem: G ⊂^  sonlu bir bölge olsun.  ( )pf L G∈ , ( )qg L G∈  ve 

1 1 1
p q
+ =  ise  

    i) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1p q

p q
z z z

G G G

f z g z d f z d g z dσ σ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜≤ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ ∫∫                   (3.2.2.1) 

ve 

    ii) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1p p p

p p p
z z z

G G G

f z g z d f z d g z dσ σ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ ≤ +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫ ∫∫ ∫∫  (3.2.2.2) 

olur. 
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(3.2.2.1) ve (3.2.2.2) eşitsizliklerine sırasıyla Hölder ve Minkowski 

Eşitsizlikleri denir [22]. 

 

 3.2.2.2. Teorem (Calderon-Zygmund Eşitsizliği): 1, pp f L> ∈  için 

  ( )( )
( )

( )2
0

1
z

z

f
T f z lim d

zε ζ ε

ζ
σ

π ζ→ − >

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= −⎨ ⎬⎪ ⎪−⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∫∫                      (3.2.2.3) 

şeklinde tanımlanan T  dönüşümü p pL L→ ’ ye sınırlı bir lineer dönüşümdür.  Yani, 

p pL L
Tf C f≤                                       (3.2.2.4) 

olacak şekilde ( ) 0C C p∃ = >  sayısı vardır [23].   

(3.2.2.3) ile tanımlı bu dönüşüme Hilbert dönüşümü de denir.  

 

3.2.2.2. Tanım: G  kompleks düzlemde bir bölge olsun.  G  bölgesinde 

tanımlı, negatif olmayan herhangi bir ( )h z  fonksiyonu için 

( ) z
G

h z dσ <∞∫∫  

ise bu fonksiyona G  bölgesinde ağırlık fonksiyonu denir [21].   

 

 3.2.2.3. Tanım: G  kompleks düzlemde sonlu bir bölge ve ( )h z  G  

bölgesinde tanımlı ağırlık fonksiyonu olsun.  Bu durumda G  bölgesinde analitik ve  

( ) ( )
2

z
G

h z f z dσ <∞∫∫                                    (3.2.2.5) 

koşulunu sağlayan fonksiyonların sınıfı ( )2 ,A h G  ile gösterilir [21].   

 

3.2.2.3. Teorem: ( )2 ,A h G  uzayı üzerinde 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2

2

: , , ,

, z
G

A h G A h G A h G

f g f g z h z f g z dσ

+ × →

→ + = +∫∫
          (3.2.2.6) 

ve  
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( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2

2

: , ,

, z
G

A h G A h G

f f z h z f z dλ λ λ σ

⋅ × →

→ ⋅ = ∫∫

^
                             (3.2.2.7)                    

işlemleri tanımlansın.  Bu durumda ( )2 ,A h G  uzayı tanımlanan bu işlemlere göre 

kapalıdır. 

 

İspat: 

i) ( )2, ,f g A h G∀ ∈  için ( ) ( )f g A G+ ∈  olduğu açıktır.  Eğer  

                     ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 222f z g z f z g z+ ≤ +                           (3.2.2.8) 

eşitsizliği ve integral işleminin özellikleri göz önüne alınarak, 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] [ ]

22

2 2

2 2
4 4

4 4

z z
G G

z
G

z z
G G

I f g h z f g z d h z f z g z d

h z f z g z d

h z f z d h z g z d

I f I g

σ σ

σ

σ σ

+ = + = +

⎡ ⎤≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦

= +

= + <∞

∫∫ ∫∫

∫∫

∫∫ ∫∫
 

elde edilir.  Bu ise ( ) ( )2 ,f g A h G+ ∈  olmasıdır. Böylece ( )2 ,A h G  uzayının 

(3.2.2.6) ile tanımlanan işleme göre kapalı olduğu gösterilmiş olur. 

 ii) ( )2 ,f A h G∀ ∈  ve λ∀ ∈^  için ( )f A Gλ ⋅ ∈  dir.  Şimdi [ ]I fλ <∞  

olduğunu gösterelim: 

[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )

[ ]

2 22

2

z z
G G

I f h z f z d h z f z d

I f

λ λ σ λ σ

λ

= =

= <∞

∫∫ ∫∫
 

dır.  Böylece (3.2.2.7) ile tanımlı işleme göre ( )2 ,A h G  uzayının kapalı olduğu elde 

edilir. 

 

 3.2.2.4. Teorem: ( )2 ,A h G  uzayı (3.2.2.6)-(3.2.2.7) işlemlerine göre bir 

lineer uzaydır [21]. 
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( )2, ,f g A h G∈  olmak üzere,  

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 21 1 1

2 2 2 2
i i if z g z f z g z f z ig z f z f z+ +

= + + + − −  

eşitliği göz önüne alınırsa,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

[ ] [ ] [ ] [ ]

2 2

2 2

1
2 2

1 1
2 2

1 1 1
2 2 2 2

z z z
G G G

z z
G G

ih z f z g z d f z g z d f z ig z d

i if z d g z d

i i iI f g I f ig I f I g

σ σ σ

σ σ

= + + +

+ +
− −

+ +
= + + + − −

<∞

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫  

elde edilir.  Böylece ( )2 ,A h G  uzayı üzerinde  

( ) ( ) ( ), z
G

f g h z f z g z dσ= ∫∫  

şeklinde bir iç çarpım fonksiyonu tanımlanarak aşağıdaki teorem ifade edilebilir: 

  

 3.2.2.5. Teorem: ( )2, ,f g A h G∈  olmak üzere 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2, : , ,

, , z
G

A h G A h G

f g f g h z f z g z dσ

⋅ ⋅ × →

→ = ∫∫

^
              (3.2.2.9) 

şeklinde tanımlı fonksiyon, ( )2 ,A h G  üzerinde bir iç çarpım fonksiyonudur [21].   

 

 3.2.2.6. Teorem: ( )2 ,A h G  uzayı, (3.2.2.9) ile tanımlanan iç çarpım 

fonksiyonunun ürettiği 

( )

( ) ( )

2

1 2
2

. : ,

: , z
G

A h G

f f f f h z f z dσ

→

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜→ = = ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∫∫

^

             (3.2.2.10) 

norma göre bir normlu uzaydır [21].  

 

 3.2.2.4. Tanım: G ⊂^  bir bölge, n∀ ∈`  için ( )2 ,n A h Gϕ ∈  olsun.  Eğer 

n m≠  için  
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( ) ( ) ( ), 0n m n m z
G

h z z z dϕ ϕ ϕ ϕ σ= =∫∫                    (3.2.2.11) 

ise ( ){ } 0n n
zϕ

∞

=
 sistemine ortogonal sistem denir.  Eğer ( ){ } 0n n

zϕ
∞

=
 sistemi için  

( ) ( )
1 2

2
,

1,
:

0,n n z n m
G

n m
h z z d

n m
ϕ ϕ σ δ

⎡ ⎤ ⎧ ≠⎪⎪⎢ ⎥= = =⎨⎢ ⎥ ⎪ =⎪⎢ ⎥ ⎩⎣ ⎦
∫∫           (3.2.2.12) 

sağlanırsa bu sisteme ortonormal sistem denir. 

 

 3.2.2.5. Tanım: ( ){ } 0n n
zϕ

∞

=
, ( )2 ,A h G ’de ortonormal bir sistem ve 

( )2 ,f A h G∈  olsun.  n∀ ∈`  için 

( ) ( ) ( ) ( ):n n n z
G

a a f h z f z z dϕ σ= = ∫∫               (3.2.2.13) 

şeklinde tanımlanan na  katsayılarına f  fonksiyonunun Fourier katsayıları, 

( )
0

n n
n

a zϕ
∞

=
∑  

serisine ise bu fonksiyonun Fourier serisi denir. 

 

3.2.2.6. Tanım: G  kompleks düzlemde sonlu bir bölge, :f G →^  tanımlı 

bir fonksiyon ve 0p>  olsun.  G  bölgesinde analitik ve  

( ) ( ):
p

z
G

I f f z dσ= <∞∫∫  

koşulunu sağlayan fonksiyonların sınıfı ( )pA G  ile gösterilir.  Yani bu sınıf 

( ) ( ) ( ) ( ): : , :
p

p z
G

A G f f A G I f f z dσ
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ = <∞⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

∫∫  

şeklinde tanımlıdır [21].   

 

Bu çalışmada ( )pA G  uzayının cebirsel yapısı 2p =  durumu için 

incelenecektir.  Dikkat edilirse 2p =  ve ( ) 1h z =  olması durumunda, 

( ) ( )2 2,A h G A G≡  dir.  Bu nedenle (3.2.2.6), (3.2.2.7), (3.2.2.9) ve (3.2.2.10) ile 

tanımlı işlemlerde ( ) 1h z =  alınarak, bu işlemler ( )2A G  uzayı üzerinde 
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tanımlanabilir.  Böylece ( )2A G  uzayının bir normlu lineer uzay olduğu gösterilebilir.  

Bunun yanı sıra bu uzayda herhangi bir ( )2f A G∈  fonksiyonunun Fourier 

katsayıları, 

( ) ( )
2

:n n z
G

a a f f z dσ= = ∫∫  

şeklinde tanımlanır.  { } ( )2n A Gϕ ∈  olmak üzere  

( ) ( ), 0 ,n m n m z
G

z z d n mϕ ϕ ϕ ϕ σ= = ≠∫∫  

ise { }nϕ  sistemine ortogonal sistem, 

( )
1 2

2
,n n z n m

G

z dϕ ϕ σ δ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫  

ise bu sisteme ortonormal sistem denir. 

Şimdi  

( ) ( )
2

: z
G

I f f z dσ= ∫∫  

integralinin Reimann integralinin düzgün limiti olarak yazılabileceğini ve ( )2A G  

uzayının Hilbert uzayı olduğunu gösterelim: 

 

3.2.2.7. Teorem: G  Jordan eğrisiyle sınırlı bir bölge ve ( )2f A G∈  olsun. 

Bu durumda  

                              ( ) ( )
2

z
G

I f f z dσ= ∫∫                                      

integrali Riemann integralinin düzgün limiti olarak yazılabilir [21]. 

 

İspat: Aşağıda verilen koşulları sağlayan { }nG  bölgeler dizisi göz önüne 

alınsın: 

i) Her bir n∈`  için nG  bölgesinin sınırı sonlu sayıda Jordan eğrisinin 

birleşimidir. 

ii) n∀ ∈`  için 1n nG G +⊂  dir. 
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iii) Her bir z G∈  için 
0nz G∈  olacak şekilde 0n∃ ∈`  vardır. 

Bu bölgeler dizisine göre, 

( )
( )

2
,

:
0,

n
n

n

f z z G
z

z G G
ϕ

⎧⎪ ∈⎪⎪=⎨⎪⎪ ∈ −⎪⎩
 

şeklinde tanımlanan { }nϕ  fonksiyonlar dizisi monoton artandır ve z G∀ ∈  için 

( ) ( )
2

lim nn
z f zϕ

→∞
=  

olur.  Monoton Yakınsaklık Teoremine göre [24], 

( ) ( )
2

lim n z zn
G G

z d f z dϕ σ σ
→∞

=∫∫ ∫∫                          (3.2.2.14) 

dir.  Diğer taraftan  

( ) ( )
2

n

n z z
G G

z d f z dϕ σ σ=∫∫ ∫∫                        (3.2.2.15) 

olduğundan (3.2.2.14) ve (3.2.2.15) birleştirilirse, 

( ) ( )
2

lim
n

zn
G

I f f z dσ
→∞

= ∫∫  

elde edilir. 

 

3.2.2.8. Teorem: ( )2f A G∈ , 0z G∈  ve ( )
0 0: ,z d z Gδ = ∂  olsun.  Bu 

durumda, 

( ) ( )
0

22
0zI f f zπδ≥                                    (3.2.2.16) 

olur [21]. 

 

 İspat: 0z G∈  ve ( )f A G∈  olduğundan, 

( ) ( )0
0

n
n

n

f z a z z
∞

=

= −∑  

yazılabilir.  Bu seri ( ) { }
00 0: : , 0 zU z z z zδ δ δ δ= − < < <  dairesinde düzgün ve 

mutlak yakınsaktır.  0
iz z re ϕ= +  ve zd rdrdσ ϕ=  olmak üzere kutupsal 

koordinatlara geçilirse, 
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( )
( ) ( )

( )

0

2 22
2 2 1

0 00 0

2
2 1

nnn in
z n

n nU z

a
f z d a r e rd dr

n
δ

δ π
ϕσ ϕ π δ

∞ ∞
+

= =

= =
+∑ ∑∫∫ ∫ ∫      (3.2.2.17) 

eşitliği elde edilir.  Böylece (3.2.2.17) göz önüne alınarak, 

( ) ( )
( )

( )
0

2 2 2 2
0 0 0,z z

G U z

f z d f z d a a f z
δ

σ σ π δ≥ ≥ =∫∫ ∫∫  

elde edilir.  Bu son eşitsizlikte 
0zδ δ→  için limite geçilirse, 

( ) ( )
0

2 2
0 zI f f zπ δ≥  

eşitsizliği elde edilir.  Bu ise istenilendir. 

 

 3.2.2.9. Teorem: ( )2A G  uzayı bir Hilbert uzayıdır [21].   

 

 İspat: ( )2A G  uzayının Hilbert uzayı olduğu gösterebilmek için bu uzaydan 

alınan her Cauchy dizisinin  

( )
1 2

2
z

G

z dσ
⎡ ⎤
⎢ ⎥⋅ = ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫  

şeklinde tanımlı norma göre yine bu uzayda yakınsak olduğunu göstermeliyiz.  

 { } ( )2nf A G∈  bir Cauchy dizisi olsun.  Bu durumda 0ε∀ >  sayısına karşılık 

( )N N ε∃ =  sayısı vardır ve 0,n m n∀ >  için  

n mf f ε− <  

sağlanır.  nG G⊂  olacak şekilde G  bölgesini içten dolduran { }nG  bölgeler dizisini 

göz önüne alalım ve ( ): ,ndist G Gδ = ∂  olsun.  [ ]n mf f− ’e 3.2.2.8. Teorem’i 

uygulanırsa,  

( ) ( )
( ) 2

2 2
n m

n m

I f f
f z f z ε

πδ πδ
−

− ≤ <                       (3.2.2.18) 

elde edilir.  Bu eşitsizlikten, ( ){ }nf z  fonksiyonlar dizisinin nG  bölgesinin içinde 

analitik olan bir ( )f z  fonksiyonuna düzgün yakınsak olduğu elde edilir.  Böylece 

sabit bir k  için  
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2

n

n m z n m z
G G

f z f z d f z f z dσ σ ε− ≤ − ≤∫∫ ∫∫               (3.2.2.19) 

elde edilir.  (3.2.2.19) eşitsizliğinde m →∞  için limit alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2lim
k k

n m z n zn
G G

f z f z d f z f z dσ σ ε
→∞

− = − ≤∫∫ ∫∫  

bulunur.  Bu değerlendirme n ’den bağımsız olduğu için, 

( ) ( )
2

2lim
n

n zn
G

f z f z dσ ε
→∞

− ≤∫∫                               (3.2.2.20) 

elde edilir.  Diğer taraftan 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

lim
n

n z n zn
G G

f z f z d f z f z dσ σ
→∞

− = −∫∫ ∫∫             (3.2.2.21) 

bulunur.  (3.2.2.20) ve (3.2.2.21) değerlendirmeleri birleştirilirse { }nf  fonksiyonlar 

dizisinin G  bölgesinde f  fonksiyonuna yakınsak olduğu elde edilir.  Şimdi 

( )2f A G∈  olduğunu göstermek için ( )I f <∞  olduğunu gösterelim.  Bunun için 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

n nf z f z f z f z≤ − +  

eşitsizliği göz önüne alınır ve integral işleminin özellikleri kullanılırsa, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2

2

z n z n z
G G G

n n

I f f z d f z f z d f z d

f z f z I f

σ σ σ= ≤ − +

= − + <∞

∫∫ ∫∫ ∫∫
 

elde edilir.  Bu ise ( )2f A G∈  olmasıdır. 

 

 

3.3. YARIKONFORM DÖNÜŞÜMLER VE YARIKONFORM EĞRİLER  

 

,G R ⊂^ , :f G R→  1C  sınıfından olan bir homeomorfizm ve 

( ) ( ) ( ): , ,w f z u x y iv x y= = +  olsun.  u  ve v  fonksiyonlarının z G∀ ∈  noktasında 

lineer dönüşümleri  

x y

x y

du u dx u dy

dv v dx v dy

= +

= +
                                                (3.3.1) 

şeklinde olup (3.3.1) ifadesi kompleks formda, 



28 

z zdw f dz f d z= +                                              (3.3.2) 

şeklinde yazılabilir.  Burada 

( ) ( ) ( )1 1
2 2 2z x y x y x y

if f if u v v u= − = + + −  

( ) ( ) ( )1 1
2 2 2x y x y x yz

if f if u v v u= + = − + +  

olur.  

(3.3.1) lineer dönüşümleri geometrik olarak ( ),dx dy  düzleminden ( ),du dv  

düzlemine bir afin dönüşüm belirtir.  Bu dönüşümün Jakobiyeni 
22

x y y x z zJ u v u v f f= − = −  

şeklindedir.  Eğer ( )w f z=  dönüşümü yönü koruyan bir dönüşüm ise 0J > , yönü 

koruyan bir dönüşüm değilse 0J <  olur.   

Eğer ( )w f z=  fonksiyonu yönü koruyan bir dönüşüm ise 0J >  olduğundan 

zzf f<  olur.  Üçgen eşitsizliği yardımıyla (3.3.2) den  

( ) ( )z zz zf f dz dw f f dz− ≤ ≤ +                          (3.3.3) 

eşitsizliği ve bu eşitsizlikten  

1 :z z
f

z z

f f
D

f f
+

≤ =
−

                                           (3.3.4) 

 

ifadesi elde edilir.  (3.3.4) ile tanımlanan bu fD  sayısına ( )f z  dönüşümünün z  

noktasındaki dilatasyonu denir.  Bunun yanı sıra  

: 1z
f

z

f
d

f
= <  

olmak üzere fD  sayısı 

1
1

f
f

f

d
D

d
+

=
−

 

şeklinde yazılabilir. 

(3.3.2) ile tanımlanan lineer dönüşüm orijin merkezli çok küçük çemberleri 

elipslere resmeder ve bu eliplerin asal eksenlerinin yedek eksenlerine oranı (3.3.4)’de 
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verilen 

z z
f

z z

f f
D

f f
+

=
−

 

orandır [23]. 

 

 3.3.1. Tanım: ,G R⊂^  ve :f G R→  tanımlı bir fonksiyon olsun.  (3.3.4) 

ile tanımlı fD  sayısı sınırlı ise ( )w f z=  dönüşümüne yarıkonform dönüşüm 

denir.   

fD K≤  ise bu dönüşüme K -yarıkonform dönüşüm, K  sayısına da bu dönüşümün 

yarıkonformluk katsayısı denir [23]. 

 Dikkat edilirse fD K≤  olması 1:
1f

Kd k
K
−

≤ =
+

 olmasına denktir.  Bunun 

yanı sıra 1K =  ise  

0zf =  ve 0zf ≠  

olduğu kolayca görülebilir.  Bu durumda ( )w f z=  dönüşümü z G∈  noktasında 

konformdur. 

 Şimdi yarıkonform dönüşümün bazı önemli özelliklerini verelim: 

 i) 1K =  ise ( )w f z=  dönüşümü konformdur. 

 ii) ( )f z  dönüşümü K -yarıkonform ise 1f −  dönüşümü de K -

yarıkonformdur 

 iii) 1 :f G R→  dönüşümü 1K -yarıkonform, 2 :f R B→  dönüşümü 2K -

yarıkonform ise 1 2f fD  dönüşümü 1 2K K -yarıkonform dönüşümdür. 

 iv) ( )w f z=  dönüşümü her bir z G∈  noktasının belli bir komşuluğunda K -

yarıkonform ise bu dönüşüm G  bölgesinde K -yarıkonformdur [23]. 

 

 3.3.2. Tanım: :f G D→  tanımlı K -yarıkonform dönüşüm, L  ise G  

bölgesinde bulunan bir eğri olsun.  f  dönüşümü altında L  eğrisinin görüntüsü bir 

çember (veya bir doğru) ise L  eğrisine K -yarıkonform eğri ( veya K -

yarıkonform yay) denir. 
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 Burada ,G D =^  alınırsa 3.3.2.Tanım’a yarıkonform eğrinin global tanımı, 

,D G ⊂^  ise yerel tanımı denir [12]. 

 

 3.3.3. Tanım: G ⊂^  bir bölge olsun.  Eğer L G=∂  K -yarıkonform eğri ise 

G  bölgesine K -yarıçember denir [3]. 

  

 3.3.1. Teorem: L  analitik eğri (veya analitik yay) ise 1K =  dir [25]. 

 

 3.3.2. Teorem: L  düzgün eğri ise 0ε∀ >  için ( )1 ε+ -yarıkonform eğridir 

[25]. 

 

3.3.3. Teorem: L  bir Jordan eğrisi, 1 2z z≠  olmak üzere 1 2,z z L∈  keyfi 

noktalar ve ( )1 2,z zA , 1z  ile 2z  noktalarını birleştiren ve L  nin küçük çaplı alt yayı 

olsun.  L  eğrisinin yarıkonform eğri olması için gerek ve yeter koşul  

( )1 2 3 1 2

1 3 2 3

, ; , 1 2

sup
z z L z z z

z z z z
z z∈ ∈

− + −
<∞

−A
 

olmasıdır [23]. 

 

 3.3.3. Tanım: L  kompleks düzlemde kapalı bir eğri olsun.  :y →^ ^  ve 

( ) ( ) ( ), ,y intL extL y extL intL y L L= = =  

koşullarını sağlayan yarıkonform dönüşümü varsa bu dönüşüme L  eğrisine göre 

yarıkonform yansıma denir [3].  

 

 3.3.4. Teorem: L  kapalı bir Jordan eğrisi olsun.  Bu durumda L  eğrisine 

göre bir yarıkonform yansıma vardır [3]. 

 

 3.3.5. Teorem: L  bir yarıkonform eğri, , : , :L G intL extL∞∉ = Ω =  olsun.  

Bu durumda L  eğrisine göre yarıkonformluk katsayısı ( )1c K  olan bir ( )y z  

yansıması vardır ve bu yansıma aşağıda ifade edilen özelliklere sahiptir: 

 i) ( )y z  yansıması { }( )L a− ∪^  kümesi üzerinde sürekli 
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diferansiyellenebilirdir.  

Burada a G∈  noktası ( )y a∞ =  olacak şekilde tespit edilmiş bir noktadır. 

 ii) 0δ>   yeterince  küçük  olmak  üzere  ( ) { }: :U U a z z aδ δ δ= = − <  ve 

( ):U y Uδδ ′ =  olsun.  Bu durumda her bir δ  için ( )y z  yansıması Öklid metriğine 

göre ( ): U Uδ δ δ ′= − ∪^ ^  bölgesinde yarı izometriktir.   

 iii) Her z Lδ∈ −^  

1; 1z zy yU U                                          (3.3.5) 

sağlanır.  Ayrıca z Lδ∀ ∉ −^  için, 

( )
2

2

,

,
z

y z z U
y

z a z U
U δ

δ

−
′

⎧⎪ ∈⎪⎪⎨⎪⎪ − ∈⎪⎩

                                    (3.3.6) 

ve  

 

( )
2

2

,

,
z

y z z U
y

z a z U
U δ

δ

−
′

⎧⎪ ∈⎪⎪⎨⎪⎪ − ∈⎪⎩

                                   (3.3.7) 

olur [3]. 

 Bu teoremle tanımlanan yansımaya regüler yarıkonform yansıma denir. 

 

 3.3.1. Lemma: L  eğrisi K -yarıkonform eğri, 1z L∈  ve 

( ){ }02 3 1 1 1, : , Rz z G z z z c d z L∈ ∩ − ≤ , ( ) , 1, 2,3j jw F z j= =   

( ){ } ( )( )02 3 1 2 1, : , , , 1,2,3r j jz z G z z z c d z L w z j∈ ∩ − ≤ =Φ =  olsun. 

 Eğer 1 2 1 3z z z zU− −  ise aşağıda verilenler sağlanır: 

 i) 1 2 1 3w w w wU− − , 

ii) 1 2 1 3z z z z− −  ve 1 2 1 3w w w w− − , 

 iii)  

             
2 2

1 2 1 2 1 2

1 3 1 3 1 3

K K
w w z z w w
w w z z w w

U U
−

− − −
− − −

                              (3.3.8) 
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 [26] 

 

 3.3.1. Sonuç: 3.3.1. Lemma’nın koşullarına ek olarak 
03 Rz L∈  (

03 rz L∈ ) 

ise 
2 2

1 2 1 2 1 2
K Kw w z z w wU U

−

− − −                             (3.3.9) 

olur [26]. 

 

 3.3.4. Tanım: ( )zρ  kompleks düzlemde tanımlı negatif olmayan bir 

fonksiyon olsun.  Eğer 

( ) ( )2: 0zA z dρ ρ σ= ≠∫∫̂                                  (3.3.10) 

ise bu fonksiyona model fonksiyon (veya metrik) denir[3]. 

 

 3.3.5. Tanım: Γ  local düzlendirilebilir eğrilerin ailesi, P  tüm model 

fonksiyonların sınıfı ve 

( ) ( ): infp zL z d
γ

γ

ρ σ
∈Γ

Γ = ∫                                  (3.3.11) 

olsun.  Bu durumda 

( )
( )
( )2: inf

P

A p
m

Lρ
ρ

∈
Γ =

Γ
                                    (3.3.12) 

şeklinde tanımlı değere Γ  eğri ailesinin modülü, 

( ) ( )( ) 1
: mλ

−
Γ = Γ                                   (3.3.13) 

değerine ise Γ  eğri ailesinin ekstramal uzunluğu denir. 

 1Γ  ve 2Γ  iki eğri ailesi olsun. 

 i) Her bir 2 2γ ∈Γ  eğrisi en az bir 1 1γ ∈Γ  eğrisini içeriyorsa bu durum 

1 2Γ <Γ  şeklinde gösterilir. 

 ii) 1 2Γ <Γ  ise ( ) ( )1 2λ λΓ ≤ Γ  ve ( ) ( )1 2m mΓ ≥ Γ , 

 iii) 1 2Γ ⊂Γ  ise ( ) ( )1 2m mΓ ≥ Γ , 

olur [3]. 
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 3.3.6. Teorem: : G Dφ →  bir konform dönüşüm, Γ  G  bölgesinde bulunan 

herhangi bir eğri ailesi ve ( )φ′Γ = Γ  olsun.  Bu durumda 

( ) ( )m m ′Γ = Γ  ve ( ) ( )λ λ ′Γ = Γ  

olur [3]. 

 

 3.3.6. Teoremi eğri ailelerinin modülünün konform dönüşümler altında 

değişmez (invaryant ) olduğunu gösterir. 

 

 3.3.7. Teorem: :F →^ ^  yarıkonformluk katsayısı K  olan ve ( )F ∞ =∞  

koşulunu sağlayan bir yarıkonform dönüşüm, ( )1 2 3: , ; ;ζ ζ ζΓ =Γ ^  kompleks 

düzlemde 1ζ  ve 2ζ  noktalarını ∞  ve 3ζ  noktalarından ayıran lokal düzlendirilebilir 

eğrilerin ailesi ve ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3: , ; ;m F m F F Fζ ζ ζΓ = ^  olsun.  Bu durumda  

( )
( )( )

1 m
K K

m F
− Γ

≤ ≤
Γ

                                            (3.3.14) 

eşitsizliği sağlanır [3]. 

 

Bu eşitsizlik eğri ailelerinin modülünün yarıkonform dönüşümler altında yarı 

değişmez olduğunu ifade eder. 

 

3.3.8. Teorem: Ω⊂^ , L =∂Ω  yarıkonform eğrisiyle sınırlı “∞” noktasını 

içeren bir bölge, z L∈ , 1 2,ζ ζ ∈Ω  ve 1 20 z zζ ζ< − < −  olsun.  Eğer Γ , Ω  

bölgesinde z  ve 1ζ  noktalarını 2ζ  ve ∞  noktalarından ayıran eğri ailesi ise bu eğri  

ailesinin modülü için 

( )2 2
1 3

1 2 1

1 1log log
2

z zc m c
z c z

ζ ζ
π ζ π ζ

− −
− ≤ Γ ≤ +

− −
                (3.3.15) 

sağlanır.  Burada 2c , 3c  pozitif sabitler olup yalnız Ω  bölgesine ve K  

yarıkonformluk katsayısına bağlıdır ve ( ) ( )1 1 logc C Kπ=  şeklindedir [3]. 
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BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

4.1. DÜZ TEOREMLER 

 

G ⊂^  sonlu bir bölge, L G=∂  K -yarıkonform eğri, extGΩ=  ve 

extΔ= D  olsun.  Diğer taraftan :Φ Ω→Δ  konform dönüşümü  

( )Φ ∞ =∞ , ( ) 0′Φ ∞ >  

koşulları ile verilsin.  L , yarıkonform eğri olduğu için bu eğriye göre bir ( )y z  2K  

yarıkonform yansıması vardır ve bu yansıma için 

( )y GΩ = , ( )y G =Ω  ve ( )y L L=                        (4.1.1) 

sağlanır.  Böylece Φ  konform dönüşümü, ( )y z  yansıması ve ( ) 1h w
w

=  dönüşümü 

yardımıyla  

( )
( )

( )( )
,

:
,

z z
z

h y z z G

⎧⎪Φ ∈Ω⎪⎪Φ =⎨⎪ Φ ∈⎪⎪⎩

�
D D

                                 (4.1.2) 

şeklinde tanımlanarak genişletilmiş kompleks düzleme 2K -yarıkonform dönüşüm 

olarak genişletilebilir.  Benzer şekilde 1−Ψ =Φ  konform dönüşümü de  

 ( )
( )

( )( )
,

:
,

w w
w

y h w w

⎧⎪Ψ ∈Δ⎪⎪Ψ =⎨⎪ Ψ ∈⎪⎪⎩

�
D D D

                                (4.1.3) 

şeklinde tanımlanırsa bu dönüşüm →^ ^  tanımlı  2K -yarıkonform dönüşümdür 

[3]. 

 

 4.1.1. Teorem: ( )f z  fonksiyonu L G=∂  yarıkonform eğrisiyle sınırlı, sonlu 

G  bölgesinde tanımlı analitik bir fonksiyon ve ( )y z , L  eğrisine göre bir 

yarıkonform yansıma olsun.  Bu durumda z G∀ ∈  için 

( )
( )( )
( )2

1 f y
f z y d

z ζζ

ζ
σ

π ζΩ

=−
−∫∫
D

                               (4.1.4) 

sağlanır [3]. 

 



35 

 4.1.1. Sonuç: (4.1.4) integral gösterimi 

( )
( )

( )( )2
1 ,

G

f
f z y d z G

y z
ζζ

ζ
σ

π ζ
=− ∈

−
∫∫                          (4.1.5) 

şeklinde yazılabilir [3]. 

 

 4.1.2. Teorem: L G=∂  yarıkonform eğrisiyle sınırlı sonlu G ⊂^  

bölgesinde tanımlı ( )f z  fonksiyonun (4.1.5) integral gösterimine (veya (4.1.4) 

integral gösterimine) sahip olması için gerek ve yeter koşul ( )1f A G∈  olmasıdır.  

Burada ( )y z , L  eğrisine göre bir regüler yarıkonform yansımadır [3]. 

 

 4.1.3. Teorem: ( )1f A G∈  fonksiyonu L G=∂   yarıkonform eğriyle sınırlı, 

sonlu G ⊂^  bölgesinde tanımlı bir fonksiyon, 0 G∈  ve ( )y z , L  eğrisine göre 

( ) 0y ∞ =  koşulunu sağlayan bir regüler yarıkonform yansıma olsun.  Bu durumda 

( )( )1 1m k n≤ + −  olmak üzere herhangi bir sabit m∈`  sayısı ve tüm z G∈  

noktaları için  

         ( )
( )( )

( )

2

22

1 1 1
2

m

nk
t

f y y zJ t dt d
zz

π
ζ

ζ

π

ζ ζ
σ

π ζζ− Ω

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥⎟⎜ ⎟− − −⎜⎢ ⎥⎟⎜ ⎟⎜ −⎝ ⎠− ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫∫ �     (4.1.6) 

integrali derecesi ( )( )( )1 1 2k n+ − − ’yi aşmayan cebirsel bir ( ),nP f z  polinomu 

tanımlar [3]. 

 

 4.1.4. Teorem: G ⊂^ , L G=∂  yarıkonform eğrisiyle sınırlı sonlu bir bölge 

ve ( ) ( )f z A G∈  olsun.  Bu durumda ( )nP z∃  polinomu vardır öyle ki her bir n∈`  

ve z L G∀ ∈ =∂  için  

( ) ( ) ( )( )1 1,n nf z P z d z LUω +−                                 (4.1.7) 

sağlanır.  Burada ( ) ( ): ;t f tω ω= , G  kümesi üzerinde ( )f z  fonksiyonunun 

süreklilik modülüdür [3]. 
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 4.1.5. Teorem: G ⊂^ , L G=∂  yarıkonform eğrisiyle sınırlı sonlu bir bölge 

ve ( )rf A G∈ , r ∈` , olsun.  Bu durumda herhangi bir sabit 0m≥  sayısı ve her bir 

1, 2,...n r r= + +  için derecesi n ’yi aşmayan cebirsel bir ( )nP z  polinomu vardır ve 

tüm z G∈  noktaları için 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 ,,
r

n n r nf z P z d z L zω+− �U                            (4.1.8) 

olur.  Burada 

( ) ( )( ) ( )
( )
1 1

, 1 1
1 1

,
: ,

,

m

n
r n n

n

d z L
z d z L

z z d z L
ω ω +

+ ∗
+

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− + ⎟⎜⎝ ⎠
� ,   ( )1 1, nz z d z L∗

+− =  

şeklinde olup, ( ) ( ),rt f tω ω= , G  kümesi üzerinde rf  fonksiyonunun süreklilik 

modülüdür [3]. 

 

 4.2. PARÇALI DÜZGÜN EĞRİLER İLE K -YARIKONFORM 

EĞRİLERİYLE SINIRLI BÖLGELERDE DÜZ TEOREMLERİN 

UYGULAMALARI  

 

 L  eğrisi yerel anlamda K -yarıkonform eğri olsun.  Bu durumda ,G D ⊂^  

olmak üzere G D→  tanımlı ( )f z  K -yarıkonform dönüşümü vardır.  L  eğrisi bu 

dönüşüm altında birim çemberin görüntüsüdür.  01 2R< ≤ , 1
0 0r R−=  ve 

0 0
: R rG G G= −  olmak üzere  

( ) ( ){ }1f fα −⋅ = ⋅  

 dönüşümü L  eğrisine göre 2K  yarıkonform yansımadır.  Bu durumunda 

( ) 0rRG G G Gα − ⊂ −� ,  ( ) 0r RG G G Gα − ⊂ −�                       (4.2.1) 

olacak şekilde 01 R R< <�  ve 0 1r r< <�  sayıları vardır.  Diğer taraftan 3.3.5. 

Teorem’den L  eğrisine göre bir ( )y z  yansıması vardır.  Ayrıca L  eğrisinin belli bir 

komşuluğunda bu yansıma için  

( )y z z z z′ ′− − ,  z L′ ∈                             (4.2.2) 
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sağlanır.  Böylece genelliği kaybetmeden 3.3.2. Tanım’da  

( ) ( )y z zα=                                           (4.2.3) 

şeklinde alınabilir. 

 

 Bu bölümde 3.2.2.2. Tanım ile verilen ağırlık fonksiyonu  

( ) ( )D z H Gα∈ , 0 1α< ≤ , ( ) 0,D z z G≠ ∈  

olmak üzere  

( ) ( )
2

h z D z=                                            (4.2.4) 

şeklinde ve ( ) ( )y z zα=  alınacaktır.  Ayrıca ( )ϑ λ   

( )

1 2,
2 3
1 2: , 1

2 3
1 , 1
2

λ
λ

ϑ λ λ
λ

λ

⎧⎪⎪ ≤⎪⎪ −⎪⎪⎪⎪= < <⎨⎪⎪⎪⎪⎪ ≥⎪⎪⎪⎩

                                     (4.2.5) 

şeklinde tanımlıdır. 

 

4.2.1. Teorem: ( )G Cθ λ∈  , 0 2λ< < , ve ( )h z  ağırlık fonksiyonu (4.2.4) ile 

tanımlı olsun.  Bu durumda 

( ) ( ) ( ) ( )
4 9

2 2
2,n nz c z E f A n

λ
λ με δ

−
− −≤                          ( 4.2.6) 

olur.  Burada ( )α ϑ λ>  ise 10 min ;
2 2

λ
μ

λ
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪< < ⎨ ⎬⎪ ⎪−⎪ ⎪⎩ ⎭

, ( )α ϑ λ≤  olması durumunda 

ise { }0 min 1;μ α λ< <  şeklinde olup, ( )ϑ λ  (4.2.6)’da tanımlandığı gibidir.  Ayrıca 

( ) ( ) ( ) ( )

1
22

2, : min
n

n n zP
G

E f A h z f z P z dσ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫  

sayısı ( )2 ,A h G  sınıfından olan ( )f z  fonksiyonuna derecesi n ’yi aşmayan cebirsel 

polinomlarla en iyi yaklaşım sayısıdır [27]. 

 

 4.2.1. Sonuç: 4.2.1. Teorem’in koşullarına ek olarak 1λ=  ise  
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( ) ( ) ( )
5
2

2,n nz c z E f A n με δ
− −≤                           (4.2.7) 

olur.  Burada 10
2

α< ≤  ise ( )0,μ α∈ ,   1 1
2

α< ≤  ise 10,
2

μ
⎛ ⎞⎟⎜∈ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

 şeklindedir [27]. 

 

 3.2.2.2. Tanım’da ağırlık fonksiyonu  

( ) ( ), 0h C G h z c∈ ≥ >                                     (4.2.8) 

şeklinde seçilirse aşağıdaki teoremler geçerlidir: 

 

 4.2.2. Teorem: ( ), 0 2,G Cθ λ λ∈ < <  ve ( )f A G∈  olsun.  Bu durumda 

{ }min 1;λ λ∗ =  olmak üzere keyfi 0ε>  için  

( ),n ncn E f Gλ εε
∗+≤                                            ( 4.2.9) 

olur.  Burada  

( ) ( ) ( ), : inf max
n

n nP z G
E f G f z P z

∈
= −  

sayısı derecesi n ’yi aşmayan cebirsel polinomlarala ( )f A G∈  fonksiyonuna en iyi 

yaklaşım sayısıdır  [27]. 

 

 4.2.2. Sonuç: 4.2.2. Teorem’in koşulları altında ( ) ( )rf W H Gα∈  olsun.  Bu 

durumda { }min 1;λ λ∗ =  ve r λ
α

λ

∗

∗

+ >  olmak üzere ( )rη α λ λ∗
∗∀ < + −  için 

n cn ηε −≤                                                    (4.2.10) 

eşitsizliği sağlanır [27]. 

 

 4.2.3. Teorem: G ⊂^  L G=∂  K -yarıkonform eğrisiyle sınırlı sonlu bir 

bölge ve ( ) ( )rf W H Gα∈  olsun.  Bu durumda 2r Kα+ >  ise 

n n ϑε −≤                                                   (4.2.11) 

olur.  Burada 
( )2

2

2
: 0

1
r K

K
α

ϑ
+ −

= >
+

 şeklindedir. 
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4.3. YARDIMCI SONUÇLAR 

 

Bu kısımda 4.1 ve 4.2 kısımlarında verilen teoremlerin ispatı için gerekli olan 

lemmalar ve bu lemmaların ispatları verilecektir. 

 

 Her bir 1R>  için ( ): RL y L∗ = , :G intL∗ ∗=  ve : extL∗ ∗Ω =  olsun.  

: ∗
∗Φ Ω →Δ , ( )∗Φ ∞ =∞  ve ( ) 0∗′Φ ∞ >  koşullarını sağlayan konform dönüşümü 

verilsin.  Bu durumda z L∗∀ ∈  ve ( ),z t d z L− =  eşitliğini sağlayan t L∈  noktası 

için 

( ) ( ) ( ), , ,R Rd z L d t L d z L                                  (4.3.1) 

( ) ( ) ( )1 1t z c R∗ ∗Φ ≤ Φ ≤ + −                                  (4.3.2) 

değerlendirmeleri geçerlidir. 

 

4.3.1. Lemma: G , L G=∂  yarıkonform eğrisiyle sınırlı sonlu bir bölge, 

( )nP z  derecesi n ’ yi aşmayan keyfi bir polinom ve 1 cR
n

= +  olsun.  Bu durumda  

( ) ( )1n nC G C G
P c P ∗≤                                      (4.3.3) 

olur.  Burada ( )1 1 , 0c c G c= >  şeklinde bir sabittir [27]. 

 

İspat: 

( )
( )

( )
1: ,n

n

P z
F z z

z
∗

+

∗

= ∈Ω
⎡ ⎤Φ⎣ ⎦

                               (4.3.4) 

olsun.  Dikkat edilirse ( )F A
∗

∈ Ω  , ( ) 0F ∞ =  ve her z L∗∈  için, 

( )
( )

( )
( )1

n
nn

P z
F z P z

z
+∗

= =
Φ

 

dır.  ( )F A
∗

∈ Ω  olduğu için 3.1.2.6. Teorem’den (Maksimum Modül Prensibi) 



40 

( ) ( ) ( ) ( )max max max ,n
z L z Lz

F F z F z P zζ ζ
∗ ∗ ∗

∗

∈ ∈∈Ω
≤ = = ∈Ω    (4.3.5) 

olur.  Diğer taraftan yine 3.1.2.6. Teorem’i gereği  

( ) ( )max maxn n
z Lz G

P z P z
∗ ∗∈∈

=  

elde edilir.  (4.3.4) ve son eşitlik göz önüne alınarak (4.3.5)’den  

( ) ( ) ( )
1* n

n n C G
P Pζ ζ ∗

+
≤ Φ                                   (4.3.6) 

eşitsizliği elde edilir.  Bu ifadede   Lζ ∈  alınarak (4.3.2) kullanılırsa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( )

1 1

1

1 1

n n

n n nC G C G

n C G

n C G

P P z P

c R P

c P

ζ ζ ∗ ∗

∗

∗

+ +∗ ∗≤ Φ ≤ Φ

≤ + −

≤

 

değerlendirmesi elde edilir.  Bu değerlendirme Lζ∀ ∈  için geçerli olduğundan her 

iki tarafın maksimumu alınarak istenilen elde edilir. 

 

 4.3.2. Lemma: G ⊂^  sonlu bir bölge ve L G=∂ , K - yarıkonform eğri 

olsun.  Bu durumda tespit edilmiş bir 0z G∈  noktası ve keyfi 00 1u R< < −  için 

( )( ) ( ) ( )
21

1 0 0, K
umes G G z zϕ α δ δ ζ

−−
+

⎡ ⎤−⎣ ⎦D U                        ( 4.3.7) 

sağlanır.  Burada ( ) ( ) ( )1: , ,z d z Lδ ζ ϕ τ−= =  ve ( )( ){ }1 0: ,umin w w L zτ ϕ α += ∈ D  

şeklindedir [12]. 

 

İspat:  

( )( ) ( )2
1 0, 2 1

1

umes G G zϕ α π τ

τ

+ − ≤ −

−

D

U
                      (4.3.8) 

eşitsizliğinin geçerli olduğu açıktır.  0z  noktasının G  bölgesinde bulunduğu yere 

göre ( )1 τ−  uzunluğunu değerlendirelim: 

 i) Eğer 00 rz G∈  ise (4.2.2), (4.2.3) ve 3.3.1.Sonuç’ tan 

( )
2

1 KUτ δ ζ
−

−                                        (4.3.9) 

elde edilir. 
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 ii) 0z G D∈ ∩  olsun.  Bu durumda ( )0 0: ;z zα′ =  ( )0 0: , ,z z d z L z L− = ∈  

olmak üzere iki durum söz konusudur: 

 a)  10 uz G +′ ∈  olsun.  O zaman (4.2.2), (4.2.3) ve 3.3.1. Sonuç yardımıyla  

( )
( )0 0

1 1 z
z z z

U U
δ ζζ

τ
δ

−
− ≤

−
                                (4.3.10)  

elde edilir. 

 b) 0 1 uz D+
′ ∈Ω ∩  ise 0w R=  çemberi üzerinde bir 1w  noktası alalım ve 

( )1 1:z w= Ψ  olsun.  ϕ  fonksiyonu  

( )
( )

( )( ) 0

0

0

0

, ,
, : 1 ,

,
R

z z z G
z z z G G

z z

ϕ

ϕ

ϕ α

⎧⎪ ∈⎪⎪⎪=⎨ ∈ −⎪⎪⎪⎪⎩

�                           (4.3.11)  

şeklinde tanımlanarak G  bölgesinden 
0RG  bölgesine genişletilebilir.  Dikkat edilirse 

ϕ�  fonksiyonu 2K -yarıkonform dönüşümdür. 

0RG  bölgesinde z  ve ζ  noktalarını 0z  ve 1z    noktalarından ayıran eğri ailesi 

( )
00 1: , ; , , Rz z z GζΓ =Γ  ve bu eğri ailesinin ϕ  dönüşümü altında görüntüsü 

( ): ϕ′Γ = Γ  olsun.  Bu durumda ( )m Γ  ve ( )m ′Γ  için (3.3.15)’den 

( ) ( )0 2
1

1 1ln , ln
2 2 1

z z cm c m
zπ ζ π τ
− ′Γ ≥ Γ ≤
− −

                 (4.3.12) 

eşitsizlikleri sağlanır.  Burada 1,2i =  olmak üzere ( )0 , ,i ic c R D G=  sabitleri 

0, , ,z zζ τ  noktalarından bağımsızdır. 

Diğer taraftan eğri ailelerinin modülünün yarıkonform dönüşümler altında 

yarı-değişmez olduğu ve (4.3.12) eşitsizleri göz önüne alınırsa 

( ) ( ) ( )
2

1
0

0

1
K z z

z z
U Uζ

τ δ δ ζ−−
−

−
                                (4.3.13) 

değerlendirmesi ve bu değerlendirmeden ise 

( ) ( )
2 2

01 K KzUτ δ δ ζ
− −−−                                       (4.3.14) 

bulunur. 
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(4.3.9), (4.3.10) ve (4.3.14) değerlendirmeleri birleştirilerek istenilen sonuç 

kolayca görülür. 

 

4.3.3. Lemma: G ⊂^  sonlu bir bölge, L G=∂  K -yarıkonform eğri ve 

0z G∈  tespit edilmiş bir nokta olsun.  Bu durumda her bir 1n≥  için 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, 0 , , ,n nP z z P z z z zϕ′ ′= =  koşullarını sağlayan bir ( )0,nP z z  polinomu 

vardır ve bu polinom için  

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

1
1 1 2

0 0 0 0, , ,n R
A

z P z n z mes G G zϕ δ ϕ α− − ⎡ ⎤′′ ⋅ − ⋅ + −⎢ ⎥⎣ ⎦U       (4.3.15) 

olur [12]. 

 

İspat: R ′  sayısı 01 R R′< <  koşulunu sağlayacak şekilde belirlensin.  Bu 

durumda ( )0,z zϕ  fonksiyonu  

( )
( )

( )( )
0

0
0

, ,
, :

, , R

z z z G
z z

z z z G G

ϕ
ϕ

ϕ α ′

⎧⎪ ∈⎪⎪=⎨⎪ ∈ −⎪⎪⎩
�                        (4.3.16) 

şeklinde tanımlanarak RG ′  bölgesine genişletilebilir.  ( )0,z zϕ�  fonksiyonunun z ’e 

göre türevi alınırsa  

( )
( )

( )( )
0

0
0

0 ,,
, :

, ,z
Rz

z Gz z
z z

z z z z G G
ϕ

ϕ
ϕ α α ′

⎧⎪ ∈∂ ⎪⎪= =⎨⎪ ′∂ ∈ −⎪⎪⎩

�
�             (4.3.17) 

elde edilir.  RG ′  bölgesinde ( )0,z zϕ�  fonksiyonuna 3.1.2.8. Teorem (Cauchy-

Pompeiu Formülü) uygulanırsa, 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

00
0

0 00

,,1 1,
2

, ,,1 1 1
2

R R

R R

L G

L G G G

zz
z z d d

i z z

z zz
d d d

i z z z

ζ
ζ

ζ ζ
ζ ζ

ϕ ζϕ ζ
ϕ ζ σ

π ζ π ζ

ϕ ζ ϕ ζϕ ζ
ζ σ σ

π ζ π ζ π ζ

′ ′

′ ′−

= −
− −

= − −
− − −

∫ ∫∫

∫ ∫∫ ∫∫

��
�

� ��
  (4.3.18) 

bulunur.  (4.3.18)’de z G∈   alınarak (4.3.17) dikkate alınırsa, 

( )
( ) ( )00

0

,,1 1,
2

R RL G G

zz
z z d d

i z z
ζ

ζ

ϕ ζϕ ζ
ϕ ζ σ

π ζ π ζ
′ ′−

= −
− −∫ ∫∫

��
                (4.3.19) 

eşitliği elde edilir.  (4.3.19) eşitliğinin  z ’ye göre türevi alınırsa 
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            ( )
( )

( )
( )

( )
00

0 2 2

,,1 1,
2

R RL G G

zz
z z d d

i z z
ζ

ζ

ϕ ζϕ ζ
ϕ ζ σ

π πζ ζ
′ ′−

′ = −
− −∫ ∫∫

��
                (4.3.20) 

elde edilir.   

Yeterince büyük ( )0n N R>  ve keyfi 0 1ε< <  için 1
11R c nε−= +  sayısı 

1 R R′< <  olacak şekilde seçilsin.  Böylece  

( )
( ) ( )

( )
( )

00
0

0
0

,,1 1, : ,
2

,1, : ,

RR R

R

L G G

G G

zz
A z z d d z G

i z z

z
B z z d z G

z

ζ
ζ

ζ
ζ

ϕ ζϕ ζ
ζ σ

π ζ π ζ

ϕ ζ
σ

π ζ

′ ′−

−

= − ∈
− −

=− ∈
−

∫ ∫∫

∫∫

��

�
 

olmak üzere (4.3.19) eşitliği  

( ) ( ) ( )0 0 0, , ,z z A z z B z zϕ = +                             (4.3.21) 

şeklinde yazılabilir.  (4.3.21) ifadesinde bulunan ( )0,A z z  fonksiyonu G ’da 

analitiktir ve bu fonksiyon G ’da 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1, , , 0 1, , ,
1 1, : , , , ,

2
RR R

n m k n m k n
L G G

Q z z z K z d z K z d
i ζζ

ϕ ζ ζ ζ ϕ ζ ζ σ
π π

′ ′−

= −∫ ∫∫� �  

(4.3.22) 

şeklinde bir ( )0,nQ z z  polinomu tanımlar.  Bu ifadede ( )1, , , ,m k nK zζ  Dzyadyk 

polinom çekirdeğidir.  Böylece [28] yardımıyla 

( ) ( ) 3
0 0, , ,n

cA z z Q z z z G
n

′′ − ≤ ∈                          (4.3.23) 

değerlendirmesi elde edilir.  Burada 3c , 0z  noktasından bağımsız bir sabittir. 

(4.3.22) ile tanımlı ( )0,nQ z z  polinomu yardımıyla ( )0,nP z z�  polinomu 

( ) ( ) ( )0 0 0 0, : , ,n n nP z z Q z z Q z z= −�                            (4.3.24) 

şeklinde tanımlansın.  (4.3.21), (4.3.24) eşitlikleri ve (4.3.23) değerlendirmesi 

kullanılarak  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

0 0 0 0 0

0

, , , , ,

1 ,

n A A

A

z P z A z Q z B z

B z
n

ϕ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ − ⋅⎣ ⎦

′+ ⋅

�

U
          (4.3.25) 

elde edilir.  Bu ifadede ( )
2

0,
A

B z′ ⋅ normunu değerlendirmek için (3.3.2.3) ile tanımlı 
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( )( )( )
( )

( )2
1:

f
T f z d

z ζ

ζ
σ

π ζ
=−

−∫∫  

sınırlı lineer Hilbert dönüşümü göz önüne alınsın.  ( )0,z zϕ�  fonksiyonu ( )2L ^  

sınıfına aittir.  RG G−  bölgesinde  

( ) ( )( ) ( )( )
2 22 2

0 0 0, , ,z z zU
ζ ζ

ϕ ζ ϕ α ζ α ϕ α ζ′ ′=�  

eşitliği göz önüne alınır ve bu fonksiyona Calderon-Zygmund eşitsizliği uygulanırsa 

    
( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

2 2 2
0 0 0

1
2

0

, , ,

,

RA A A G G

R

B z z z

mes G G z

α
ϕ ϕ

ϕ α

−
′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

�U U

U
                 (4.3.26) 

elde edilir.  Böylece (4.3.26) değerlendirmesi (4.3.25)’de  kullanılırsa  

( ) ( ) ( )( )
2

1
2

0 0 0
1, , ,n RA

z P z mes G G z
n

ϕ ϕ α⎡ ⎤′ ′⋅ − ⋅ + −⎢ ⎥⎣ ⎦
� U            (4.3.27) 

olduğu görülür.   

Şimdi ( )0,nP z z  polinomu aşağıdaki şekilde tanımlansın: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0 0

0

0 0 0 0

, , , ,
, :

, ,
n n

n

P z z z z z z P z z n N R
P z z

z z z z n N R

ϕ

ϕ

⎧ ⎡ ⎤⎪ ′ ′− − − >⎢ ⎥⎪⎪ ⎣ ⎦=⎨⎪ ′− ≤⎪⎪⎩

� �
 

Bu aranılan polinomdur.  Hölder ve Minkovski eşitsizlikleri ile birlikte (4.3.26) ve 

(4.3.27) değerlendirmeleri kullanılırsa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

, , , , ,

, , , , ,

n nA A

n nA A

z P z A z B z P z

z P z A z P z B z

ϕ

ϕ

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′⋅ − ⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅⎣ ⎦

′ ′ ′ ′ ′⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅� �U
(??) 

( )( ) ( )

( ) ( )( )

2

1
21

2
0 0

0

1
1 2

0 0

1 , ,

1 ,

R

R
A

G G

R

d
mes G G z z

n z

z mes G G z
n

ζ

ζ

σ
ϕ α ϕ

ζ

δ ϕ α

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ′+ − + ⋅ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫��U

U

 

elde edilir.  Bu ise gösterilmek istenen sonuçtur. 
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4.3.4. Lemma: ( ) , 0 2,G Cθ λ λ∈ < <  olsun.  Bu durumda her 1n≥  ve 

10 min ,
2 2

λ
μ

λ
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪< < ⎨ ⎬⎪ ⎪−⎪ ⎪⎩ ⎭

için ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, 0 , , ,n nP z z P z z z zϕ′= =  koşullarını 

sağlayan bir ( )0,nP z z  polinomu vardır ve bu polinom için 

( ) ( ) ( ) ( )
2

5 2
2 2

0 0 0, ,n
A

z P z z n
λ
λ μϕ δ

−
−

− −′′ ⋅ − ⋅ U                        (4.3.28) 

olur [29]. 

 

4.3.5. Lemma: ( ) , 0 2G Cθ λ λ∈ < <  ve ( )h z  ağırlık fonksiyonu 4.2.4’de 

tanımlandığı gibi olsun.  Bu durumda 0z G∈ , 1n∀ ≥  için  

( )
( )
( )

0 0
0 0

0

,
,n

z z
T z z

D z
ϕ′

=  

koşulunu sağlayan bir ( )0,nT z z  polinomu vardır ve bu polinom için 

( )
( )

( ) ( ) ( )
2

5 2
2 20

0 0

,
,n

A

z
T z z n

D

λ
λ μϕ

δ
−

−
− −

′ ⋅
− ⋅

⋅
U                       (4.3.29) 

olur.  Burada; ( )α ϑ λ>  ise 10 min ;
2 2
λ

μ
λ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪< < ⎨ ⎬⎪ ⎪−⎪ ⎪⎩ ⎭
, ( )α ϑ λ≤  ise  

{ }0 min 1;μ α λ< <  şeklinde olup,  c  z  ve n ’den bağımsız bir sabittir [27]. 

 

 İspat: Lemmanın koşulu gereği 
( ) ( )1 Lip G

D z α∈ ’dır.  L , ( ) 1c K >  katsayılı 

yarıkonform eğri olduğundan [31, Teorem 3]’den 

( )
( ) ( )1 1

1max ,m mz G
Q z d z L

D z
α

+
∈

− � U                           (4.3.30) 

eşitsizliğini sağlayan bir ( )mQ z�  polinomu vardır.  ( )0,mQ z z  polinomu 

( ) ( ) ( )
( )0 0

0

1, :m m mQ z z Q z Q z
D z

= − +� �  

şeklinde tanımlansın.  Bu durumda her { }0 min 1;μ α λ′< <  için (4.3.30)’dan, 
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( )
( )0

1max ,mz G
Q z z m

D z
μ′−

∈
− U                                 (4.3.31) 

elde edilir.  (4.3.31) ve (4.3.28) değerlendirmeleri dikkate alınarak 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
2

2

0
0 0 0 0

, 1, , , ,l m l A
A C G

z
P z Q z z P z

D D
ϕ

ϕ
′ ⋅

′ ′ ′− ⋅ ⋅ ≤ ⋅ − ⋅
⋅ ⋅

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

2

2

0 0

0 0 0

5 2
2 2

0

1, ,

1 , , ,

mA
C G

m l A
C G

z Q z
D

Q z z P z
D

z l l m m
λ
λ μ μ μ μ

ϕ

ϕ

δ
−

−
− ′ ′− − − −

′+ ⋅ − ⋅
⋅

′ ′+ − ⋅ ⋅ − ⋅
⋅

+ +U

 

elde edilir.  m , μ μ′ ≤  olduğunda :m n=  şeklinde, μ μ′ >  olması durumunda ise 

: 1m n
μ
μ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥′⎣ ⎦= +  şeklinde tanımlanır ve  :n l mT P Q′=  şeklinde alınırsa ispat tamamlanır. 

 

 4.3.6. Lemma: ( ) , 0 2,G Cθ λ λ∈ < <  ve ( )h z , (4.2.4) ile tanımlı ağırlık 

fonksiyonu olsun.  Bu durumda her bir 0z G∈  için 

( ) ( )( )1 2
2 2

0 0 0k
k n

K z O z nμ μλ δ
∞

− −

=

=∑                           (4.3.32) 

olur.  Burada 
( )1
5 2

2 2
λ

μ
λ

−
=

−
  ve { }2 2 min ;μ μ μ′=   şeklindedir 

 [27]. 

 

İspat:  

( ) ( ) ( )
2

: z
G

J f h z f z dσ= ∫∫                                (4.3.33) 

integrali göz önüne alınır ve    

( )
( )
( )

0 0
0 0 0

0

,
, :

z z
f z z

D z
ϕ

λ
′

= =                                  (4.3.34) 
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koşulunu sağlayan ( )2 ,f A h G∈  sınıfı üzerinde ( )J f  integralinin minimum 

problemi incelenirse, bu integrale minimum değerini veren fonksiyonun 

( )
( )
( )

0
0 0

,
, :

z z
f z z

D z
ϕ′

=  

 olduğu görülür.  Diğer taraftan aynı problem, derecesi ( )1n− ’i aşmayan ve (4.3.34) 

koşulunu sağlayan polinomlar sınıfı üzerinde incelendiğinde  

( ){ }
( )1

0
1 1 2

0
0

min
n

n nP

j
j

J P
K z

λ
−

− −

=

=

∑
 

olduğu ve ( )
( ) ( )

( )

1

0
0

1 0 1 2

0
0

:

n

j j
j

n n

j
j

K z K z
Q z

K z
λ

−

=
− −

=

=
∑

∑
�  polinomunun bu integrale minimum 

değerinin veren polinom olduğu görülür [9].  Bunların yanı sıra,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

2 2
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

, , , , , ,

, , 2Re , , ,

n n n

n n

f z z Q z z f z z Q z z f z z Q z z

Q z z f z z f z z f z z Q z z

− − −

− −

⎡ ⎤⎡ ⎤− = − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

� � �

� �

 

eşitliği ve  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 1 0Re , , , 0n z
G

h z f z z f z z Q z z dσ−
⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦∫∫ �  

olduğu dikkate alınırsa  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2
0 0 1 0 1 0 0

2

1

, , ,n z n z z
G G G

n z
G

h z f z z Q z z d h z Q d h z f z z d

h z Q d

σ σ σ

σ π

− −

−

− = −

= −

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫

� �

�
 

elde edilir.  Bu son eşitlik yardımıyla  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

1 0 0 1 0

2
0 0 1 0

, ,

, ,

n z n z
G G

n z
G

h z Q d h z f z z Q z z d

h z f z z T z z d

π σ π σ

π σ

− −

−

≤ = + −

≤ + −

∫∫ ∫∫

∫∫

� �

     (4.3.35) 

bulunur.  Burada ( )1 0,nT z z− , ( )1 0 0 0,nT z z λ− =  koşulunu sağlayan keyfi bir 

polinomdur.  (4.3.35) eşitliğinde  
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( )
( )

2 0
1 1 2

0
0

n z n
G

j
j

h z Q d
K z

λ
σ− −

=

=∫∫
∑

�  

olduğu göz önüne alınır ve ( )1 0,nT z z−  polinomu olarak 4.3.5.Lemma’daki polinom 

alınırsa (4.3.29) değerlendirmesi yardımıyla 

( )
( )( )1 20

01 2

0
0

n

j
j

O z n
K z

μ μλ
π δ− −

−

=

= +

∑
 

elde edilir.  Buradan paydadaki toplam için 

( ) ( )( )1 2

21 2 20
0 0 0

0

n

j
j

K z O z nμ μλ
λ δ

π

−
− −

=

= −∑                     (4.3.36) 

asimptotik gösterimi bulunur.  m n>  olmak üzere (4.3.36)’dan 

( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2
2 2 2

0 0 0 0 0

m

j
j n

K z O z n O z mμ μ μ μλ δ λ δ− − − −

=

= −∑  

elde edilir.  Bu eşitlikte m →∞  için limit alınırsa  

( ) ( )( )1 2
2 2

0 0 0j
j n

K z O z nμ μλ δ
∞

− −

=

=∑                          (4.3.37) 

asimptotik gösterimi elde edilir. 

 

 4.3.8. Lemma: G ⊂^  bir k-yarıçember, 0 1k≤ <  ve :Ψ Δ→Ω  bir 

konform dönüşüm olsun.  Bu durumda 1 2,w w∀ ∈Δ  için  

( ) ( ) 1
1 2 1 2

kw w w w +
Ψ −Ψ −V  

 
sağlanır [27]. 
 

 

4.4. TEOREMLERİN İSPATLARI  

 

4.4.1. ( 4.1.1. Teorem’in İspatı): Tespit edilmiş a G∈  ve keyfi z G∈  

noktaları için  

( ) ( ):
z

a

F z f d ζζ σ= ∫                                          (4.4.1) 
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fonksiyonu tanımlansın.  ( )F z  fonksiyonu G  bölgesinde ( )f z ’in ilkel 

fonksiyonudur.  ( )F z  fonksiyonu ( )y z  yarıkonform yansıması yardımıyla 

                                              ( )
( )

( )( )
,

:
,

f z z G
F z

f y z z

⎧⎪ ∈⎪⎪=⎨⎪ ∈Ω⎪⎪⎩

�                                      (4.4.2) 

şeklinde tanımlanarak G  bölgesinden ^ ’a genişletilebilir.  Bu fonksiyon ( )ACL ^   

sınıfındandır.  Bunu gösterebilmek için keyfi bir R ⊂^  dikdörtgeni ve bu R  

dikdörtgeninin yatay (veya düşey) kenarına ait olan ve birbirleriyle kesişmeyen 

( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , ,..., ,n nz z z z z z′ ′ ′  aralıklar sistemi ile 

     
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2 3

1 1 1

:
n

n k k
k

n n n

k k k k k k
k k k

I F z F z

F z F z F y z F y z F z F z

=

= = =

′= −

′ ′ ′≤ − + − + −

∑

∑ ∑ ∑

� �

� �
 

(4.4.3) 

toplamı göz önüne alınsın.  Burada ( )1∑ toplamı, G  bölgesinde bulunan aralıklar 

üzerinden; ( )2∑ toplamı, Ω  bölgesinde bulunan aralıklar üzerinden ve 

( )3∑ toplamı ise L  eğrisi ile ortak noktası bulunan aralıklar üzerinden alınacaktır.  

Dikkat edilirse ( ),k k kz z z∗ ′∈  ise genelliği kaybetmeden kz G∈  ve kz′ ∈Ω  alınabilir. 

Böylece 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )3 3

1 1

n n

k k k k k k
k k

F z F z F y z F z F z F z∗ ∗

= =

′ ′− ≤ − + −∑ ∑� �    (4.4.4) 

yazılabilir.  ( ) ( )1F z Lip G∈  olduğundan 1 2,z z G∀ ∈  için 

( ) ( )
21 1 2F z F z M z z− ≤ −                                      (4.4.5) 

eşitsizliğini sağlayan 0M∃ >  sayısı vardır.  (4.4.4) ve (4.4.5) göz önüne alınarak 

(4.4.3) eşitsizliği 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1

3 3

1 1

n n

n k k k k
k k

n n

k k k k
k k

I M z z y z y z

M y z y z z z

= =

∗ ∗

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ′ ′≤ − + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ′+ − + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑
                   (4.4.6) 
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şeklinde yazılır.  Diğer taraftan ( ) { }( )y z ACL a∈ −^  olduğundan 1
1

n

k k
k

z z δ
=

′− <∑  

eşitsizliğini sağlayan 1 0δ∃ >  sayısı vardır ve bu 1δ  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3

1 1 2

n n

k k k k
k k

y z y z y z y z
M
ε∗

= =

′ ′− + − <∑ ∑                (4.4.7) 

sağlanır.  1: min ,
2M
ε

δ δ
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

 seçilirse 
1

n

k k
k

z z δ
=

′− <∑  eşitsizliğini sağlayan tüm 

,k kz z′  noktaları için (4.4.7) değerlendirmesi (4.4.6)’da kullanılırsa 

2 2nI M
M M

⎛ ⎞⎟⎜≤ + =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
ε ε

ε  

elde edilir.  Bu ise ( ) ( )F z ACL∈� ^  olmasıdır.  Diğer taraftan 2p>  olmak üzere 

( ),z pzF F L∈� � ^ ’dir.  Böylece ( )F z�  fonksiyonu pL -türevlerine sahip bir 

fonksiyondur.  3.1.2.8. Teorem’i ( )F z�  fonksiyonuna uygulanırsa herhangi bir z ∈^   

noktası ve z r<  için  

                                 ( )
( )1 1

2 r r

FF
F z d d

i z z
ζ

ζ

ζ ζ

ζ
ζ σ

π ζ π ζ
= ≤

= −
− −∫ ∫∫

��
�                           (4.4.8) 

eşitliği bulunur.  Bu eşitlikte z ’ye göre türev alınırsa, 

            ( )
( )

( ) ( )2 2
1 1

2 r r

FF
F z d d

i z z= ≤

′ = −
− −∫ ∫∫

��
� ζ

ζ ζ

ζ ζ

ζ
σ σ

π πζ ζ
                   (4.4.9) 

elde edilir.  (4.4.9) ifadesinde z G∈  alınırsa 

( ) ( )
( )

( )
( )( )
( ){ }

2 2
1 1

2 r r G

F f y
f z F z d d

i z z
ζ ζ

ζ ζ

ζ ζ
σ σ

π πζ ζ= ≤ −

′= = −
− −∫ ∫∫
� D

          (4.4.10) 

bulunur.  Diğer taraftan 

( )
( )

( )2 2

1 2lim lim max 0
2r r r

r r

F
d F d

i rz
ζ ζ

ζ ζ

ζ
σ ζ ζ

π πζ→∞ →∞ =
= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜≤ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎟⎜⎝ ⎠
∫ ∫

�
�  

olduğu dikkate alınır ve (4.4.10) ifadesinde r →∞  için limite geçilirse  

( )
( )( )
( )2

1 f y
f z y d

z ζζ

ζ
σ

π ζΩ

=−
−∫∫
D

 

elde edilir. 
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4.4.2. (4.1.2. Teorem’in İspatı): Genelliği kaybetmeden 0 G∈  ve ( ) 0y ∞ =  

olsun. 

 :⇒  ( )f z  fonksiyonu (4.1.5) integral gösterimine sahiptir.  Bu durumda 

0 G∈  için 

( )
( )
( )( )2

10
G

f
f y d

y
ζζ

ζ
σ

π ζ
=− ∫∫                                  (4.4.11) 

integral gösterimi yazılabilir.  Lebesque integralinin sonlu olmasından 

( )
( )( )2

G

f
y d M

y
ζζ

ζ
σ

ζ
< <∞∫∫  

elde edilir.  ( )y z  regüler yansıma olduğu için yeterince küçük 0δ>  ve 

{ }:U Gδζ ζ ζ δ∈ = ∈ <  için (3.3.5)’den 

( )
2

y y
ζ

ζ  

ve G Uδζ ∈ −  için (3.3.6)’dan 

1y
ζ

 ve ( ) 1y ζ  

olur.  Bu değerlendirmeler göz önüne alınarak 

( ) ( ) ( )

( )

( )( )
( )

( )( )2 2

1

G U G U

U G U

f d f d f d

f f
y d y d

y y

−

−

= +

+

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

δ δ

δ δ

ζ ζ ζ

ζ ζζ ζ

ζ σ ζ σ ζ σ

ζ ζ
σ σ

ζ ζ
           (4.4.12) 

elde edilir.  Böylece (4.4.12) değerlendirmesi ( )f z  fonksiyonunun ( )1A G  sınıfından 

olduğunu gösterir. 

 :⇐  ( )1f A G∈ ’dir.  L  K -yarıkonform eğri olduğu için :ψ →^ ^  tanımlı 

K -yarıkonform dönüşümü vardır ve bu dönüşüm altında birim çemberin görüntüsü 

L ’dir.  1: 1 ,
1n w w n

n
⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪Γ = = − ∈⎨ ⎬⎪ ⎪+⎪ ⎪⎩ ⎭

`  olmak üzere her bir n∈`  için ( )n nL ψ= Γ  
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eğrileri G  bölgesinin iç seviye eğrileri ve :n nG intL=  olsun.  { }nG  bölgeler dizisi 

G  bölgesini içten doldurur ve  

nL L→ ,  n →∞  

olur.  Diğer taraftan her bir n∈`  için nL , K -yarıkonform eğridir ve nL  eğrilerine 

göre ( )0ny =∞  koşulunu sağlayan ny  yarıkonform yansıması vardır.  Bunun yanı 

sıra ( )ny z  yansımaları için (3.3.5)-(3.3.7) sağlanır.  Bu ilişkiler göz  

önüne alınırsa 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

2 2 2

2

2 2 ,

G U G U

U G U

f y f y f y
I d d d

y z y z y z

y f
f d d

d z Ly z

δ δ

δ δ

ζ ζ ζ
ζ ζ ζ

ζ ζ

ζ ζ ζ
σ σ σ

ζ ζ ζ

ζ ζ
ζ σ σ

ζ

−

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − − ⎟⎜⎝ ⎠

+
−

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫U

 

( )
( )

( )

( )

2

1
,U G U

G

f d f d
d z L

f d
δ δ

ζ ζ

ζ

ζ σ ζ σ

ζ σ

−

+

<∞

∫∫ ∫∫

∫∫

U

U
                  (4.4.13)                        

elde edilir.  Böylece (4.4.13)’den I  integrali vardır.  Diğer taraftan n∀ ∈`  için 

( ) ( )nf z A G∈  olduğundan 4.1.1. Sonuç’tan nz G∀ ∈  için 

( )
( )( )

( )( )2
1

n

n

G n

f y
f z d

y z
ζ

ζ

ζ
σ

π ζ
=−

−
∫∫                             (4.4.14) 

integral gösterimi geçerlidir. 

 z G∈  olsun.  N ∈`  sayısı Nz G∈  olacak şekilde belirlensin.  (4.4.12) 

değerlendirmesine benzer şekilde her bir n∈`  için ( )ny z  yansımaları (3.3.5)-

(3.3.7) ilişkilerini sağlandığından tüm ( )n N z>  ve ( )10, 2d Lδ=  için  

                                                      
( )

( )
2 1

n

n

y

y z
Uζ

ζ −
                                           (4.4.15) 

sağlanır.  Diğer taraftan Lebesque İntegralinin mutlak sürekli olmasından verilen 

keyfi 0ε>  sayısına karşılık ( )1 1ε ε ε∃ =  sayısı vardır ve ( ) 1mes D ε<  olduğunda  
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( )
D

f d ζζ σ ε<∫∫  

olur.  Dolayısıyla 1N N∃ >  sayısı bulunabilir ve 1n N∀ ≥  için ( ) 1nmes G G ε− <  

sağlanır.  Böylece 1n N∀ ≥  için 

( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )2 2

n

n

G G n

f yf y
I f z d d

y z y z
ζ ζ

ζ ζ

ζζ
π σ σ

ζ ζ
− = −

− −
∫∫ ∫∫  

( )

( )( )
( )

( )( )
1 1

2 2

N NG G G

f y f y
d d

y z y z
ζ ζ

ζ ζ

ζ ζ
σ σ

ζ ζ−

= +
− −

∫∫ ∫∫  

( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
1 1

2 2

n N N

n n

G G Gn n

f y f y
d d

y z y z
ζ ζ

ζ ζ

ζ ζ
σ σ

ζ ζ−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ − − ⎟⎜⎝ ⎠
∫∫ ∫∫  

             ( )
( )( )

( )

( )( )
1

2 2

N

n

G n

yy
f d

y z y z
ζ ζ

ζζ σ
ζ ζ

≤ − +
− −

∫∫      

                                          

( )

( )( )

( ) ( )

( )( )1 1

2 2

1 2 3:

N n N

n

G G G G n

f yf y
d d

y z y z

I I I

ζ ζ
ζ ζ

ζζ
σ σ

ζ ζ− −

+ +
− −

= + +

∫∫ ∫∫    4.4.16) 

elde edilir.  (4.4.15) değerlendirmesi kullanılarak 

( )
1

2

NG G

I f d ζζ σ ε
−
∫∫U U                                      (4.4.17) 

ve 

( )
1

3

n NG G

I f d ζζ σ ε
−
∫∫U U                                     (4.4.18) 

bulunur.  1I  integralini değerlendirmek için  

( )
( )

( )
( )

1 1: ; :n
n

y y
y z y z

ζ ζ
ζ ζ

= =
− −

� �  

yarıkonform yansımalarını göz önüne alınsın. ( ){ }ny ζ�  dizisi G  bölgesinin her bir 

kompakt alt kümesinde ( ){ }y ζ�  yansımasına  düzgün olarak yakınsar.  Yani keyfi 

M G⊂  kompakt alt kümesi için 
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( ) 0
p

n L
y yζζ

− →� � ,  n →∞  

olur.  Bu sonuç göz önüne alınarak 1I  integraline Hölder Eşitsizliği uygulanırsa, 

2n N∀ >  için 

( )
( )( )

( )

( )( )
1

1 2 2

N

n

G n

yy
I f d

y z y z
ζ ζ

ζζ σ
ζ ζ

= −
− −

∫∫  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1

1
1 1

1
1

1 1

max

max

max

N
N

N
N N

N

nG
G

q p
p

nG
G G

NG

f y y d

f d y y d

f mes G

ζ ζζζ

ζ ζ ζζζ

ζ

ζ σ

ζ σ σ

ζ ε

ε

∈

∈

∈

≤ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥≤ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤< ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫

∫∫ ∫∫

� �

� �

U

               (4.4.19)                        

elde edilir.  Böylece { }1 2max ,n N N>  için (4.4.17), (4.4.18) ve (4.4.19) 

değerlendirmeleri (4.4.16) ifadesinde kullanılarak  

( )I f z ε− U  

bulunur.  ε  keyfi olduğu için ( )f z I=  elde edilir. 

  

 4.4.3. ( 4.2.1 Teorem’in İspatı): Hölder eşitsizliği yardımıyla, 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0 1

,n n

n

k k k k k k
k k k n

z f z S f z

a K z a K z a K z

ε
∞ ∞

= = = +

= −

= − =∑ ∑ ∑
 

                                   ( )
1 1 1
2 2 22 2 2

2
1 1 1

,k k n k
k n k n k n

a K E f A K
∞ ∞ ∞

= + = + = +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥≤ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑        (4.4.20) 

elde edilir. (4.4.20)  eşitsizliğinde 4.3.6. Lemma kullanılırsa istenilen elde edilir. 

 

 

 ( )nT z , G  da ( )f z  fonksiyonuna en iyi yaklaşan polinom olsun.  Her bir 

n∈`  için  
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( ) ( ) ( ) ( ):n
k n k

G

a h T K d ζζ ζ ζ σ= ∫∫  

olmak üzere  

( ) ( ) ( )
0

n
n

n k k
k

T z a K z
=

=∑                                          (4.4.21) 

yazılabilir.  Bu durumda  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

,n n

n

n n k k
k

z f z S f z

f z T z T z a K z

ε

=

= −

≤ − + −∑
 

                                         ( ) ( ) ( )
0

,
n

n n k k
k

E f G T z a K z
=

≤ + −∑                          (4.4.22) 

elde edilir.  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0

0
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n n n
n

n k k k k k k
k k k
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n k k
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T z f z h K K z d
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=

∈
=

− = −

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥≤ −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

∑∫∫

∑∫∫

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

max
n

n k kz G kG

T z f z h K K z d ζζ ζ σ
∈

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥≤ − ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∫∫  

bulunur.  Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki integrale Hölder Eşitsizliği uygulanırsa, 

               

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

1
22

0

1
2 22

0

,
n

n k k n
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k k
kG
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h K K z d
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=

=
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∑∫∫

           4.4.23) 

               ( ) ( )
1
22

0

,
n

n k
k

cE f G K z
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥≤
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑                                 

elde edilir.  Diğer taraftan  

( ) ( ) ( )
0

,
n

k k
k

F z K K zζ ζ
=

=∑  
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bilineer serisi göz önüne alınır ve z G∈  olmak üzere bu fonksiyonuna 

( ),z d z Lζ− <  dairesinde 3.2.2.8 Teorem’i uygulanırsa  

( )
( ) ( )

( )
2 2

2
,

1, ,
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eşitliği ve bu eşitlikten  

( ) ( ) ( )
2 1 2

0

,
n

k
k

K z c d z Lπ − −

=

≤∑                             (4.4.24) 

bulunur.  (4.4.24)  değerlendirmesi (4.4.23)’de kullanılarak 

( ) ( ) ( ) ( )1

0

, ,
n

n k k n
k

T z a K z E f G d z L−

=

− ≤∑  

eşitsizliği elde edilir.  Bu son eşitsizlik (4.4.22)’de kullanılırsa, 

( ) ( ) ( )1, ,n nz cE f G d z Lε −≤                                   (4.4.25) 

elde edilir.  z L∗∈  alınarak (4.4.25) eşitsizliğinde 4.3.6. Lemma göz önüne alınır ve 

(4.3.1) kullanılırsa  

( ) ( )1, , ,n n RcE f G d t L z Gε −≤ ∈                             (4.4.26) 

bulunur.  Burada t L∈  noktası ( ),d z L z t= −  eşitliğini sağlayan noktadır. 

 

4.4.4. (4.2.2. Teorem’in İspatı): Teorem’in hipotezinden ( )G Cθ λ∈  olduğu 

için { }max 1,λ λ∗ =  ve { }1,minλ λ∗ =  olmak üzere 

( )1 1 1 2, nc n d z L c n λλ∗
∗−−

+≤ ≤                           (4.4.27) 

sağlanır.  Böylece (4.4.27) ve (4.4.26) kullanılarak istenilen elde edilir. 
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 4.4.5. (4.2.2. Sonuç’un İspatı): ( ) ( )rf W H Gα∈  olduğundan (4.1.7) 

yardımıyla 

( ) ( ) ( )1 1, , ,r
n nf z S f z d z L z Gα+

+− ≤ ∈                (4.4.28) 

elde edilir.  4.4.4. Teorem’de (4.4.27) ve (4.4.28) kullanılarak istenilen elde edilir. 

 

 4.4.6 ( 4.2.3. Teorem’in ispatı): Teoremin koşulu gereği L  eğrisine göre 

(4.1.1) ile tanımlı 2K -yarıkonform ( )y z  yansıması vardır ve :Ψ Δ→Ω  konform 

dönüşümü (4.1.4)’de olduğu gibi tanımlanarak genişletilmiş kompleks düzleme 2K -

yarıkonform dönüşüm olarak genişletilebilir.  G  bölgesi bir k - yarıçember olduğu 

için 4.3.8. Lemma’dan  

( ) ( )1
1 1, k

nd t L n− +
+ V                                       (4.4.29) 

olur ve (4.4.29)’dan  

( ) ( )11
1 1, k

nd t L n +−
+ U                                     (4.4.30) 

elde edilir.  Bunun yanı sıra ( ) ( ) ( )rf W H Gα∈   fonksiyonu için [31]’den  

( ) ( ) ( )( )1, r k
nf z S f z n α− + −− U                            (4.4.31) 

bulunur.  Böylece (4.4.26)’dan 
( )( ) ( )1 1r k k

n n αε − + − + +U                                    (4.4.32) 

elde edilir.  
2

2

1
1

Kk
K

−
=

+
 olduğu göz önüne alınırsa 

( )2
2
2

1
r K

K
n n

α
ε

− + −
+U  

bulunur.  Böylece 2r Kα+ >  ve ( )2
2

2
1

r K
K

γ α= + −
+

 olmak üzere her bir 

( ) ( ) ( )rf W H Gα∈  fonksiyonu için  

0,n nε → →∞  

olacaktır. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

5.1. SONUÇLAR 

  

 Bu tezde ele alınan konu ile ilgili sonuçlar Bulgular ve Tartışma bölümünde, 

 4.1. Düz Teoremler 

 4.2. Düz Teoremlerin Uygulamaları 

başlıkları altında toplanmıştır. Ayrıca 

4.3. Yardımcı Sonuçlar 

bölümünde esas teoremlerin ispatı için gerekli lemma ve teoremler ile bunların 

ispatları verilmiştir. 

 Bulgular ve Tartışma’da elde edilen sonuçlar aşağıdaki şekilde sıralanabilir: 

 1) 4.1.1. Teorem’de L G=∂  yarıkonform eğrisiyle sınırlı, kompleks 

düzlemin sonlu G  bölgesinde analitik olan ( )f z  fonksiyonu için integral gösterimi 

elde edilmiştir. 

 2) 4.1.2. Teorem’de ( )1A G  sınıfından olan ( )f z  fonksiyonunun kompleks 

düzlemin L G=∂  yarıkonform eğrisiyle sınırlı sonlu G  bölgelerinde (4.1.4) (veya 

(4.1.5)) integral gösterimine sahip olması için gerek ve yeter koşullar incelenmiştir. 

 3) 4.1.3. Teorem’de kompleks düzlemin yarıkonform eğrileriyle sınırlı sonlu 

bölgelerinde her bir ( ) ( )1f z A G∈  fonksiyona karşılık derecesi n ’yi aşmayan 

cebirsel bir polinom inşa edilmiştir. 

 4) 4.1.4. Teorem’de kompleks düzlemin yarıkonform eğrileriyle sınırlı kapalı 

bölgelerinde analitik olan herhangi bir ( )f z  fonksiyonuna 4.1.3. Teorem’inde inşa 

edilen ( ),nP f z  cebirsel polinomuyla yaklaşılmıştır.  Bu yaklaşımın hızı  

( )( )1 1, nd z Lω +  değerine bağlı olarak bulunmuştur. 

 5) 4.1.5. Teorem’de ( )rf A G∈  fonksiyonuna 4.1.3. Teorem’de inşa edilen 

( ),nP f z  polinomuyla yaklaşılmıştır.  Bu yaklaşımın hızı tespit edilmiş z G∈  

noktasının 1 1 nL +  seviye eğrisine olan uzaklığı ile ( )f z  fonksiyonunun G ’da 

süreklilik modülüne bağlı olarak belirlenmiştir. 
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 6) 4.2.1. Teorem’de G ⊂^ ’nin parçalı düzgün eğrilerle sınırlı ve ( )h z  

ağırlık fonksiyonunun (4.2.4) ile tanımlı olması durumunda n →∞  için ( )n zε ’nin 

sıfıra gitme hızı belirlenmiştir.  Böylece her bir  

 7) 4.2.2. Teorem’de ( )G Cθ λ∈  ve ( )f A G∈  olması durumunda n →∞  için 

nε ’nin sıfıra gitme hızı belirlenmiştir. 

 8) 4.2.3. Teorem’de G ⊂^  bölgesinin K  yarıkonform eğriyle sınırlı ve 

( )rf W H Gα∈  olması durumunda bu bölgenin kapanışında  n →∞  için nε ’nin 

sıfıra gitme hızı belirlenmiştir. 

 

 5.2. ÖNERİLER 

  

 Bu tezde ele alınan problem kompleks düzlemin farklı bölgeleri ve farklı 

fonksiyon sınıfları için incelenerek benzer sonuçlar elde edilebilir. 
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