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G iizerinde tamml o aritmetik fonksiyonu ile toplamsal aritmetik yar1 grup

olmak iizere
G(n)=#{ge G:d(g)=n}
olsun.
A>0,g>1,0<v <1 sayillarn1 G yar1 grubuna bagl sabitler olmak iizere
n — oo iken
G(m=A-q"+0(q")
ifadesine G(n) i¢in bir asimptotik gosterim denir.
Bu ¢alismada, G yar1 grubunun
F(2)=Y Gz’
n=0
tiretici fonksiyonunun yardimiyla
H(z)=(~-qz)-F(2)
biciminde tanimlanan fonksiyon iizerine koyulacak kosullar altinda von Mangolt

fonksiyonunun Taylor katsayist A(n) i¢in asimptotik ifadeler elde edildi. Ayrica,

S (Amq™ -1)

serisinin kalan kismi i¢in asimptotik degerlendirme verildi.
Ters Mobiiis doniisiimiinden yararlanarak benzer asimptotik degerlendirmeler
7(n) ve
s
n=0\ ¢
serisinin kalan kism i¢in verildi.

Anahtar Kelimeler: Derece fonksiyonu, Toplamsal aritmetik yar1 grup, Aksiyom A*



ABSTRACT

Let G be a semi group with d arithmetic function and let
G(n)=#{ge G:0(g)=n}.
The expression
Gn)=A-q"+0(G"), n > oo
is called asymptotic expression for G(n) when A>0, ¢ >1,0<v <1 real numbers
depending semi group G .

In this thesis, By using generating function

F(2)=Y Gn)z"

n=0
of G

H(z)=(~-qz)-F(2)
is defined and under the restriction conditions on H (z) some asymptotic expression
is obtained for A(n) the coefficient of taylor series of von Mangolt functions. Also,

asymptotic expression is obtained the rest of

S (Amg" 1),

n=0

Similar asymptotic results for 7 (n) and the rest of the series

s (o

n=0 q

is obtained by using Mobiiis inversion formula.

Key Words: Degree function, Additive arithmetical semi group, Aksiyom A*
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()
Res(f,z)

SIMGELER VE KISALTMALAR

Kompleks sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Tanim olarak esit

A bolgesi kompakt olarak Q bolgesinin i¢indedir
¥ egrisinin i¢i

Birim daire

A bolgesinde analitik fonksiyonlarin kiimesi
Derece fonksiyonu

Asal elemanlarin kiimesi

Yar1 grup

Mobius fonksiyonu

()

Hardy uzay:

G yar1 grubunda derecesi n ’ye esit olan elemanlarin sayist

G yarn grubunda derecesi n’ye esit olan asal elemanlarin sayisi

Von Mangoldt fonksiyonu

Von Mangoldt fonksiyonunun taylor katsayisi

Uretici fonksiyon

Asal iiretici fonksiyon
Asal bolen fonksiyonu

Kiimenin eleman sayisi

Yakinsaklik yaricapt
{z:le-2/< 4}
{ein<|e=z,|<n.0<7 <1, <o}
f¢ garpim

z noktasinda f fonksiyonunun kalintisi (rezidiisii)



1. GIRIS

Sayilar Teorisi ve Analitik Teori’de toplamsal aritmetik yar gruplar iizerinde
tanimlanan fonksiyonlarin analitik 6zelliklerinin incelenmesi en temel problemlerden
biridir.

Bu baglamda, yar1 gruplar iizerine konan belli kosullar altinda tanimlanan

fonksiyonlarin analitik 6zelliklerinin bilinmesine ihtiya¢ duyulmaktadir.

P#Q ve (G,) sayilabilir P kiimesinin asal elemanlari tarafindan iiretilen

ve birim elemani 1; olan degismeli yar grup olsun. G iizerinde
d:G - Nu{0}

seklinde tanimlanan ve

(i) Vpe P i¢in d(p)>0 ve 9(1)=0,

(ii) Va,be G igin d(ab)=0(a)+0d(b),

(ili) Va2 0 icin G(n)=#{ae G: 0(a)=n} kiimesi sonlu,
kosullarini saglayan o fonksiyonuna derece fonksiyonu denir.

Ayrica, (G,-,0) toplamsal aritmetik yar1 grubunda P ’nin G’yi iireten asal
elemanlari ile olusturulan

z(n)=#{pe P:9(p)=n}

kiimesi de sonludur.

Diger taraftan, G toplamsal aritmetik yar1 grup olmak iizere G ’ye bagl

olarak A>0, ¢ >1 ve 0<v <1 sabitleri i¢in n — o iken

G(n)=Aq"+0(q") (1.1)
saglansin. (1.1) ile verilen G(n) iizerindeki bu kosula G toplamsal aritmetik yari
grubu igin Aksiyom A* denir.

G (n) sayilarinin yardimiyla tanimlanan

fonksiyonuna G yar1 grubunun iiretici fonksiyonu denir.



(G,-,0) toplamsal aritmetik yar1 grubu Aksiyom A*’1 sagladiginda iiretici

fonksiyon

biciminde de yazilabilir. Boylece,
H(z):=(1-qz) F (z)
biciminde yeni bir fonksiyon tanimlanir.

Bu calismada, iiretici fonksiyon yardimi ile tamimlanan H (z) fonksiyonu

lizerine belirli kosullar koymakla Aksiyom A*’dan farkli yeni aksiyomlar

tanimlanacak ve bu yeni tanimlanan aksiyomlar altinda

Zo(ﬂ(n)q'” —1) ve zo(nir(n)q"" —1)
serilerinin genel terimlerinin ve kuyruk kisimlarinin asimptotik gosterimi karmagik
analizin yontemleri kullanilarak elde edilecektir.
Bu baglamda, Materyal ve Metot kisminda esas teoremlerin ispatlart igin
yardime1 lemma ve teoremler, gerekli tanim ve kavramlar verilecektir. Bulgular ve
Tartisma kisminda yer alan teoremlerden 4.1.2. Teorem’in ifadesi [3] c¢alismasinda

yer almasina ragmen onun ispati [3]’de verilen ispattan farkli olarak karmagik

analizin yontemleri kullanilarak yeniden verilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Sayilar Teorisi ve Analitik Teori’de toplamsal aritmetik yar gruplar iizerinde
tanimlanan fonksiyonlarin analitik Ozelliklerinin incelenmesi 1979 yilinda John

Knopfmacher [5] tarafindan E. Fogels’in [13] caligmasindan esinlenerek
Aksiyom A*’1 saglayan toplamsal aritmetik yar1 gruplarin iiretici fonksiyonun
analitik ozellikleri hakkinda bilgiler verilmesi ile baglamistir.

Bunun i¢in John Knopfmacher tarafindan [5]’de (G,-) sayilabilir P #J
kiimesinin asal elemanlar1 tarafindan iretilen ve birim eleman: 1, olan degismeli
yar1 grup olmak iizere

(i) Vpe P i¢in d(p)>0 ve 9(1)=0,

(ii) Va,be G igin d(ab)=09(a)+9(b),

(i) V2 20 icin G(n)=#{ae G:0(a)=n} kiimesi sonlu,
kosullarin saglayan

d:G - Nu{0}
fonksiyonunu tanimlamistir ve o ’y1 derece fonksiyonu olarak adlandirmastir.

d derece fonksiyonu ve P ’nin G ’yi iireten asal elemanlari ile olusturulan
z(n)=#{pe P:9(p)=n}
dogal sayisiigin ¢ >1 ve her & >1 olmak iizere n — oo iken

n

7(n)= qn +0(n"”’q”)

asimptotik gosterimini vermistir. 77 (n) icin bu bi¢imde verilen asimptotik gdsterime
kaynaklarda “Abstract Prime Number Teorem” denir.
K.- H. Indlekofer, E. Manstavicius ve R. Warlimant [16] c¢alismalaryla
toplamsal aritmetik yar gruplar iizerinde tanimlanan
F(:)=3G(n)
n=0

tiretici fonksiyonu ve

H(z)=(1-gz)F(z)



fonksiyonunun z=—¢' noktasinda sifira esit oldugunu gostermislerdir.
K.- H. Indlekofer [12] ¢alismasinda Aksiyom A" ile gosterdigi yeni aksiyom
ve H(z) fonksiyonun yardimi ile tamimlanan H (z) fonksiyonunun Nevanlinna

sinifindan oldugunu gostermistir.
K.- H. Indlekofer [3] calismasinda Aksiyom A, ve Aksiyom A, olarak

adlandirdigr yeni aksiyomlar ile
> (A(n)q™ 1)
n=0
serisinin genel teriminin ve kismi toplaminin asimptotik gésterimini vermistir.

Buna ek olarak,

oo

Z(nﬂ'(n)q_" —1)

n=0

serisinin de genel terimi ve kismi toplami i¢in asimptotik gdsterim vermistir.



3. MATERYAL VE METOT
Bu boliimde gerekli temel tanim ve yardimci teoremler verilecektir.

3.1 TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER
Bu boliimde ¢alisma boyunca kullanilacak kavramlar ve bazi temel teoremler

verilecektir.

3.1.1.Tamm AcC ve z,€ A olsun.

i) o0>0 sayist igin |z—zo| <0 (0<|Z—ZO| <9d) kosulunu saglayan
noktalarin kiimesine z, noktasinin (delinmis) & —komsulugu denir.

(ii) z, noktasinin her delinmis 6 —komsulugunda A kiimesinin en az bir

elemani varsa z, noktasina A kiimesinin bir yigilma noktasi denir.

3.1.2.Tanim

AcC  birbolge, f:A— C bir fonksiyon ve z, noktast A kiimesinin
bir yigilma noktasi olsun. Her &> 0 sayisi i¢in en az bir J(¢&,z,) >0 reel sayisi

bulunabilir dyle ki |z—z0|<5 kosulunu  saglayan noktalar icin

| f(2)-f (zo)| < € saglamyorsa f fonksiyonuna z, noktasinda siireklidir denir

[1].

3.1.3. Tamm: f fonksiyonu z, noktasinin belli bir komsulugunda taniml

kompleks degerli bir fonksiyon olsun. Eger,

lim f(Z+AZ)_f(Z<))

Az—0 AZ

limiti var ve sonlu ise f fonksiyonuna z, noktasinda tiirevlenebilirdir denir. Bu

limit f'(z,) ile gosterilir [2].



3.1.4. Tamm: [ fonksiyonu z, noktasinda ve onun herhangi bir

komsulugundaki biitiin noktalarda tiirevlenebilirse f fonksiyonuna z, noktasinda
analitiktir denir [2].
Eger f fonksiyonu her z€ A noktasinda analitik ise f fonksiyonuna A’de

analitiktir denir.

3.1.5. Tamm: f kompleks degerli fonksiyonu z, noktasinin belli bir
komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse, z, noktasina f ’in

aykiri (singiiler) noktasi denir [11].

3.1.6. Tamm: z noktas1 f fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktas1 olsun.
O halde,

(i) lim f(z)=A#oo ise z, noktasina kaldirilabilir singiiler nokta,

fan )

(ii) lim f(z) =00 ise z,noktasina kutup noktas,

77

(iii) lim f(z) limiti mevcut degil ise, z, noktasina esash singiiler nokta,

-7

denir.

3.1.7. Tanmm: g, € C (n=0,1,2,...), re R* ve ze C olmak iizere

oo

2 a(z-3)"

n=0

z—z|<r

serisine kuvvet serisi denir.
Burada r kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapidir ve

an+l

a

n

r~' =limsup

n—ye0

formiilii ile hesaplanir.



3.1.8. Tamm: (i) a,beR, a<b olsun. z=z(1):[a,b]>C siirekli
fonksiyon olmak iizere y:={z(t):t€ [a,b]} kiimesine baslangi¢ noktast z(a), bitim
noktast z(b) olan bir egri denir.

(ii) Bir y egrisi verildiginde z' var ve siirekli ise ¥ egsine
diferansiyellenebilir egri denir.

(iii) V7,1, € [a,b] i¢in 1, #1, oldugunda z(1,)#z(1,) ise y egrisine basit
(Jordan) egri, eger z(a)=1z(b) ise y egrisine kapah Jordan egrisi denir.

(iv) z'(z) #0 ise, ¥ ya diizgiin egri denir [6].

3.1.9. Tanmm: [a,b] arah@imin P ={¢,.1,,...,,} seklindeki tiim béliintiilerinin
ailesi g ile gosterilsin ve ¢, (P):= i:|z(tk)—z(tk_l )| olsun.
k=1

O halde
limsup{¢, (P): Pe p} < oo

n—0c0

ise ¥ egrisine oOlciilebilir egri denir.

3.1.10. Teorem: (Cauchy integral Formiilii) QcC bir bolge ve
fe H(Q) olsun. y egrisi inty ile Q bolgesinde yerlesen olgiilebilir Jordan egrisi

ise her ze inty icin

dir [7].

3.1.11. Teorem: (Cauchy Tiirev Formiilii) Q c C bir bolge ve fe H(Q)
olsun. ¥ egrisi int ¥ ile Q bolgesinde yerlesen oOlciilebilir Jordan egrisi olsun.

Bu durumda, Vze inty ve her n=0,1,2,... icin

] n! ¢ f($)
i )(Z)Zz—mimd&



dir[7].
3.1.12. Teorem(Taylor Teoremi): z,€ C noktasinin ¢ komsulugunda

analitik olan f fonksiyonu bu komsulukta

f(Z):ian(Z_Zo)n’ |Z_Zo|<r

n=0
acilimina sahiptir. Bu kuvvet serisine f fonksiyonunun z = z, noktasinda Taylor

acilimi denir 11].

3.1.13.Teorem(Laurent Teoremi): V :={z:r, <|z—z,|<r,,0<r <r, <o}

olmak iizere f€ H(V) olsun.  f fonksiyonunun bir z, noktasinda ayrik

singiilerligi varsa, f fonksiyonu V halkasinda

£()= T a,(z-z)

acilimina sahiptir.
Burada,
y={z:|z—z|=r. n<r<n}
olmak iizere,
R
v 0

dir[11]

3.1.14. Tamm: z, € C noktas:1 f fonksiyonunun ayrik singiiler noktas1 ve

oo

f(2)=2 a,(z=3)

et
serisi 0< |z— z0| <r halkasinda f fonksiyonunun Laurent serisi olsun. Bu durumda
bazi pozitif m tam sayilar i¢in a_, #0 ve her j<-m i¢in a, =0 ise z, noktasina

f fonksiyonunun m.dereceden kutup yeri denir[7].

Ozel olarak m =1 durumunda bu kutup yerine basit kutup yeri denir.



3.1.15. Tanmm: z € C noktast f fonksiyonunun ayrik singiiler noktasi
olsun. f fonksiyonunun z, noktasindaki Laurent agciliminda a_, katsayisia f

fonksiyonunun z, noktasindaki kalntisi(rezidiisii) denir ve Res(f;z,) ile

gosterilir[7].

3.1.16. Teorem: (Cauchy Rezidii Teoremi) I" basit kapali pozitif yonlii egri

ve f fonksiyonu I' egrisi iizerinde ve z,,...,z, € intI" noktalar: disinda I' egrisinin

icinde analitik olsun. Bu durumda,
Jf(z)dz =27i ) Res(f:z,)
T k=1

saglanir. [7]

3.1.17. Teorem: Eger z, noktas1 f fonksiyonunun m ’inci dereceden kutup

yeri ise

1 dm—l
Res(f;z,)=1m
(f ()) -7 (m _ 1) ! dZm—l

[(z=2)"f(D)]

formiilii ile hesaplanir [7].

3.1.18. Sonug: Eger z, noktas1 f fonksiyonunun basit kutup yeri ise
Res(f;zy) = !1_{1_1(1_ 2)f(2)

dir [7].

3.1.19. Tamm: X bir lineer uzay, (.,.): X x X — C fonksiyonu

(a) Vxe X igin, (x,x)20 ve (x,x)=0< x=0

(b) Vx,ye X igin, (x,y)=(y,x)
(¢) Vx,y,ze X igin, (x+y,z)=(x,2)+(y,2)
(d) Vae C ve Vx,ye X icin, (ax,y)=a(x,y)
kosullarini saglarsa, bu fonksiyona X de bir i¢ carpim ve (X , (,)) ikilisine de bir i¢

carpim uzayi denir [8].



(b) sikkinda (y, x) ile (y,x) nin kompleks eslenigi gosterilmektedir.

3.1.20 Teorem: (Schwarz Esitsizligi) X bir i¢ carpim uzayi olmak iizere,
Vx,ye X ig¢in

1

()| < (5. x)2 (3. )"

esitsizligi dogrudur [8].
3.2 TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUP VE OZELLIKLERI

3.2.1 Tanim: G # J olmak lizere G iizerinde
GxG—>G

biciminde tanimlanan fonksiyona bir ikili islem denir [10].
(a,b) elemamnin ikili islem altindaki goriintiisii islem kolayligi bakimindan
ab (Carpimsal notasyon)

a+b (Toplamsal notasyon)

seklinde gosterilir.

3.2.2. Tammm: G # O tizerinde tanimlanan ikili islem Va,b,c€ G igin
a(bc)=(ab)c
kosulunu sagliyorsa (G,-) ikilisine G ’de bir yar1 grup denir.
Her ae G icin
ae=ea=a
kosulunu saglayan e elemanina G yar1 grubunun birim(etkisiz) elemani denir.

(G,-) yar1 grubu birim elemana sahip ise (G,-) ikilisine G ’de bir Monoid denir.

a”' € G olmak iizere her bir ae G igin
a'a=aa'=e
kosulunu saglayan (G,-) ikilisine G ’de bir Grup denir.
Va,be G igin

ab=ba

10



ise (G,-) ikilisine degismeli grup denir [9].

3.2.3. Tamm: P = ve (G,-) sayilabilir P kiimesinin elemanlar tarafindan

tiretilen birim elemani 1, olan bir degismeli yar1 grup olsun. G iizerinde
d:G - Nu{0}

seklinde tanimlanan ve

(i) Vpe P i¢in (p)>0 ve 9(1)=0,

(ii) Va,be G igin d(ab)=09(a)+9(b),

(i) Vn 20 igin G(n)=#{ae G: d(a)=n} sonlu,
kosullarini saglayan o fonksiyonuna derece fonksiyonu ve (G,-,d) yapisina ise

toplamsal aritmetik yar1 grup denir [10].

3.2.4.Tanmm: P # J sayilabilir kiimesinin G ’yi iireten elemanlarina P ’nin

asal elemanlari denir. P kiimesinin asal elemanlar icin
z(n) :#{pe P: a(p):n}

seklinde tamimlanan 7 (n) sonludur [10].

3.2.5. Aksiyom A" : G toplamsal aritmetik yar1 grup olmak iizere A > 0,g > 1
ve 0<v <1 sabitleri vardir 6yle ki n — o iken
G(n)=Aq"+ O(q"”)
dir.
Burada, A>0,g>1 ve 0<v <1 sabitleri G ’ye baghdir. Bu ifade literatiirde

Aksiyom A**m tanimu olarak bilinir.

11



3.3. AKSIYOM A*’1 SAGLAYAN TOPLAMSAL ARITMETIK YARI
GRUPLARIN TEMEL OZELLIKLERI

Bu boliimde, Aksiyom A*’1saglayan (G,d) toplamsal aritmetik yar1 grubu
izerinde tanimlanan fonksiyonlarin temel 6zellikleri verilecektir. Bundan sonra,

(G,0) ikilisi toplamsal aritmetik yar1 grup olarak kabul edilecektir.

3.3.1. Tanim: (G,0) yari grubu Aksiyom A* 1 saglasin.

F(z)=).G(n)z" (3.3.1)

seklinde tanimlanan F fonksiyonuna G yar1 grubunun iiretici fonksiyonu (Zeta

fonksiyonu) denir [3].

3.3.2. Tamm: (G,0) yar1 grup olmak iizere
Pi(2)=27(n)’
n=0
seklinde tamimlanan P, (z) fonksiyonuna G yari grubunun asal iiretici fonksiyonu

denir [3].

3.3.3. Tamm(von Mangoldt Fonksiyonu): (G,0) yar1 grubunda
a(p), egera=p' r>1, p asal,
0, diger durumlarda,

seklinde tanimlanan fonksiyona von Mangoldt Fonksiyonu denir [12].

3.3.4. Tammm: pe P olmak iizere

o(a) :=Zl, ae G,

pla
biciminde tanimlanan fonksiyona Asal Bolen Fonksiyonu denir. Burada toplam

a’y1 bolen p ’ler izerinden alinmistir.

Ayrica, asal bolen fonksiyonu yardimiyla

12



0, eger p°|a ise,
#(a)=

(—l)w(a) , diger durumlarda,

seklinde tanimlanan fonksiyona Mobius fonksiyonu denir [10].

3.3.5. Tammm: f :G — C bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

F(n)= 2, f(a)

acG
d(a)=n

seklinde tanimlanan F :N — C fonksiyonuna f fonksiyonunun toplam fonksiyonu

denir [10].

3.3.6. Teorem(Ters Mobius formiilii): F fonksiyonu f:N—C

fonksiyonunun toplam fonksiyonu olmak iizere
n
rn =Sl %))
d|n

dir [16]. Burada toplam 7 ’yi bolen d ’ler iizerinden alinmistir.

3.3.7. Teorem: (G,d) yar grubu Aksiyom A* 1 saglasin. (3.3.1)’de
tanimlanan Zeta fonksiyonunun yakinsaklik yaricap1 ¢ dir.
Ispat: (G,d) yan grubu Aksiyom A* 1 sagladigindan n — oo iken
G(n)=Aq"+ O(qv" )

esitligi dogrudur. Bu son esitlik (3.3.1) ifadesinde yerine yazilirsa

F(z)= g(Aq” +O(q””))z”

:iAann+io(qvn)Zn

n=0 n=0
elde edilir. r,:=G(n)—Aq" isaretlemesi ile bu son esitlik

F(z)=AD (qz)"+

n=0 n

M

rz'=1+11 (3.3.2)

I
(=]

seklinde yazilir. (3.3.2)’yi iki kisma ayirarak yakinsakligini inceleyelim:

13



(3.3.2)’de I serisi bir geometrik seri oldugundan |z| <l dairesinde
q

yakinsaktir ve toplami dir.

1-gz
Simdi (3.3.2)’de II serinin yakinsaklik yaricapini hesaplayalim:

0 qv(n+1)
R™' =lim supm =lim sup—( — )
n—oc0 7;1 n—oc0 0 (q )
v(n+1) 1
=limsupq — 0( ) v

. q
n—oeo q 0 (1)
R=q"
olarak elde edilir.

g>1 ve 0<v <1 oldugundan

esitsizligi dogrudur.

Dolayisiyla Zeta fonksiyonunun yakinsaklik yarigapi ! ve

A o
= +
l-qz 5

n
s

F(z)

dir.

3.3.8. Teorem: Zeta fonksiyonu yakinsaklik bolgesinde

z(n)
F(Z)=H(1_1Z,,j (3.3.3)

neN

biciminde gosterilir [10].

(3.3.3) gosterimine kaynaklarda Zeta fonksiyonunun Euler Carpim denir.

3.3.9. Teorem: Zeta fonksiyonu analitiklik bolgesinde sifirdan faklidir.

Ispat: (3.3.3) ifadesinden Zeta fonksiyonu

F(z):H(l_lzn j”(n)

neN

14



dir. Bu son esitlikten Vze {|z| < l} i¢in F(z)#0 dur.
q

. 1 e
3.3.10. Teorem: Zeta fonksiyonu z#— olmak iizere |z|<q‘ dairesine
q

analitik genisler.
Ispat: Zeta fonksiyonu

F(z)=1_AqZ+i;rnz”, |z|<é

bicimindeki gdsteriminden onun |z| <gq" dairesinde z = 1 noktast diginda singiiler
noktaya sahip olmadig1 goriiliir.

O halde Zeta fonksiyonu z ;té olmak {iizere |z| < g™ dairesine analitik
genisler.

3.3.11. Teorem: Zeta fonksiyonu z = 1 noktasinda basit kutup yerine
q

sahiptir ve bu noktada kalintis1 —g~' A degerine esittir.

Ispat: Zeta fonksiyonunun

bicimindeki gosteriminden z =— noktasinin onun basit kutup yeri oldugu kolayca
q

goriiliir.

. . 1 .
Diger taraftan, Zeta fonksiyonunun z =— noktasindaki kalintisi

q
1 . 1
Res[F(z),—J: hml(z——JF(z) (3.3.4)
q) 1 q

formiilii ile hesaplanir. Zeta fonksiyonu (3.3.4) ifadesinde yerine yazilir ise

liml(z—ljF(z): lim[qz_1 A qz_lirnz”}
¢ q n=0

4+
g q ¢ qg l1-gqgz

15



oo

gz—1 "
— 2.z

=—q 'A+ lim
=g q  u=0

ql—l
q

—n
dora

n=0

=—q'A+

=440 Y rq”

n=0

elde edilir. Bu son esitlikte yer alan

oo

L
=0

n

Z

n
n

serisinin yakinsaklik bolgesi |z| < g oldugundan z = 1 noktasinda bu seri sonlu bir
q

degere sahiptir. O halde

olarak bulunur.

3.4 H" SINIFININ TANIMI VE TEMEL OZELLIKLERI]
Bu boliimde adim1 G. H. Hardy’den alan, kompleks analizde ve o6zellikle

sayilar teorisinde oldukg¢a genis uygulama alanina sahip olan H” uzaylarmin bazi

onemli Ozellikleri verilecektir.

3.4.1. Tanm: 0<r<1, 6€[0,27] ve f. (eie) =f (reia) olmak iizere p’ye

gore
1

1 2 PN P '
E,(Uf(re )‘ e , 0< p<ooise

. i0 —oo i

f )= Hes[}ig)”]f(re ), p =00 ise

2
exp(i!log f(reig)‘dﬁj, p=0ise

16



fonksiyonlar1 tanimlidir.

p>1icin || fr”,, fonksiyonu

1) frp20ve frp=0<:>fr=0
2) e R olmak iizere ||affr ) :|af I )
3) fr+gr pS fr [7+ gr P

kosullarim sagladigindan bir normdur [8].

Burada,

log|f], | f|>1ise
0, |f|<1ise

log+|f|::{

biciminde tanimlanir.

3.4.2. Tamm: fe H(D) ve 0< p<ooigin

||f||p :zsup{ p:OSr<1}

I

olmak iizere H" sinifi
H" ::{f:fe H (D) ve ||f||p<oo},0<p£oo

biciminde tanimlanir.

p=0 icin H” smfi 6zel olarak Nevanlinna simfi olarak adlandirilir ve

Nz{f: feH(D)ve|f|, <oo}
seklinde gosterilir [8].

3.4.3. Sonu¢: 0<s< p<eoo igin
H”cH"cH’'cN

icermesi dogrudur [8].

3.4.4. Teorem: f € H (D) olsun.

(@) p<eo icin || fr||p r ’nin azalmayan bir fonksiyonudur.

17



(b) 1< p<oo igin | f| {licgen esitsizligini sagladigindan H” uzay1 bir
» y

normlu lineer uzaydir.

(¢) p <1 igin iicgen esitsizligi saglanmadigindan H” uzay1 normlu lineer
uzay degildir.

(d) 1< p<ooigin H” uzay1 bir Banach uzayidir [8].

18



4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUPLAR ILE ILGILI TEMEL
SONUCLAR

Bu béliimde, G # @ bir kiime (G,-) yar1 grup, 9:G — NuU{0}
3.2.3.Tamm’1 saglayan derece fonksiyonu olmak iizere (G,-,d) yapisi toplamsal

aritmetik yar1 grup olsun. Bundan sonra (G,9) ikilisinden toplamsal aritmetik yari

grup anlagilacaktir. 3.2.3. Tanim ve 3.2.4. Tamim’dan

G(n):#{ae G: a(a):n}

ve
7(n) z#{pe P: a(p)zn}
dir.
G yar1 grubunun {iiretici fonksiyonu 3.3.1 Tanim’dan
F(z)=) G(n)z"
n=0
bi¢cimindedir.

(G,0) ikilisi 3.2.5. ile verilen Aksiyom A*’1 saglasin. Bu durumda,

3.3.4.Teorem’den

bi¢iminde de yazilabilir. Uretici fonksiyondan yararlanarak
H(z)=(1-gz)F(z)
fonksiyonu tanimlayalim.

H (z) fonksiyonu iizerine kosullar koyularak asagidaki aksiyomu

tanimlayalim:

Aksiyom A :

(G,0) ikilisi igin ¢ >1 sabiti vardir dyle ki,

19



(i) A=H (q‘l) >0 olmak iizere |z| <q"' dairesinde H (z) fonksiyonu
analitik ve |z| < q_l *de siirekli,
(ii) |z| < ¢”" dairesinde H (z) fonksiyonunun tiirevi H' simrlt,

kosullar1 saglanir.

Aksiyom A, ’i saglayan (G,0) ikilisi i¢in agagidaki Teorem elde edilmistir.

4.1.1.Teorem: (G,0) AksiyomA,’i saglasm. Bu durumda n— oo iken
asagidakiler dogrudur:
() H(—q")#0 ise

/1(:1):1%—0(1), @.1.1)
q
-m _ 1 Averd %
;ﬂ(l(m)q —1)—H(q_l){q H'(q )+0(n J} 4.1.2)

;%(ALT)_I}Q {#M(ﬁﬂﬁ(;—l) (4.1.3)

l(f)+l(;__ll)=2+o(1) (4.1.4)
-m _ 1 “lypf -1 %
;(ﬂ(m)q —1)—2f(q_1){q H'(q )+o[n H (4.1.5)

ve baz1 C, € R sayilari i¢in

m>n m

ZL(A(T)+/1(;:__II)—2J+CZ =[M+o(n_;j] (4.1.6)
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4.1.1.Sonug: (G,d) AksiyomA’i saglasin. Bu durumda n—oo iken
asagidakiler dogrudur.
() H(—q"')#0 ise

mzn(mﬁ(m)q*’ -1)= 2f(1q_1){Q‘IH'(Q“)M(”ZH

ve baz1 C, € R sayilar1 i¢in

ZL(m”(m)erﬁ(m_l)—zj*Cz :[q_lH—'(q_l)Jro(n‘iJ]

m\ q" q"" nf(q™')

m>n

Aksiom A,’e ek olarak H (z) fonksiyonu iizerine koyulacak yeni kosul ile

asagidaki aksiyom elde edilir.



Aksiyom A, :
Aksiyom A, ’in kosullar1 saglansin ve onlara ek olarak |z| < g dairesinde H'

fonksiyonunun kuvvet serisi mutlak yakinsak olsun.

Aksiyom A,’i saglayan (G,d) ikilisi i¢in asagidaki Teorem elde edilmistir.

4.1.2.Teorem: (G,d) AksiyomA,’i saglasm Bu durumda n— oo iken
asagidaki ifadeler dogrudur:
() H(-g"')#0 ise

A(n)

q

=1+0(1),

i) H (—q‘l) =0 ise, v <8 <1 kosulunu saglayan her € icin

A(n)

q

=1-(-1)"+0(q")

4.1.2.Sonug: (G,0) AksiyomA,’i saglasin. Bu durumda asagidakiler
dogrudur.
() H(—q")#0 ise
7

=1+0(1),

(i) H (—q‘1 ) =0 ise, v <8 <1 kosulunu saglayan her € icin

n

q

=1-(~1)"+0(¢")
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4.2 YARDIMCI SONUCLAR

Bu boliimde 4.1’de verilmis olan teoremlerin ispati i¢in gerekli olan yardimci

sonuclar ve ispatlar verilecektir.

4.2.1. Teorem: (G,0) AksiyomA’i saglasm. Bu durumda |z|<gq'
dairesinde H (z) fonksiyonu ya sifirdan faklidir ya da

_H(2)
" l4gz

seklinde tanimlanan fonksiyon |z| < ¢"' dairesinde siirekli ve sifirdan faklidir.

Ispat: Aksiyom A, ’den dolayi H'e H” oldugundan |z| =g~' cemberinin
z=—-¢" digindaki her bir noktasi i¢in H (z)# 0’dir [6].

Simdi H(-g"')=0 ise her 0<r<g™ icin 6yle bir ' vardir ki r'<r<gq

icin

dir. H'e H” oldugundan

sug|f(—r)| <o 4.2.1)
r<q
saglanir.
H
1-gz

olmak iizere

o e )
g(z)::H(“_ZHJ (4.2.2)

isaretlemesi altinda

elde edilir.
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g fonksiyonu |Z|<q"1 dairesinde analitik oldugundan z=0 noktasinin

komsulugunda kuvvet serisine agilimi g (0)=1 olmak iizere

g(2)=1+2 82", |d<q”

n=1

seklinde yazilir. Diger taraftan,

1+z" S
= —(1+z );Z

esitligi ve 7(n)e N, oldugundan (4.2.2) ifadesindeki sonsuz carpimin her bir
katsayis1 N ’1n elemanidir.

|Z| <g"' dairesinde F (zz) # 0 olmak iizere

_FRF(=2) _f(5)f(=2)

bi¢iminde yazilir. (4.2.1) ifadesinden yararlanarak z=g ' noktasinda g(z)
fonksiyonunun yakinsak oldugu gériiliir. O halde

lim f (=r) = f(=q")#0

esitligi dogrudur. Boylece, f fonksiyonu |z| < g dairesinde siireklidir.

4.2.2. Lemma: Aksiyom A,’1 saglayan toplamsal aritmetik yar1 gruplar igin
asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) H(z) fonksiyonu |z| =¢q' ¢emberi boyunca mutlak yakinsaktir.

(ii) n — oo iken

th(m)q_’" :o(nZJ (4.2.3)

dir.
Ispat: (i) (G,0) Axiom A,’i sagladigindan H (z) fonksiyonunun tiirevi H*~

sinifindandir. Parseval esitliginden
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i“nzh2 (n)g™" <o

n=1

ifadesi dogrudur. Schwarz esitsizligi ile birlikte

1
- - 2( & 2
> |a(n) g™ S(Zn_zj (anhz(n)q_z”j < oo (4.2.4)
n=l1 n=1 n=1
bulunur. Bdylece H (z) fonksiyonunun |z| =g ¢cemberi boyunca mutlak yakinsak
oldugu acikga goriiliir.

(ii) (4.2.4) ifadesinin yardimu ile

1 1
Z|h(m)|q_’" < (z m_sz (z m*h? (m) q_z’"Jz

esitsizligi yazilabilir. Bu son esitsizlikten

1

Spinte ([ 4] (Zovione]

m2n n+l m2n

elde edilir. Burada

veE

S (m>q-2mf ~o(1)

m2n

asimptotik gosterimlerinden dolay1 n — oo iken

mzzn|h(m)|q’m =0(n'§)0(1):0[n‘§} e

esitligi elde edilir.

Diger taraftan kismi toplam formiilii yardimi ile

th(m)q_'" =Zh(m)q_'” -n—TZh(m)q_m 1-du

m<n m<n 1 m<u

dir. Bu son esitlikte (4.2.5) kullanilarak gerekli islemler yapilirsa
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—n-Y h(m)g™" —j(ih(u)q_” —Zh(u)q_”jdu

m<n 1 \u=l u=n

(gh(u)q_” —o(n_;ndu

:0(n)+0(n;J—jO(l)du

=0(n)-

—_———

bulunur. Boylece

S () =o' |

ms<n

oldugu goriiliir.
4.3. TEOREMLERIN ISPATI

4.1.1. Teoremin Ispati:
@) H(—q_l)i 0 olsun.

Von Mangoldt fonksiyonu

A(z)= I;((ZZ)) =i(2dﬂ(d)}z"‘l =:i:/1(n)z"_1 0

n=1 d‘n n=1

biciminde yazilir [5]. (4.3.1)’in her iki tarafi1 z ile carpilirsa
F '(Z) )

“F(z) 2 A

n=1

elde edilir.
H(z)=(1—gz) F(z) esitliginden F(z) fonksiyonu

seklinde yazilir ve (4.3.3) ifadesinin tiirevi alinirsa

F(e)= H'(z)(1-gz)+qH (z)
(1-g2)°

bulunur. (4.3.4)’de elde edilen ifade (4.3.2)’de yerine yazilirsa
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2-H'(z)-(1-92)+qz-H(z)
)2

> 1 H'
n=1 H < H ( Z) 1 - qZ
1—-gz
bulunur. Burada " 9% ifadesi esitligin sol tarafina gecirilirse
—qz
oo H 1
> A(n)z" - = ;. (z)
n=1 1 - qZ H ( Z)
esitligi elde edilir. Bu son esitlikte 1 fonksiyonu z =0 noktasinda Taylor
—qz
serisine agilir ve yerine yazilirsa
w e )
A(n)z"=) (gz) =z
le (n) le( )= B

esitligi bulunur ve buradan

”Z::(/l(n)q_” —l)q"Z” =z

(4.3.5)
esitligi elde edilir.
|2|<q™" dairesinde H(z)#0 ve H'e H"oldugundan %e H”’dur. Buise

(4.3.5)’in sol tarafinda yer alan serinin yakinsak oldugunu soyler.

Yakinsak her serinin genel teriminin limiti sifir olacagindan

Aln)

q

=1+o(1)
esitligi elde edilir. Buise (4.1.1)’in ispatini verir.
Simdi (4.1.2)’nin ispatin1 verelim: bunun igin (4.3.5)’de z=¢g"' yazilirsa

2 , H'(q")

(A" -1)a"q" =g

H(q™)
bulunur, gerekli sadelestirmeler sonunda
oo H'(qg!
Z:;(ﬂ(n)q‘”—l)w‘l- H((qq_l)) (4.3.6)

elde edilir.
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H(z)= ih(n) z" fonksiyonu |z| < g dairesinde analitik ve

n=0

Aksiyom A,’den simirinda siirekli oldugundan H (z) fonksiyonunun tiirevinin

z=¢q ' noktasinda degeri incelenebilir:

Burada, z =g~ noktasi yerine yazilir

oo

Hl(q—l): Znh(n)ql—n
ve esitligin her iki tarafi ¢~ ile ¢arpilirsa
q'H'(q")=>nh(n)qg™" (4.3.7)

esitligi elde edilir. (4.3.6) esitliginde (4.3.7) kullanilirsa

- - 1
Aln)g"=1)=) nh(n)g™"-
;( ( ) ) ; ( ) H(q—l)
elde edilir.
Bu esitlikten yararlanarak n — oo iken
1
A(m)g™ =1)=) mh(m)qg™- - (4.3.8)
mZ)ﬂ( ) mZ):n H (q 1)
esitligi elde edilir.
g 'H '(q_1 ) = Znh (n)g™" = Z mh(m)q™" +Z mh(m)q™" (4.3.9)
n=1 m<n m>n
(4.3.9) ve (4.2.3) ifadesinden yararlanarak
1
q_lH'(q_1)+o(n2j=th(m)q_'", (n— o) (4.3.10)

elde edilir. (4.3.10) ifadesi (4.3.8) ifadesinde yerine yazilir

> (A(m)g " ~1) ={q"H'(q“)+o(n;H.ﬁ, (11— o)

m>n

ve gerekli islemler yapilirsa
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, (n—> ) (4.3.11)

1
2
o a'H'(q") O[nj
2 (A(mam )= (g ()
bulunur. Bu ise (4.1.2)’nin ispatidir.

(4.1.3)’lin ispat1 i¢in (4.3.11)’in her iki tarafi nile béliiniirse;

L5 (ampgm—t) =N U

1 pon - H(q_l)n H(q_l)n’ (n%w)

elde edilir. Bu son esitlik

%(l(qri:l)_1J+%(%—1]+,":[H'§;{l)+0(n_;ﬂH(lq_1)

biciminde de yazilabilir.

Her bir m > nigin 1 < 1 oldugundan
m n

1 (’1(””)_1} ! (’1(’”2)_1}”.3

n+l qn+1 n+ 2 qn+2

A 1 A 2
e e
n\ ¢ n q

saglanir. Bu son esitsizligin sag tarafi (4.3.11) ile ayn1 oldugundan

Z el

bulunur. Oyle bir C, € R sayis1 bulunabilir ki yeterince biiyiik 7 ’ler i¢in

SAA o | )

esitligi dogrudur. Bu ise (4.1.3) ifadesinin ispatidir.

(i) H(—¢"')=0 olsun. 4.2.1. Teorem’inden

_H(2)
1+¢gz

f(z)

29



fonksiyonu |Z| < g dairesinde siirekli ve sifirdan farklidir. (4.3.5)’in her iki yan

1+ gz ile carpilir ve diizenlenirse

S n_n n+l _n+l __ ' 1 + qz
HZ:I:(/%( ) +Z( ) M =zH (Z)H(z)
elde edilir. Bu ifade

q

bigimine gevrilir ve z=¢"" yazilirsa

g ilcv((;__ll)) _ (/1511) _IJQ(I‘I +g(/l(n)q‘” ~1+A(n=1)g™" —l)q"q‘" _

(l ] +3(A(n) g™ + A(n=1)g " ~2) (4.3.12)

n=2

H fonksiyonu |z|=¢""

cemberinde mutlak yakinsak oldugundan

(4.3.12)’un sag tarafinda yer alan serinin yakinsak oldugunu soyler.

Yakinsak her serinin genel teriminin limiti sifir olacagindan

A(n) N A(n-1) 2+0(1)
qn qn+1

esitligi elde edilir. Buise (4.1.4)’lin ispatin1 verir.

imdi (4.1.5)’in ispatin1 verelim: bunun igin (4.3.5)’de z=¢"' yazilirsa
S P ¢ qay

S (4lo)a"1)ara =g L)

()

bulunur. Bu esitlikte gerekli sadelestirmeler yapilirsa

S (301" )

=l ' H(q_l)

4.3.13)

elde edilir. f(z)= esitliginde z=¢g"' noktasi yerine yazilir

1+gz
H(q")=f(a")(1+aq™")

ve gerekli islemler sonunda
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H(q")=2f(q")

elde edilir. Bu son esitlik (4.3.13)’de yerine yazilirsa

. H |(q—1 )
Aln)g"-1)=q¢"' ———= (4.3.14)
esitligi elde edilir. (4.3.14) esitliginde (4.3.7) kullanilirsa
(=5} 1 oo
—n _ — h -n
bulunur.
Bu esitlikten yararlanarak n — oo iken
1
Alm)g™ —1)= mh(m)q™" (4.3.15)
(A 1) = ()

esitligi elde edilir. (4.3.15)’de (4.3.10) ifadesi yerine yazilirsa

;(ﬂ(m)q_m —1) Zﬁ{q_lfl '(q_l)+0(n;]:|, (n—o0)

ve gerekli islemler yapilirsa

;ﬂ(ﬂ(m)q"" —1) = Y (lq_l){q‘lH'(q-l)-H{n;]}, (n _)oo)

bulunur. Bu ise (4.1.5)’in ispatidir.

Simdi (4.1.6)’nmin ispatin1 verelim:

(4.3.7) goz oniinde tutularak (4.3.12) esitligi
Al

ﬁ{gnh(n)q_”}=(——j 2( n)g"+A(n-1)g"" -2)

biciminde yazilir.

Bu esitlikten 7 — o iken

(_1){; mh(m ﬂ"}(—— j+m§( m)q " +A(m—-1)g"" ~2) (4.3.16)

esitligi elde edilir.
(4.3.10) ifadesi (4.3.16) ifadesinde yerine yazilirsa
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SR P ) L RS

esitligi almir ve gerekli islemler yapilirsa

ﬁ[qmv(q—1)+o(niﬂ+(l_@j:;(z(m)q—m+z(m_1)q—m+l_z)

A1)

q

bulunur. Bu son esitlikte C:=1— seklinde isaretlenir ve esitligin her iki tarafin

ile boluniirse:

q'H'(q") ( lj ( ) )

— " +o0 /1 q ’"+/1 m 1 ’””—ZJ 4.3.17)
I’l'f(q_l) z )

elde edilir. Bu ise

m>n

m+2 m+1

q q

=l(/1(m+1)+/1(m)_2j+l(ﬂ(m+2) ﬂ,(m+1)_2J+

biciminde de yazilabilir.

Her bir m > nigin 1 < 1 oldugundan

m n
1 ﬂ(m+l)+/1(m)_2 N 1 (A(m+2) ﬂ(m+l)_2 L <
n+1 qm+1 qm n+2 qm+2 qm+1

n

<l(/1(m+1)J(m)_zj%(ﬂ(ﬂif) /1(":;1)_2}

q q

m+1 m

q

esitsizligi dogrudur. Bu son esitsizligin sag tarafi (4.3.17) ile ayn1 oldugundan
A Alm—1 "H'(q" al

Zi( (’mn)+ (n:l_l )_2jsq—(q_l)+0(n 2j+£

m| q q n fqg") n
bulunur. Oyle bir C, € R sayis1 bulunabilir ki yeterince biiyiik 7 ’ler igin

A A(m—1 “H'(q™" B
Zi( (T)+ (n:l_l )—2]+C2:q—(q_l)+o(n 2J
m n-f(a”)

q q
esitligi dogrudur. Bu ise (4.1.6) ifadesinin ispatidir.

m>n

m>n
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4.1.1. Sonucun ispati:

Her ne N i¢in 7(n) G yari grubu iizerinde derecesi n ’ye esit olan asal
elemanlarin sayisini gostersin. A(n) von Mangoldt fonksiyonunun Katsay1si
(4.3.1)’den yararlanarak

A(n)=> dz(d)
djn

bicimindedir. Mobius ters doniisiim formiilii yardimu ile

waln) =S (a4

biciminde yazilabilir [3].
Bu son esitlik 4.1.1 Teorem’de verilen esitliklerde yerine yazilarak istenilen

elde edilir.

4.1.2 Teorem’in Ispati:

i H (—q_l ) #0 olsun. (4.1.11) esitliginin sag tarafinda yer alan

fonksiyonu Aksiom A, den |z|Sq"1 dairesinde mutlak yakinsaktir[3]. O halde

(4.3.5)’in sol tarafinda yer alan serinin yakinsak oldugunu soyler.

Yakinsak her serinin genel teriminin limiti sifir olacagindan

An)

q

=1+0(1)

dir.
(ii) (4.3.1) esitliginin her iki tarafi z ile ¢arpilirsa

z 1;((;)) =Z/1(n)z” (4.3.18)

esitligi elde edilir. Bu son esitligin sol tarafim

biciminde isaretleyelim.
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(4.3.18) esitliginden A(n) nin aym zamanda ¢(z) fonksiyonunun z =0

noktasinda Taylor katsayisi oldugu aciktir. O halde,

dir. Ayrica, Cauchy tiirev formiiliine gore

dz, (0< r<q_1)

¢ ()= [ £L)

271.1‘ ZrH—l

e
esitligi yazilabilir. ¢ (0)=n!1(n) oldugundan

A(n) 1 iz)dz

271_1‘ Zn+l

d=r
olarak ta hesaplanabilir. Bu son esitlikte ¢(z) fonksiyonu yerine yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa

F Al
A(n)=—— (2) g (4.3.19)
27i L, F(2)
. e . . F'(z) .
esitligi elde edilir. Simdi (4.3.19) ifadesinde bulunan m fonksiyonunu agik
Z
olarak hesaplayalim:
H (—q_l ) =0 oldugundan
H
f(z)= (z) (4.3.20)
1+gz

seklinde tanimlanan fonksiyon 4.2.1.Teorem’den |z| <q"' dairesinde siirekli ve

sifirdan farkhdir. Diger taraftan H (z)=F (z)(1—gz) oldugundan (4.3.20) esitligi

_F(z)(1=¢2)
f(z)=
(1+¢z)
biciminde yazilabilir. Bu son esitligin her iki tarafinin logaritmasi alinirsa

F(Z)(l—qz)}

logf(z)zlog{ (1+47)

elde edilir ve logaritma fonksiyonunun 6zelliklerinden

log f(z)=log F(z)+log(1-gz)—log(1+gz)
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bulunur. Bu son esitlikte her iki tarafin tiirevi alinirsa

f'(z2) _F'(z) q ¢q

f(z) F(z) 1-qz l+gz

elde edilir.

Buradan,

F'(z2)_f'(x), a , 4 4.3.21)

F(z) f(z) 1-qz l+gz

—-n

dir. (4.3.21) esitliginin her iki tarafi sirastyla z™" ile ¢arpilir ve 0<r < ¢g~' olmak

tizere |z| =r boyunca integrallenirse

Fl
An)=—— (2) g =
27i 1 F(z)
|¢=r
1 ' 1 1
:—‘ Mz_"dz_l_ . J‘ q Z—"dz_l_ ' q Z—ndz
27 ler f(2) 27 ‘Z‘:rl—qz 27T ‘Z‘:r1+qz

esitligi bulunur.

Simdi bu son esitligin sag tarafinda yer alan her bir integrali Cauchy tiirev

formiiliinden yararlanarak hesaplayalim:

1 _ 1 1
_. LZ ndZ:L_ —Z ndzzi. —ndz
27Ti s 1-gz 27Ti e 1-gz 27Ti i (1—qz) z

1

g

esitligi elde edilir. Bu son esitlik

1
-1)! 1-
__ 4 '_(” ') I( an)dZ
(I’l—l) 27 |=r Z
seklinde yazilir ve
1
fl(z)zl

isaretlemesi yapilirsa



1 q -n q (n-1)
— [ 4 rgp= 4 0
27Ti :rl—qzz ¢ (n—l)!é:l ( )

olarak bulunur. Simdi " (z)’yi hesaplayalim:

n

(N 4 oy 12:¢° w1234 ()Nl
S (Z) (I—QZ)Z,fl (Z) (1_qz)3’§1 (2) (1_qz)4’ x4 (Z) (1_qz)n+1

olarak bulunur.

Buradan

n-1

1) =(n—1)!q
O T

ve
fl(n—l) (0) — (n _1) !qn—l

olarak bulunur.

Diger taraftan

seklinde yazilir ve

isaretlemesi yapilirsa

1 q -n q (n—l)
— dz = 0
27i 1+qzZ (n—l)!f2 (0)

T

olarak bulunur. Simdi fz("_l) (z)’i hesaplayalim:
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(1+¢z)° ,
52 IVI(Z)__]"2'3.q2 52(,1) _(_l)nn' !
(1+qz)3 (1+qz)n+l

olarak bulunur.

Buradan

veE

olarak bulunur.
Son olarak n — « iken

1 (=)
271, f(2)

"dz=0(q") (0sv<O<])

dir [5].

4.1.2. Sonucun Ispatx:

Mobius ters doniisiim formiilii yardimi ile

waln) =S (a4

dir [3].
Bu son esitlik 4.1.2. Teorem’de verilen esitliklerde yerine yazilarak istenilen

elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1. SONUCLAR

Bu tezde ele alinan problem ile ilgili sonuglar, Bulgular ve Tartisma
boliimiinde

4.1 Toplamsal aritmetik yart gruplarin dzellikleri
baslig1 altinda toplanmistir. Ayrica

4.2 Yardimci Sonuclar
bolimiinde de esas teoremlerin ispatinda kullanilacak lemmalar ve ispatlar

verilmistir.

1) 4.1.1. Teorem’de (G,d) Aksiyom A, i sagladiginda
H (—q'l ) =0 icin n — e iken von Mangoldt fonksiyonunun Taylor katsayisi olarak
bilinen A(n) igin bir asimptotik degerlendirme verildi.

Ayrica,

> (A(n)g"-1)

n=0

serisinin kalan kismui i¢in bir asimptotik degerlendirme yapildi.
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Ayni bzellikler H (—g™')#0 oldugunda da incelendi.

2) 4.1.1. Sonuc’ta (G,0) Aksiyom A, ’isagladiginda H (—q‘l): 0 igin
n — oo iken Mdbius ters doniisiim formiilii yardimu ile 77(n) igin bir asimptotik

degerlendirme verildi. Ayrica,

oo

Z(mr(n)q_" —1)

n=0

serisinin kalan kismi i¢in bir asimptotik degerlendirme yapildi.

Bu ozellikler H(—¢™"')#0 oldugu durum iginde incelendi.

3) 4.1.2 Teorem’de (G,d) Aksiyom A, i sagladiginda H (—q'l) #0
oldugunda n — o iken A(n) i¢in bir asimptotik degerlendirme verildi.
Ayrica, H(—q'l): 0 ise n — o iken

Aln

n

=1-(-1)"+0(¢™)

asimptotik gosterimi elde edildi.

4) 4.1.2. Sonuc’ta (G,0) AksiyomA,’isagladiginda H (—q‘l)i 0

i¢in n — oo iken Mdbius ters doniigiim formiilii yardimu ile 77 (n) igin

"M 4 o)

n

asimptotik degerlendirmesi verildi.

Ayrica, H (—q'1 ) =0 ise ¥ <@ <1 olmak iizere n — o iken

nz(n) —1-(-1)'+0(¢")

n

q

asimptotik degerlendirmesi yapildi.

5.2 ONERILER

39



Bu calismanin devaminda asagidaki problemler de incelenebilir:
1) (G,9) ikilisi lizerine koyulacak yeni aksiyomlar ile ayni problem

incelenebilir.

2) (G,09) ikilisi iizerinde tanimlanan aksiyomlar altinda 3.3.1.Tanim ve

3.3.2.Tamm’da verilen fonksiyonlarin H”, (1< p <o) iizerinde tanimlanan norm

ile yaklasim hiz1 yar1 grup lizerine koyulan aksiyomun parametrelerine bagh olarak

incelenebilir.

3) Q karmasik diizlemde basit baglantili bir bolge olmak {izere Riemann
doniisiim teoremi kullanilarak bu ¢alismada incelenen problem Q bolgesine
taginabilir ve Q bolgesini sinirlayan egrinin geometrik dzelliklerine bagli olarak

asimptotik gosterim elde edilebilir.
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