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0z

Kiitlesel ¢ekim etkilesimini betimleyen bir ¢ok kuram vardir. Bu kuramlar
arasinda en ¢ok kabul gorenler, Genel Gorelilik kurami ile Teleparallel kuramidir. Genel
gorelilik kurami uzay-zamani geometrize ederek kiitlesel ¢ekimi agiklamaya ¢alisirken
Teleparallel kurami ise bu etkilesimi bir kuvvetsel alan kavrami ile agiklar. Kavramsal
anlamda bu iki kuram arasinda ¢ok ciddi farklar olmasina karsin her ikisinin ayni
olguyu betimlemesi ve ayni sonuglar1 vermesi bu iki kuramin esdegerliligini ¢agristirir.

Skaler ve spinli pargaciklarin uzay-zaman ile nasil etkilestigini anlamak i¢in bu
parcgaciklar1 betimleyen denklemler bu kuramlarda yazilip degerlendirilirler.

Bu calismada; genel bir metrik icin kiitleli, skaler ve spin-0 pargaciklari
betimleyen Klein-Gordon denkleminin hem Genel Gorelilik kuraminda hem de

Teleparallel kuraminda esdeger oldugu gosterilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Teleparallel, Genel Gorelilik, Kelin-Gordon denklemi



ABSTRACT

There are several theories describing a gravitational intreaction. The theories
which are the most acceptable in the literature are General Relativity and Teleparallel
Theory. The Teleparallel Theory accounts for gravity as a force of field but the General
Relativity tries to explain it by means of geometrize spacetime. Although there is a
significant difference between these theories, description of the same concept and the
same given result for these theories is shown to be equivalent.

In these theories, in order to understand how the geometry of spacetime effect
on the scalar and spin particles which describe the particles equations must be written to
evaluate.

In this work, the Klein-Gordon equation that represents particles with spin-0 and
scalar is performed to be equivalent for a general metric both the General Relativity and

the Teleparallel Theory.

Keywords: Teleparallel, General Relativity, Klein-Gordon equation
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'y : Spin Baglant1 Katsayilari

S“" '+ Spin Tenserii

[, : Christoffel Sembolleri

0, : 9
ox

K-G :Klein-Gordon

Not :

(i) Bu calismada c¢izgi eleman icin kullanilan isaret anlasmasi (-,+,+,+,) seklinde

olup 6zel olarak belirtilmedikge indisler (0,1,2,3) degerlerini almaktadirlar.
(ii) Denklemlerdeki terimlerin veya katsayilarin {izerindeki o isareti, Genel
Gorelilikte kullanilan nicelikleri betimlerken, e isareti ise Teleparallel kuraminda

kullanilan nicelikleri ya da katsayilar1 betimlemektedir.

(ii) Denklemlerdeki terim veya katsayilarin kesme isareti (A" gibi) konuma gore

tiirevi, nokta isareti (A gibi) ise zamana gore tiirevi betimlemektedir.
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1. GIRIS

Klasik Fizik, dogay1 ve maddeyi anlamak adina birbirinden bagimsiz iki bakis
acis1 gelistirmistir. Bunlardan biri parcacik olarak dogayi anlama, digeri ise bu
pargaciklarin yarattigi kuvvetsel alan olarak olgulara bakmaktir. Bu baglamda; dogaya
kuvvetsel alan yaklasimiyla bakildiginda, kiitlesel ¢cekim alani, elektromanyetik alan,
giiclii ¢ekirdek kuvvetsel alani ve zayif ¢ekirdek kuvvetsel alan olmak iizere evreni
olusturan dort temel kuvvetsel alanin var oldugu olgusu ortaya ¢ikmaktadir. Bunlardan
evrenin olusumundan sorumlu olan kiitlesel ¢cekim kuvvetinin anlagilmasi i¢in ilk kuram
Newton tarafindan ortaya konulmustur. Newton kuramina gore, uzay ii¢ boyutlu, diiz
(6klidyen), oncesiz , sonrasiz, mutlak ve degismezdir. Zaman, benzer sekilde, dncesiz,
sonrasiz, mutlak ve degismez bir parametredir. Madde ise uzay ve zamandan bagimsiz
bir bicimde uzayda ve akip giden zaman igerisinde hareket eden kiitleli nesnelerdir.
Newton kuraminda bir olaymn etki hizi sonsuz olmasi nedeniyle maddeler arasi
etkilesime “‘ani etkilesme’” adi verilir. Ani etkilesme modeli daha sonra
elektromanyetizma olgularini anlayabilmek i¢in yetersiz kalmistir. Elektromanyetizma
olgularinin bu baglamdaki sorunu Einstein’in 1905 yilinda ortaya koydugu Ozel
Gorelilik kuramiyla ¢ozlilmiistiir. Bu kurama gore etki hizi sonlu olup en fazla 1s1k
hizina esit olabilir. Bu kuramda ayrica zaman bir parametre degil uzay gibi bir boyut
olarak tamimlanmaktadir. Ozel Gorelilik kurami, zamanin uzaya bir boyut olarak
katilmasiyla birlikte dort boyutlu diiz uzay (Minkowski) geometrisine dayanmaktadir.
Bu geometride degismez kalan uzay-zaman ikilisidir. Madde, bu kuramda uzay-zaman

ikilisiyle etkilesmeden bu uzay-zamanin olusturdugu geometride hareket eder.

Newton kuraminin 1s1k hizina yakin hizlardaki nesneler igin kiitlesel ¢ekimi
betimlemedeki yetersizlikleri Einstein’in Genel Gorelilik kuramini ortaya atmasina
neden olmustur. Einstein’in Genel Gorelilik kuramiyla birlikte uzay-zaman ve madde
kavramlarina olan yaklagimimizi tiimiiyle degistiren kavramsal bir devrim ger¢eklesmis
oldu. Einstein, bu kuramda kiitlesel ¢ekim alani kavrami yerine uzay-zaman

geometrisini kullanarak fizige geometrik bir bakis acist kazandirmistir. Bu kurama gore



madde kendi cevresindeki uzay zamani eger ve bu egrilen uzay-zamanda var olan
kiitleler bu uzay-zaman igerisinde dogrusal yollar izleyerek hareket ederler. Boylece
Newton kurami ve Einstein’in Ozel Gérelilik kuraminda maddeyle uzay-zaman arasinda
bir etkilesme yokken Einstein’in Genel Gorelilik kuraminda bu etkilesim goriilmektedir
[1]. “Dogay1 anlamak ig¢in, ilk olarak geometriyle baslamak ve sonunda fizikle bitirmek
gerekir” sozii ile Ozetlenebilecek geometri olarak fizige bakma felsefesi 20. ylizyilin

baslarinda Einstein tarafindan ortaya koyulan bir yaklasimdir [2].

Kiitlesel ¢ekim etkilesimi, Einstein tarafindan Genel Gorelilik kuraminin ortaya
konulmasiyla birlikte Genel Goreliligi izleyen Teleparallel kurami, Einstein-Cartan ve
Poincare kuramlariyla daha genel bir temel iizerine oturtulmaya calisilmistir [3].
Einstein-Cartan ve Poincare kuramlarinda kiitlesel ¢ekim etkilesimini betimlemek i¢in
hem burulma (torsion) hem de egrilik kavramlar1 birlikte kullanilmistir. Genel
Gorelilikte kiitlesel ¢ekim etkilesimi geometrize edilerek yalmizca egrilik kavramiyla
betimlenirken, Teleparallel kuraminda ise bu etkilesim yalnizca burulma kavramiyla
aciklanmaya calisilmistir. Genel Gorelilik kuraminda egrilik, kiitlenin uzay-zamani
egmesiyle (biikkmesi) olusur. Kiitleli cisimler egrilen uzay-zamanda olusan jeodezikler
boyunca hareket eden spinsiz pargaciklardir. Dolasiyla yoriingeler kuvvet denklemleri
ile belirlenmez, jeodezikler ile belirlenir. Teleparallel kurami ise uzay-zamani
geometrize etmek yerine bir kuvvet alan1 tanimlayarak kiitlesel ¢cekim etkilesimini
aciklamaya calisir. Bu kurama gore kiitleli cisimlerin izledikleri yoriingeler jeodezik
denklemleriyle degil, elektrodinamikteki Lorenz kuvvet denklemine benzer kuvvet

denklemleri ile betimlenirler.

Genel Gorelilik ve Teleparallel kuramlarinin ¢agdas fizikteki uygulamalari en
biiyiik olgeklerde, astrofizik ve kozmolojiyle iliskili iken, en kii¢iik Ol¢eklerde ise
kuantum ve temel pargacik fizigiyle baglantilidir. Bu baglamda egri uzay-zamanda
kuantum etkilerini incelemek i¢in tek parcacik durumlarinin dikkatli bir bigimde
incelenmesi ve dolayisiyla par¢acigi kuantum mekaniksel olarak betimleyen diferansiyel

denklemlerinin tartisilmasi gerekir.



Son 10 yilda bu alanda yapilan calismalara bakildiginda Einstein’in Genel
Gorelilik kuram ile Teleparallel kuraminin esdeger oldugu diisiincesi yaygin bir sekilde
yer almaktadir. Litaratiirdeki ¢aligmalarin pek ¢cogu incelendiginde, esdegerliligin kapali

bigcimsel denklemler iizerine yapildig1 goriliir.

Bu calismada amag, Klein-Gordon (K-G) denklemini hem donmeyi hem de
genislemeyi igeren genel bir metrikte Teleparallel kurami ile Genel Gorelilik kurami igin

esdeger oldugunu gostermektir.



2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Einstein, 1928 yilinda elektromanyetizma ve kiitlesel ¢ekimi birlestirmek
amactyla yeni bir yaklasim gelistirdi. Bu 6neri, giinlimiizde ayar kurami olarak bilinen
kiitlesel ¢ekim ile elektromanyetizmay1 birlestirecek kuramin ilk tohumlarmin 1918°de
Herman Weyl tarafindan ortaya konmasindan sonra geldi [4]. Genel Gorelilik
kuraminda kullanilan Riemann geometrisinde bir baglant1 katsayisi, bir egrilik tensorii
ve iki yoriinge (jeodezik ve null jeodezik) denklemi yer almaktadir. Ayrica bu kuramda
tanimlanan metrik tensorliniin simetrik olmas1 nedeniyle yalnizca 10 bileseni kiitlesel
¢ekimi betimlemektedir. Yukarida ifade edilen nedenlerden otiirii Genel Gorelilik
kuraminin ~ temelini  olusturan  Riemann  geometrisi, kiitlesel ¢ekim ile
elektromanyetizmanin birlesimini betimleyecek yapiya sahip degildir. Bu nedenle
Einstein hem kiitlesel ¢ekimi hemde elektromanyetizmay:1 bir arada betimleyecek bir
geometriye gereksinim duyar. Bu geometriyi olusturan dort boyutlu uzay-zamanin her
noktasinda bir dikboylandirilmig (ortonormal) alanin teget uzayi olarak tanimlanan
dortayak (tetrat) alanlarin1 betimleyen nicelik 16 bagimsiz bilesenden olusmaktadir.
Einstein’na gore; bu niceligin 10 bileseni kiitlesel ¢ekim alanini geri kalan 6 bileseni ise
elektromanyetik alan1 betimler. Bu olusan kurama litaratiirde mutlak (absulute)
paralellizm ve geometriye Weitzenbock geometrisi adi verilmektedir. O yillarda umut
verici olarak goriilen ve Einstein tarafindan ortaya konulan bu girisim, kuramin
ongordigli denklemlerin Schwarzschild ¢oziimlerini vermemesi nedeniyle basarisiz

olarak degerlendirilmistir [5].

Daha sonraki 30 yil boyunca 6nemli yeni bir gelisme olmamustir. 1961° de
Moller, Einstein’in orjinal diisiincesini ayar kurami baglaminda kiitlesel ¢ekim igin
yeniden ele almistir [6]. Bunu izleyen c¢alisma Pellegrini ve Plebanski [7] ise
Teleparallel kurami i¢in Langranjiyen formiilasyonunu ortaya koymuslardir. Moller
buradaki bir problemi daha sonraki bir zamanda tekrar gézden gegirmistir [8]. 1967°de
Hayashi ve Nakano [9], daha sonra da Hayashi tarafindan gergeklestirilecek olan [10],

doniisiim gruplart i¢in bir ayar kurami formalizmi ortaya koymuslardir. Bir kag y1l sonra



Hayashi [11] yukarida sayilan gelismeleri Teleparallel kurami ile iligkilendirmistir ve

1979°da Shirafuji [12] ile birlikte bu iki yeni gelismeyi birlestirmeye ¢alismistir.

Glniimiize kadar siiregelen bu caligmalarda, temel olarak kiitlesel g¢ekim
etkilesiminin bir ayar kurami olarak ele alindign goriiliir [13]. Kiitlesel c¢ekimin
Teleparallel kurami, donilistim gruplan i¢in ayar kurami olarak tanimlanabilir [14,15].
Bu yaklagimda kiitlesel ¢cekim etkilesimi, elektrodinamigin Lorenz kuvvetine benzer bir
kuvvet olarak tanimlanan burulma (Torsion) tensorii ile betimlenir. Dolayisiyla
Teleparallel kurami, Genel Gorelilik kuramindaki egrilik yerine burulmanin ele alindig

kiitlesel cekim alanini betimleyen alternetif bir kuram olarak ele alinir [16].

Teleparallel kuramimnin en temel 06zelligi doniisiim gruplart i¢in bir ayar kurami
olmasidir. Ayar kurami genel (global) ve yerel (local) olarak uygulanan simetri
doniisiimleri diisiincesini temel alan kuramlarin bir kiimesidir. Fizikte bir ¢ok kuram
Lagranjiyen formalizmiyle tanimlanir. Lagranjiyen formalizmi, fizik yasalarinin simetri
doniistimleri altinda degigsmez kalmasi temeline dayanir. Ayar kurami, Lagranjiyeni
yerel simetriye sahip oldugunu ve simetri doniisiimlerinin, uzay-zamanin belirli
bolgelerinde tanimlanan yasalarin bagka bolgelerde ne oldugundan etkilenmeden
gergeklestigini  gosterir.  Bu  diisiince Genel Goreliligin - esdegerlilik  ilkesinin

genellestirilmis bir bigimidir.

Ayar alan1 kuramu ilk olarak elektrodinamigin Maxwell formalizmiyle ortaya
konulmustur. Maxwell’in elektromanyetik kurami iki 6nemli simetri igerir; bunlar
Lorentz degismezi ve ayar simetrisidir. Ayar de§ismezinin tam olarak anlagilmasi
kuantum mekanigi ve Genel Goreliligin ortaya konmasiyla olmustur. Einstein Genel
Gorelilik kurammin temel dinamigini uzay-zaman geometrisi {izerine kurmasina
karsilik, Herman Weyl zaman i¢inde uzaym bir noktasindan diger bir noktasina olan

varyasyonu uzunluk 6l¢egini temel alan bir kuram olusturmak istemistir. Buradaki amac1



kiitlesel ¢cekim ve elektromanyetizmayi birlestirerek elektrodinamik i¢in geometrik bir

altyap1 olusturmaktir [17].

Kiitlesel ¢ekim etkilesimini biiyiik ve kii¢lik dlgeklerde betimlemek igin ortaya
konulan modellerde genel olarak ii¢ temel geometrisel yapt gozlemlenir; Riemann-
Cartan geometrisi egrilik ve burulma kavramlar ile agiklanirken Genel Gorelilik
kuraminin temelini olusturan Riemann geometrisi ise egrilik kavramina dayanir. Genel
Gorelilik kuramina segenek olarak sunulan Teleparallel kuraminin temelini  olusturan
Weitzenbock geometrisi ise burulma kavramini temel alir. Kiitlesel ¢ekimin
bulunmadigi durumlarda uzay-zamanin geometrisi Minkowski geometrisine indirgenir

Bu genel gercgeve sekil-1’de 6zetlenmektedir [12,18].

Riemann-Cartan Uzay-zamani
Egrilik (R # 0) ve Burulma (7 #0)

Riemann Uzay-Zamani Weitzenbock Uzay-Zamani
(Genel Gorelilik) (Teleparallel)
(R#0)ve(T =0) (R=0) ve (T#0)

Minkowski Uzay-Zamani
(R = 0) (T = 0)

Sekil 1. Bazi kuramlara gore Egrilik ve Burulma Tensorleri



2.1. TELEPARALLEL KURAMININ TEMELLERI [16,18]

Teleparallel kuraminin en temel 6zelligi doniisiim gruplart i¢in bir ayar kurami
olarak anlasilmasidir. DoOniigiimlerin bazi1 karekteristik 0zelliklerinden dolayil, bu
doniisiimleri igceren bir ¢ok ayar kurami diger kuramlardan bir ka¢ nokta itibariyle
farklilagir. Bu baglamda, Teleparallel kurami dortayak (tetrat) alanlari diisiincesini 6n

plana ¢ikarir. Bu gergevede i¢ ve dis alanlar bu dortayak alanlariyla iliskilendirilir.

Teleparallel kiitlesel ¢ekiminin temel alanini betimleyen bir ayar potansiyeli

B, olmak tizere,

B, = B",P, 2.1)

bi¢iminde bir doniisiim tanimlanir. Burada

[P,.P,]=0 2.2)

bagintisini saglayan P, = 0/0x“ ya doniisiim tiretecleri ad1 verilir. Bir ayar doniisiimii,

teget (tanjant) uzayin koordinatlarinin yerel (bagli nokta) bir doniisiimii

x =x"+a" (2.3)

olarak tanimlanir. Burada a“ = a“(x") ve

& =a’Px" 2.4

seklindedir. Genel bir kaynak alant y = (x*) olmak {izere spine bagli olmayan ayar

doniisiimiiniin kiigiik degisimleri



oy =—a‘Py (2.5)

seklinde verilir. Bu noktada doniisiim iiretegleri kaynak alaniyla ilgili 6nemli rol {istlenir.

S
oa

h,=0,-B", (2.6)

a

bi¢iminde tanimlanan kovaryant tiirev herhangi bir dalga fonksiyonu i ’ye uygulanarak

dontistimsel kovaryant tiirev agsagidaki bicimde olur:

hy =0,y —-B WPy 2.7)
Bu bagint1
hy =h"u0,w (2.8)

biciminde yazilirsa [19] holonom olmayan dortayak alani i¢in

hy=0,x"+B"=h,x" (2.9)
ifadesi elde edilir. Dogadaki her kaynak alan1 doniigiimsel ayar potansiyeliyle etkilesir.
Bu baglamda B“, ve i ’'nin etkilesimi her alan igin ayn1 olup, ayni kiitlesel ¢ekimi ile

ciftlenirler. Esdegerlilik kavraminin Teleparallel kuramdaki karsiligi bu temel iizerine

kurulur.



iy =T Py (2.10)

bagintis1 elde edilir. Burada 7, =T “, P, ifadesine kuvvetsel alan denir ve bu

donlistim gruplarindaki alan1 betimler. Bu alanin agik bi¢imi asagidaki bagintiyla

verilir:

Tay‘/:ayBav—avBay Eaﬂhav_avhay (211)
h,w "nin degismez kalmasindan dolayr ayar potansiyelinin doniigiimii
B, =B -0,a" (2.12)

bigiminde olur. (2.3) ve (2.12) denklemlerinde verilen doniisiimler kullanilarak

dortayaklarin ayar degismezi

he =ht, (2.13)

elde edilir. Buna gore kuvvetsel alan T “ wv, ayar doniisiimleri altinda degismez kaldigi

goriiliir. Teleparallel kuraminda baglanti katsayilar1 Weitzenbdck baglantilar1 olarak

adlandirilir ve

Fp/tv: hapaﬂhav (214)

bi¢ciminde ifade edilir. Dortayak alanlarinin kovaryant tiirevinin sifir olma kosuluna

Mutlak Paralellizim ad1 verilir ve asagidaki bagintiyla betimlenir:



Vo h'y =0, 1y T 2 h®y =0 (2.15)

Weitzenbock ve Levi Civita (Christoffel sembolleri) baglantilari arasinda

prv=rpyv+prv (216)
bi¢iminde bir iliski vardir. Burada K ” ..

. 1 . . .

K pyVZE(Tﬂpv'i'Tvpy_T p,uv) (217)

olarak wverilir ve kivrilma (contortion) tensorii  diye adlandirilir. Weitzenbock

baglantilar1 kullanilarak burulma tensori (kuvvet alani)

Tppvzrpvp_rpyv (218)

seklinde yeniden yazilabilir. Bu tensdrden dortayak tabanli burulma tensdriine

Ta,uv: hapr,uv (219)

biciminde verilen bagintiyla gecilir. Bu durumda denklem (2.10)” daki sira degisim
bagintisina geri doniilerek orada yeralan dort ayak tabanli burulma tensorii yerine

burulma tensorii yazilarak asagidaki bagint1 elde edilir:

[h hv] = T p,uvhp (220)

n
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Daha once belirtildigi gibi bu kuramda Weitzenbock baglantilarinin egriligi sifirdir ve

asagidaki bicimde ifade edilir:
RP4w=0,T"0=0,T "9+ qul' “0=T "I “u=0 (2.21)

Denklem (2.16)’da verilen iliski g6z oniine alindiginda

R70w=R g+ Q" o= 0 (2.22)

bagintisi elde edilir. Burada R “4.v Riemann geometrisindeki egriligi betimler ve ikinci

terim

o P .

Q Ouv = Dy K p@v_Dv K pH,u+K pHvK po;u_K UH,uK po—v (223)

bi¢iminde yazilir. Bu terimde D, Teleparallel kovaryant tiirevi betimler. Bu tiirev, bir

uzay-zaman vektoriine uygulandiginda
DV’ =0,V +I " su—K " 3)V* (2.24)

sonucu elde edilir.
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2.2. GENEL GORELILIK iLE TELEPARALLELDE K-G DENKLEMI [20,21]

Einstein-Cartan kuramina gore sadece spin dagilimlar1 burulmayi iiretebilir veya
spin burulmayla etkilesebilir [22] buna karsin bir skaler alan, sadece egriligi hissedebilir
[23]. Teleparallel kuramina gore ise kiitlesel ¢ekim alanin baska alanlarla etkilesimi
burulma ya da egrilikle tanimlanabilir. Skaler alanin egrilik ya da burulmayla nasil

etkilestigini anlayabilmek i¢in Minkowski alaninda, ¢ olarak tanimlanan serbest bir

skaler alanin Lagrenjiyeni,
Ir .
Ly=>ln"0,0,6- 10| (2.25)

biciminde ifade edilir. Burada g =mc/#h seklindedir. Minimal etkilesim modeline gore

bu serbest lagranjiyen, Riemann uzay-zamaninda tanimlanan lagranjiyene asagida

verilen dontistimlerle gegilebilir:

77ab > g/“/ (226)

8 > V. 2.27)

Burada g*, Riemann metrik tensoriinii ve V, ise Levi-Civita kovaryant tiirevini
betimler. Buna gore bir skaler alanin kiitlesel ¢ekim alaniyla etkilesimini tanimlayan

lagranjiyen,
N"E [ v
Ly="7— 50,00, 1°4] (2.28)

bi¢imine doniisiir.
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02 = %g’”ayg,ﬂ =\~gT"s (2.29)
0zdesligi kullanilarak

O+ =0 (2.30)
K-G denklemi elde edilir.Burada (¢,

ﬁ¢==%#8”¢zziéz;8ﬂQf:§g”®p¢) 2.31)
olarak ifade edilen ¢ ’nin Laplace-Beltrami tiirevidir ve

6/128#4-1:’0/43 (2.32)

ile wverilir. Denklem (2.31)’deki 0“¢’nin Levi-Civita kovaryant sapmasi olarak

tanimlanir. Yerel eylemsiz koordinat sisteminde Levi-Civita baglantilar1 sifirlanirken
Laplace-Beltrami, serbest alan islemcisi olan d’Alamberte islemcisine doniisiir. Bu

durum Genel Gorelilikte giiclii esdegerlik ilkesi olarak bilinir.

Benzer sekilde minimal etkilesim yaklasimiyla serbest lagranjiyeden yola

cikilarak Teleparallel uzay-zamani cinsinden yazilan lagranjiyen elde edilir. Bunun i¢in

ab

a (2.33)

S
v
S

0 »D.=h"D, (2.34)

13



dontiistimleri yapilir. Burada

D.=V,-K, (2.35)
diir. Buna gore Teleparallel kuramindaki lagranjiyen,

L, =2l D09 - w4’ (2.36)
seklinde yazilir ve bu lagranjiyen kullanilarak skaler alan i¢in

O+ 2P =0 (2.37)
denklemi elde edilir. Burada

ﬁ¢=(aﬂ AT Ppyjaﬂqsz o, (ho*g) (2.38)

olarak tanimlanan Laplace-Beltrami islemcisinin teleparallel bigimidir. T “,, son iki
indise gore simetrik olmamasi nedeniyle, (6# +r” pﬂj terimi  0“¢’nin Cartan

kovaryant sapmasi olarak tanimlanamaz. Ayrica denklem (2.18) kullanilarak
D¢:(Vy+T p;tpj8”¢ (2.39)

oldugu goriiliir. Bu bagintida parantez igindeki birinci iglemci

14



Vi=08,+T " (2:40)

bi¢imindedir. Bu denklem (2.39) de yerine yazilirsa

ﬁ¢=(a# AT Pt T Pﬂpja”gzﬁ (2.41)
elde edilir.
T2 ==K "p (2.42)

0zdesligi kullanilirsa (2.41) denklemi asagidaki denkleme doniisiir:

Dud“d+ 12¢ =0 (2.43)

Bu denklem Klein-Gordon denkleminin Teleparallel bi¢imi olarak adlandirilir. Bu

denklemde D « Teleparallel kovaryant tiirevi betimler ve
D, 0" = (a” 7K Pypja” (2.44)
seklinde verilir. Ayrica bu denklem

%/l a”¢ + ILl2¢ = _].—' p;tpaﬂ¢ = I.( pypa”¢ (245)

biciminde de yazilabilir. Skaler alanin tiirevi olan 0“¢ burulmayla etkilesir. Bu noktada

burulmanin elektromanyetizmadaki kuvvet denklemine benzer bir rol istlendigi

15



goriiliir. Yerel eylemsiz koordinatlarda f‘p u baglantisi ilk iki indise goére simetrik

oldugundan sifirlanir. Dolayisiyla Laplace-Beltrami islemcisi, serbest alan islemcisi olan
d’Alamberte islemcisine doniisiir. Bu durum giiclii esdegerlik ilkesinin Teleparallel

bi¢imini olusturur.
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3. MATERYAL ve METOT

3.1. METRIK TENSORU VE BAGLANTI KATSAYILARI [3]

Uzay-zamanin geometrisini betimleyen metrik tensorii ile baglanti katsayilarinin

se¢imine gore olusturulan kuramlar i¢in dort durumla karsilasilir.

Durum-1: Metrik tensoriiniin kovaryant tirevinin g ., =0 bigiminde oldugu

o M
ve baglantt katsayilarinin antisimetrik parcasinin  I'iap) =0 kosulunu sagladigi

durumdur. Burada T[,"° vapisal (affine) baglantisinin antisimetrik parcasidir.

Einstein’in Genel Gorelilik Kurami bu kosullar1 saglar.

Durum-2: Metrik tensoriiniin kovatyant tiirevinin sifirdan farkli ve yapisal

baglantisinin antisimetrik kisminin sifir oldugu durumdur. Bunun i¢in, agik olarak,

kosullar g, . #0 ve I' " =0 bigiminde verilir. Bu kosullar1 saglayan kurama

Weyl Kurami’n1 adi verilir.

Durum-3: Finstein-Cartan Kurami olarak bilinen bu durum igin

e =0 ve I, #0  bigimindeki, metrik tensdriiniin kovaryant tirevinin sifir ve

yapisal baglant1 katsayilarinin antisimetrik kisminin sifirdan farkli oldugu kosullar

gegerlidir.

Durum-4: Metrik tensoriiniin kovaryant tiirevinin sifirdan farkli ve yapisal

baglant1 katsayilarinin da sifirdan farkli oldugu genel durumdur. Bunun kosullar1 da
matematiksel olarak g .o #0 ve F[a/),]” # 0 biciminde verilmektedir. Bu, Yapisal

(Affine) Kurami ya da Genel Kuram olarak adlandirilir.
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3.2. YAPISAL BAGLANTILARIN KURAMLARA GORE BULUNMASI [3]

Metrik tensoriiniin kovaryant tlirevinin agilimi
=0 - Po T 7F =0 3.1)
g,uv;oc afg,uv av g,uﬂ au gﬁv .

bi¢cimindedir. Bu agilim metrik tensoriiniin indislerine gore sirayla degisimi yapildiginda

asagidaki iki denklem elde edilir.
gaf,u;v = avga,u _Fv;l ﬂgaﬁ _Fva ﬁgﬁ,u = 0 (32)
gva;y =a/¢gva_ryaﬂgvﬂ_ryvﬂgﬂa =0 (33)

Denklem (3.1)'1 %, (3.2) ve (3.3)"1 - % ile carpip taraf tarafa toplanirsa,

%(g,uv;a _gay;v _gvaf;,u) = %(aag,uv _avgay _aygvaf)

1 B B B
+ E (_rav gﬂﬂ - Fay gﬂv + FV;! g(lﬂ

(3.4)
+ Fva ﬂgﬂ/x + F,aa ﬁgvﬂ + F,uv ﬂgﬁa)
elde edilir. Denklem (3.4) diizenlenirse
L - - =L 0ug.u —0ygau -0
B Suvia — 8ouyv gva;y)—2( a8uv vEou ygva)+
(3.5)

%(Fva / _Fav ﬂ)g,uﬂ +%(r,uv / +Fv,u ﬂ)gaﬁ +%(r,ua / _ra;t ﬁ)gﬁv

bulunur. Baglant1 katsayilarinin simerik ve antisimetrik 6zellikleri kullanilarak,
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%(g,uv;a —8au;v _gva;,u) :%(aag,uv _avga,u _alugva)"'

F(ﬂ"iﬁgaﬂ * F[Va]ﬂg/“ﬁ + r[,ua]ﬂgﬂl/ (3.6)

denklemi yazilir. Burada, T HV)"} , yapisal baglantinin ( 4V )'ye gbre simetrik parcasi ve

F[Va]ﬂ , yapisal baglantinin ilk iki indise goére anti simetrik parcasini gostermektedir.

Denklem (3.6) daha once ifade edilen kuramlara gore incelenecek olursa asagidaki

durumlar ortaya ¢ikar:
(i) Genel Gorelilik Kurami

o B
Denklem (3.6) g,,,., =0 ,T'w) =0 kosullarina gére degerlendirildiginde

o B
%(aag,uv _avgay _aygva)+r(/‘v) ga,b' =0 (37)

bulunur. Denklem (3.7) yeniden diizenlenirse,

o B
Uy 8,5 =3(-0,8,, 0,84, +0,8.,) (3.8)

ve denklem (3.8)’in her iki tarafi g ile ¢arpilirsa

o B o
r(pv) = gaﬂ r(yv)a :%g“ﬁ(—aagﬂv +avgaﬂ +aﬂgm) (3.9)

elde edilir. Buna Christoffel Sembolleri ad1 verilir ve Genel Gorelilik Kuraminin yapisal

baglantilar1 olarak bilinirler.
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(ii) Weyl Kuramu

Denklem (3.6) g .., #0 ve I}, =0 kosullar altinda ele alindiginda

38~ Gav ~ 8rais) =308 = 0,80 = 0,80) + T 1) € (3.10)
elde edilir. Burada metriksizlik kosulu olarak bilinen

8uwia = Nyua (3.11)
ifadesi denklem (3.10)'de yerine yazilirsa,

TV e =Noyy =Ny) = 30,810 = 0,804 = 0,800) + Ty (3.12)

bulunur. Denklem (3.12)’de gerekli diizenlemeler yapildiginda asagidaki ifade elde

edilir:

Lime =3 NV =Noyor =N, ) =3(0,8,0 = 0,844 =0,,814) (3.13)
Bu denklemin her iki tarafida g* ile garpilirsa,

8" Tima =387 Wona =Na = Nawi) =387 0,81 = 0,84, =0,8.0)  (314)

=T

bulunur ve g“’T’ e

(uv)a

esitligi denklem (3.14)'de kullanilirsa,

1_‘(,uv)ﬁ :%gaﬂ(N,uva _Na,uv _Nav;,u)_%gaﬂ(aag,uv _avga,u _ﬁ,ugva) (315)

sonucu elde edilir. Burada
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=N, =N, %) (3.16)
tanimi yapilirsa denklem (3.15)

Lot =V 587,82, ~0,80—0,8.0) (3.17)
bicimini alir. Buna Weyl Kuramindaki yapisal baglantilar ad1 verilir.

(iif) Einstein-Cartan Kurami

Denklem (3.6) g,,., =0 ve I},{ # 0 kosullar i¢in incelendiginde

%(aag,uv o avgay - aygva ) + F(,uv)ﬂga[)’ + F[va]ﬂg;t[)’ + r[;ta]ﬂgﬂv = 0 (318)
elde edilir. Burada
r 7= Q[W]ﬂ (3.19)
B B
esitligi tanimlanir ve Q[ﬂ a']B ‘ya burulma (torsion) denir. Ura)8up + U pua) 8 v
terimleri esitligin sag tarafina gegirilir ve baglantilarin antisimetrik pargasinin

ﬁ:_l—‘

[av

I

[va]

7 (3.20)

ozelligini kullanarak asagidaki denklem elde edilir

B By 1 B
1—‘[Ucv] g,uﬂ _F[ya] gﬁv - E(aag,uv _avga,u _aggva)+r(;tv) gaﬂ (321)
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Bu denklem Einstein-Cartan kuraminin yapisal baglantilari olarak bilinir.

(iv) Yapisal (Affine) Kuram

Denklem (3.6) g,,., #0 ve I,/ #0 kosullarina gore degerlendirildiginde

%(g,uv;a _gay;v _gva;,u) = ]7(8ag,uv _avga,u _aygva)
p s s
L) 8ap Y et 8up T Usa) 80 (3.22)

elde edilir. Burada
B _ B B B
K,uv - _va - Q uv Q,u v (323)

esitligi tanimlanir ve bu esitlik denklem (3.19)’da kullanilarak
B
r,”’ :{ -K,, " -v,’ (3.24)

elde edilir. Denklem (3.24) Genel Kuramin yapisal baglantilarin1 vermektedir. Bu
bagmtidaki birinci terim Christoffel sembollerini, ikinci terim kivrilma (contortion)
sembollerini ve {glingli terim ise metriksizlik kosulundan elde edilen tensori
gostermektedir. Eger burulma yoksa denklem (3.24), genel yapisal baglanti
katsayilarinin metriksizlikten gelen katkiyla, Christoffel sembollerinden gelen katkiy1

icerir. Eger metrik tensorlinlin kovaryant tiirevi sifir ve burulma yoksa genel yapisal

baglant1 katsayilar1 Christoffel sembollerine ({ p }) indirgenir.

y73%
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3.3. GENEL GORELILIKTE KOSEGENEL METRIK ICIN DIRAC DENKLEMil[24]

Genel Gorelilik kuraminda spin- 2 parcagiklarinin dinamigini veren Dirac

denklemi
i7" D —me¥ =0 (3.25)
bi¢iminde verilir. Burada D P

Du=0, -T, (3.26)

7

seklindedir ve Fock-Ivanenko kovaryant tiirevi olarak bilinir [25]. Spin baglantilar

olarak tanimlanan F « Christoffel sembollerine,

r =-T .S, (3.27)
seklinde baghdir. Bu bagintidaki S, , Dirac matrisleri cinsinden

Sa = %[n,n] (3.28)
bigiminde verilir.

ds® = —A(t,x)dt* + B> (t,x)dx* + C*(t,x)dy> + D*(t,x)dz" (3.29)

seklinde verilen kosegenel bir metrik i¢in denklem (3.9) kullanilarak Christoffel

sembolleri asagidaki biginde elde edilir:
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==, T " o= ,Tlp=— 27 (3.30)

denklem (3.27) araciligiyla spin baglantilar1 gama matrisleri cinsinden

ES
al

[=1

=
(=]
1l
N | —
!
jo
I
N | —
> | -
X
~

f=1

QZ
S}
+

=

(]

:]o
Il

(3.31)

N | —
=
N | =
R

l
o

<
Y
+

L—Jo
I
l

> >0 w
Rt

WY w|Q

N | =
o | =

olarak bulunur. Denklem (3.30) ile denklem (3.31)’te bulunan sonuglar denklem

(3.25)’da verilen Dirac denkleminde yerine konulursa

1< | 1 - |
l{‘X%ao +§7161 +E7262 +B73a3

1 1. 1 .
- Ay —— By, ———C¥

a8 VT oaB Y Toac
s Loy L py 1 D’N+imc}‘1’—0 (3.32)
208" T 2ap T Top T '

denklemi elde edilir.
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3.4. TELEPARALEL KURAMINDA KOSEGENEL METRIK ICIN DIRAC
DENKLEMI [24]

Teleparallel kuraminda Dirac denklemi

V" Dy W —m¥ =0 (3.33)
bi¢iminde verilir. Burada D i

Du=0,+ éK @S (3.34)

olarak verilen Fock-Ivanenko tiirevinin Teleparallel esdegeridir. Denklem (2.1.14)
kullanilarak Weitzenbdck baglantilari,

. A . 4 . B . 4
I 000=X , I 001=%, T 110=E, T 111=Bé
X (3.35)
. 4 . D D’
T 220=£, I 221—2, T 33o=—, [=—
C C D D
seklinde bulunur. Burulma (Torsion) tensdriiniin bilesenleri denklem (2.18)’ den
T%=—,T ]01=£, Tzoz—ga
B C
(3.36)

olarak elde edilir. Bu bagntilar Denklem (2.17)’ de yerine konularak, kivrilma

tensoOriiniin bilesenleri asagidaki bigcimde bulunur:
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(3.37)
R Ty S

Bu sonuglar denklem (3.33)’de verilen Teleparallel kuramindaki Dirac
denkleminde yerine yazilirsa, Teleparalel kuramindaki Dirac denkleminin kosegenel

metrik i¢in ifadesi asagidaki bi¢imde olur:

o1 < | 1 - |
l{‘XVoao"'E?/lal+E7262+573a3

1 1. 1.
- Ay —— By ———C¥

2aB VoA T T oA
s Loy L py 1 D’N+imc}‘1’—0 (3.38)
208- " oAD" T opg TN '

Denklem (3.38) ve denklem (3.32) karsilastirildiginda ayn1 olduklar1 goriiliir. Bu sonug
bize uzay-zamanin egriligi 6zelligine dayali Genel Gorelilik kuraminin kiitlesel ¢ekim
olgusundaki betiminin uzay-zamanin burulma o6zelligine dayali Teleparalel kuraminin

kiitle cekim olgusundaki betimiyle ayn1 oldugunu gostermektedir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. CiZGi ELEMANI ve METRIiK TENSORU

Her bir evren modelinin geometrik yapisiyla ilgili 6zellikleri iceren bir kavram

olan ¢izgi elemani,
ds* = g 0 (X*)dx " dx” 4.1

bi¢iminde tanimlanir. Burada g,,, uzay-zamanin geometrini betimleyen metrik

tensoridiir. Bu ¢alismada

ds? = —goo(xo,xl)(dx0)2 +gll(x0,xl)(dxl)2 +g22(x0,x1)(dx2)2 4.2)
+ g5 (x,x)(dx) = 2g4, (x°, x")dx"dx’ |

bigiminde verilen ¢izgi elemani goz oniline alinmaktadir. Bu ¢izgi elemani, bazi donen

ve/veya genisleyen evren modellerini kapsayan yapidadir. Denklem (4.2) ile verilen
bagintida x° zamana (t), x' ise uzaya (x) baghlig1 temsil etmektedir. Bu bagmt: ayrica

asagidaki bicimde de yazilabilir:
ds® =—A*(x,0)dt* + B> (x,0)dx> + C*(x,t)dy” + D*(x,t)dz* — 2E(x,t)dtdy(4-3)
Denklem (4.3) ile verilen genel ¢izgi elemani i¢in metrik tensorii

-A* 0 -E 0
0 B 0 0
-E 0 C* 0
o 0 o0 D’

8w = (4.4)

bi¢ciminde olur. Bu metrik tensoriiniin tersi igin
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w Cofacg e

=—" 4.5
detg #2)
bagintis1 kullanilarak
C? E
0 % 0 0
wo_ 4.6
g E 42 (4.6)
0 0 0 #

elde edilir. Burada F* = A>’C? + E* seklinde tanimlanur.
4.2. DORTAYAKLAR (TETRATLAR)
Egri uzay-zaman geometrisini betimleyen ifadeler ile diiz uzay-zaman

geometrisindeki karsiliklar1 arasinda iliski kurulmasini saglayan dortayaklar, metrik

tensoriiniin bilesenleri cinsinden

g, =h k0, (.7)

ile verilir. Burada Minkowski metrigi igin

Mo,y = (“L+L+1+1) (4.8)

se¢imi yapilir. Denklem (4.2)’de verilen genel ¢izgi elemanin 6geleri, dortayaklarin

bilesenleri cinsinden asagidaki bicimde ifade edilirler:
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Zoo = —~(h""0)* + (1)’

gy = (")

g0 = —hVoh @5 + hP0h?, (4.9)
g =—(h""2)" +(h*2),

833 = (h(3)3)2 5

Cizgi elemanin 6gelerinin bilinmesi durumunda bu denklem dizgesinin ¢6ziimii
aranir. Bu dizgede dértayaklarm bilesenleri olan (2“0 2% A" 8?5 h'Y5  h©3)
niceliklerinin metrik tensoriiniin 68eleri cinsinden belirlenebilmeleri i¢in denklem
sayisinin yeterli olmasi gerekir. Oysa denklem (4.9) verilen denklem dizgesinde
bilinenlerin sayis1 metrik tensoriiniin 0gelerinin sayisina esit ve bes adet iken
bilinmeyenlerin sayis1 ise dortayaklarin 6geleri olan yukarida verilen kiimenin alti
elemanidir. Bu durumda dizgenin ¢oziimiiniin olabilmesi igin dortayaklarin
bilesenlerinde 6zel segimler yapilabilir. Asagida bu segimlerden iki tanesi gdézden

gecirilmektedir.

I. Se¢im A", =0 durumu: bu secim ile ddrtayaklarin bilesenleri, denklem (4.9)

ve metrik tensoril i¢in de denklem (4.4) ile denklem (4.6) kullanilarak,

L 0 0 O

C

-— 0 C 0
C
0 0 0 D

seklinde bulunur. Dortayaklarin tersi ise,
Cofaclh” ,
o = # (4.11)

det|h ®, |
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ifadesi araciligiyla

C o £

F CF
0+ 0 o

hy'= B (4.12)

00 — 0

C
00 0 -+
D

olarak elde edilir.

I. Segim 4®¢ =0 durumu: birinci segimde yapilanlara benzer islemler yapilirsa

dortayaklarin bilesenleri

A 0 £ 0
A
W, =0 8 00 (4.13)
0 0 — 0
A
0 0 0 D
bigimde bulunur ve dortayalarin tersi de
e 0 0 O
A
0 % 0 0
h?, = (4.14)
_E o5 A
AF F
0 0 O 1
D
seklinde elde edilir.
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4.3. CHRISTOFFEL SEMBOLLERI

Egri uzay-zaman geometrisi ile ilgili bilgileri iceren ve Christoffel sembolleri
olarak adlandirilan katsayilar, denklem (3.9) aracilifiyla, denklem (4.3) de verilen

metrik i¢in, asagidaki bi¢imde bulunurlar:

a=0 i¢in;

°» AC*A+EE

I OOZTa

° ° AC*A’" 1EE'

[ u=T "= —t+——
F 2 F

- : ECC

T % =T %0=— —

° BC’B

= 7 (4.15)

° ° ECC' 1C*E'

[o=T"=- Tt T
F 2 F

° CcC

I n= >

g C*DD

I %35= 7

=0 =0 =0 =0 =0 =0
I'"03=1 "30=0"13=T "51=T "535=1 "%=0

a=1 igin;
I lo=T "1o==
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° ° IE'

T lo=T = — 4.16
02 20 2_32 ( )

° B’

FIHZE

° cc'

['p=— 3

° DD'

[y=— 7

i h h h h h e i
I's=T 3=T 12=T '21=T '15=T 51=T »=T =0

a =2 igin;
°,  AEA-A’E
T OO:T
° EAA' 1A°E’
[ o=T ?0= PR —
F 2 F
o A2 -
[20=T 2= FSC
. EBB
= 2 (4.17)
° ° A’CC' 1 EE'
[p=T"= Tt
F 2 F
- CEC
[’n= 5
: DED
[ *35= 7

© ° ° ° ° >
I'“03=T “30=1“3=1“31=1 “3=1 "=0
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a =3 igin ;

o o D
M= ==
D
I: = F = 2
D

-3 o3 o3 -3 o3 -3
I'’0=T " "0=T"10=T"11=T"02=T "2

3 -3 -3 -3 -3 -3
=I7"n=T"n=T"0=T"3=1T"n=1"313=0

Yukarida elde edilen Chirstoffel sembolleri matris bigimde sirasiyla sdyle yazilir:

a =0 igin
AC’A +EE AC’A’ L LEE
F? F* 2F
AC’A’ 1 EE' BC’B
. +—
re,=| F* 2F° F?
ECC ECC' 1C*E'
— — +_
F? F* 2 F?
0
a =1 igin
AA' B 1 E
2 A p2 0
B* B 2B
o 58 5
r lw_ B B
1E _cc
2 B? B’ ,
0 0 0 25
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_ECC

F2

_ECC’

C’E'

F2
C

1
2
’C

F2

0

F2

(4.18)
0
(4.19)
0
C*DD
FZ
(4.20)



o =2 igin

AEA-A’E EAA' 1A°E' A’cC
F? F* 2 F? F?
EAA' 1 A’E' EBB A’cc’ | LEE
r2,= F° 2 F F? F* 2F°
A’CC A’CC' 1 EE’ CEC
+_
F? F* 2 F? F?
0 0 0
a =3 i¢in
o 0 0 2
D
. D'
[3,=| 0 0 0 -
0 0 0 0
D Dy
D D

4.4. WEITZENBOCK BAGLANTILARI

(4.21)

(4.22)

Teleparallel kuraminda Weitzenbock baglantilar1 olarak adlandirilan ve uzay-

zamaninin yapistyla iliskili olan baglantilar, denklem (2.14) ile denklem (4.12) ve (4.14)

ile verilen dortayaklar dikkate alinarak

w F C =, F C +, B
w=—-—-—,"0=———,T 1=—,
F C F C B
° ! . E F E .
1"‘”_2,1“200:_2 ———, F20=£2
B C\F E C
° s ° ! . D ° D’
rzzozg, F221=£,r330——, ==
C C D D
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4.5. BURULMA TENSORU

Burulma tensoriiniin Weitzenbock sembolleri ile olan iligkisi denklem (2.18) ile
ifade edilmektedir. Elde edilen Weitzenbdck sembolleri bu denklemde yerine yazilirsa
burulma tensoriiniin bilesenleri bulunur. Bu bilesenler alt iki indise gore anti simetrik

oldugundan

T p,uv: _’i‘ pv;l (424)

olarak yazilir. Burulma tensoriiniin bilesenleri,

. C! Fr . F! C! . B . B
TO()]:___ ’ 010:___7 Tll():__ s TlO]:_

C F F C B B
. E(E F'"\ : E(F E'
szz—z(———j,T%o:—z(———j,

C-\E F C-\F E
T “20=——, T202=g , T?u= —Q, T212=£ (4.25)

C C C
. D D : D' :, D
Tl=——, T’o=—, T’s=—— , T u=—
D D D

seklinde bulunur.
4.6. KIVRILMA TENSORU

Denklem (2.17) kivrilma tensorlerinin burulma tensorleriyle olan iliskisini

betimler. Ayrica bu katsayilarin Weitzenbdck ve Christoffel sembolleri ile olan iliskisi

. o P

K?uw=T w—T"u (4.26)

seklinde ifade edilir. Kivrilma tensororiiniin
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y 1 Oy o Of
K P/uv: E(gaﬂg PT ov + gﬂvg pTﬂ(ry _prv) (4.27)

ifadesi kullanilarak kivrilma tensoriiniin bilesenleri

. A’CC C = AC’A’ 1EE' CEC B
K %00= > ——,K010=— PR — ,K020= > ,K101=——
F C F 2 F F
. A’CC - 1 EE' A’CC’ CEC D
K 0n=- —, K 212=———2——2, K 2222——2, K p=——
F 2 F F F D
o 3 D" » ol ol - 1 - 2 3 3
K 13=—3,K 30=K 1=K 1=K 31=K "2=K "53=K "53=0 (4.28)

olarak bulunur.
4.7. GENEL GORELILIKTE GENEL METRIK ICIN KLEIN-GORDON DENKLEMI

Klein-Gordon denkleminin elektromanyetik etkilesimlerin gozardi edildigi egri

uzay-zamandaki genellestirilmis kovaryant bigimi
g’ (Vv , )0 —(m* + R =0 (4.29)

ile verilir. burada V , kovaryant tiirevi, R skaler egriligi ve & de boyutsuz bir sabiti

ifade etmektedir. Bu denklem ayrica
{aﬂa” 4T 2,00" +m* + éjR}CD -0 (4.30)

biciminde de ifade edilir. & sifir alinir ve denklem (4.30) acik olarak su sekilde yazilir:
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{0,(g%8,)+0,(g"0,)+0,(g>0, )+0,(¢>0,)
+(F 000+1: 101+l: 202+1: 3o3jg0050
+(F 010+l: 111+f 212+11 313jg1151
+(f“ %04 T Zzzjg”az +m’ D=0 4.31)

(4.22), (4.23), (4.24) ve (4.25) denklemlerindeki Christoffel sembollerinin degerleri
(4.31)’da yerine konulursa, denklem (4.31) asagidaki bi¢imi alir:

c’ 1 A’ 1
{ao(_FaoJ+ al(?&}*’ az(FazJ"‘ a{?@j

- .
- %(AC2A+ A’CC + EE)+£+2}[C—2]60
F B D\F

d L (actararce+E)+ 20 2 Ls Lo <o (4.32)
F B DB

bu denklemde gerekli tiirev islemleri alinir ve sadelestirmeler yapilirsa,

2 2
> L 2 AT L. 1
[ gt g v

F? F? F? C F B D

C*\ AC?A A>’CC EE 2C 2F B D
|7 + + ———+—=+—=0,

2 A1 2 ’ 4 4 !
e (432
B F F F* B D

- ) :
denklemi elde edilir. Burada F = ACAT 1; CC+EE ifadesinin kullanilmasiyla
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c? _, 1 ., A*_, 1 >
{—Fao +F81 +F62 +Fﬁ3

C>\\AC’A A°CC EE 2C B D
—| = + t—+—+—-+—-10,
F C B D

2 F2 F2
2 A1 2 i ’ ' ’
| LjacAa Acc EE B D 0, +m’ }®=0 (4.34)
B? F? F? F* B D

sonucu elde edilir.
4 8. TELEPARALLEL KURAMINDA GENEL METRIK ICIN K-G DENKLEMI

Klein-Gordon denkleminin egri uzay-zamanda Teleparallel kuramindaki bigimi

denklem (2.43) ile verilir. Burada D, , teleparallel kovaryant tiirevi temsil etmektedir ve

D, 0" =d,0" +(fm,l—i< fu,l)a* (4.35)
olarak ifade edilir. Teleparallel kovaryant tiirev ile birlikte Klein-Gordon denklemi
{aﬂa” +(f “ K m,jaﬁ +m2}CD ~0 (4.36)
bigimini alir. Bu denklem
{boa‘ubla‘ + D28 +D; 03+m2}d§:0 (4.37)

seklinde acilir ve teleparallel kovaryant tiirev;
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Do’ =0,0° + [f %0 K %oja*
Did' =8, +[f L= K ulja‘ (4.38)
D28 =0,0" + (f 2K 2 jai
D3’ =0,0° + [f YK jai

olarak elde edilir. Bu ifadeler denklem (4.45) yerine yazilirsa
{8080 + 6,8‘ + 8262 + (33(33 +{(f‘ 010—1.( 040)+(f 110—1.( 141)
+(f 212—].(2/12)+[1:‘ 313—].(313j}8l +m*®=0 (4.39)
seklini alir. Denklem (4.39) A iizerinden agilirsa,

0,0°+0,0' +0,0% +0,0° +

+ (F 000—K000)+(F101—K 01)+[F 202—K202j+(r 303—K303j 0°

B L] .0 L] [ ] L] L ]
+ (1—'010—1{ 10}+(F111—K 11)4—(]—'212—K212j+(1—'313—](313 o' (4.40)
+ (F 020—K020j+(F121—K 21)+[F 22—K222j+(r Ty G }82

+ (Fom K 30) (1—‘ 31—K 31) (l—‘ n-— K? 32 +(F 33— K 33)}83+m2 =0

bicimini alir. Sifir olamayan Weitzenbock baglantilar1 ve Kivrilma tensorleri dikkate

almirsa denklem (4.40) asagidaki denkleme indirgenir:
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{80 (gooao )+ 0, (gllal )+ 0, (gzzaz )+ 0, (g3383 )

+(F %0— K 00— K 'o1— K 02— K 303)(g00(30)

+(1: ]11—1.( 010—[.{ 212—1.< 313)(g”81)—(1.( 020+['{ 212j(g22(32)+ mz}CD =0 (441)

denklem (4.23)’de verilen Weitzenbock katsayilari ve denklem (4.28)’de elde edilen
Kivrilma bilesenleri denklem (4.41)’de yerlerine konuldugunda

C’ 1 A’ 1
{60[—F80j+81(F61j+8{F62j+63(F63j

o
—{ : (AC2A+A2CC+EE)+%+%}(C—}30

7 F?
+ [# (Ac?A’+ A*cC +EE)+ % + %}(#jﬁl +m’ }‘D =0 (4.42)

denklemi elde edilir. Bu denklemde gerekli diizenlemeler ve sadelestirmeler yapildiktan

sonra agagidaki denklem

2 2 2

2 1 A’ 1
{—Féoz +B—8]2 +F_622 +D—632

(CZ)(ACZA AXCC EE 2C 2F B+Dja
| 5o 0

+ +—+ —+—=
F? F? F? F* C F B D
AN 2 ' i i ’
+ LZ AC2A+AC2C+ELZ N 0, +m’ @ =0 (4.43)
B F F F B D
S ) :
bulunur. Bu denklemde F = CAAT 1; CC+EE ifadesi yerine yazilirsa denklem
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2 2
2 I .» A 2 1 .
{—Fao + 81 +F82 +F63

B*

(czj(AczA A’CC EE 2C B DJ
- +—+—+—=10,

+ +—
F? F? F? F? C B D
1 \{ AC*A’ A*CC' EE' B '

+(?I - + FC;C + o —E+%jal +m2}(l)=0 (4.44)

bigimine doniisiir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Dogay1 anlayabilmek icin temel olarak dort kuvvetsel alan {izerinde
durulmaktadir. Son dénemlerdeki yaklasim bu kuvvetsel alanlar1 birlestirecek bir alan
kurami ortaya koymak olmustur. Bu kuvvetsel alanlardan zayif, giligli ve
elektromanyetik kuvvetsel alanlar goreli kuantum alanlariyla betimlenirken kiitlesel
¢ekim alanini betimlemenin basarili yollarindan biri ise alan kavramindan farkli olarak
uzay-zamani geometrize eden egrilik kavramimi kullanmaktir. Kiitlesel ¢ekim
etkilesimini tanimlamanin diger bir yolu ise bir kuvvet alani olan burulmay1

kullanmaktir.

Bu calismada, kiitlesel ¢ekim etkilesimi olgusu agiklanirken uzay-zamanin
egrilik 6zelligine dayali Genel Gorelilik kuraminin bakis agisi ile uzay-zamanin burulma
Ozelligine dayali Teleparallel kuraminin kiitle ¢ekim olgusundaki bakis agisi
karsilastirilmaktadir. Bu tezde, her iki kuramim, bu olguyu farkli kavramlarla

betimlemesine karsin, ayni sonuglar verdigi gosterilmektedir.

Tezin kaynak arastirmasi boliimiinde Teleparallel kuraminin temelleri
tartisgilmaktadir. Burada oOzellikle dortayak alanlarn  kavramiyla iligkili  olarak
Weitzenbock baglantilart yardimiyla kiitlesel ¢ekime bir alan olarak bakma diisiincesi 6n
plana cikarilmaktadir. Ayrica Lagranjiyen formalizmi kullanilarak K-G denkleminin

Genel Gorelilik ve Teleparallel kuramlarinda nasil yazildigi iizerinde durulmaktadir.

Tezin materyal ve metod boliimiinde uzay-zamanin geometrisini betimleyen
metrik tensorli ile baglanti katsayilarinin se¢imine gore olusturulan Genel Gorelilik,
Weyl, Einstein-Cartan ve Affine kuramlarinin baglant1 katsayilarinin, bu kuramlara gore
nasil bulundugu gosterilmektedir. Dirac denkleminin kdsegenel bir metrik igin Genel

Gorelilik ve Teleparallel kuramlarinda esdeger oldugu ortaya konulmaktadir.
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Bu c¢alismanin temelini olusturan bulgular ve tartisma boliimiinde, Once
kosegenel olmayan genel bir metrik icin dortayaklar, Christoffel sembolleri,
Weitzenbock baglantilari, burulma ve kivrilma tensorleri elde edilmektedir ve sonra
elde edilen bu sonuglar, kiitleli, skaler ve spin-0 parc¢aciklar1 betimleyen Klein-Gordon
denkleminin hem Genel Gorelilik kuraminda hem de Teleparallel kuraminda yazilan

ifadelerinde yerlerine konularak , her iki ifadenin esdeger oldugu gosterilmektedir.

Her iki kuramda, kiitlesel ¢ekim olgusu her ne kadar farkli kavramlarla agiklansa
da, yazilan denklemlerin genel metrikler i¢cin esdeger olduklarinin gdsterilmesi, bundan
sonra bu alanda yapilacak calismalarda bu iki kuramin her konuda esdegerliligi
iizerinde durulmasi biliyilkk Onem arzedecektir. Bu bakis agis1 Teleparallel kuramina

tstlinliik saglayacaktir.
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