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0z

Bu calismada Dirac sistemi icin, denklemleri ve sinir kosullarindan biri

spektral parametre iceren asagidaki sinir deger problemi incelenmistir:
u'—{/1+P(x)}w:0,
w'+{A+R(x)}u=0,
u(0)cosa—w(0)sin=0,
(Acos f+a)u(l)—(Asin S+b)w(1)=0.

Burada 0< x<1, A spektral parametre, P(x) ve R(x) reel degerli ve C[0,1]

siifindan fonksiyonlar, a,be R, a, fe {—%,%} ve asin f—bcos <0’ dir.

Bu calismada s6z konusu problemin:
1. Ozdegerlerin sayilabilir oldugu, bu o6zdegerlerin reellifi ve basitligi
ispatlanmius;
2. Ozvektor fonksiyonlarinin salinim 6zellikleri incelenmis;

3. Ozdeger ve 6zvektor fonksiyonlari icin asimptotik formiiller elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dirac denklemler sistemi, sinir deger problemi, 6zdeger

ve 6zvektor fonksiyonu, salinim, asimptotik formiil.



ABSTRACT

In this work, we consider the following boundary value problem for the

Dirac system with a spectral parameter in the equation and the boundary condition:
u'—{/1+P(x)}w: 0,
w'+{A+R(x)}u=0
u(0)cosa—w(0)sin=0,
(Acos f+a)u(l)—(Asin f+b)w(1)=0.
Where 0< x<1, A is the spectral parameter, P(x) and R(x) are real-valued

functions from the class C[O,l], a,be R, a,pe {_f f} and

272
asin f—bcos f<0.
We prove:
1. that there is a countable set of eigenvalues of the given problem and that they
are real and simple;
2. oscillatory properties of the eigen-vector-functions;

3. asymptotik formulas for eigenvalues and eigen-vector-functions with

remainder of the form O (n"l) .

Keywords: Dirac equations system, boundary value problem, eigenvalue and

eigen-vector-function, oscillation, asymptotik formula.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

N {1,2,3,...} dogal sayilar kiimesi

Z {....—2,-1,0,1,2,...} tam sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R" R ’nin kendisiyle n kez kartezyen carpimi
C Kompleks sayilar kiimesi

Birim operator

z z kompleks sayisinin eslenigi

arg z z kompleks sayisinin argiimenti

(f.g) f ile g vektorlerinin bulunduklari uzaydaki i¢ ¢arpimi

{an}::l {a,:ne N}

(a,b) {xeR:a<x<b}

[a.b) {xeR:a<x<b)

(a,b] {xeR:a<x<b}

[a,b] {xeR:a<x<b}

C [a,b] [a,b] kapali araliginda siirekli ve reel degerli tiim fonksiyonlarin
uzay1

O(a,) Landau sembolii

f(x)=g(x) Herbir xe[a,b] ([a.b).(a.b].[a,b]) i¢in f(x)=g(x)

! f fonksiyonunun (operatdriiniin) tersi
sup Ust sinirlarin en kiigiigii (supremum)
inf Alt sinirlarin en biiyiigii (infimum)

vi



1. GIRIS

Lineer diferansiyel operatorlerin spektral teorisinin 6nemli problemlerinden
biri, sinir kosullar1 spektral parametre iceren sinir deger probleminin bazi temel
spektral Ozelliklerinin (6zdegerlerinin ve Ozfonksiyonlarmin varligi, onlarin
asimptotik gosterimleri, 6zfonksiyonlarinin salimim 6zellikleri vs.) incelenmesidir.

Bu tez ¢alismasinda

u'—{A+P(x)}w=0, (1.1)
w'+{A+R(x)}u=0, (1.2)

u(0)cos @ —w(0)sina =0, (1.3)
(Acos B+a)u(1)—(Asin f+b)w(1)=0 (1.4)

seklindeki spektral problemin yukarida gosterilmis tiir spektral ozellikleri

incelenecektir.  Burada 0<x<1, A spektral parametre, P(x) ve R(x)

fonksiyonlari [0,1] kapali araliginda reel degerli siirekli fonksiyonlar, a,b belirli

reel sayilar ve Tep<® , - B < 7 dir.
2 2 2 2

(1.1) - (1.4) sinir deger probleminin spektral 6zelliklerinin incelenmesi
o=asinf—bcos f<0 (1.5)
kosulu dahilinde yapilacaktir.
Not 1.1. Belirtelim ki; ay.b,.a,.b,,¢,.d,, (ag+b; >0, a} +¢] >0) belirli
reel sayilar olmak tizere
a,u(0)-b,w(0)=0,
(aA+b)u(1)—(c,A+d,)w(1)=0
sekilli sinir kosullar1 (1.3) - (1.4) sekilli sinir kosullarina doniistiiriilebilir. Bu
durumda (1.5) kosulunun saglanmasi i¢in
bc, —da <0 (1.6)

olmalidir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Lineer diferansiyel operatorlerin spektral 6zelliklerinin incelenmesi hakkinda
yapilan ilk temel ¢alismalar [1-3] kaynaklarinda diizenlenmistir. Sturm - Liouville
tipli diferansiyel operatorler icin 1973 yilinda J. Walter [4] sinir kosullarindan biri,
1977 yilinda C.T. Fulton [5] ve 1993 yilinda P.J. Browne, P.A. Binding, K. Seddighi
[15] simir kosullarindan her ikisi spektral parametre igeren sinir deger problemlerini
incelemislerdir. [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [16], [17], [18], [19], [20], [21],
[22], [23], [24], [25], [26] ¢calismalarinda sinir kosullarinda spektral parametre iceren
Sturm — Liouville tipli diferansiyel operatorler incelenmistir. Ozellikle [16] ve [17]
caligmalarinda sinir kosullarindan her ikisi de A4 spektral parametresinin lineer
olmayan kuadratik fonksiyonunu igerir.

[13] ve [14] calismalarinda dordiincii mertebeden adi diferansiyel operatorler
icin dort smir kosulundan biri spektral parametre iceren siir deger problemi
incelenmis ve bir dizi sonuglar elde edilmistir.

[27] caligmasinda kismi diferansiyel denklem olarak verilen 1s1 denklemi
degiskenlere ayirma metodu kullanilarak sinir kosullarindan biri spektral parametre
iceren Sturm—Liouville tipli spektral probleme indirgenmistir.

Dirac sistemi i¢in 2002 yilinda N.B. Kerimov [28] sinir kosullarindan her
ikisi spektral parametre iceren siir deger probleminin spektral Ozelliklerine ait

sonuclar elde etmistir.



3. MATERYAL VE METOD
3.1. ON BILGILER

3.1.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

Tamm 3.1.1.1 [29]. f, (a,b) agik araliginda tammli, reel degerli bir
fonksiyon ve x,€(a,b) olsun. Her bir £>0 sayisina karsilik |x—xo|<§ iken
| f(x)- f(x0)|<€ olacak bigimde bir §=0(€,x,)>0 sayis1 bulunabilirse f

fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir denir.

Tamm 3.1.1.2 [29]. f, (a,b) agik aralifinda tammli, reel degerli bir
fonksiyon olsun. f fonksiyonu (a,b) araliginin her bir noktasinda siirekli ise f

fonksiyonuna (a,b) araliginda siireklidir denir.

Tamm 3.1.1.3 [29]. f, (a,b) agik aralifinda tammli, reel degerli bir
fonksiyon ve x,€ (a,b) olsun. Her bir £>0 sayisina karsilk 0<x—x,<J
(d<x—x,<0) iken |f(x)—f(x0 )| < € olacak bigimde bir §=6(¢&,x,)>0 sayist

bulunabilirse f fonksiyonuna x, noktasinda sagdan (soldan) siireklidir denir.

Tamm 3.1.1.4 [29]. f, [a,b] kapall araliginda tammli, reel degerli bir
fonksiyon olsun. f, (a,b) ac¢ik araliginda siirekli, x=a noktasinda sagdan ve

x=>b noktasinda soldan siirekli ise f fonksiyonuna [a,b] kapali araliginda
siireklidir denir.

[a,b] kapal1 aralifinda siirekli ve reel degerli biitiin fonksiyonlarin kiimesi

C [a, b] gosterilir.



Tamm 3.1.1.5 [29]. £, (a.b) (ya da [a,b]) araliginda tammli, reel
degerli bir fonksiyon olsun. Her bir € >0 sayisina karsilik |x'—x”| < d kosulunu

saglayan her x,x"e (a,b) (ya da x,x"e[a,b]) igin |f(x')—f(x”) <& olacak

sekilde bir 6 =J(&)>0 sayist bulunabilirse f fonksiyonuna (a,b) (ya da [a,b])

araliginda diizgiin siireklidir denir.

Teorem 3.1.1.1 [29] (Cantor Teoremi). Kapali aralikta siirekli olan her

fonksiyon diizgiin siireklidir.

Teorem 3.1.1.2 [29] (Ara Deger Teoremi). f e C[a,b] olsun. [a,b] de
x, <x, ve f(x)#f(x,) olacak sekilde herhangi iki x,,x, noktasi verildiginde f
fonksiyonu (x,,x,) arahinda, f(x) ile f(x,) arasindaki her degeri en az bir defa

alir.

Tamm 3.1.1.6 [30]. f, (a,b) arah@inda tammli bir fonksiyon ve
x, € (a,b) olsun. Eger

limf(x)_f(xo)

X=Xy X— xo
limiti var ve sonlu ise f fonksiyonuna x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir. Bu

durumda

yazilir.

Teorem 3.1.1.3 [30] (Rolle Teoremi). f, [a,b] kapali araliginda siirekli
(a,b) agik araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyon ve f(a)=f(b) olsun. Bu

durumda f”(c)=0 olacak sekilde en az bir ce (a,b) vardir.



Teorem 3.1.1.4 [30] (Diferansiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi).

f, [a,b] kapali araliginda stirekli, (a,b) acik araliginda tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda,

olacak sekilde en az bir ce (a,b) vardir.

Tamm 3.1.1.7 [29]. f, AcR kiimesinde tanimli bir fonksiyon olsun.
Her bir xe A i¢in | f (x)|SM olacak sekilde en az bir M >0 sayist varsa f

fonksiyonuna A kiimesi iizerinde sinirlidir denir. Aksi durumda f fonksiyonuna

A kiimesi tizerinde sinmirsizdir denir.

Tamm 3.1.1.8 [29]. Eger A c R iistten (alttan) sinirh bir kiime ise A 'nin

tist smirlarin en kiigiigiine (alt sinirlarinin en biiyiigline) A’nin supremumu

(infimumu) denir ve sup A (inf A) ile gosterilir.

Teorem 3.1.1.5 [29] (Weierstrass Teoremi). fe Cla,b] ise f

fonksiyonu [a,b] kapali araliginda sinirhidur.

Tanmm 3.1.1.9 [29]. N dogal sayilar kiimesi iizerinde tamimli bir

fonksiyona dizi denir. f bir dizi ise her bir n dogal sayisina bir a, = f (n) eleman

karsihik geleceginden f dizisi {a,}  seklinde gosterilebilir.
3.1.2. Siireklilik Modiilii

Tamm 3.1.2.1 [31]. f fonksiyonu [a,b] kapali araliginda siirekli olsun.

[0,b—a] arahifinda tanimli

o(£.8)= sup |f (x+h)=1 (3)



ya da ona denk olan

o(f,8)= sup |f(x,)=f(x)

| —x|<8
X ,xze[a,b]

ile tanimh @(f,0)=w(Jd) fonksiyonuna f fonksiyonunun siireklilik modiilii

denir.

Bu tamima gore @(f,5) siireklilik modiilii d€ [0,b—a] olmak iizere f
fonksiyonunun, uzunlugu J’ya esit olan [a,b] kapali araligmin biitiin alt
araliklarindaki maksimum salinimini verir. Buradan her x, x+he [a,b] icin

f (xh)= £ (x) < (&)
ya da her x,,x, € [a,b] i¢in
£ ()= £ (x)| < @], )

elde edilir.

Bu tamim, fonksiyonun diizgiin siirekli olmasi kosuluyla (—oo,+co)

araliginda da verilebilir.

Ornek 3.1.2.1 [31]. a,be R keyfi sabitler olmak iizere f(x)=ax+b,
x€ (—o0,+o0) olsun. Bu durumda herhangi bir § >0 i¢in

@(5) = sup |a(x+h)+b—ax—b| = sup |ah| =|a|&
027155 0<h<d

dir.

Ornek 3.1.2.2 [31]. f(x)=sinx, xe(—oo,+w) olsun. Bu durumda

herhangi bir § >0 i¢gin

®(8) = sup |sin(x+ h)—sin x| =2 sup COS(x+ﬁjsinﬁ =2 sup sinﬁ
02 ok 2 2 0<hss

bulunur. Buradan

(0(5): 2sing, o<7x

2 ,o027



elde edilir.

Onerme 3.1.2.1 (Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri).
1. @(0)=0,
2. ®(6) azalmayan bir fonksiyondur,
3. w(d)eC[0,pb-a],
4, (0(5) alt toplamsaldir; yani, her J,,d, >0 igin
o(6,+5)<0(8)+0(5))
saglanir. Son esitsizlikten

0(6+06,++6,)<w(d)+0(5,)++a(5,)

genel esitsizligi elde edilir. Ayrica bu genel esitsizlikte &, =0,=---=9,=0
yazilirsa

®(nd) < nw(9)
bulunur.

3.1.3. Tam Fonksiyonun Tanimi ve Baz1 Ozellikleri

Tamm 3.1.3.1 [32]. D c C bir bolge, f:D — C bir fonksiyon, z,€ D

olsun. Eger

lim f(z)_f(zo)

-7 Z_ZO
limiti var ve sonlu ise f fonksiyonuna z,€ D noktasinda C-anlaminda

turevlenebilirdir denir.

Tamm 3.1.3.2 [32]. D c C bir bolge f:D — C bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonu D bolgesinin her noktasinda tiirevlenebilir ise f fonksiyonuna
D bolgesinde analitiktir (holomorftur) denir.

D bélgesinde analitik olan biitiin fonksiyonlarin kiimesi H (D) ile

gosterilir.



Tamm 3.1.3.3 [32]. Tiim C’de analitik olan fonksiyona tam fonksiyon

denir.

Teorem 3.1.3.1 [32] (Analitik Fonksiyonlarin Teklik Teoremi).
D cC bir bolge, f,ge H(D) olsun. Eger f ve g fonksiyonlari, D
bolgesinde en az bir limit noktasina sahip olan bir kiime iizerinde esit oluyorlarsa,

her ze D i¢in f(z)=g(z) dir.

Sonu¢ 3.1.3.1 [32]. DcC bir bolge, fe H(D) 06zdes olarak sifir

olmayan bir fonksiyon ise, f fonksiyonun D’de en fazla sayilabilir tane sifiri

vardir ve bu sifirlarin D bolgesinde yerlesen bir limit noktasi yoktur.

Sonug 3.1.3.2 [32]. Ozdes olarak sifir olmayan bir tam fonksiyonun C’de

en fazla sayilabilir tane sifir1 vardir ve bu sifirlar sonlu limit noktasina sahip degildir.
3.2. BIRBOYUTLU DIRAC SISTEMININ TANIMI VE OZELLIKLERI

3.2.1. Bir Boyutlu Dirac Sisteminin Kanonik Bi¢ime Indirgenmesi

Py :[0,7] > R (i,k =1,2) siirekli fonksiyonlar olmak iizere,

Ls(p“(x) (x

P
P2 (x) P (x

))j’ P> (X)Epzl(x) CRY

matris doniisiimiinii g6z 6niine alalim. y(x) ile iki komponente sahip

_ yl(x)
y(X) _(yz (X)J

0 1 1 0
vektor fonksiyonunu gosterelim. A bir parametre, Bz( ) OJ ve [ :(O J

olmak iizere

(Bi+L—/11jy=O (3.2)
dx



denklemini ele alalim. Bu denklem birinci mertebeden

d
i"' Pu (x) nt+pn, (x) Y, = Ay,
dx (3.3)

d
_%"’pm (x) Y +p22(x) Y, =4y,

denklemler sistemine denktir.

DPi (x) =Dy (x) =0, p, (x) =V(x)+m, Dy (x) = V(x) -m
durumunda (3.3) denklemler sistemi, goreli kuantum teorisinde “Bir Boyutlu
Duragan Dirac Sistemi” olarak bilinir. Burada V (x) potansiyel fonksiyonu ve m
parcacigin kiitlesidir.

H=H(x) ile R*’deki bir diizgiin ortogonal doniisiimii gosterelim.

Bilindigi gibi R*’deki her ortogonal déniisiim

) _ (COS q)(x) —sin (p(x)j

H(x)= sing(x) cosp(x)

formundadir. Kolayca gosterilebilir ki BH = HB’dir ve H™' vardir. y=Hz

yazalim. (3.2)’de y=Hz yerine yazilir ve esitligin her iki tarafindan H™'

doniisiimii uygulanirsa

H"Bdi(Hz) +H 'LHz=H 'AHz
X

ya da

B£+(H“BiH+H‘1Lsz=/1z (3.4)
dx dx

elde edilir.

0= H"BiH +H'LH
dx

yazalim. Kolayca gosterilebilir ki

H_IBiH:[(p’(X) 0 J

dx

veE



. . 1 .
Pu cos’ @+ P, SIN20+ p,, sin” @ Py, €08 2(0"'_(1722 — D ) sin 2¢
H™'LH = 2

1 . . .
Py, €OS 2¢+5(p22 —p,)sin2¢  p;, sin® @— py, sin 29+ p,, cos” ¢

dir. Buradan Q matrisinin

0= (%1 (x) q, (X)J

@ (x) 4 (x)
, . . 1 .
»+py cos” P+ p,sin2Q+py, sin” Dy, €0S 2¢+5(p22 _pll)sm 2¢
1 . , . .
Py, €COS 2¢)+5(p22 - p,,)sin2¢ @'+ p, sin” — p,, sin2¢+ p,, cos’ @

formunda oldugu elde edilir. ¢(x) fonksiyonu dyle segilmelidir ki, ¢,,(x)=0

olsun. O halde
1 .
P (X)COS 2¢)(x)+5{p22 (X)—p“ (x)}sm 2(0()6) =0

olur. Buradan

2p, (x)

_larc an————
(p(X)_ t Py (%)= py (%)

bulunur. O halde Q =Q(x) matrisi

(@) 0 ) (-p(x) 0
Q‘”‘( 0 qnmj‘( 0 —r(x)J

olarak diisiiniilebilir. Buradan (3.4) denklemi

0 1\dz (-p(x) 0
(_1 OJEj{ 0 _r(x)jz=/12 (3.5)

formunda yeniden yazilabilir. Simdi ¢(x) fonksiyonunu g,, (x)+g,, (x)=0 olacak

bigimde secelim. Yani 2¢(x)+ p,, (x)+ p,, (x) =0 olsun. O halde

p(x) == [{pu 1)+ o ()}

olur. Buradan (3.4) denkleminin

[0 1}@4{1)(96) ‘Z(X)jzzﬂz (3.6)

-1 0)dx |q(x) —-p(x)

10



formunda oldugu elde edilir.

(3.5) ve (3.6) denklemlerine (3.2) denkleminin kanonik formu denir. (3.2)
denkleminin cesitli spektral 6zellikleri arastirilirken bu kanonik formlardan uygun
olam kullanilir. Ornegin (3.2) denkleminin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin
asimptotik davraniglarimi arastirirken veya keyfi bir vektor fonksiyonunun (3.2)
denkleminin 6zvektdr fonksiyonlarina gore ayrisim formiillerini incelerken (3.5)
kanonik formunu kullanmak uygun olur. Buna karsihik (3.2) denkleminin
Ozdegerlerinin sayisinin asimptotik davramiglan ile ilgili problemlerde ve sonsuz
araliklar tizerindeki ters problemlerde (3.6) kanonik formunu kullanmak daha uygun

olur [2].

3.2.2. Smr Kosullari ile Verilen Dirac Operatoriiniin Ozdegerleri ve

Ozvektor Fonksiyonlarinin Bazi Temel Ozellikleri

p(x) ve r(x), [0,7] arahginda siirekli, reel degerli fonksiyonlar ve

a,fe R olmak iizere (3.3) denklemler sistemi icin (3.5) kanonik formunun

kullanildigr asagidaki sinir deger problemini géz oniine alalim:

v, —{A+p(x)}y, =0, 3/ +{2+r(x)}y, =0, (3.7)
¥, (0)cosa+y, (0)sina =0, (3.8)
¥, () cos B+ y, (7)sin f=0. (3.9)

Varsayalim ki A=/, saysi i¢in (3.7) - (3.9) sinir deger problemi, asikardan
farkl

¢oziimiine sahipti.  Bu durumda A4, sayisina Ozdeger ve y(x,4) vektor

fonksiyonuna da A, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor fonksiyonu denir [2].
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Lemma 3.2.2.1 [2]. (3.7) - (3.9) smur deger probleminin farkli 4, A,
ozdegerlerine karsihik gelen y(x,4) ile z(x,4,) ozvektor fonksiyonlart

ortogonaldir. Yani

T{yl(x,&)zl(x,ﬂz)+yz(x,ﬁq)zz(x,ﬂ?)}dﬁo

dir.

Ispat: y(x,4) ve z(x,4,) vektor fonksiyonlart (3.7) denklemlerinin
¢Oziimii oldugundan
v (x4
N

(x4
2 (xv/lz
(x. 4,

~{A+p ()} (x4)=0,
+H{A +r(x)}y, (x,4) =0,
{4+ p(0)}a(x4)=0,
+H{A4 +r(x)}z,(x,4)=0

saglanir.  Bu denklemler swasiyla z(x,4,),—z(x4), -y (x4), v, (x4)

’

’

fonksiyonlart ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

(0 2)z (5 4) =2 (14)7 (x2)}
=(A-2){3 (82)7 (6 4)+ . (6 4) 2 (x.2))

elde edilir. Son esitligin iki tarafi 0’dan 7 ’ye integre edilirse

(=) [ {1 (5. 4) 2 (6 )+ v3 (5.4) 25 (5.4}

T

:{y1 (x’/il)ZZ (x’/iz)_yz (x’;tl)zl (x’;iz)}

0

olur. Ejsitligin sag tarafi (3.8) - (3.9) sinir kosullarindan dolay1 O olur. O halde
(A=) [{n (6 A4) 2 (6 )+ 35 (2. 4) 2 (3.4, )}dx =0 (3.10)
0

dir. 4 # A, oldugundan (3.10) esitliginin her iki tarafi (4, —A,) sayisina boliiniirse

T{yl(x’ﬂl)zl()@ﬂz)"'yz (x’ﬂ'l)zz (x,ﬂ.z)}dx:O
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elde edilir. Bu ise y(x,A4) ile z(x,4,) ©zvektor fonksiyonlarin ortogonal

oldugunu gosterir.

Lemma 3.2.2.2 [2]. (3.7) - (3.9) sin1ir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: A, sayisi (3.7) - (3.9) sinir deger probleminin bir 6zdegeri ve y(x,4,))
bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor fonksiyonu olsun. O halde y(x,/?n) #0 dir.

Kolayca gosterilebilir ki, Z sayist da (3.7) - (3.9) smir deger probleminin bir

ozdegeridir ve bu 6zdegere karsilik gelen ozvektor fonksiyonu y(x, 4, ) dir. Bu

bilgilere gore (3.10) denklemi
(=2 J{ (e A 1y (02, =0
0

halini alir. y(x,4,)#0 oldugundan

[l (e A+l (24, x>0

dir. O halde A4, —4 =0, yani 4, =4, ‘dir. Buradan 4, € R elde edilir.

3.3. (3.7) - (3.9) SINIR DEGER PROBLEMININ OZDEGERLERI VE
OZVEKTOR FONKSIYONLARI ICIN ASIMPTOTIK FORMULLER

3.3.1. Operator Doniisiimiin Tanimi ve Genel ifadesi

Tamm 3.3.1.1 [2]. A ve B iki lineer diferansiyel operator, ®, ve @, iki
lineer fonksiyon uzayi, X ise ®,’den ®,’ye bir siirekli lineer doniisiim olsun ve
asagidaki kosullar1 saglasin:

1 AX = XB’dir

2° X' siirekli tersi vardir.

Bu durumda, X ’e bir operatdr doniisiim denir.
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d d
pl(x) T pz(x) T
A= Y, B= * (3.11)
IO B )
dx ! dx

olsun. Burada p,(x), p,(x), r(x) ve r(x), [0,7] araliginda siirekli ve reel
degerli fonksiyonlardir.

P, ve O, sirasiyla

£, (0)cos ¥+ f,(0)sin y=0,

(3.12)
g,(0)cos5+g,(0)sind =0

sinir kosullarini saglayan ve

_ fl(x) )= gl(x)
f (x)_(fz(X)} sx) (gz(x)}

siirekli tiirevlere sahip olan fonksiyonlarin uzay1 olsun. Burada y ve J keyfi reel

sayilardir [2].

Lemma 3.3.1.1 [2]. Bir X operator doniisiimii g (x)=X [ f(x ] seklinde

verilir. Yani

g (x)=a(x) f(x)+p(x) +J{P x,8) f,(s)+R(x,5) f, (s }ds
(3.13)
gz(x)=—ﬂ(x)ﬁ(x)+a(x)fz(x)+J{Q(x,s)ﬁ s)+H (x.5) f,(s)}ds

dir. Burada

1 1
:;sm{ |:p1 +r, (1 (t)—rz(t)]dt+arcsm;},

:lcos{ I[pl +5,(t)=p,(t)-r, (t)]dt+arcsinl}

4

(3.14)

dir. Ayrica y=sec(d-y) ve P(x,s), R(xs), Q(x,s), H(x,s) siirekli tiireve

sahip fonksiyonlardir.

Bu iddianin ispat1 [2, pp:367-372]’da yapilmistir.
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3.3.2. Operator Doniigiimiin Yardimi ile Asimptotik Formiillerin Elde

Edilmesi

@ (x4
@, (x, 1)

o(x,4) =(

J vektor fonksiyonu (3.7) denklemler sisteminin

¢, (0,4)=cose, ¢,(0,4)=—sinx (3.15)
kosullarini saglayan ¢oziimii olsun. p(x)=r(x)=0 igin
@, (x,A)=cos(Ax—a), @, (x,A)=sin(Ax-) (3.16)

oldugunu gostermek zor degildir. Simdi (3.7) - (3.8) probleminin ¢oziimlerine bir

operator doniisiimii uygulayalim. (3.7) denklemler sistemi

—p(x) da
Ay= g dx 1,2
Y= J y=Ay (3.17)
-2 ()
dx

formundadir. (3.16) fonksiyonu, yani
cos(Ax—a)
sin(Ax—a)

vektor fonksiyonu

g 4
By= |y ay (3.18)
d
I
dx

denkleminin ¢oziimiidiir. Eger y/(x,4) vektor fonksiyonu By = Ay denkleminin
bir ¢oziimii ise X operator doniisiimiiniin tanimi kullanilarak
AX[y]=xB [y]=X[1y]=1X[y]

oldugu elde edilir. Yani ¢=X [l//] vektor fonksiyonu A @ = A¢ denkleminin bir

v ()= (c.os(/ix— 0{)}

sin(Ax—a)

¢cOziimiidiir. Boylece
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vektor fonksiyonu (3.18) denkleminin bir ¢oziimii ise @(x,A4)=X [t//(x,/l)} vektor
fonksiyonu da (3.17) denkleminin bir ¢o6ziimiidiir. Ele alinan bu durumda,
p(x)==p(x), r(x)==r(x), p,(x)=r,(x)=0"dir ve (3.12) smir kosullarinin
yerine, (3.15) sinir kosullar alindigindan ¥ =6 olur. Yani y=1’dir. (3.14) ’ten

a’(x)zcos{%j[p(t)+r(t)]dt},

(3.19)

|1
B(x)= sm{aj[p(t)+ r(t)]dt}
0
elde edilir. (3.13) formiiliinden (3.7), (3.15) probleminin

? (x”i)J
?, (x,fi)

¢Oziimii i¢in asagidaki formiiller elde edilir:

@ (x,A) =a(x)cos(Ax—a)+ fB(x)sin (Ax—a)

o(x,4) =[

+I{P(x,s)cos(/1s—a)+R(x,s)sin(/is—a)}ds,

0

@, (x,A) =a(x)sin(Ax—a) - B(x)cos(Ax—a)
+[{0(x.5)cos (As — @)+ H (x,5) sin (As @)} ds .

Ya da (3.19)’daki (x) ve S(x) degerleri yerine yazilirsa

¢ (x,A)=cos{&(x,4)-a}
+]£{P(X,S)COS(/7~S—CV)‘*'R(X,S)sin(ﬁs_a)}ds (3.20)

0

@, (x,A)=sin{&(x, 1) -}

x (3.21)
+J{Q(x,s)cos(is—a)+ H (x,s)sin(As—a)}ds
elde edilir. Burada
E(x,A) zlx—%]i{p(t)+r(t)}dt (3.22)

dir.
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Lemma 3.3.2.1. [2]. Asagidaki asimptotik formiiller dogrudur.

(ol(x,i)zcos{f(x,l)—a}+0(%j,

: (3.23)
@, (x,2) =sin{§(x,ﬂ)—a}+0(;)’
M:_xsin{f(x,ﬂ)—a}w(l)»
oA (3.24)
%ﬂ:ms{g(m)—a%()(l)-

Ispat: (3.23)’ii elde etmek icin (3.20) ve (3.21)’in sag tarafindaki
integrallerde kismi integrasyon yontemini kullanmak yeterlidir. (P(x,s), R(x,s),
O(x,s) ve H(x,s) fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir oldugundan kismi

integrasyon metodu uygulanabilir). (3.24) ise (3.20) ve (3.21)’in iki yanindan tiirev

almarak benzer bir yolla ispatlanabilir.

Lemma 3.3.2.2 [2]. (3.7) - (3.9) sinir deger probleminin 6zdegerleri sadece
@, (7, A)cos B+, (m,A)sin

fonksiyonunun sifirlaridir ve bu fonksiyonun biitiin sifirlar basittir.

ispat: ¢ (x,4) ve ¢,(x,A) fonksiyonlar1 (3.8) simr kosullarini
sagladigindan (3.7) - (3.9) simir deger probleminin 6zdegerlerini bulmak icin
@, (x,A) ve @,(x,A) fonksiyonlarina (3.9) sinir kosullari saglatilmal ve ardindan
bu denklemin sifirlart aragtirilmalidir.
D(A)=o, (7, A)cos B+ ¢, (7, A)sin B
yazilirsa

dg, (7. 1)

dD(%) _9¢,(7.2) cos,B+—a/1 sin B

dA oA

elde edilir. Varsayalim ki, 4, sayis1 D(A) fonksiyonunun ¢ok katli kokiidiir ve
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go(x’ﬂl):(ﬂ(x,%)}

9 (x.4)

A ozdegerine karsilik gelen 6zvektdr fonksiyonudur. O halde D(A4)=0 ve

dD(4)
di

=0 denklemlerinin ikisi ayn1 anda saglanir. Yani

@, (7,4 )cos B+, (7, 4)sin f=0

—a%é;i’ﬂ“)cosﬂ+—a(pl gjjﬂj)sinﬂzo

dir. Bu iki denklemden

. (m.4) PR g (7 7) 01 2) (325)

elde edilir. (3.7) denkleminin her iki tarafindan A ’ya gore tiirev alinirsa

(2] ()=,

oAl
] (3.26)
dy 1) dy
= | A+ —2=-
(az b=,
. . ay] ayz :
elde edilir. (3.7) ve (3.26) denklemleri sirasiyla 1 o0 y, ve Yy, ile ¢arpilip

taraf tarafa toplanir ve daha sonra 0’dan 7 ’ye integre edilirse

) )
{yz (X’ﬂ)a_)g_ N (X’A)%}

T

{0 (5 2) 43, (5 D)}

0
elde edilir. A=A, degeri yerine yazilirsa (3.15)’ten

Ig(xA)| _9p(x4)
A | 04

olacagindan (3.25) denkleminden

_I{‘/’lz(x,ﬂa)wzz(x,%)}dxwz(mﬂa)%;w—ﬂ(m%)%z’%):o

elde edilir. Buradan ¢, (x,4)=¢,(x,4)=0 bulunur. Bu ise A ‘in (3.7) - (3.9)

sinir deger probleminin dzdegeri olmast ile ¢elisir. O halde A, basit 6zdegerdir.
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Daha once de bahsedildigi gibi (3.7) - (3.9) simir deger probleminin

ozdegerleri ile
@, (7, A)cos B+, (m,A)sin f=0
denkleminin kokleri ¢akigmaktadir. Bu denklemde (3.23)’ten ¢, (7,1) ve ¢, (7, 4)

degerleri yerine yazilirsa
sin(ﬂﬂ—v)+0(%j=0 (3.27)
elde edilir. Burada v ’niin degeri (3.22)’den
V:ﬂ—a—%]{{p(l‘)+r(l‘)}dt (3.28)
0

seklinde bulunur. (3.27) denkleminden |/1

"nin biilyiik degerlerinde
AT—v=nm+6, (n=0,£1,12,...)

oldugunu gostermek zor degildir.  Bu degerler (3.27)’de yerine yazilirsa

sino, = 0(lj yani §, = 0[lj bulunur. Sonug olarak
n n

A, =n+1+0(1) (n=0,+1,%2,..) (3.29)
T n

asimptotik formiilii elde edilir.

(3.29) formiili kullamlarak, ¢ (x,4,)=u,(x) ve @ (x,4,)=v,(x)

yazilirsa

u (x) = cos (&, —a)+ o@ (3.30)

v,,(x)=sin(§,—a)+o(l) (3.31)
n
asimptotik formiilleri elde edilir. Burada
1 X
& =6, (0 A) = Ax=—[{p(0)+r()}ar
0

dir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. (1.1) - (1.4) SINIR DEGER PROBLEMININ OZDEGERLERININ
BAZI OZELLIKLERI]

Lemma 4.1.1. (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: Aksini varsayalim. Ay, (1.1) - (1.4) simr deger probleminin reel
olmayan bir 6zdegeri, (u(x),w(x)) de bu ozdegere karsilik gelen ozvektor
fonksiyonu olsun. Belirtelim ki, her bir x& [0,1] i¢in |u (x)|+|w(x)| >0 dir.

(1.1) - (1.2) denklemlerine gore
i{u(x)m—mw(x)}z(ﬂo —Z){|u(x)|2+|w(x)|2} (4.1

dx
esitligi dogrudur. Gergekten de (1.1) - (1.2) denklemlerine gére

dxu
= {4+ P(x)}|w(x | {ﬂU+R }|u |—{ﬂU+P }|w |+{ﬂU+R Hu (x) |2
= (A =2 {Ju () ()]

olur.

(4.1) dzdesligi x degiskenine gore 0’dan 1’e integre edilirse

Loy w(t) = (D) w(1)} ~{u(0) w(0)-u(0) w(0)}
= (ﬂo —Z)lﬂu(x)r +|w(x)|2}dx

elde edilir.  (1.5) kosuluna goére A ,cosf+a=0 olamaz. Varsayalim ki

(4.2)

Aycos f+a=0’dir. cos f#0 durumunda A, =-

elde edilir. Bu ise A
cos

Ozdegerinin reel olmamasi ile celisir. cos =0 durumunda ise a=0 olur ve
o=asin f—bcos f=0 elde edilir ki, bu da (1.5) kosulu ile ¢elisir. Demek ki
A, cos B+a#0’dir. Boylece (1.4) sinir kosulundan
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_ Aysin f+b
u(l)——/% C()Sﬂ+a»u(1) (4.3)

elde edilir. cosa =0 oldugunda (1.3) kosuluna gore
w(0)=0
olur. Sonuncuya ve (4.3)’e gore (4.2) esitligi
- 2
(/20_/20)0|W(1)| —\f 2 2
= - ulx) +w(x)| rdx 4.4)
ryswo il CROINHCIMECH
bicimini alir. A, reel olmadigindan (4.4)

T

bi¢iminde de yazilabilir. Sonuncu esitlik o <0 ve j.{|u (x)|2 + |w(x)|2} dx>0
0

esitsizlikleri ile gelisir. Demek ki; cosa =0 oldugunda A, reeldir.

cosa #0 oldugunda ise (1.3) gore u(0)=w(0)tane olur. Sonuncuyu ve

(4.3)’t (4.2)’de dikkate alirsak yine (4.5) celiskisi elde edilir. Lemma 4.1.1 ispat
edildi.
Kolayca gosterilebilir ki (1.1) - (1.2) denklemler sisteminin

u(0,4)=sine, w(0,4)=cosa (4.6)
baslangic kosullarini saglayan tek tiirlii belirli (u(x,4),w(x, 1)) ¢oziimii vardur.
Ayrica her bir sabitlenmis xe[0,1] i¢in u(x,A) ve w(x,A) fonksiyonlar1 A

arglimentinin tam fonksiyonlaridir. Bu hiikmiin ispat1 [2, pp:14]’deki Teorem 1.1’in
ispatina benzer bicimde yapilir.
Belirtelim ki, (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin 6zdegerleri

(Acos B+a)u(l,A)—(Asin f+b)w(1,4)=0 4.7)

denkleminin kokleridir.
Lemma 4.1.2. (1.1) - (1.4) siir deger probleminin 6zdegerleri en fazla

sayilabilir tanedir ve bu 6zdegerlerin olusturdugu kiime sonlu limit noktasina sahip

degildir. Ayrica (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin tiim 6zdegerleri basittir.
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Ispat: (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin 6zdegerleri (4.7) denkleminin sol
tarafindaki tam fonksiyonun sifirlaridir. Lemma 4.1.1°e gore A parametresinin reel
olmayan degerlerinde bu fonksiyon sifirdan farkhidir. Ozdes olarak sifir olmayan
tam fonksiyonun sifirlar1 en fazla sayilabilir tanedir ve sonlu limit noktasina sahip
degildir.

Simdi (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin basit oldugunu

ispatlayalim. Once gosterelim ki;
L Ay ) = () (5.2}

= (A=) {u(x, A)u(x, )+ w(x, 2) w(x, )}
esitligi dogrudur. Gergekten de (1.1) - (1.2) denklemlerine gore
%{u(x,z)w(x,u)—u(w)w(x,ﬂ)}
={u (. A)w (e p2) 2 (x, AW (e, 1)} =" (o ) w(x, A) (. 12) W' ()]
{ﬂ+P(x>}w(m)w(x,u)—{u+R(x)}u(x,z)u(x,u)
e+ P ()} ) () +{A4 R (. A)u (. )
= (A=) {u (5 A)u(x, )+ w(x A) w(x, 1)}
elde edilir. (4.8)’in her iki taraf1 0’dan 1’e integre edilip (4.6) yerine yazilirsa

u(l,l)w(l,,u)—u(l,,u)w(l,/i)

:(ﬂ,—ﬂ)j.{u(x,/i) (x, )+ w(x, ) w(x, 1) }dx

(4.8)

(4.9)

olur. A # u kabul edelim. Bu durumda (4.9)’dan

1 Lu)—u(l,u
u(LA)w( "UZ)_Z( . I{u x, A)u(x, 1) +w(x, A)w(x, ) Jdx
elde edilir. Sonuncu esitlikte ¢z — A iken limite gecilirse,
1
wLMW_M(u)%;’“:!{{u(x,z)}z+{w(x,/1)}2}dx (4.10)

bulunur.
Gosterelim ki, (4.7) denkleminin yalmzca basit kokleri vardir. Aksini

varsayalim. Yani A= A" (4.7) denkleminin ¢ok katli kokii olsun. Bu durumda,
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(A2 cos B+a)u(L,A")—(A"sin B+b)w(LA")=0, (4.11)

au(l, /1*)
A
ow(1,27)

—w(l,/i*)sinﬁ—(ﬂ* sinﬁ+b)T:0

u(l,/l*)cosﬁ+(/l* cos,B+a)
4.12)

olur.

Ispatlayalim ki, A" cos 8+a ve A" sin B+b sayilari aym anda sifir olamaz.
Aksini varsayalim. Yani A cos f+a=0 ve A'sinf+b=0 olsun. cosf=0
(veya sin #=0) oldugunda a =0 (uygun olarak »=0) olur ve o =0 elde edilir.
b a

sin 8 - cos

yani, o =asin f—bcos =0 olur. Sonuncu yine (1.5) ile ¢elisir. Boylece

Sonuncu ise (1.5) ile celisir. cos fB.sin f#0 durumunda ise 4" =—

(/1* cos,3+a)2 +(/l* sin,B+b)2 >0
olur.

A" cos f+a #0 olsun. Bu durumda (4.11) ve (4.12)’den

u(1,4)=250Pb G
' AcosfB+a 7

au(l,/i*) Gw(l,/l*) . A'sin B+b aw(l,l*)

elde edilir. Bu esitlikler A= A" icin (4.10)’da yerine yazilirsa

P
oiwll,
—Z:J.{{u(x,/l*)}z+{w(x,/1*)}2}dx

(f cos S+ a) 0

elde edilir. Bu ise <0 olmasi ile ¢elisir. O halde (1.1) - (1.4) simr deger
probleminin biitiin 6zdegerleri basittir.

A" sin f+b #0 durumu ise benzer bicimde yapilir.
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4.2. BAZI YARDIMCI IDDIALAR

L. P(x) ve R (x) (v=12), [0,1] araliginda siirekli ve bu aralikta

P,(x)> B (x)>0, R,(x)> R, (x)>0 kosullarin saglayan fonksiyonlar olsun.

Asagidaki iki denklemler sistemini goz Oniine alalim:

‘—P =0,
qol’ 1(x)l//1 4.13)
v, +R1 (x)¢1 =0,

‘—p =0,
¢, —P(x)y, “.14)

v, +R,(x)p,=0.
(¢ (x).w,(x)) vektor fonksiyonu (4.13) denklemler sisteminin,
(@, (x),¥, (x)) vektor fonksiyonu ise (4.14) denklemler sisteminin agikardan farkls

¢Oziimii olsun.
Asagidaki iki lemma [3, pp:152-153]°deki karsilastirma teoremlerinden

kolayca elde edilir.

Lemma 4.2.1. Eger ¢,(0)=0 veya ¢(0)%0, ¢,(0)=0,

(0)_ y:(0)
(0)~ 0.(0)

sayisi, @, (x) fonksiyonunun sifirlarinin sayisindan az degildir ve ¢, (x)

<

ise (0,1] yar - agik araliginda ¢, (x) fonksiyonunun sifirlarinin

S

fonksiyonunun k. sifir, ¢, (x) fonksiyonunun k. sifirndan Kiigiiktir. Eger

9,(0) _,(0)
(0)  w,(0)

arahginda ¥, (x) fonksiyonunun sifirlarinin  sayisi, ¥, (x) fonksiyonunun

¥, (0)=0 veya ¥,(0)#0, w,(0)=0, < ise (0,1] yar - agik

~—~—

<

sifirlarinin sayisindan az degildir ve ,(x) fonksiyonunun k. sifiri, ;(x)

fonksiyonunun k. sifirindan kiigiiktiir.
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Lemma 4.2.2. Eger ¢,(x) ve ¢,(x) fonksiyonlarimin (0,1) araliginda

AONAV]
o.(1) (1)

Eger ¥,(x) ve ¥, (x) fonksiyonlarmin (0,1) araliginda sifirlarimin sayisi esit ve

(1) ¢(1)

v, (1)#0,w,(1)#0 ise ——=<——= esitsizligi dogrudur.
1 ’ vi(1) v (1)

sifirlarinin sayisi esit ve ¢, (1) =0, @, (1) #0 ise

esitsizligi dogrudur.

IL (¢(x),p(x)) vektdr fonksiyonu

{(/)’-p(X)l//=0,
y'+r(x)p=0

denklemler sisteminin agikardan farkli ¢oziimii olsun. Burada p(x),r(x)e C[0,1]
ve p(x)>0, r(x)>0 (0<x<1)’dur.

(f) (uygun olarak x"(f)) ile f(x)e C[0,1] fonksiyonunun [0,1)

yar1 — agik araligindaki en kii¢iik (uygun olarak en biiyiik) sifirim1 gosterelim.

Lemma 4.2.3 [28]. ¢(x) (uygun olarak ¥ (x)) fonksiyonunun ardigik iki
sifirt arasina ¥ (x) (uygun olarak ¢@(x)) fonksiyonunun tek bir sifiri yerlesir.
Ayrica ¥ (@) (uygun olarak x* (y)) var ve @(0)w(0)>0 (uygun olarak
?(0)w(0)<0) ise x” (w) (uygun olarak x'” (¢)) de vardir ve x” ()< x'” (9)
(uygun olarak x' (@) < x” (y))'dir.  Benzer bicimde x" (w) (uygun olarak
(@) var ve @(1)y(1)>0 (uygun olarak @(1)y(1)<0) ise x” (@) (uygun
olarak x" (w)) de vardir ve x" (w) < x" (9) (uygun olarak x" (@) < x" () ) dir.

f(x)e C[0,1] fonksiyonunun [0,1) yari — agik araligindaki sifirlarimin
sayist N(f) olsun. Bu fonksiyonun [0,1) yari — agik arahgindaki sifirlarim 7, ( f)
(j =1, 2,...,N(f)) ile gosterelim:

OStl(f)<t2(f)<"'<t1v(f)(f)<1'
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Lemma 4.2.3’ten asagidaki sonug direk elde edilir.

Sonuc 4.2.1 [28]. Asagidaki iddialar dogrudur.

p(0)y(0)>0 ve p(1)w(1)>0 ise,

N(@)=N(y) ve 0<1t,(v)<t,(p)<--

9(0)y (0)<0 ve p(1)y (1) <0 ise,

N(@)=N(y) ve 0<1,(p)<t,(¥)<--

?(0)y(0)>0 ve p(1)y(1)<O0 ise,

N(y)=N(@)+1 ve 0<t,(y) <t (@)<-

9(0)y (0)<0 ve p(1)y(1)>0 ise,

N((/))=N(W)+l ve 0<t,(@)<t,(w)<-

?(0)=0 ve p(1)y(1)<O0 ise,

N(@)=N(y) ve 0=1,(¢) <1, (w)<--

9(0)=0 ve (1) (1) >0 ise,

N(g)=N(y)+1ve 0=1,(¢)<t,(¥)<-

w(0)=0 ve ¢(1)y(1)>0 ise,

N(@)=N(y) ve 0=1,(y) <t,(@) <

w(0)=0 ve ¢(1)y (1) <0 ise,

N(y)=N(@)+1 ve 0=1,(yv) <1 (@) <

26

<ty (W) <ty (@) <1 dir;

<ty (@) <ty (W) <1 dir;

<Inip) ()< In(w) (v)<1 dir;

<ty (W) <ty (@) <1 dir;

<ty (@) <ty,, (¥) <l dir

<ty (W) <ty (@) <1 dir

<ty W) <ty (@) <1 dir;

<ty (@) <ty (W) <1 dir.



4.3. (1.1), - (1.4) SINIR DEGER PROBLEMININ
OZFONKSIYONLARININ SALINIM OZELLIKLER{

(u(x,A),w(x,4)) vektor fonksiyonu (1.1) - (1.2) denklemler sisteminin
(4.6) baslangic kosulunu saglayan ¢oziimii olsun. G kiimesini asagidaki gibi
tanimlayalim:
G={u:pucosf+a=0v usin f+b=0}.
Kolayca gosterilebilir ki, G kiimesi bos degildir ve en fazla iki elemana sahiptir.
Kabul edelim ki,

M, =minG, 4 =maxG,

R(x)},

P(x)|, max

0<x<1

M = max{max

0<x<1
A =min{u,,—-M}, s :max{,u*,M}

dir. Asagidaki sonu¢ Lemma 4.2.1’den direk elde edilir:

Sonu¢ 4.3.1. VSVsA veya A"<A <], kosullarindan biri
saglandiginda (0,1] yarnn — agik araliginda u(x,A”) (uygun olarak w(x,4”))
fonksiyonunun sifirlarinin sayisi, u(x,4’) (uygun olarak w(x,4")) fonksiyonunun
sifirlarinin ~ sayisindan  az  degildir ve u(x,A”) (uygun olarak w(x,4"))

fonksiyonunun k. sifiri, u(x,A) (uygun olarak w(x,4")) fonksiyonunun k.
sifirindan kiigiiktiir.

Simdi, 0<x<1 olmak iizere u(x,4)=0 (veya w(x,4)=0) denklemini
g6z Oniine alalim. Bu denklemin ¢oziimlerinin A ’ya bagli oldugu aciktir.

Asagidaki iki iddiada A ¢ [Z ,27 J kabul edilecektir.

Lemma 4.3.1. Eger x,€[0,1] sayist u(x,4,) (uygun olarak w(x,4,))

fonksiyonunun bir sifir1 ise yeteri kadar kiiciik herhangi £ >0 sayisi i¢in Oyle bir

0 >0 sayist vardir ki |/1—/?0|<5 kosulunun saglandigi her bir A igin u(x,A1)
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(uygun olarak w(x,A1)) fonksiyonunun |x—xo|<€ acik araliginda tek bir sifin

vardir.

Bu iddianin ispati [2, pp:30]’daki Lemma 3.1’in ispatimin tamamiyla
aynisidir.

Bu lemmadan asagidaki sonuc elde edilir:

Sonu¢ 4.3.2. 1 parametresi degistiginde u(x,4) (veya w(x,4))

fonksiyonunun sifir kazanmasi veya kaybetmesi yalnizca 0 ve 1 bitim noktalarindan
bir sifirin dahil olmasi ile miimkiindiir.
(1.1) - (1.4) sinir deger probleminin sayilabilir sayida 6zdegerlerinin varlig

asagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 4.3.1. (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin sinirsiz azalan {/1_n }::1

negatif dzdegerler dizisi ve simrsiz artan {4, }::1 negatif olmayan 6zdegerler dizisi
vardir:

A, <A < <A <A< <A <A <

—n+1

Buna ek olarak dyle n',n,,k",k, € NU{0} sayilar vardir ki ﬂn(n >n*)

n

ozdegerine karsiik gelen (u,(x),w,(x)) Ozvektr fonksiyonu ve A, (n>n,)

ozdegerine karsihik gelen (u_, (x),w., (x)) 6zvektor fonksiyonu asagidaki salmim

> "—n

ozelliklerine sahiptir:

1” e (—E,O} ve fe {O,EJ ise,
2 2

N(u,)=N(w,)+l=n+k"—n", x(o)(un)<x(0)(w ) dir;

2’ e _z U 0,z ve fe 0,z ise,
2 2 2

N(w)=N(u,)=n+k"—n", x”(w,)<x" (u,) dir;

n
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3 ae (—Z,O} ve ﬁe{—z,Oju{z} ise,
2 2 2

4° e {—Z}U(O,z:l ve fe [—E,OJU{Z} ise,
2 2 2 2

N(w)=N(u,)+1=n+k"—n"+1, ¥ (w ) <x (u,) dir;

n

5 e (—Z,O} ve fe (—2,0} ise,
2 2

N(u,)=N(w,)=n+k —n,, x”(u)<x(w.) dir

6° ae {—Z}U(O,z:l ve fe (—E,O} ise,
2 2 2

N(w.,)=N(u,)+1=n+k —n+1, X" (w,)<x(u_,) dir;

—n

7 ae (—E,O} ve fe {—Z}U(O,zil ise,
2 2 2

N(u_,)=N(w_,)+l=n+k —n,, x(o)(u )<x(0)(w_n) dir;

—n -n

8 ae {—%}U(O%:‘ ve fe {—%}U(O%:‘ ise,

N(w.,)=N(u,)=n+k —n, x”(w,)<x(u,) dir.
Ispat: Biz (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin yalnizca negatif olmayan
ozdegerler dizisinin varhgm ve uygun (u, (x),w, (x)) 6zvektor fonksiyonlarmin

salinim ozelliklerini inceleyecegiz.  Negatif o6zdegerlerle ilgili olan iddialar

tamamuyla benzer bir yolla ispatlanir.
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2° bu bolimiin basinda tanimlanmus sayr olmak iizere A>A" =1 +1
olsun. (u(x,/i),w(x,/i)) vektor fonksiyonu (1.1) - (1.2) denklemler sisteminin
(4.6) baslangic kosulunu saglayan ¢oziimii olsun. Sonug 4.3.1’e gore u(x,A)
fonksiyonunun [0,1) yari — agik araliginda sifirlarinin sayisi, 4 parametresinin

azalmayan fonksiyonudur.

((o(x) W ( x)) vektor fonksiyonu,

¢1_(1_M_%jl//:0’ 4.15)
, 1
l//+(i—M—Ej¢):0 (4.16)
denklemler sisteminin
9(0,A)=sine, y(0,4)=cosa 4.17)

baslangi¢ kosulunu saglayan ¢oziimii olsun. Kolayca gosterilebilir ki,

(o(x,l)zsin[(/i—M —%jx+a]
dir.

A—>+o iken ¢(x,A) fonksiyonunun [0,1) yari — acik araligindaki
sifirlarinin sayist simirsiz artar.  (1.1), (1.2), (4.6) sinir deger problemini (4.15) -
(4.17) smur deger problemi ile karsilastiralim. Lemma 4.2.1’den A4 — +oo0 iken
u(x,4) fonksiyonunun [0,1) yar1 — acik araliginda sifirlarinin sayisinin sonsuz
arttig elde edilir.

A> A" kosulu saglandiginda

u(x,4)=0
denklemini goz Oniine alalim. Lemma 4.3.1’¢ gore bu denklemin kokleri A
parametresinin siirekli fonksiyonudur. Ote yandan Sonug 4.3.1’e¢ gore a#0
oldugunda A artarken u(x,4) fonksiyonunun her bir sifir1 sola hareket eder ve
x =0 noktasindan ge¢mez. Zira sifirlarin sayis1 azalmaz; o =0 oldugunda ise her
bir 424" i¢in u(0,4)=0"dir ve A artarken u(x,A) fonksiyonunun x=0’dan

farkli her bir sifir1 sola hareket eder fakat x =0 noktasindan yine gecemez. Zira bu
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durumda da sifirlarin sayis1 azalmaz. Sonug¢ 4.3.2°ye gore sifirlar yalmzca x=1

noktasindan dahil olabilirler.

A=A sayist A2A° ve u(1,A)=0 kosullarii saglayan ilk say1, yani

Ao=min{A: 424" A u(1,1)=0} olsun. Agiktir ki,

boyle bir deger vardir.

Kabul edelim ki, u(x, /Nlo) fonksiyonunun [0,1) yari — agik araliginda k*
tane sifirt vardir.

A=A sayist A> Ao ve u(1,4)=0 kosullarini saglayan ilk sayi, yani
A= min{/i A> o Au(1,A)= 0} olsun. u(x, ;11) fonksiyonunun [0,1) yar1 — acik
araliginda k* +1 tane sifirinin oldugu agiktir. Bu yontemle asagidaki ozellige sahip
Ao, A1, Az,... dizisini elde ederiz: Ai-y < A< Ax oldugunda u(x,A) fonksiyonunun
[0,1) yari — acik araliginda tam k" +k tane sifin vardir ve ek olarak
u(l,;lk):O’dlr. Kolayca goriilir ki, A (k=0,1,2,...) sayilar1 (1.1) - (1.4) sinir

deger probleminin 6zdegerleri degildir.

w(l,4)
u(1,4)

Lemma 4.2.2’ye gore fonksiyonu (/Nh-l,zk) araliginda kesin

azalandir. Ote yandan

M(x,zk—l)=u(x,):k)=0

LA I
oldugundan W((l /1)) fonksiyonu (lk—l,/ik) araliginda +oo’dan —oo’a kadar kesin
ul,
azalir.
T(’UZM olsun. T'(/1)=—#2 ve 0 <0 oldugundan
Asin f+b (Asin S+D)

T(A) fonksiyonu AsinS+b#0 kosulunun saglandigi her bir aralikta kesin

artandir.
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n" sayist (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin [0, :1()] araliginda yerlesen

. o o« e (152’) . 5 21 -
Ozdegerlerinin sayist olsun. ) fonksiyonu (ﬂk_l,/lk) araliginda +oo’dan
ul,
—oo ’a kesin azalan oldugundan
w(l,4)
=T(A
u(1,4) (4)

denkleminin (/Nik_l,;ik) araliginda tek bir ¢oziimii vardir. Bu ¢oziimil ’1”*+k ile
gosterelim: 4. € (/le_l,;lk). A=A,  degerinin (1.4) kosulunu sagladig agiktir.
Demek ki ﬂnwk’ (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin 6zdegeridir ve ona karsilik
gelen (u(x, /1n*+k),w(x, A, )) ozvektor fonksiyonunun birinci komponentinin [0,1)
yart — acgik araliindaki sifirlarinin sayisi u(x, /~1k) fonksiyonunun bu araliktaki

sifirlarinin sayisi ile aymdir. Yani k + k" a esittir.

4.4. 6,(x) FONKSIYONUNUN TANIMI VE OZELLIKLERI

n" sayisi Teorem 4.3.1’in ispatinda tammlanmis negatif olmayan tamsay1
olmak iizere, bu boliim boyunca n>n" kabul edecegiz.
(u, (x),w,(x)), (1.1) - (1.4) simr deger probleminin A, Ozdegerine

karsilik gelen 6zvektor fonksiyonu olsun.

6,(x)= ArctanM olarak tanimlayalim. Daha kesin olarak
w, (x

6, (x) = arg{w, (x)+iu, (x)} (4.18)
yazabiliriz. (1.3) kosuluna gore 6, (x) fonksiyonu baslangi¢ degerini

o (0):a+%z (4.19)

n

olarak alir. Burada
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1, ae (O,z}
2

I, = (4.20)

“1, ae {—1,0}
2

x degiskeninin diger degerlerinde 6, (x) fonksiyonu 2kz (ke Z)

dir.

kesinlik ile (4.18)’in yardimi ile verilir. Zira u, (x) ve w,(x) fonksiyonlari ayni

noktada sifir olamaz. 6, (x) fonksiyonu (4.19) kosulunu saglayacak ve x

degiskenine gore siirekli olacak sekilde tek degerli olarak secilebilir.

Lemma 4.4.1 [28]. 6, (x) fonksiyonu
0. (x)=A,+ P(x)cos’ 8, (x)+R(x)sin’ 6, (x)
diferansiyel denklemini saglar ve buna gore [0,1] araliginda kesin artandir.
(4.18) formiilii geregince u, (x) fonksiyonunun sifirlar1 dyle noktalardir ki
bu noktalarda 6, (x) fonksiyonu 7 'nin Katlarina esit degerler alir.

0<6,(0)<7m ve 6, (x) fonksiyonu artan oldufundan x; 0’dan 1’e
degistiginde bu fonksiyon sonlu sayida z,27,... degerlerini alir.

x,, (k=12,..k,) ile u,(x) fonksiyonunun [0,1) yar1 — ac¢ik araligindaki
sifirlarint gosterelim:

0<x, <x,<-<x, <L

Salimim ozellikleri hakkindaki Teorem 4.3.1’¢ gore n>n" oldugunda,

k,=n+k"—n" olur. Boylece

6,(x,.)=kz(k=12,.k,), 4.21)
6, (1) = arctan Asinfrb 1= (4.22)
Acosf+a 2
1, Be {0,%)
I = (4.23)

ol 2ol
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olur.

Lemma 4.4.2 [28]. x,,=0 ve x,,, =1 olmak izere, asagidaki

asimptotik formiiller dogrudur:

A=nr+0(1), Ax,, =x,,,—x,,=0(n"") (k=0,1.k,)  (4.24)

n,k+1 - )

Lemma 4.4.3 [28]. w;(J), f(x) fonksiyonunun [0,1] araligindaki

siireklilik modiilii ve w,(d)=J0+w,(J) olmak iizere her bir f(x)e C[0,1]

fonksiyonu i¢in

f(x)cos26, (x)dx= O(wf (n_'))

o t—

formiilii dogrudur.

4.5. (1.1) - (1.4) SINIR DEGER PROBLEMININ OZDEGERLERI VE
OZVEKTOR FONKSIYONLARI ICIN ASIMPTOTIK FORMULLER

Bu boliim boyunca n sayisinin mutlak deger olarak yeterince biiyiik bir

tamsay1 oldugunu kabul edecegiz.

(CIJ”(x),‘Pn(x)), (1.1) - (1.4) siir deger probleminin bir zvektdr
fonksiyonu ve @, (x), [0,1) yar1 — agik araliginda |n| sayida sifira sahip olsun. g,
ile (®@,(x),¥,(x)) ozvektor fonksiyonuna karsilik gelen ozdegeri gdsterelim.

Salinim ozellikleri ile ilgili Teorem 4.3.1’den n>0 ise u, =4 ve n<0 ise

n—k"+n"

_ ’
Il’ln - ﬂ'n—kkﬂz* dlr'

Teorem 4.5.1. Asagidaki asimptotik formiiller dogrudur.

u, = n7r+,3—a—%(sgn,3+sgn(—0{))
1 (4.25)

_lj(P(x)+R(x))dx+0(w(n’l)) (n>0),

20
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4 :(n+1)ﬂ+ﬁ—“+%[sgn(‘ﬁ_§j+Sgn(a_gjj

1 (4.26)
-%!(p(x)+R(x))dx+o(w(|n|‘l)) (n<0),

®, (x)=sin(&, (x)+a)+0(n "), (4.27)

¥, (x)=cos (&, (x)+a)+0(|1"). (4.28)

Burada >0 icin sgnz=1, <0 i¢in sgns=—1"dir. w(8)=5+w,(J) ve

w,(6) P(x)—R(x) fonksiyonunun [0,1] araligindaki siireklilik modiiliidiir.

fn(x)=lnx—%I(P(t)+R(t))dt (4.29)

dir.

ispat: Once (4.25)i ispatlayalm. 8, (x)=arg(¥, (x)+i®, (x))
fonksiyonunu ele alalim. Lemma 4.4.1°den 6, (x) fonksiyonu

,(x)=,un+%(P(x)+R(x))+%(P(x)—R(x))cos26’n(x) (4.30)

D

diferansiyel denklemini saglar ve buna gore [0,1] araliginda kesin artandir. 6. (0)
ve 8, (1), (4.19) ve (4.22)°de verildigi gibidir ve A, ile k, yerine sirasiyla 4, ile n

yazilir.
Kolayca gosterilebilir ki,
6,(0)= a+£+£sgn(—0{)
2 2 4.31)
6. (1) :n7r+ﬁ+%—%sgnﬂ+0(n"l)

(4.30) 6zdesliginin her iki tarafim 0’dan 1’e integre edip (4.31) degerlerini yerine

yazarsak

n7;+,3_a—%(sgn,3+sgn(—05))+0(”_1)
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1 1
=u, +%J(P(x)+R(x))dx+%j(P(x)—R(x))cos 20, (x)dx
0 0
elde ederiz. Buradan
U, = n7z+,3—0{—%(sgn,3+sgn(—0{))

_%j(P(x)+R(X))dX—%j(P(x)—R(x))cosZé?”(x)dx+0(n‘1)
bulunur. Lemma 4.4.3’ten %:[(P(x)+R(x))dx:O(W(n—l)) degerlendirmesi

yerine yazilirsa O (w(n‘l )) +0 (n‘1 ) = O(W(n'l )) oldugundan
1

u, = n7£+,3—a—%(sgn,3+sgn(—0{))—%j(P(x)+R(x))dx+0(w(n_l))

0
elde edilir. (4.25) ispat edildi.
Simdi (4.26)’y1 ispatlayalim. n <0 kabul edelim ve asagidaki problemi
inceleyelim. (1.1) - (1.4) siur deger probleminde A spektral parametresi yerine

[ =-0 alalim ve u <0 oldugunda negatif 6zdegerler i¢in asimptotik formiiller elde
edelim. #<0 oldugundan §>0 olur. P (x)=-R(x), R (x)=-P(x), a,=-b,

b=-a, a =b, b =a, U(x)=w(x) ve W(x)=u(x) yazahm.

1° OSaﬁg, OS,BS% olsun.

O halde (1.1) - (1.4) sinir deger problemi

U'—{6+PB(x)}w =0, (4.32)
W+{5+R (x)}U =0, (4.33)
U(O)COS(%—QJ—W(O)sin(%—OJJ:0, (4.34)

[Jcos(g—ﬁj+aljU(l)—(5sin(§—ﬂj+leW(l) =0 (439

sinir deger problemine doniisiir ve

o' =q sin(%—ﬁj—bICOS(%—ﬂJZaSinﬂ—bCOSﬂZO'<0
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yine saglanir. & >0 oldugundan (4.25)’e gore

o,= —n71'+a—ﬁ—%(sgn(%—ﬁj—i—sgn(a—%)j

1

#5 (P R()) a0 w(()

0

elde edilir. Buradan

u,==0, :n71'+ﬂ—a+%(sgn(%—ﬂj+sgn(af—%n

(4.36)
——I (x))dx-+0 (")
bulunur.
22 ~Z<@<0,0<8<Z olsun.
2 2
O halde (1.1) - (1.4) sinir deger problemi (4.32) - (4.33) denklemleri ile
U(o)cos(—a—%j—w(o)sin(—a—gj:o (4.37)

ve (4.35) sinir kosullart ile verilmis sinir deger problemine doniisiir. (4.25)’e gore
V4 V4 T
0, =—nr+r+a—LF——|sgn| ——f |+sgn| a+—
- 'Bz(g(2 'BJ g( ZD

+=[(P(x)+R(x))dx+0(w(|n7]))

1
2

O C—y —

elde edilir. Buradan

U =—0, :nﬂ—n+ﬁ—a+%[sgn(§—ﬁj+Sgn(“+%D
__J dx+0( (‘ ‘))

(4.38)

bulunur.

3”0S0{S%, —%S,B<O olsun.

O halde (1.1) - (1.4) sinir deger problemi (4.32) - (4.33) denklemleri ile (4.34) ve
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(&:os (—ﬂ—gj+afJU (1) —(é‘sin (—,B—%J+bfjw (1)=0 (4.39)
sinir kosullar ile verilmis sinir deger problemine doniisiir. Burada
e * . E * ﬂ. .
o =q s1n(—ﬂ—5J—bl COS(_'B_EJ =asinff—-bcos f=0<0
yine saglanir. (4.25)’e gore
V4 V4 V3
o, =—nr—-r+a-p-— -f-= |+ o——
R— z(sgn( 5-)rso(a-2))

1P R o[l

elde edilir. Buradan

((HD
‘—f (x))dx+0w(|”!)

(4.40)

bulunur.

4° —%SO{<0, —%S,B<O olsun.

O halde (1.1) - (1.4) sinir deger problemi (4.32) - (4.33) - (4.37) - (4.39) sinir deger

problemine doniisiir. (4.25)’e gore

J,= —nﬂ'+a—ﬁ—%(sgn(—ﬂ—%)+sgn (a+%)j
f(P(e) RO a0

elde edilir. Buradan

M ==0 = nﬁ+ﬁ—d+%(sgn(—ﬂ—%)+sgn(0{+%D

1

_%I(p(x)+R(x))dx+0(w(\n"\))

0

4.41)

bulunur. Sonug olarak (4.36) - (4.38) - (4.40) - (4.41) asimptotik formiilleri (4.26)

da verilen
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o=ty p-csZ{ s -2 on{ a2
() R0 (i)

seklinde genel bicimde yazilabilir. (4.26)’nin ispat1 bitti. (4.27) ve (4.28)
asimptotik formiillerinin hesaplanmasi tamamiyla [2, pp:52-57] deki gibidir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde ele alinan sonuglar, Bulgular ve Tartigma boliimiinde
4.1 (1.1) - (1.4) Sinir Deger Probleminin Ozdegerlerinin Bazi Ozellikleri,
4.2 Baz1 Yardime Iddialar,
4.3 (1.1) - (1.4) Sinir Deger Probleminin Ozfonksiyonlarinin Salinim Ozellikleri,
4.4 6, (x) Fonksiyonunun Tanimi ve Ozellikleri,
4.5 (1.1) - (1.4) Sinir Deger Probleminin Ozdegerleri ve Ozvektdr Fonksiyonlari icin
Asimptotik Formiiller,

basliklar altinda toplanmustir.

4.1°de

u'—{A+P(x)}w=0,
W'+{/1+R(x)}u =0,
u(0)cosa—w(0)sin=0,
(Acos f+a)u(l)—(Asin f+b)w(1)=0

siir deger problemi ele alindi ve o =asin f—bcos <0 durumda bu problemin
0zdegerlerinin:

1. Reel oldugu,

2. Basit oldugu,

3. En fazla sayilabilir bir kiime olusturdugu ve bu kiimenin sonlu limit

noktasinin bulunmadig ispatlandi.

4.2°de

¢1’_P1(X)W1 =0,

'»V1,+R1(x)¢1 =0
ve

%,_Pz(x)!”z =0,

'»Vzl"'Rz(x)% =0
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seklinde iki denklemler sistemi ele alindi ve P,(x)> B (x)>0, R,(x)>R (x)>0

(xe [0,1]) durumunda ¢6ziim fonksiyonlarmin birinci ve ikinci komponentlerinin

sifirlarinin dizilisi hakkinda bir takim sonuglar elde edildi.
Ayrica bu kisimda,
¢ —p(x)y =0,
v +r(x)p=0
seklinde verilen denklemler sisteminin ¢6ziim fonksiyonlarinin birinci ve ikinci
komponentlerinin sifirlarinin birbirine goére durumlari, O ve 1 bitim noktalarindaki
isaretlerinin davranislaria gore belirlendi.
4.2’de elde edilen bu sonuclar (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin
0zvektor fonksiyonlarmin komponentlerinin salinim ozelliklerinin incelenmesinde

biiyiik rol oynamaktadir.

43’de (1.1) - (1.4) siir deger probleminin sonsuz sayida negatif
O0zdegerinin ve sonsuz sayida negatif olmayan Ozdegerinin varligr ispat edildi.

Bununla beraber @ ve S sayilarinin durumuna gore (1.1) - (1.4) sinir deger

probleminin 6zvektor fonksiyonlarinin komponentlerinin salimm  6zellikleri

incelendi.

4.4’de 6,(x) fonksiyonunun tanimi ve bazi ozellikleri verildi ve bundan

yararlamilarak (1.1) - (1.4) simir deger probleminin Ozdegerleri ve Ozvektor
fonksiyonlarinin komponentlerinin sifirlar1 arasindaki farklar igin asimptotik
degerlendirmeler yapildi. Ayrica bu kisimda (1.1) - (1.4) smir deger probleminin
Ozdegerlerinin siireklilik modiiliine bagl asimptotik formiillerinin verilebilecegi
ispatlandi. Bu kisimda elde edilen sonuclar (1.1) - (1.4) siir deger probleminin
ozdegerleri ve 0zvektor fonksiyonlarinin komponentleri i¢in asimptotik formiillerin

elde edilmesinde biiyiik rol oynamaktadir.

4.5te (1.1) - (1.4) smur deger probleminin 6zdegerleri ve Ozvektor

fonksiyonlarinin komponentleri i¢in asimptotik formiiller elde edildi.
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Bu tez calismasinda, arastirmanin amacinda belirtilen ana hedeflere
ulagilmistir. (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin spektral 6zelliklerinin incelenmesi
baz1 problemleri de yaninda getirmistir. Bu problemler asagidaki gibi siralanabilir:

a) (1.1) - (1.4) smr deger probleminin spektral  o6zellikleri
o =asin f—bcos <0 kosulu dahilinde incelenmistir. o >0 durumunda
da (1.1) - (1.4) sinir deger probleminin 6zdegerleri reel ve basit olur mu?

b) (1.1) - (1.4) simir deger probleminin farkli fonksiyonel uzaylarda tabanlig ile
ilgili hangi sonuglari elde etmek miimkiindiir?

Tezde incelenmis problemlerin dogal sonucu olarak bu iki problemin de

arastirilmasi Onerilir.
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