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Bu cahsmada C,eZ (veya daha genel olarak C,eC)) ve

P

> (n)=n"+C,_n""'+..4C, n ye gore bir polinom olmak iizere, yakinsaklik

bolgesi |x|p < p""™ olan F, (x)=>_n!P,(n)x" bigimindeki analitik fonksiyonlar:

n=0

¢Oziim kabul eden p—adik diferansiyel denklemler ele alinmaktadir. Bazi 6zel
P, (n) simflart igin tammlanan F, (x) analitik fonksiyonlarina karsilik gelen

diferansiyel denklemler verilmis ve bu diferansiyel denklemlerdeki kat sayilarin

sagladigi bazi rekiirans bagintilar1 elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: p-—adik Norm, p-—adik Sayilar, p—adik Kuvvet

Serileri, p —adik Diferansiyel Denklem.



ABSTRACT

In this thesis, some p—adic differential equations which have a solution in

the form F, (x)=) n!P, (n)x" are investigated where P, (n)=n"+C,_n""'+..+C,

n=0
is a polynomial and C;eZ (or C,eC,). Here the region of convergence is

|x|p < p""™ . For some special classes of P, (n), the forms of the corresponding

differential equations are given and some recurrence relations for the coefficients of

the corresponding differential equations are obtained.

Key words: p—adic Numbers, p-—adic Norm, p—adic Power Series,

p —adic Differential Equation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Dogal sayilar kiimesi
Tam sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Karmasik sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

p —Adik sayilar cismi
p —Adik degerlendirme
p, a y1 bolmez.

p —Adik tam sayilar kiimesi
Mutlak deger normu
p —Adik norm

a merkezli r yaricaph agik yuvar

Q, nin cebirsel kapamsinin tamlastirimasiyla elde edilen

cisim.
Q, nin degerlendirme halkasi

C,, nin degerlendirme halkasi

C, nin degerlendirme ideali



1. GIRIS

Giinliikk yasamda, bilimsel deneylerde ve bilgisayardaki hesaplamalarda
genelde tam sayilar ve kesirli sayilar, yani rasyonel sayilar kullanilmaktadir.
Sonsuz periyodik olmayan kesirler olan irrasyonel sayilar bu tip hesaplamalarda
kullanilmamaktadir. Bu nedenle bilimsel calismalarda rasyonel sayilar 6nemli bir
yere sahiptir.

Simdi @Q rasyonel sayilar cismi iizerinde uzaklik kavrami olarak normun
tanimin1 verelim.

@ tizerinde reel degerli bir | |:Q—>[O,oo) fonksiyonu asagidaki kosullari
saglarsa buna Q da bir norm denir:

Her x,ye Q igin,

1. |x|20,

x| =0 x=0
2. o=l
3. |x+ y|£|x|+|y|
Burada, (3) kosulu ‘iicgen esitsizligi’ olarak bilinir.
Genel | | mutlak deger fonksiyonu Q da bir normdur.
Bilindigi gibi, Q rasyonel sayilar cismi (trivial olmayan) hi¢cbir norma
gore tam degildir.
Ostrowski Teoremi ile Q da miimkiin olan biitiin normlar belirlidir. Bu

teoreme gore Q {iizerinde trivial olmayan herhangi bir norm ya mutlak deger

normuna ya da p bir asal say1 olmak {iizere, bir | |p p —adik normuna denktir

[13].
p sabit, fakat keyfi bir asal olmak iizere | |p p—adik normu asagidaki

sekilde tanimlanir:

Herhangi bir xe Q, x#0 igin,
a
x=p“—, plab
p b p

olacak sekilde tek tiirlii belirli bir & € Z tam sayis1 vardir ve bu durumda,



ile tammlanir. Eger x =0 ise, |0|p =0 olarak alinir.

| |p p —adik normu, tiggen esitsizliginden daha giiclii olan

o)

(3') |x+ y|p < max{|x

P 9
esitsizligini saglar.

(3') kosuluna, ‘ultrametrik esitsizligi’ ve bu kosulu saglayan norma ise
non-Arsimedyan (Arsimedyan olmayan) norm denir. Hatirlatalim ki genel mutlak

deger normu (3) kosulunu saglamadigindan, Arsimedyan bir normdur.

Bilindigi gibi Q rasyonel sayilar cisminin genel mutlak deger normuna
gore tamlagtirillmas: R reel sayilar cismidir.

@Q nun bir | |p p—adik normuna gore tamlagtirilmasiyla, Q, p—adik

sayilar cismi elde edilir.

Q, p-—adik sayilar cismi, ilk olarak 1904’te Kurt Hensel tarafindan

tanimlandi [8] . Bundan sonra, p-—adik sayilar bir siire sayilar teorisinde
uygulamadan yoksun olarak islenmistir.
1968°de iki piir matematik¢i olan A.F. Monna ve F. Van der Blij, p —adik

sayilar fizikte uygulamiglardir. Bu uygulama, kisith olmasina karsin yeni bir

bakis getirmistir. Daha sonra 1972’de, E. Beltrametti ve G. Cosinelli p —adik
sayilar1 kuantum mekanigine uygulamak istemisler, fakat basarisiz bir uygulama
gerceklestirdikleri i¢in bu yondeki calismalarina son vermislerdir [9] .

1984°te V. S. Vladimirov ve I.V. Volovich p—adik sayilar siiper cisim
(super field) teorisine basarili bir sekilde uygulamalari ile p —adik fizik veya non-
Arsimedyan fizik diye adlandirilan yeni bir alan olusmustur. Boylece, p—adik
evren modeli, p—adik kuantum teorisi, p —adik sicim teorisi gibi bir¢cok alan

gelismistir [14] .



Diger taraftan matematikte p —adik analiz veya non-Arsimedyan Analiz
diye bilinen bir alan olusmustur. Bu alanda p—adik fonksiyonel teorisinden,
p —adik sayilar teorisine kadar bircok alanda ¢aligmalar yapilmaktadir.

Bu calismada, hipergeometrik serilerin 6zel sekli olan

D nlP (n)x"
p —adik kuvvet serileri ele alinmaktadir.

Hipergeometrik serilerin genel teorisi [6] da verilmistir.

Bilindigi iizere ) n!P, (n)x" formundaki seriler, herhangi bir 0# xe R
icin, mutlak deger normuna gore 1raksaktir.

Buna karsin, P, (n) rasyonel kat sayili k. dereceden ve n degiskenine
bagl bir polinom olmak iizere,  n!P, (n)x" kuvvet serisi

|x| < pl/(P—l)
bolgesinde p —adik olarak yakinsaktir.

Bu tip seriler [4] de ayrintili olarak incelenmistir. Daha sonra, ¢oziimii

F(x)=2_n'P, (n)x"

n=0

olan birinci ve ikinci dereceden p—adik diferansiyel denklemlerin varligi ve
cesitli 6zellikleri [2] de incelenmistir.

Bu tezde, ¢oziimii

F, (x)= Zn!nkx”

n=0
kuvvet serisi olan ve varligi bilinen p —adik diferansiyel denklemlerin bir bigimi
ve katsayilar i¢in rekiirans bagintilar1 verilmistir. Benzer tartisma,
k
F, (x) :Zn!H(n+0{l,)x”, a,eC,
n=0 i=1

p —adik kuvvet serisiyle taniml1 fonksiyonlar i¢in yapilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

p—adik hipergeometrik diferansiyel denklemlerin genel teorisi [6] da
verilmigtir. Bu calismada, p—adik hipergeometrik serilerin 6zel bir durumu

incelenmektedir. Bu tip kuvvet serilerinin baz1 dzellikleri [4] te verilmistir.

P, (n) k. dereceden, kat sayilar1 Q veya genel olarak C , denolan n ye

bagli bir polinom olmak iizere,

> nlB (n)x"

n=0

seklindeki p—adik kuvvet serileriyle tanimlanan analitik fonksiyonlar ¢6ziim
kabul eden birinci ve ikinci dereceden p —adik diferansiyel denklemlerin varligi
ve bu tipten bazi denklemlerin ingasi [2] de ele alinmustir.

Belirtelim ki, bu bicimdeki kuvvet serileri R reel sayilar cisminde

raksaktir.
Bu tezde, varligi [2] de verilmis bu tipten kuvvet serileriyle tanimlanan
bazi fonksiyonlar ¢oziim kabul eden p —adik diferansiyel denklemlerin bicimi ve

bu bicimdeki denklemlerdeki kat sayilar i¢in rekiirans bagintilar1 incelenmektedir.

Problemin incelenmesi esnasinda p —adik analizin temel kavramlar1 (olan
p—adik sayilar, p—adik kuvvet serileri ve yakinsaklik bolgeleri, tiirev, vb...)
icin  [4].[7].[8].[9].[11].[13].[14] kaynaklarindan; p—adik hipergeometrik
serilerin baz1 6zellikleri i¢in [4] ten yararlanilmistir.

P, (n) bir polinom olmak iizere, p —adik yakinsaklik bolgesi |x|p < pltr

olan,

F,(x)= X n1P, (1)

n=0

analitik ¢coziimiine sahip p —adik diferansiyel denklemlerin varligi ve bazi 6zel
P, (n) polinomlar i¢in p—adik diferansiyel denklemlerin insasinda [2] den

faydalanilmstir.



3. MATERYAL VE METOT

3.1. p-ADIK SAYILAR

3.1.1. Bir Cisim Uzerinde Norm

Tamm 3.1.1. K bir cisim olmak iizere, | | K — [0,00) fonksiyonu,

i. Her xe K i¢in, |x| >0,

x|:0<:>x:0

ii. Her x,ye K icin, [xy|=|x|y|

iii. Her x,ye K igin, [x+ | <|x|+|y]

seklindeki li¢ kosulu sagliyorsa bu fonksiyona bir norm denir.

Eger bu fonksiyon,

iv.Her x,ye K icin, |x+ y|Smax{|x|,|y|}

kosulunu da saglarsa bu norma K iizerinde bir non-Arsimedyan (Arsimed

olmayan) norm denir.

(iv)  kosulu, (iii) kosulundan daha  giicliidiir. Ciinki,

max{|x

y|} < |x| +|y| esitsizligi Vx, ye K icin saglanir.

’

Ornek 3.1.1. Q cismi iizerinde xe Q olmak iizere,
x, x=20
o-{
-x, x<0
seklinde tanimlanan genel mutlak deger normu bir arsimedyan normdur. Ciinkii

1,1

’

x=1, y=1 icin, [1+1|<max{[l.]l]} esitsizligi dogru olmadigindan, (iv)

kosulunu saglamaz.

Ornek 3.1.2. K bir cisim olmak iizere, xe K icin

1, x#0
I PO

ile tamiml1 norm herhangi bir K cismi i¢in non-Arsimedyan bir normdur. Bu

norma trivial norm denir.



Lemma 3.1.1. Bir K cismi {iizerinde herhangi bir | | normu icin
asagidakiler saglanir:
i [1=1

ii. xe K ve ne Zicin |x"|=1 ise |x|:1

iii. |1/ =1
iv.Her xe K i¢in |—x| =|x|

v. Eger K sonlu bir cisim ise | | normu trivialdir.

3.1.2. p—Adik Degerlendirme ve p—Adik Norm

Tamm 3.1.2. p herhangi bir asal say1 olsun. Sifirdan farkli bir ne Z
i¢in, n yi bolen p nin en bilyiik kuvvetine n nin derecesi denir ve v, (n) ile
gosterilir.

v, Z\{0} > Z*

doniisiimiine Z de p —adik degerlendirme denir.

Ornek 3.1.3. p=5 icin 150 sayis;, 150 =56 oldugundan, v,(150) =2

bulunur.



3.1.2.1. p- Adik Degerlendirmenin Ozellikleri

i. n=0ise, v,(0)=+oo
ii. n = ab biciminde bir sayi ise,

v,(n)=v, (ab)=Vv (a)+V,(b) (3i)
fli.n=a+b ise,

v,(a+b)=min{v, (a)+Vv,(b)} (3.i)

iv.n :% biciminde herhangi bir rasyonel say1 ise,
a
vp(n):vp(;):vp(a)—vp(b) (3.ii)

. . . . a oo -
seklinde tanimlanir. Bu ifade n’nin kesir olarak — gosteriminden bagimsizdir.

Boylece, v, p—adik degerlendirmesi Q "ya genisletilebilir.

Ornek 3.1.4. p=5 icin v,(1)=0, v,(125)=3 ve boylece

vs(éj =v,(1)-v,(125)=0-3=-3

bulunur.

Tamm 3.1.3. Her xe Q i¢in

(3.iv)
ile taniml1 | |p :Q —[0,0) fonksiyonu bir normdur. Q daki bu norma p—adik

norm denir. Bu sekilde tanimli olan | |p fonksiyonu @ rasyonel sayilar cismi

iizerinde, non-Arsimedyan bir normdur.



Onerme 3.1.1. | |p fonksiyonu (normu), @Q rasyonel sayilar cismi

tizerinde Arsimed olmayan normdur [7 - 14] .

Ornek 3.1.5. i—; rasyonel sayisinin 3—adik degeri kagtir?

% # 0 oldugundan, (3.iv) ten,

21

)
),

3

dir. (3.ii) den,

21
~ _V{%j_ l V3[Ej_ l v3(21)—v3(45)_ l 1—2_ l —1_
3_3 _@ _(BJ _(BJ _(BJ =

21
45

bulunur.

Bir normun Arsimed olmayan oldugu nasil anlasilir?

Teorem 3.1.1. Keyfi bir K cismi i¢in, ¢:Z — K

1+1+...+1, n>0
n kez
n— 0 R n=0
—(A+1+...+1 , n<0
%/—J

—n kez

doniisiimii tanimlansin.

A=¢(Z)c K kimesine K’mn tam sayilari denir. K da bir | |

normunun non-Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her a€ Aicin |a| <1

olmasidir.

Ozel olarak, Q da bir | | normunun non-Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul, her ne Z igin |n| <1 olmasidir [10—13].

Arsimed Ozelligi: K bir cisim olsun.

Vx,ye K, x#0 i¢in, 3ne Z" vardir dyle ki |nx|>|y| dir.



Uyarn: Arsimed ozelligi Q ve R iizerinde mutlak deger icin gecerlidir.

Sonug 3.1.1. Bir | | normunun non-Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul, sup{|n| ‘ne Z} =1 olmasidir [10—13] .

3.1.3. Metrik Uzay

Tamm 3.1.4. K bir cisim ve |

, K dabir norm olsun. Vx,ye K i¢in,

d(xy)=|x~y|
ile taniml1

d:KxK —>R, =[0,00)

fonksiyonuna | | normuyla iiretilen metrik denir.

d(x,y) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:
i. Her x,ye K icin d(x,y)20 ve d(x,y) =0 x=y
ii. Her x,ye K icin d(x,y)=d(y,x)
iii.Her x,y,ze K i¢in d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iicgen esitsizligi)

Tammm 3.1.5. Bir kiime iizerinde bir metrik tanimli ise bu metrik ile

birlikte bu kiimeye bir metrik uzay denir.

Lemma 3.1.2. |

, K cismi {izerinde bir norm ve metrik d(x,y)= |x— y|
ile tanimli olsun. Bu takdirde | | normunun non-Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul, her x,y,ze€ K igin,

d(x,y)<max{d(x,z),d(z,y)} (ultra metrik esitsizligi)

olmasidir [11,13,14].

Tamm 3.1.6. Lemma 3.1.2 deki ultra metrik esitsizligini saglayan metrige

ultra metrik denir.



, K da non-Arsimedyan norm olsun.

Onerme 3.1.2. K bir cisim ve |
Eger x,ye K ve |x| ¢| y| ise bu takdirde,

o}

[+ y| = max{]x

’

dir [7,9-14].

Sonug 3.1.2. Bir ultra metrik uzayda biitiin ii¢genler ikizkenardir [7,13].

Ornek 3.1.6. p =3 icin Q da 3—adik norm ile kiseleri

2 1 5
x:—’ y:— (&) Z:—
3 3 12
olan iiggenin kenar uzunluklar
ey, =23 =[] =3
Y 3 3 |3,
1 5 1
|y |3 3 12, |12,
|x—z| S ESEE =1
P13 12, |4,

dir. Iki kenar uzunlugu esit oldugundan, bu iiggen bir ikizkenar ticgendir.

Tanmm 3.1.7. K=Q ve |

. p—adik norm, ae Q ve re R, olsun.
a—merkezli ve r—yaricaph agik yuvar;

B(a,r)={xe Q:d(x,a)<r} :{xe (@:|x—a|p < r}
a—merkezli ve r—yaricaph kapali yuvar;

E(a,r):{xe Q:d(x,a) < r}:{xe Q:|x—a|p Sr}.

10



Onerme 3.1.3. K =Q ve |

.o P adik norm olsun.
i. Eger be B(a,r) ise B(a,r)=B(b,r) dir.
Baska bir deyisle, bir acik yuvarda igerilen her nokta bu ag¢ik yuvarin merkezidir.
ii. Eger be B(a,r) ise B(a,r)=B(b,r)
Baska bir deyisle, bir kapali yuvarda igerilen her nokta bu kapali yuvarin
merkezidir.

iii. B(a,r) kiimesi hem acik hem de kapalidir.
iv.r#0 ise E(a, r) hem acik hem de kapalidur.
v. a,be Q ve r,se R, \{0} ise
B(a,r)nB(b,s) #J < B(a,r) c B(b,s) veya B(b,s) c B(a,r)

Baska bir deyisle, iki agik (kapali) yuvar, ya ayriktir ya da i¢ icedir [7,13] .

Tanmm 3.1.8. K bir cisim ve | |, K da bir norm olsun. Bir Sc K

kiimesi hem a¢ik hem de kapali ise S ye kapali-agik (clopen) kiime denir.

Tamm 3.1.9. K =Q ve |

Lo P adik norm olsun.
i. UnNnU,=0
ii. S=nU)u(SNU,)
iii. S NU, 20 ve SNU,#D
olacak sekilde U,, U, acik kiimeleri varsa S < Q kiimesine baglantisiz kiime

denir.

S kiimesinin baglantisiz kilme olmasi, S nin iki acik ayrik kiimenin

birlesimi olarak ifade edebilmesi demektir.

Tamm 3.1.10. xe Q olsun. x noktasin igeren biitiin baglantili kiimelerin

birlesimine x in baglantili bileseni denir.

11



Onerme 3.1.4. K, iizerinde non-Arsimedyan norm tammli bir cisim
olsun. Herhangi bir xe K noktasinin baglantili bileseni tek noktali {x}
kiimesidir [12].

Tammm 3.1.11. K bir cisim olsun. Her xe K noktasinin baglantili
bileseni

{x} kiimesi ise K ya tamamen baglantisiz kiime denir.

Onerme 3.1.5. K bir cisim ve | | , K da bir non-Arsimedyan norm olsun.
O=B(0,1)={xe K:|x <1}
kiimesi K nin bir alt halkasidir.
P =B(0,1)={xe K:|x| <1}
O nin bir idealidir. Ustelik, 3, O nun bir maksimal idealidir ve /3 nin her

eleman1 da tersinirdir [7, 13] .

Tamm 3.1.12. K bir cisim ve | | , K da bir non-Arsimedyan norm olsun.
O=B(0,)={xe K:|x<l}cKk
alt halkasina, | | non-Arsimedyan normunun degerlendirme halkast denir.

‘BzB(O,l):{xe K:|x|<1}c(9

idealine, | non-Arsimedyan normunun degerlendirme ideali denir.

K=0/p

boliimiine, | | non-Arsimedyan normunun kalan (rezidii) cismi denir.

Onerme 3.1.6. K = Q ve | |p, p —adik norm olsun. Bu takdirde,

i. | |p nin degerlendirme halkast;

OZZ(p)z{%e@:plb}

ii. | |p nin degerlendirme ideali;

12



a .

‘szZ(m:{b

plb vep|a}

iii.Kalan cismi p elemanli XC :IFP dir [7,13].

3.1.4. Q Kiimesinde Norm

Tamm 3.1.13. Bir K cismi iizerinde | |1 ve | |2 normlart i¢in bir norma
gore acik olan her kiime digerine gore de aciksa, | |1 ve | |2 ye denk normlar
denir.

Lemma 3.1.3. | |l ve | |2 bir K cisminde iki norm olsun. Asagidaki

ifadeler denktir [1]:

i. | |1 ve | |2 denk normlardir.

ii. Her xe K igin, x|1 <le |x|2 <1

iii. 3Joe R, a>0 oyle ki her xe K igin, |x|, =|x[]

Teorem 3.1.2 (Ostrowski). Q iizerinde tanimli her trivial olmayan norm,

p=co veya p bir asal say1 olmak iizere bir | |p normuna denktir [7,9-14].

Onerme 3.1.7. Her xe Q"icin p =0 veya p bir asal say1 olmak iizere,

[Th, =1

pSee

dir [7,9].

Tamm 3.1.14. K bir cisim ve | |, K da bir norm olsun.
1. (x,)< K da bir dizi olsun. Her £>0 i¢in 3N e N var ki her n,m>N

iken

x,—x,| <& ise (x,) ye bir Cauchy dizisi denir.

2. K nin her Cauchy dizisi (K da) bir limite sahipse K ya tamdir denir.
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3. ScKolsun. Her xe K ve her €>0 icin B(x,e)NnS #J ise Sye, K
da

bir yogun alt kiime denir.

Lemma 3.1.4. Q cismi, trivial olmayan herhangi bir norma gore tam
degildir [7,9,13].
Lemma 3.1.5. Q nun bir (x,) dizisinin p—adik norma gore bir Cauchy

dizisi olmas: gerek ve yeter kosul, |xn+1 -X

, =0, n— oo olmasidir [7,9.13].

n

Uyari: Lemma 3.1.5 R’nin genel mutlak deger normuna gore dogru

degildir. Ornegin,
51
X, =) —
2

dizisi Lemma 3.1.5 in sag kosulunu saglar, fakat Cauchy dizisi degildir.

Analizden biliyoruz ki;

i |

_» R ye genisletilebilir.

ii. R,

|m normuna gore tam uzaydir.
iii. Q, R de yogundur.
Basgka bir deyisle, R, Q nun | LQ normuna gore tamlastirilmasidir.

Simdi Q nun | |p p —adik normuna gore tamlagtirilmasini elde edelim.

Tamm 3.1.15. | |:|

e Q da bir Argsimed olmayan norm olsun. Q nun

biitiin Cauchy dizilerinin kiimesi C veya C(Q)

C=C(Q)={(x):(x,)

|p ye gore bir Cauchy dizisidir}

ile gosterilir.
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Onerme 3.1.8.

x)+(y,)—>(&x,+y,)
(x,).(y,) = (x,.y,)

tanimlari ile bir birimli halkadir [7, 13] .

Tamm 3.1.16. N ={(x,) C:x, 0} ={(x,):lim

-

xﬂ

seklinde tanimlanir.
Lemma 3.1.6. A/, C nin bir maksimal idealidir.

N maksimal ideal oldugundan, C/ N cismi tanimlanabilir [7].

Tamm 3.1.17. Q, p-adik sayilar cismi, C halkasmin N maksimal

idealinin boliim cismi olarak tanimlanir:
Q, =C/N

QcQ, dirve|

b Q, ye genisletilebilir.

Lemma 3.1.7. (x,)eC ve (x,)¢ N olsun. |xn|p reel say1 dizisi belli bir

X

m

n den sonra sabittir. Yani bir N e N vardir ki her n,m> N igin |xn|p =

[7].

dir
p

Tamm 3.1.18. 1€ Q, ve (x,), Ayakarsilik gelen Cauchy dizisi ise,

4], =1lim

n—oo

xn

p

ile tanimlanir.

Onerme 3.1.9. Q, Q, nin yogun bir alt kiimesidir [11].

Teorem 3.1.3. Her pe Z asal sayis1 igin, | |p, non-Arsimedyan norma

sahip dyle bir Q , cismi vardir ki,
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i. | |p nin Q ya kisitlanigt | |p p —adik normunu verir.
ii. Q, Q, de yogundur.
i Q,, | |p ye gore tamdir.
i, ii ve iii kogullarini saglayan Q, cismi normu koruyan izomorfi harig tek

turli belirlidir [7]

3.1.5. Q, Cisminin Ozellikleri
Q, icin asagidaki Ozellikler verilebilir:
i. Q, debir | |:| |p normu var ve Q@ bu norma gore tamdir.
ii. Q, Q, de yogun ve | |p nin Q ya kisitlamis1 p —adik norm ile
cakisir.
iii. Q ile Q, nin | |p altindaki deger kiimeleri esittir.

iv.Q, Q, nin bir alt cismi olarak diisiiniilebilir.

Lemma 3.1.8. Her xe Q,, x#0igin |x|p = p™" olacak sekilde bir ne Z

vardir.

Lemma 3.1.9. Her x€ Q oo XF 0 icin,

-V, (x)

¥ =p
olacak sekilde v, (x) tam sayisi vardur.

Bagka bir deyisle v, p—adik degerlendirmesi Q, ye genisletilebilir.

Tamm 3.1.19. p —adik degerlendirme halkasi
Z, ={xe Q, :|x|p Sl}

dir. Z , 0—merkezli ve 1—yaricapl kapali birim yuvardir ve bu yuvar, hem agik

r’

hem de kapalidir.
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Onerme 3.1.10. Z , p—adik tam sayilar halkasi esas ideali

xp<1}:<p>:{px:xe Zp}

pr ={xe QP:

olan bir yerel halkadir. Ayrica,
. a
i. QnZ,=%2, ={Ze Q:plb}
ii. Z, Z , de yogundur. Ayrica verilen her xe Z , ve n2>0 igin
0<a<p"-1 ve |x—0{|p <p™
olacak sekilde e Z vardir. & tam sayis1 bu 6zelliklerle tek tiirlii belirlidir.
iii.Her xe Z , i¢in 0yle bir ¢, Cauchy dizisi vardir ki ¢, — x dir ve
asagidaki ozellikler gergeklenir:

a. o, e€Z, 0sa<p"-1
b. Her ne Z* i¢in &, =, ,(mod p" ™).

(a,) dizisi bu ozelliklerle tek tiirlii belirlidir.

Sonu¢ 3.1.3. Q, =Zp[1/p] dir. Yani her xe Q, i¢in p"xeZ  olacak

bicimde n >0 tam sayis1 vardir.

Sonug 3.1.4. Q, tamamen baglantisiz bir Hausdorff topolojik uzayidir.
Sonug 3.1.5. Z , kompakt ve Q , yerel kompakttir.

Lemma 3.1.10. Her xe Z ,, 0<b, < p—1 olmak iizere,
x=by+bp+b,p’+..+bp" +..

bi¢iminde tek tiirlii yazilir [1].
Ornek 3.1.6. x=p*'+ p* +...+ p" +... ise

3!
1 1
|X|p = [;J :F d1r.
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Sonug 3.1.6. Her xe Q, i¢in ye Z , olmak iizere,

M -m
w = IP
p

xX=

bi¢iminde yazilir [7].

Sonug 3.1.7. Her xe Q,, 0<b, < p—1 ve —n, =V, (x) olmak iizere,

x=b_, p " +..4b,+bp+b,p’+..+b p" +...

=2 bp"

nx-—ng

seklinde tek tiirlii yazilir [1] .

Lemma 3.1.11. Q, de bir (a,) dizisinin bir Cauchy dizisi veya buna denk

olarak yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

lim|a,,,~a,| =0
n—oo

olmasidir [7] .

Ornek 3.1.7. a, =n dizisi igin,
limn+1-n| =lim[l] =10
n—oo P n—e!' 'P

oldugundan bu dizi yakinsak degildir.

Ornek 3.1.8. a, = p" dizisi icin,

lim‘pn-ﬂ

n—oo

=], =lim|p"(p=),

=lim|p"

n—ye0

limlp -1, =0

oldugundan dizi yakinsaktir ve limiti O dir.
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Sonu¢ 3.1.8. > a

n=0

Q, de bir seri olsun.

n’

z a, yakinsaktir < lima, =0

n=0 n—e

dir. Bu durumda,

2.4,

< max |an|
n
n=0

dir [7]

Lemma 3.1.12. b,.j eQ , Ve varsayalim ki,
i. Viigin, Ei_r)gb,.j =0 ve
ii. }1_{2 b; =0 (j tzerinde diizgiin olarak)
olsun. Bu takdirde V& >0 icin,

max(i, j) = N = |b,| <&

olacak sekilde sadece £ a bagh bir N = N(£) tam sayis1 vardir [7]

Onerme 3.1.11. b,eQ, ve
i. Viigin, limb,.j =0,

jo

ii. limb; =0 (j tzerinde diizgiin olarak)

() - 23]
i=0 \_j=0 j=0 \i=0

serilerinin ikisi de yakinsaktir ve toplamlar esittir [7]

olsun. Bu takdirde,
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3.2. p—ADIK ANALIZDE KUVVET SERILERI

f(X)= ZanX " formal kuvvet serisi verilsin. Eger bu seri bir xe Q,
n=0

icin yakinsak ise f(x)= Zanx” seklinde yazacagiz. xe Q, igin,

n=0

Z a,x" serisinin yakinsak olmas igin gerek ve yeter kosul, ‘anx”
n=0

—0 (n— )

olmasidir. Klasik durumdaki gibi boyle x ’lerin kiimesi bir disktir. Bu diske

yakinsaklik bolgesi denir.

Onerme 3.2.1. f(X)= Z%X" ve p=

1
=0 limsup '\’/m ’

(0< p <o)

olsun.

1. p=0 ise, f(x) sadece x =0 icin yakinsaktir.
2. p=oise, f(x) VxeQ, icin yakinsaktir.

3. 0<p<oo ve lir2|an|p” =0ise, f(x) yak1nsakt1r<:>|x|s,0

4. 0<p<oo ve

a,|p" 0 (n— o) ise, f(x)yakinsaktir & |x| <p

[7]-

Lemma 3.2.1. f(X) ve g(X) formal kuvvet serileri verisin. xe @,
icin, f(x)ve g(x) her ikisi de yakinsak ise bu takdirde,
1. (f +g)(x) yakinsak ve (f + g)(x)= f(x)+ g(x) dir.
2. (fg)(x) yakinsak ve (fg)(x)= f(x)g(x) dir [7].

Teorem 3.2.1. f(X), g(X) formal kuvvet serileri ve g(0)=0 olmak
iizere, h(X)= f[g(X)] olsun. Eger,
i. g(x) yakinsak,
ii. f[g(x)] yakinsak,
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iii. v 7 icin,

bnx”‘ < |g(x)|
oluyor ise bu takdirde, h(x) de yakinsaktir ve f[g(x)]=h(x) dir [7]

3.2.1. Kuvvet Serileriyle Tanimlanan Fonksiyonlar

Lemma 3.2.2. f(X) :ZanX " katsayilart QQ, den olan formal kuvvet

n=0

serisi ve. D Q, bu kuvvet serisinin yakinsaklik bolgesi olsun. Bu takdirde,
f:D—Q,, x— f(x) seklinde tammlanan f(x) fonksiyonu D bélgesinde

stireklidir [7].

Onerme 3.2.2. f(X )zZanX " Q, de formal bir kuvvet serisi ve

n=0

aeQ, icin f(@) yakinsak olsun. Her bir m >0 igin,

b, = Z ( ; )a o™ olmak iizere,

m)"n
nzm

¢(X)=Yh, (X -a)"

m=0
formal kuvvet serisini géz oniine alalim. Bu takdirde,

i. b, serisi, her m i¢in yakinsaktir ve boylece b, iyi tanimhidir.
il. f(X) ve g(X) kuvvet serileri aym yakinsaklik bolgesine sahiptir.
‘ f(A) yakinsaktir < g(A) yakinsaktir.’

iii. Yakinsaklik bolgesinde alan bir A i¢in f(A4) = g(4) dir [7].

Onerme 3.2.3. f(X) ve g(X) formal kuvvet serileri, sabit olmayan bir

(x,) € Q, dizisi verilsin ve x,, — 0 olsun.

Her m i¢in f(x,)=g(x,) oluyorsa, f(X)=g(X)dir [7]
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Lemma 3.2.3. f(X)=) a,X" formal kuvvet serisi sifirdan farkli
yarigapl bir yakinsaklik bolgesine sahip ve f (X), f(X) in formal tiirevi olsun.
xe Q, i¢in f(x) yakinsak ise ayni x i¢in f'(x) de yakinsak ve
fx+h)—f(x)

h

f'(x)=lim

dir [7].

Lemma 3.24. f(X)ve g(X) formal kuvvet serileri verilsin ve
varsayalim ki her ikisi de |x| < p i¢in yakinsak olsun. Eger |x| < p olan her x
icin, f'(x)=g'(x) ise, dyle bir ce Q, sayisi vardir ki formal kuvvet serileri
olarak,

f(X)=g(X)+c
saglanir.
Ozellikle, f(x)ve g(x) aym yakinsaklik diskine sahiptir ve yakinsaklik

bolgesinden alinan her x igin, f(x)=g(x)+c dir [7].

Teorem 3.2.2. (STRASSMAN)
f(X) =Za,1X” =a,+a, X +a, X’ +...
n=0

katsayilart Q, de sifirdan farkli formal bir kuvvet serisi ve lima, =0, yani her

n—ye0

x€ Z, i¢in f(x) yakinsak olsun. N tam sayisl,

|aN|:max|an| ve |an|<|aN , h>N
kosullart ile tammlansin. Bu takdirde f:Z, %Qp, x— f(x) ile tanmimh

fonksiyon en fazla N tane sifir yerine sahiptir [7]
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3.2.2. Baz1 Elemanter Fonksiyonlar

Lemma 3.2.5.

X" x* x° x¢
"“——X—— + - 4

f(X)= Z(l) v 3

serisi |x| <1 i¢in yakinsak, diger durumlar icin 1raksaktir.  Yani serinin
yakinsaklik bolgesi 0—merkezli r=1 yaricaph agik yuvardir. Boylece f(x)
B(0,1) de bir fonksiyon tanimlar: f(x) =log ,(1+x).

Tamm 3.2.1. B=B(l,1) = {xe Z,: |x—1]< 1} =1+ pZ , olmak iizere;
x€ B i¢in p —adik logaritma fonksiyonu

log,(x) =log ,(1+(x—1)) = Z( 1y, (x nl)

olarak tanimlanir.

Onerme 3.2.4. a,be 1+ pZ » olsun. Bu takdirde,
log ,(ab) =log ,(a)+1log ,(b)

saglanr [7].

Lemma 3.2.6. p bir asal say1 olsun.

) =3 2|

prl 2 p—1

saglanir ve ozellikle, |n!|p > p_”/ ) dir,

Lemma 3.2.7.

= X" x* x* x*
X)= =l+X+—+—+—+
g( ) HZ:; n! 21 31 4!

serisini alalim. Bu takdirde, g(x) yakinsaktr & |x|< p™ /()
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Tamm 3.2.2. D=B(0, p /") = {xe z, :|x| < p_l/(p_l)} olsun.

p —adik iistel fonksiyon,

n

— X
exp,(x):D—>Q,, exp,(x)= Z;
n=0 .

ile tanimlanir.

Onerme 3.2.5. Eger x,ye D ise, x+ye D ve
exp,(x+y)=exp,(x)exp,(y)

esitligi saglanr [7].

Lemma 3.2.8. xe Z , ve |x|p < p_l/ (»=) olsun. Bu takdirde;
‘expp (x) —1‘ <1
dir. Yani exp,(x), log, nin tanimlandig bolgededir ve
log ,(exp,(x)) =x
dir.
Tersine olarak, eger |x|p < p_l/ *) jse bu takdirde,
‘logp 1+ x)‘ < p_l/(p_l)
dir. Yani log,(1+x)€ D(exp,) ve
exp,(log ,(1+x))=1+x

dir [7].
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Q, p—adik sayilar cismi cebirsel kapali degildir. Q, cisminin cebirsel

kapanisi olan Q,, |p normuna gore tam degildir. Q, nin | |p normuna

tamlastirilmasiyla C, cismi elde edilir.
3.2.3. C, Kiimesinin Ozellikleri

Onerme 3.2.6. Asagidaki ozellikleri saglayan bir C , Cismi ve onun
tizerinde taniml1 bir | | normu vardir:
i. C, cismi @p yi kapsar ve C, deki || normunun @p ye
kisitlanis1 p —adik normu verir.

ii. C, cismi | | normuna gore tamdir.

iii. Q,, C, deyogundur.
Onerme 3.2.7. C, cebirsel kapalidir [11].
3.24. C, de Analiz

C, nin degerlendirme halkasi veya C, nin tam sayilar halkast,
D={xeC, :|4<1}

kiimesidir.

C , nin degerlendirme ideali ise,

‘13={xe C, :|x|<1}
kiimesidir.
F=/9

rezidii cismi ise [, nin cebirsel bir kapanisidir.
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Q, i¢in bulunan sonuglar C , i¢in de gegerlidir:

i. Bir (a,) cC, dizisinin Cauchy dizisi olmas: igin gerek ve yeter
kosul,
=0

lim |a

n—0c0

—da
n+l nlp

ii. Yakisak bir (a,) c C, dizisi sifirdan farkli a limitine sahipse,
yeterince biiylik n sayis1 icin |an| = |a| esitligi saglanir.
iii.a, € C, olmak lizere, bir Zan serisinin yakinsak olmasi i¢in

gerek.ve yeter kosul,

olmasidr.
iv. a,€ C, olmak iizere, f(X)=) a,X" kuvvet serisi
p= 1/ lim sup ;1/|an| yarigapl acgik yuvar icinde siirekli bir fonksiyon tanimlar. Bu

fonksiyon, |a,|p" — 0(n —> o) olmasi durumunda p yarigaph kapali yuvarda da

an
tanimlanir.

v. Yakinsaklik yarigapt p olan bir f(X)= Z%X "
kuvvet serisi verildiginde, p yarigapl agik (veya kapali) yuvarda ae C, olmak
uzere,

f(x)=a,(x—a)", xe B(a,p) (veya B(a,p))

seklinde bir fonksiyon tanimlanabilir.

vi.Lemma 3.2.1 ve Teorem 3.2.1, C deki kuvvet serileri i¢in de

gecerlidir.
vii.Kuvvet serileriyle tanimlanan fonksiyonlar diferansiyellenebilir
olup

bunlarin tiirevleri, orijinal serinin formal tiirevleri yardimiyla tanimlanir.
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viii. f(x)=>ax" ve g(x)=D bx", C, deiki kuvvet
serisi, (x,,), bu serilerin yakinsaklik disklerinin arakesitlerinde igerilen yakinsak
bir dizi olmak iizere, her m igin, f (x,)=g(x,) oluyorsa bu takdirde her n igin
a, =b, esitligi saglanir.
ix. Strassmann Teoremi ve sonuglart Q | yerine C, ve Z , yerine ©
alinmasiyla gecerlidir.
X. B= {xe D: |x—1| < 1} = B(1,1)=1+P olmak iizere, B de yakinsak
olan kuvvet serisi
log,:B—>C,
biciminde p —adik logaritma fonksiyonu tanimlar. Bu fonksiyon,
log, (xy)=1log,(x)+log,(y). Vx,ye B
esitligini saglar.
xi. D= {xe D: |x| < p_l/(”_l)} = B(O, p_l/(”_l)) olmak iizere, yakinsaklik
bolgesi D olan bir kuvvet serisi,
exp,:D—->C,
biciminde p —adik iistel fonksiyon tanimlar. Bu fonksiyon,
exp, (x+y)=exp,(x)exp,(y) . Vx,yeD
esitligini saglar.

xii.Eger xe D ise ‘expp (x)—l‘ < p "™ dir ve boylece exp, (x)e B

oldugundan,
log, (exp, (x))=x
olur.
xiii. Eger |x —1| <p /) (yani, xe 1+ D) oluyor ise bu
takdirde,

log, (x)e D ve

exp, (logp (x)) =x

bulunur.
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Xiv. p —adik logaritma fonksiyonu B = B(1,1)=1+‘P carpimsal
grubundan, 1+ = B(0,1) toplamsal grubuna bir homomorfizm verir.

xv. p —adik logaritma fonksiyonul+ D = B (1, p_l/ (1) ) carpimsal

grubundan, D =B (O, p_l/ (v _l)) toplamsal grubuna bir izomorfizm tanimlar [7]
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3.3. BAZI p-ADIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bu kesimde, P, (n)=n"+C,_n""+..+C,, C,e Z (genel olarak C,e Q

-1

veya C,€ C,) bir polinom olmak iizere, yakinsaklik bolgesi |x|p < p""? olan

F,(x)= i, (n)

n=0
formundaki fonksiyonlarin sagladigi p —adik diferansiyel denklemlerin cesitli
ozelikleri tizerinde durulacaktir.

P, (n) polinomlarinin bazi 6zel smiflart ve daha genel durumlari i¢in bu

polinomlar yardimiyla tamimlanan F, (x) fonksiyonlarinin sagladigi birinci ve

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin varligi gosterilecek ve bazi
durumlar i¢in boyle diferansiyel denklemlerin insas1 verilecektir.

Homojen olmayan birinci mertebeden diferansiyel denklemlerle benzer
analitik coziimlere sahip sonsuz sayida homojen olmayan ikinci mertebeden

diferansiyel denklem insa edilebilir.

P (n)=n"+C_n""'+..4C,, C € Z bir polinom olmak iizere;

F, (x)zZn!Pk(n)x” (3.1)

n=0

bicimindeki p—adik serileri, degisik acilardan ele alan bir cok calisma
yaymnlanmustir ([3],[5]). Ornegin,

Fy(x)= Zn Ix"
fonksiyonu,

Xw (x)+(Bx=1)w (x)+w(x)=0 (3.3)

bi¢imindeki p —adik diferansiyel denklemin bir analitik ¢oziimiidiir [5]. Burada,
P (n)=n"+C_n""+..4C,, C,eQ (3.4)
olmak iizere, ¢oziimii (3.1) de verilen formdaki analitik fonksiyon olan

diferansiyel

denklemlerin ingas1 ve ¢esitli 6zelikleri incelenecektir.
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Esas olarak, ¢6ziimii bilinen bir diferansiyel denklemi insa etmek iizerinde

durulacaktir.

F,(x)= X0l (n) (3.1

n=0

kuvvet serisinin yakinsaklik bolgesi,
D, ={xe C, :|x|p < pl/(p—l)}

dir. Burada C,, Q, nin cebirsel kapamsidir[13]. @ ye kisitlanmasi

p°

durumunda, her p asal sayist igin, D, :Zp olur. Ayrica, (3.1) serisi reel

durumda herhangi bir 0 # xe Q i¢in yakinsak degildir.

3.3.1 Baz1 p — Adik Diferansiyel Denklemlerin Varlig

F, (x):Zn!Pk(n)x” (3.1)

n=0

seklindeki fonksiyonunun basit durumu olan

Fo(x):Zn!x” (3.2)

n=0

serisi, (3.3) denklemini saglamakla beraber ayn1 zamanda
w (x)+(x=1)w(x)=-1 (3.5)

homojen olmayan birinci mertebeden diferansiyel denkleminin de c¢oOziimii

oldugunu dogrulamak zor degildir. Burada, (3.5) denkleminin
diferansiyellenmesiyle (3.3) elde edilir.

(3.3) ve (3.5) denklemleri birlikte diisiiniilerek, R(x) tam kat sayili bir
rasyonel fonksiyon olmak iizere,
w4+ (3x=1)w + w+R(x)[x2w' +(x-1) w+1] =0 (3.6)

biciminde yazilabilir.
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Boylece (3.2) ¢oziimiine benzer analitik ¢dziime sahip sonsuz sayida

ikinci mertebeden homojen olmayan lineer p—adik diferansiyel denklem

kurulabilir.

Bizise B (x), (1<i<4) olmak iizere,
Rx)w + R () + B (1) w=P,(x) (3)
genel formundaki diferansiyel denklemler iizerinde duracagiz.
Buradaki polinomlar x degiskenine bagli, tam (veya p—adik ) kat sayili
olup w ise, (3.4) de verilen P,(n) polinomuyla birlikte tanimlanan w=F, (x)

bicimindeki fonksiyonlardir.

Onerme 3.3.1. A(x) ve B(x) birer rasyonel kat sayili fonksiyonlar

olsun.

Eger,

Fv(x):Zn!Pv(n)x” (3.8)

n=0
bicimindeki analitik ¢dziime sahip

A(x)F‘:(x)+B(x)Fv(x):C, CeQ (3.9)
A(x)F, (x)+[ A (x)+B(x) |F (x)+ B (x) F, (x) =0 (3.10)
seklinde diferansiyel denklemler varsa, benzer olarak
Fro ()= [ [(n+iV P (n+ ), pez,  (3.11)
n20 izl

seklindeki ¢6ziime sahip olan birinci ve ikinci mertebeden diferansiyel denklemler

de vardir [2].

Ispat:
A(x)F'(x)+B(x)Fv(x):C, CeQ (3.9)

Vv

denklemi
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formunda yazilip elde edilen esitligin birinci tiirevi alinirsa,

A(x)B(x) A(x)B (x)—A (x)B(x)-B*(x)

A =— , B = , i
l(x) B (JC) l(x) B (X) yem
rasyonel fonksiyonlar olmak iizere,
A (x)F, (x)+B,(x) F,(x)=C
biciminde (3.9) e benzer formda yeni bir diferansiyel denklem elde edilir.
Buislemin g defa tekrar edilmesiyle,
(u+1) —
A, (x) ) (x)+ B, (x) Ff (x)=C
denklemi elde edilir.
(3.8) ve (3.11) de verilen F,(x) ve F,, (x) fonksiyonlar igin,
FY (x)=F,., (x)
esitligi goz Oniine alinarak £, i¢in,
A, (x)F,,, (x)+B,(x)F,, (x)=C (3.12)

bigiminde, (3.9) tekine benzer bir denklem elde edilir. Bu fonksiyonun sagladig

ikinci mertebeden diferansiyel denklem ise,
A, (x)F/:+V (x)+[A/'l (x)+ B, (x)] F/;+V (x)+ B/'l (x)F/H (x) =0 (3.13)

olur.
Onerme 3.3.1 in ispatindan asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.3.1.
A(x)F (x)+B(x)F. (x)=C, CeQ (3.9)
A)F (x)+[A (1) + B()]F (x)+ B (x)F.(x) =0 (3.10)

diferansiyel denklemlerini saglayan

F,(x)= Xt (n) ' (38)

n=0
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fonksiyonunun herhangi bir mertebeden tiirevlerini ¢6ziim kabul eden (3.9) ve

(3.10) denklemlerine benzer sekilde birinci ve ikinci mertebeden diferansiyel

denklemler kurulabilir [2].

Onerme 3.3.2. Eger,

F,(x)= Xt (n) '

n=0

analitik ¢oziimiine sahip olan
A(x)F,(x)+ B(x)F,(x)=C. C<Q
A(x)F, (x)+[ A (x)+B(x) |F, (x)+ B (x) F, (x) =0
diferansiyel denklemleri varsa bu takdirde benzer olarak,

G,(x)=x"F,(x)=x"Y_n!P (n)x", me N

n=0

analitik ¢oziimiine sahip diferansiyel denklemler de vardir [2]

ispat:
G,(x)=x"F (x), me N
ise,
dir. Bulunan bu esitlikler (3.9) da yerlerine yazilirsa,

A(x) ve Bl(x):B(x) mA(x)

olmak iizere,
A,(2)G,(x)+ B, ()G, (1) =C
elde edilir. (3.15) in diferansiyellenmesiyle,

4,(x)G,(x)+[ A (x)+B,(x) |G, (x)+ B ()G, (x) =0

ikinci mertebeden diferansiyel denklemi bulunur.
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F (x) =x"G, (x) ve E (x) = x_'"G") (x) - mx_'”_le (x)

(3.9)

(3.10)

(3.14)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



Onerme 3.3.3.
F (x)=)_nln"x", k=12,.. (3.17)

n=0

analitik c¢oziimiine sahip birinci ve ikinci mertebeden diferansiyel denklemler
vardir [2].
Ispat: Sonug 3.3.1 e gore,
2w (x)+(x=1)w(x)=-1 (3.5)
ve
Xw+(Bx=D)w +w+ R(x)[xzw' +(x—-1)w+ 1} =0 (3.6)
denklemlerinin ¢6ziimii olan

x):Zn!x” (3.2)

n=0

fonksiyonunun,

F

o (x)= Zn!nx"‘l

n=0
seklindeki tiirev fonksiyonunun sagladigi diferansiyel denklemler vardir. Yine

Onerme 3.3.2 ile,
F (x)=xF,(x z n'nx"

n=0
fonksiyonunun sagladig diferansiyel denklemler de vardir.

Bu adimlarin k defa tekranyla, elde edilecek;

:Zn!nkx

n=0
fonksiyonunun da sagladigi birinci ve ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin

var oldugu sonucuna varilir.

Onerme 3.3.4.
x):Zn!(n+0()x", aeQ (3.18)

n=0

analitik c¢oziimiine sahip birinci ve ikinci mertebeden diferansiyel denklemler

vardir [2].
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Ispat: G, (x)=x“F,(x)=) nlx"*

>0
fonksiyonunu tanimlayalim. Onerme 3.3.2 ye gore eger ae N ise, G,(x)
analitik fonksiyonunun sagladigi birinci ve ikinci mertebeden diferansiyel
denklemler vardir. Aym yolla @€ Q veya e C, olmasi durumunda da G, (x)
in birinci mertebeden diferansiyel bir denklemin ¢oziimii oldugu gosterilebilir.
G, (x) i¢in elde edilen esitligin diferansiyellenmesiyle G, (x) in sagladig: birinci
mertebeden diferansiyel denklem elde edilebilir (Sonug¢ 3.3.1 ile). Onerme 3.3.2

dekine benzer metotla,

P, (x)=xG,(x)=D n!(n+a)x"

n=0
fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden diferansiyel denklemler i¢in analitik
bir ¢6ziim oldugu goriilebilir.

Aciktir ki,

1
F (x)=Xn[](n+a)" x", k+k,+..k, =k, a,eQ  (3.19)

n=0 i=1
formundaki p—adik kuvvet serisi, birinci mertebeden ve dolayisiyla ikinci
mertebeden bir homojen diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimiidiir.

(3.19) da ,€Q, (veya @ e C,) olarak alndiginda, ele alinan kiime
Q, (veyaC ) ye kisitlanmig olur. Bununla birlikte &, € Q alinirsa, herhangi bir
P 4 i

p asal saysticin C de gegerli sonuglar elde edilir.

Teorem 3.3.1.
P (n)=n*+C_n""+..4C,, C,eQ, (veyaC,eC,)

olmak iizere,

F,(x)= X0l (n)

n=0

biciminde tamimlanan her bir F,(x) fonksiyonunun sagladigi birinci ve

dolayistyla ikinci mertebeden diferansiyel bir denklem vardir [2]
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ispat: C ,» @, nin cebirsel kapanisi oldugundan P, (n) polinomu

k
Pl<(n):H(n+ai)’ Q. € (Cp’

i=1

biciminde yazilirsa, istenen elde edilebilir.

3.3.2. Baz1 p — Adik Diferansiyel Denklemlerin Insasi

P.(n)  polinomunun  basit formlart  yardimiyla  tamimlanan

F.(x)=)n!P,(n)x" fonksiyonlarimn sagladi diferansiyel denklemleri inga

etmenin bircok yolu vardir.

U, (x) ve V_, (x) tam kat sayil1 polinomlar olmak iizere;
D nln‘x", k=0,12,..

bicimindeki fonksiyonlar i¢in asagidaki bagintilar saglanir [5] :

XY nln' x"+U (%)) onlx" =V, (x) (3.20)

Bu bagmtilarn ilk tigii:

xZn!nx”+(x—l)Zn!x” =—1 (3.21)

n=>0 n=>0
xZZn!nzx”+(—x2+3x—1)2n!x” =2x—1 (3.22)
n=>0 n=0
xSZn!ifx” +(x3 —7x° +6x—1)2n!x” =-3x>+5x-1 (3.23)
n=0 n=>0

seklindedir.
Bu bagitilar F, (x) fonksiyonun bazi basit durumlarinin sagladigi yeni

diferansiyel denklemler inga etmede kullanilabilir.

Ornek 3.3.1. F,(x)=) n!x" fonksiyonunun sagladigi diferansiyel

denklemler:

Fy(x)=) nlx" ise, Fy(x)=)_nlnx"" dir.
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xZn!nx”+(x—l)Zn!x" =-1 (3.21)

n=0 n=0

bagintist diizenlenerek,

x.xZ:n!nx"_1 +(x—l)2n!x” =-1

n21 n>0
xzzmnx”_l +(x—1)Zn!x” =-1
n=1 n=>0
XF (x)+(x=1) F,(x)=-1 (3.24)

bi¢iminde (3.5) denklemi, (3.24) iin diferansiyellenmesiyle,
szO"(x)+(3x—l)F0'(x)+F0 (x)=0 (3.25)

seklinde (3.3) denklemi elde edilir.

Ornek 3.3.2. Fl(x)zzmnx” fonksiyonunun sagladigir diferansiyel
denklemler:
F (x)= Zn In*x"!

dir. (3.21) den,

bulunur. Bu esitlik (3.22) de kullanilirsa,

X (x—l)Z:n!nzx”_1 +(x2 —3x+l)2n!nx” =x

n>l1 n=0

ve

X (x=1)F (x)+(x* =3x+1) F (x)=x (3.26)
Bulunan bu esitlik x ile boliiniir ve tiirevi alinirsa,

XF (x)+x(3x=1)F (x)+(x+1)F (x)=0 (3.27)

elde edilir.

Ornek 3.3.3. F,(x)=) n!(n+1)x" fonksiyonunun sagladig1 diferansiyel

denklemler:

37



=Y nln(n+1)x"" dir. (3.21) esitligi x ile carpilir ve (3.22)

nx1
esitligi ile taraf tarafa toplanirsa,

XZZn!n(n%—l)x"+(2x—1)2n!x” =x-1,

n=0 n=0

x2x2n!n(n+l x” 1+ 2x— 1 Zn‘x =x-1,

n1 n=0

x2x2n!n(n+1)x”_l+(2x—1)2n!x”+(2x—1)=x—1,

n>l1 n>l1

xzxZn!n(n+l)x"_l+(2x—1)2n!x" +(2x—l):x—l,

nx1 nx1

xzxz:n!n(n+l)x”_1 +(2x—l)2n!x” =—x

nx1 nx1
olur. Iki taraf x ile boliiniir ve ikinci toplamda n — n+1 degisken degisimi
yapilirsa,

xzzmn(n+1)x”_l+(2x—1)zn!x”“ =—1,

n=1 n=1
)CZZ:n!n(n+l)x”_1 +(2x—1)2n!(n+l)x" =-1
nx1 n>0
F (x)+(2x—-1)F (x)=-1 (3.28)

Bu esitligin tiirevlenmesiyle,
X°F (x)+(4x-1)F, (x)+2F (x)=0 (3.29)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek 3.34. F,(x)=) n!(n+1)(n+2)x" fonksiyonunun sagladig:

diferansiyel denklemler:

:Zn!n(n+1)(n+2)x"_l, xFé(x):Zn!n(n+l)(n+2)x” ve

nx1 nx1

X°F, (x)= xZn!n(n+l)(n+2) x" dir.

n1
(3.21) 2x” ile (3.26) 3x ile garpilir ve elde edilen yeni esitlikler, (3.23)
ile taraf tarafa toplanirsa,

x32n!n(n+l)(n+2)x” +(3x—1)2n!x" =x"+2x-1

n=0 n=0

bulunur. Buradan,
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xZn!n(n+l)(n+2)x”+2+(3x—1)2n!x” =x>+2x-1,

n=0 n=0
yazilir ve ilk toplamda n — n—2 degisimi yapilir, ikinci toplaminn =0 ve n=1

degerleri acik yazilirsa,

xzn!(n—Z)x” +(3x—1)2n!x” =-2x’

n=2 n>2

buradan, iki taraf x* ile boliindiigiinde,

)CZ:n!(n—Z)x"_2 +(3)€—1)Z:n!x"_2 =-2

nx2 n2

elde edilir. Son olarak, her iki toplamda n — n+2 degisimi yapilir ve bulunan

esitlikte, F,(x), F,(x), xF,(x), x*F, (x) in yukandaki degerleri kullanilirsa,

xZn!n(n+l)(n+2)x”+(3x—1)2n!(n+1)(n+2)x” =-2,

n=0 n=0

xzzmn(n+1)(n+2)x”_l+(3x—1)2n!(n+1)(n+2)x” =2

nl1 n=0

ve boylece

XF, (x)+(3x—1)F,(x)=-2 (3.30)
bulunur. Bu esitlikte tiirev alindiginda,

x*F, (x)+(5x=1) F, (x)+3F,(x)=0 (3.31)

ikinci mertebeden diferansiyel denklemi elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

41.  F/(x)=).nn'x"  FONKSIYONLARININ  SAGLADIGI

n=0

DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bir onceki bolimden k>0 olmak iizere, F,(x)=) nln‘x"
n=0

fonksiyonlarinin sagladigi diferansiyel denklemlerin varligimm biliyoruz. Simdi

ise, F, (x) fonksiyonlarini ¢6ziim kabul eden

XZUk (X)F/; (x)+[_Uk+1 (x)] F, (x) =A (x)
seklindeki diferansiyel denklemlerdeki U, (x), A,(x) polinom Kkatsayilarinin
sagladig bagintilart inceleyelim.

k=0 igin, F,(x)=) nlx" fonksiyonunun sagladigi diferansiyel

n=0
denklem, Ornek 3.3.1 ile
X (1) Fy(x)+(—x+1) Fy (x) =1

dir. Burada, U,(x)=-1, =U,(x)=-x+1 ve A (x)=1 dir.

k=1 igin, F(x)=> nlnx" fonksiyonunun sagladigi diferansiyel
n=0
denklem, Ornek 3.3 2 ile
(x-1)F (x)+(x2 —3x+l)F1 (x)=x

dir. Burada, U, (x)=x-1, U, (x)=x>=3x+1 ve A (x)=x dir.

k=2 ic¢in, F,(x)=> n!n’x" fonksiyonunun sagladigi diferansiyel

n=0

denklem ise

x’ (—x2 +3x—1)F2' (x)+(—x3 +7x° —6x+1)F2 (x)=x(x+1)
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seklinde belirlenebilir. Burada U, (x)=-x"+3x-1, -U,(x)=-x"+7x> —6x+1

ve A, (x)=x(x+1) dir.

k20 igin, F (x)=>) nln*x" fonksiyonunun sagladigi diferansiyel

n=0

denklem:
XZUk (X)F/; (x)+[_Uk+1 (x)] F, (x) =A (x)

olsun.

Simdi  k+1 igin F, (x)=) n!n""x" fonksiyonunun sagladig

n=0

diferansiyel denklemi olugturalim.

saglanir.

F,(x)=) nln"x" fonksiyonunun sagladig:

n=0
szk (x) Fkl (x)+[_Uk+1 (x)] F, (x) =A (x)
denkleminin tiirevi alinirsa:
U, () F (2) H[0, (0)] =V (] F (1) =, (1) Fe () = 4, (1)
(2)
esitligi elde edilir.

Diger taraftan F, (x)=)_n!n*x" fonksiyonunun sagladig:
n=0

XU, (x)F, (x)+[_Uk+1 (x)] F(x)=4,(x)

denkleminden,

esitligi elde edilir.
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Simdi, (2) esitligi U,,,(x) ile ¢arpihip (3) esitligi kullamlirsa, x degiskenine

bagh U, (x) ve A (x) polinomlari igin,

XUU, F +{|:x2Uk ] _Uk+1} UeaF, ~ I:szk F A ] Upa =UaA,
bulunur. Buradan, (1) esitliklerinin kullamlmasiyla,
F

k+1 +

XU

k+1

L]k
elde edilir. Boylece,

2|vu,, -UuU., |+xUU,, -UZ
_U:|:kk1 kkl:' K k1 Bloe A =y

k+2 k+1 T
l]k

olarak alinirsa,

F. (x)= in "y

n=0

fonksiyonun sagladig: diferansiyel denklem
szk+1 (x) Fkv+1 (x) + |:_Uk+2 (x)] F, (x) = A (x)
olarak bulunur.

Yukaridaki tartismadan asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4.1.1. k >0 olmak kosuluyla,

F, (x)= in!nkx”

n=0

fonksiyonlarini ¢6ziim kabul eden

XU () F (x)+[ U (x) ] F (x) = A (%)
biciminde diferansiyel denklemler vardir. Bu diferansiyel denklemlerde,
degiskenine bagli U, (x) ve A (x) fonksiyonlant igin, U,(x)=

U, (x)=—-x+1 ve k =2 olmak iizere; asagidaki rekiirans formiilleri gegerlidir:
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{xz |:U1;Uk+l _UkUI'c+1:|+ xUU,,, ~Ug, }F —y AU, -AU,.,
ket AT

X

-1,



" (x)zx’z (UL (x)U,, (x) Uk_z(x)U _1 (();))]+xUk () U, (x)-UZ, (x)
A ()= AL A (UL
4~2~Fk(x)=in! ) (n+a ", @ eC, FONKSIYONLARININ

SAGLADIGI DIFERANSIYEL DENKLEMLER

oo k
Bu kesimde aeC, olmak iizere, F,(x)=> n![J(n+a)x

n=0 i=1
fonksiyonlarimi ¢6ziim kabul eden
A (%) F, (x)+B (%) F, (x) =C, (x)

formundaki diferansiyel denklemi inga edecegiz.

k=1 igin, F(x)=)n!(n+a)x" fonksiyonunun sagladig: diferansiyel

n=0

denklem:

k=0 igin, F,( Zn'x fonksiyonunun sagladig diferansiyel denklem

n=0

Ornek 3.3.1 den;
Fy(x)+(x=1)F,(x)=-1

olmak iizere,

G, (x)=x"F,( Z nlx"
olarak tanimlandiginda,

F,(x)=x"%G,(x) ve F,(x)=x"%G,(x)-ax“"'G,(x)
esitlikleri denklemde, yerlerine yazilirsa,
x°G, (x) —[(0{1 -1)x+ 1] G, (x)=x"

elde edilir. Bu denklemin diferansiyellenmesiyle elde edilecek yeni denklemde
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G.(x)=x""F,(x) ve G, (x)=x"F, (x)+(@ ~1)2""F,(x)

esitlikleri ~ kullamlirsa, F, (x)= Zn (n+a,)x"  fonksiyonunun sagladig
n=0

diferansiyel denklem:
X’ [(0{1 —1)x+l]Fl' (x)+[(0{1 -’ +(e —3))(—1]1[7l (x)=—(, —l)2 x—1
olarak bulunur. Burada,

x)=x2 [(al—l)x+l},

B =(aq-1)x"+(,-3)x-1 ve C (x)=—(e, —1)2 x—1

dir.

k=2 igin, F,(x)= in (n+a,)(n+a,)x" fonksiyonunun sagladigi

n=0
diferansiyel denklemi insa edelim.
G,(x)=x"F (x)=) nl(n+a)x""
olarak tanimlandiginda,
F(x)=2G,(x) ve F(x) =G, (x)-an "G, ()
esitlikleri, F ( Zn' n+a,)x" fonksiyonunun sagladigi denklemde yerlerine
n=0

yazilip elde edilen G, (x) e bagh diferansiyel denklem tiirevlenir ve yeni esitlikte

G, (x)=x“"F,(x) ve G,(x)=x""F,(x)+(a -1)x""F,(x)

esitlikleri kullamlirsa, F, ( Zn' n+a,)(n+a,)x" fonksiyonunun sagladig
n=0

diferansiyel denklem:

[ (a=1)x+1][ (o =1) (@, =1) ¥ + (& +@, = 3) x+1] F, (x)
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+Hax (e, -1)[ (e =) x+1][ (o = 1) (@, —1) x> + (0 + @, —3) x+1]
+x[3(e —1)x+2][ (& —1) (@, —1) ¥ +( + @, =3) x +1]
- [(a-1) x+1][2(e 1) (e, ~1) x+ &, + @, - 3]
~[(er=1)(a,~1)x* +(eq + @, =3) x+1] } £, ()
=x[ (e -1)" x+a; |[2(a~1)(e, ~1)x+; + 2, -3]
~[(@=1) (& +1)x+ @, |[ (@ —1)(e ~1) x>+ (g + @, ~3) x+1]
olur. Burada,

A (x)=x[(e —1)X+1][(0’1 1) (o, - 1) X’ +(a, +, —3)x+1],

B, (x)=x(a, -1)[ (@ —1)x+1][ (& ~1) (e, =1) " + (0 + @, =3) x +1]
+x[3(a1—1)x+2][(a1—1)(a2—1)x2+(0¢1+a2—3)x+1]
[ (-1 x+1][ 2(e -1) (2, — 1) x+a, + o, = 3]

e (et

C,(x)=x|(@-1) x+a |[2(e ~1)(@,~1) ¥+ +a,~3]

~[(@-1) (& +1) v+ e, |[(@-1)(@,~1) ¥ +(a +@, ~3) x+1]

oo k
k21 igin, F (x)=) n[](n+e)x" fonksiyonunun sagladig
n=0 i=1

diferansiyel denklem A, (x), B, (x) ve C,(x) polinomlar1 x degiskenine bagh

olmak iizere;

olsun.

o k+1
k+1 igin,  F.,(x)=>n![J(n+e)x" fonksiyonunun sagladig

n=0 i=1

diferansiyel denklem:
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G, (x)=x"F,( Zn‘H n+a, )x" %

tanimlandiginda,
F (x) =x le+1( ) Fkl (x) = x_akHG/Im (x) AR 1Gk+1( ) (1)
ve

G1I<+1 (x) = x%l_len (x), G1:+1 (x) = xakﬂ_lelu (x)+(ak+1 _l)x%l_szH (x)
olur.

F, (x) in sagladig
A, () F (x)+ B, (x) F (x) = C, (x)
denkleminde (1) degerleri yerlerine yazilirsa,

Ak(x)Gllc+l('x)+|:Bk('x) X, A (x )]Gkﬂ(x):x%lck (x)

olur. Bu denklem,
|:Bk (x) x 6¥k+1A ( )] Gk+1 (X) = xaMCk (x)_Ak (x)Gllc+l (x)

oldugu dikkate alinip diferansiyellenirse,

HA ([ B ()24, ()]~ 4 () B (1) -4, ()]
+[B,(x) - A, (x)]z}GM )
=[x C, (x) ][ B, (x) =5 @d, (x) =[x C, () ][ B, (%) - x '@ 04, (x)]
elde edilir. Bu esitlikte (2) degerleri kullamlirsa,
A (0) B (%)= x"'ar A (%) | Fry ()
+H{x" (e, =1) A, (x)] B, (x) - x4, (x } (x)[ B (x) = 2@ A () ]

x)I:Bk( -X ak+lA :I +|:B —-X ak+lA 2}};‘k-#l
[

=x' "% {[x”’”lck (x)][Bk (x) X “k+1A( )] [ a“C x] Bk X a"“A( )}}

olarak bulunur.

x)l:Bk( —x ak+1A( )]G/:H(x)
ne
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Bu tartisma ile agagidaki teorem elde edilmis olur:

Teorem 4.2.1. k >1 olmak kosuluyla,

F, (x)zin!ﬁ(n+ai)x”

n=0 i=1

fonksiyonlarini ¢6ziim kabul eden

A (x)F, (x)+ B, (x) F, (x)=C, ()
biciminde diferansiyel denklemler vardir. ~ Bu denklemlerde A, (x)=x",
B,(x)=x-1, C,(x)=-1 ve k=>lolmak iizere, x degiskenine bagh A (x),

B, (x) ve C, (x) polinomlari i¢in asagidaki rekiirans formiilleri saglanir:

(xX)=4, (x)|:Bk—1 (x)—x"a A (x)] ’

B (x)=x"(a -1)A_ (x)|:Bk—1 (x)—x"or A (x)} + A (x)|:Bk—1 (x)—x"or A (x)}

— A (X)I:Bk—l (x) _x_lakAk—l (x)] + |:Bk—1 (x) _x_lakAk—l (x)]z

Co(x)=x"" {[x% Ceai (x)] I:Bk—l (x)-x"% A (x):l - |:xak Ceai (x)] |:Bk—l (x) -2 A (x)}}

dir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1. SONUCLAR

Bu calismada asagidaki sonuglar elde edilmistir:

1) k>0 olmak kosuluyla, F,(x)=) n!ln‘x" fonksiyonlarm ¢oziim

n=0

kabul eden

XU () F (x)+[ U (1) ] F (x) = A (%)
bicimindeki diferansiyel denklemlerde, x degiskenine bagh U, (x) ve A, (x)
fonksiyonlar1 i¢in, U,(x)=-1, U,(x)=-x+1 ve k>2olmak iizere; asagidaki

rekiirans formiillerinin gerceklendigi gosterilmistir:

_ X [Uzlc—z (x)Uk—l (x) e (X)U/;—l (x)] +xU,_, (x)Uk—l (x) _Uk2—1 (x)
U (x)

-U, (x)

veE

A (x) —y A (X)Uk (;)__(Iik)_l ()C)U,; (x) '

oo k
2) k=1 olmak kosuluyla, F,(x)=> n![J(n+a)x" fonksiyonlarm

n=0 -l
¢Oziim kabul eden

A, (%) F (x)+B, (x) F (x) = G, (x)
formundaki diferansiyel denklemlerde, k =1olmak iizere; x degiskenine bagl
A (x), B.(x) ve C,(x) kat sayilari i¢in asagidaki rekiirans formiillerinin
saglandig gosterilmistir:

A (x)=A_ (x) [Bk_l (x)- oA (x)] ,

B, (x)= x (o, -1)A,_, (%) [Bk_l (x)- oA (x)] +A,_ (x) [Bk_l (x)- oA (x)]

— A (X)I:Bk—l (x) _x_lakAk—l (x)] + |:Bk—1 (x) _x_lakAk—l (x)]z

C(x)=x"" {[x% Ceai (x)] I:Bk—l (x)-x" A (x):l - |:xak Ceai (x)] |:Bk—l (x) -2 A (x)}}
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5.2. ONERILER

Bu  caligmada P (n) polinomu  ©ozel  secgilerek  ¢oziimii
F, (x):in!Pk(n)x” biciminde olan p —adik diferansiyel denklemlerin varligi
n=0
ve insast incelenmistir. P (n) keyfi bir polinom olmak iizere, ¢Oziimii
Fk(x):in!Pk(n)x” kuvvet serisi olan ve varh [2] ile bilinen p-—adik
n=0
diferansiyel denklemlerin bicimi incelenebilir.
Ayrica, ¢oziimii genel F (x):ianx” kuvvet serisi ile verilen p—adik
n=0

diferansiyel denklemlerin varlig1 ve bi¢imi arastirilabilir.
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