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Tezde D ={(x,):0<x<1,0<t<T} bdlgesinde homojen olmayan

u,=u, +f(x1)
151 iletimi denklemi icin

u (0,6)=v(r), 0<t<T

xu(x,t)dx:,u(t), 0<t<T

o —

sinir kosullar1 ve
u(x,0)=u,(x), 0<x<1

baslangi¢ kosullar1 g6z oniine alimir. Lokal olmayan sinir kosullar noktasal klasik
olmayan sir deger problemine indirgenir ve degiskenlere ayirarak problemin
¢Oziimii bulunur.  Coziimiin varlign gosterilirken karsilagilan Sturm-Liouville
probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 bulunur, 6zfonksiyonlara gore ayrisimi elde
edilir. Bu bicimde siir deger problemleri ile 1s1 degisimi, difiizyon olaylarinda,

ekonomi problemlerinde karsilasilabilir.

Anahtar Kelimeler: Is1iletim denklemi, lokal olmayan sinir deger problemi,

integral sinir kosulu.



ABSTRACT

In this work, it is considered non—homegenous heat equation
ut = u.wc + f (x’t)
with the boundary conditions

uX(O,t):v(t), 0<t<T

ey —

xu(x,t)dx:,u(t), 0<t<T

and the initial condition
u(x,0)=u,(x), 0<x<1

Non-local boundary conditions are reduced to pointwise non classical
boundary value problem. It is applied the metod of separation variables to this
problem. It is found eigenvalues and eigenfunctions of Sturm-Liouville problem
which appears in the solution, the expansion according to eigenfunctions is obtained.
It is shown the existence of solution of the boundary value problem which is
consider. This kind of boundary value problems appears on heat variation, diffusion

and economy problems.

Key Words: Heat equation, non-local boundary value problem, integral

condition.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Kendisi ve n.dereceden tiirevi siirekli olan fonksiyonlar kiimesi
y(x)e " fonksiyonlar kiimesi

{(x1):0<x<1,0<t<T}

D bolgesinin kapanisi

Lineer diferansiyel ifade

[(y) nin eslenik diferansiyel ifadesi

Sinir kosullari
Diferansiyel operator

L ’nin eslenik operatorii
Ozdeger

Kronecker delta sembolii

Sicaklik
Sicaklik degisim hiz1

Sicaklik egrisinin kabariklig



1. GIRIS

Cubukta 1s1nin dagilimi olayinin matematiksel modeli daha 6ncelerden (1800
yillarinda) dikkat cekmistir ve problemin 2.mertebeden parabolik tip denklemlerle

ifadesine vardmistir. Sinirda 151 degisimi ise farklh sekillerde ifade edilmistir.

Ornegin [0,!] boyundaki homojen bir gubukta 1s1 dagilimi incelendiginde, uglardaki

sicaklik uygun olarak 7}, 7, ise sinir kosulu:
u(O,t) =T, u(l,t) =T,

olarak ifade edilir. Burada u(x,t) ile + aninda x noktasindaki sicaklik gosterilir.

Fakat, her bir fiziksel olay bir zaman i¢inde olusur ve bu nedenle bir baslangi¢

aninda olay1 matematiksel olarak ifade etmek gerekir. Baslangi¢ olarak =0 alinirsa

ve bu anda ¢ubuktaki sicaklik dagilminin ¢(x) oldugu diisiiniiliirse

u(x,0) = ¢(x)

seklinde olan baslangi¢ kosulunun verilmesine gerek duyulur. Dolayisiyla, fiziksel

olaya bagil olarak cesitli baslangi¢c ve sinir kosullar ile karsilagilir.

Bir¢ok 1s1 transferi, difiizyon ve ekonomi problemlerinde smir kosullari

sadece uc¢ noktalarinda degil biitiin alana ait olarak integral biciminde verilebilir.
Ornegin, 1s1tllmis ince gubukta toplam 1s1 miktarinin degisimi x(¢) ile ifade edilirse,

1s1 dagilimi igin
!
Ju (x,1)dx=u(t)
0

biciminde sinir kogulu ile karsilasilabilir.

Tezde 1s1 iletim denklemi i¢in, simir kosulu integral biciminde verilmis bir

sinir deger problemi ele alimr. D ={(x,¢):0<x<1,0<t<T} bdlgesinde

—=——+F(x1) (1.1)



denklemi i¢in

v,(0,t)=v(r),0<r<T (1.2)

xv(x,t)dx=pu(t),0<t<T (1.3)

O C—y —

sinir kosullarini ve
v(x,0)=1,(x), 0<x<1 (1.4)

baslangi¢c kosulunu saglayan ¢oziim aranir. Goriildiigii gibi (1.3) sinir kosulu bizim
alistigimiz uclarda verilen adi simir kosulu degildir. Bundan dolay1 bilinen
matematiksel fizik yontemleri (1.1)-(1.4) probleminin ¢6ziimiine dogrudan

uygulanamaz.

Tezde hedeflerimizden birisi (1.1)-(1.4) bigciminde sinir deger problemini
degisken doniisiimii ve islemler yaparak noktasal sinir kosulari ile verilmis bir sinir

deger problemine indirgemektir. Bunun i¢in,

V(x1)= %(3)6— 2)v (1) + 4 (1)
olmak iizere,

v(x,t)=u(x,1)+V (x1)

biciminde olan bir degisken doniisiimii tanimlanir ve (1.1)-(1.4) sinir deger problemi

asagidaki bicimde olan:
du Ju
—=—+ ,t), (x,t)e D 1.5
at axz f('x ) (X ) ( )
a_u =0,0<t<T (1,6)
x|,
u
= +u(0,t)—u(lL,t)=0, 0<t<T (1.7)
xx:l




u(x,0)=p(x), 0<x<1 (1.8)

noktasal klasik olmayan bir sinir deger problemine indirgenir. Bu problemin ¢6ziimii

asagidaki bicimde iki sinir deger probleminin toplami biciminde aranir.

ou du
I. —=—,(x,t)e D,
5 "o (V)€
a—u =0, 0<¢t<T
axeO ’
Ju
—| +u(0,r)-u(l,r)=0,0<t<T
ox| ’
u(x,0)=¢(x), 0<x<1
ou du
11. Eza—xz+f(x,t),(x,t)ED,
a—u =0, 0<¢t<T
axx:() ’
Ju
—| +u(0,)-u(l,r)=0,0<t<T
ox| ., ’

u(x,0)=0, 0<x<1

Problemi ¢6zmek igin degiskenlere ayirma veya Fourier metodu

uygulandiginda asagidaki bicimde olan Sturm-Liouville problemi ile karsilasiriz:

X"(x)+AX (x)=0,0<x<1
X’(0)=0 (1.9)

Elde edilen bu sinir deger probleminin 6zdeger ve Ozfonksiyonlarinin

incelenmesine gerek duyulur. Ciikii (1.5)-(1.8) smir deger probleminin ¢éziimiiniin



varligi, (1.9) problemi icin 6zdeger ve 6zfonksiyonlara gore ayrisim problemi ile

dogrudan bagilidir. Gergekten, —,n=1,2,..., (1.9) probleminin dzdegerleri ve bu
0zdegerlere uygun 6zfonksiyonlar da X (x) , n=1,2,...,ise, (1.5)-(1.8) probleminin

¢Ozimiiniin
u(xr)=3 AX, (x)e"
n=l1

biciminde oldugu elde edilir. Burada baslangi¢ kosulu saglatilirsa

esitligi bulunur. Bu esitlik ise, baslangigta verilen ¢(x)fonksiyonunun (1.9)

probleminin 6zfonksiyonlarina gore ayrigimidir.

Dolayisilya (1.5)-(1.8) sinir deger probleminin ¢dziimii sirasinda, problemin
baslangi¢ kosulunda verilen @(x) fonksiyonunun (1.9) Strum Liouville probleminin
ozfonksiyonlarina gore ayrisimi ile karsilagilir. Karsilagilan bu ayrisim problemi ise

ele alinan problemin 6zeslenik olup olmamasi ile yakindan ilgilidir.

Tezde (1.9) problemine eslenik simir deger problemi insa edilirse:

Y’ (x)+AY(x)=0, 0<x<l1

(1.9) probleminin 6zeslenik olmadig1 goriiliir. Ozeslenik durumda ayrisim problemi
daha onceden coziilmiistir. Ozeslenik olmayan durumda ise simr kosullarinin
regiiler, hem de kuvvetli regiiler olmasi ile ayristm veya tabanlik problemi 6nem

tasir.

Tezde (1.9) sinir deger problemine iliskin yukaridaki sorular incelenir ve ele

alman (1.1)-(1.4) 1s1 transferi probleminin ¢6ziimiiniin varhigi gosterilir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Matematiksel modellerin bir ¢ogu 6zellikle ekonomi [16] ve 1s1 transferi ile
ilgili problemler parabolik tip denklemler icin integral biciminde sinir kosulu ile

ifade edilebilir. Ornegin, ince 1s1tilmis gubukta 1s1 daglimi
1
Ju(x,t)dx =u(1)
0

biciminde sinir kosulu ile ifade edilir. Burada u(x,t) t aninda x noktasindaki 1s1y1,

,u(t) ise cubuktaki toplam 1s1 miktarindaki degisme kuralimi belirtir [3], [17], [18].

Simir  kosulu integral biciminde verildiginde problemin ¢Oziimiinii
kolaylastirmak icin ele alinan problemi daha basit hale getirmek yani noktasal sinir
kosullarina indirgemek onemlidir. Ciinkii ancak bu durumda elde edilen karigik sinir
deger problemine matematiksel fizigin yontemleri uygulanabilir.  Tezde bu
indirgeme sonucunda homojen olmayan 1st iletimi denklemi i¢in ¢ubugun farkli
uclarinda sinir kosullar1 bulunur.  Ardindan problemin lineerligi kullanilarak

degiskenlere ayirma veya Fourier metodu uygulanir [22], [23].

Degiskenlere ayirma sonucunda problemin ¢6ziimii sirasinda 2.mertebeden
adi diferansiyel denklemler i¢cin sinir deger problemi ile karsilasilir. Coziimiin
varlig1 icin 6zdeger ve 6zfonksiyon probleminin veya Sturm-Liouville probleminin
incelenmesi gerekir. Bu sekilde olan problemler n.mertebeden adi diferansiyel
denklemler icin [1], [4]’da, 2.mertebeden denklemler icin ise [5], [6] ve baska
kaynaklarda ele alinir. Bu calismalardan kullamilarak 6zdeger ve ozfonksiyon

problemi incelenir.

Coziim sirasinda elde edilen Sturm-Liouville problemi 6zeslenik degildir.
Ancak sinir kosullan regiiler, kuvvetli regiilerdir [1]. Bu durumda baslangi¢ kosulda
verilen fonksiyonun 6zfonksiyonlara gore ayrisimi igin [1], [7], [8]’daki sonug¢lardan
kullanihir. Ozeslenik durumunda benzer problemler bir¢ok calismada yapilmistir [1],
[9], [10]. Hatirlatalim ki, Strum-Liouville probleminde sinir kosullar regiiler ancak

kuvvetli regiiler olmayan durumunda, 6zfonksiyonlara gére ayrisim problemleri veya



ozfonksiyonlarin tabanligi problemleri [3], [11-15], ¢calismalarinda incelenir. Benzer

problem bir 1s1 iletimi denklemi i¢in [24]’de ele alinir.

Tezde ele alinan problem bir matematiksel fizik problemidir ve problemin
konusuna iligkin kismi diferansiyel denklemlere ait [2], [19], [20], [22] kitaplardan
yararlanilir. Tezde ele alinan problemin ¢6ziimii sirasinda [21], [25], kaynaklart da

kulanilir.



3. METERYAL VE METOT

Bu boéliimde sonraki kisimlarda kullanilacak temel tanimlar, kavramlar ve

teoremler verilecektir.
3.1. TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Tanmm 3.1.1:

(n)

0(y)=po (x) Y +p (x)y" 4t p, (x) y 3.1.1)

bicimindeki ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. Burada n sayis1 diferansiyel

ifadenin mertebesi ve p,(x),p,(x),...,p,(x) fonksiyonlar da diferansiyel ifadenin

katsayist olarak adlandirilir [1].
y fonksiyonunun ve onun [a,b] arahginda (n—1). dereceden tiirevlerinin a
ve b noktalarindaki degerlerini

(n—1

YorVoren Yy Ve (3.1.2)

ile belirtelim. (3.1.2) degerleriyle olusturulan

(n—l

U(y):a()yu+a1y;+"'+an—lyu )+IB()yb+lBlyl:+'+ 11—lyl(7n_l) (3'1'3)

ifadesi bir lineer form belirtir.

Tamm 3.1.2: k=1,2,..m ve y(x)e C"igin (3.1.3) bigimde U, (y) ile

olusturulan
Uk(y):O, k=12,...m (3.1.4)
esitliklerine sinir kosullart denir [1].

(3.1.4) kosullarii saglayan y(x)e c fonksiyonlarinin kiimesini 2 ile

belirtelim. O halde ® = C" dir. Kabul edelim ki, ¢ (y) diferansiyel ifade ve

(3.1.4) smir kosulan ile olusturulan % alt kiimesi verilmis olsun. Her bir ye ®



fonksiyonuna bir u =1I(y) fonksiyonunu karsilik getiren doniigiime; tanim bolgesi
D olan bir lineer operator denir ve L ile gosterilir. O halde ye ® ve u=1[(y) ise

u=_Ly olur. Dolayistyla L operatorii [(y) diferansiyel ifadesi ve (3.1.4) simr
kosullar ile olusturulur.

[a,b] araliginda

n n-1

((3) = Po(x) =24 py (1) S ot py (2)
dx dx

diferansiyel ifadesinin pk(x), k=0,1,2,...,n katsayilarinin (n—k) mertebeden

siirekli tiirevleri var olsun. y,ze C ) keyfi fonksiyonlar olsun. k—defa kismi

integralleme ile

x=b
’

3t () (7))

b
[ prizydr= [Pn-kfy‘k'” ~(P.a?)
‘ = (3.15)

b

+(=1) [(p,. )" ax

a

elde edilir. Eger (3.1.5)’de k yerine k=n,n—1,..,0 koyarsak ve elde edilen

denklemleri taraf tarafa toplarsak

b

jf(y)zdx=P(n,§)+jy£*(z)dz (3.1.6)

a a

formu elde edilir. Burada

biciminde elde edilir.

Tamm 3.1.3: ["(z) diferansiyel ifadesine /() ye eslenik diferansiyel ifade

denir. (3.1.6) esitligine ise Lagrange Formiilii denir [1].



n—l)

P(n’g) lse 77=(ya’y;”y((t ’yb9y[:9"',y[(,n_l)),

£=(2,020mn 22,250y dle belirli bilineer formdur.

U,,...U, ifadeleri y, y;,...,y(”_l), Vs Vpseers y,ﬁ”‘l) degiskenlerine gore lineer

m a

bagimsiz fonksiyonlar olsunlar. Bu fonksiyonlart m <2n oldugunda U U

m+12*°2™~ 2n

fonksiyonlar1 ile 2n sayida lineer U,,...,U,, fonksiyonlarina tiimleyelim. Bu

fonksiyonlar lineer bagimsiz olduguna gore y_.,y,... yr Vs Voseens yi"_l)

a

degiskenleri, U,,...,U,, lineer fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu gibi ifade
edilebilir. Bu ifadeleri Lagrange formiilinde P(7,¢) ifadesinde yerine yazarsak,

P(n,¢) U,,..,U,, degiskenlerine gore lineer fonksiyon olur. O halde U,,...,U,,

degiskenlerinin katsayilari za,z;,...,zf,"*l) ,z,,,z,:,...,z,(,"*l) degiskenlerine bagli lineer

homojen fonksiyon olur. Bu katsayilan V, .V, ,,...,V, olarak alirsak Lagrange

formiilii

b
[t(y)zax=0Y,,+U.Y,

a

n—l1

b
A ULV, + [ 90 (2)dx (3.1.8)

seklinde olur. Bu ifadede V,,V,,...,V,, fonksiyolar lineer bagimsizdir.

Tamm 3.1.4:
V,=0,V,=0,..V, =0 (3.1.9)
sinir kosullarina
Uu,=0,U0,=0,.U,6=0 (3.1.10)

sinir kosullarinin egslenik sinir kosulu denir. Eslenik sinmir kosullarina denk olan

kosullara ozeslenik sinir kogullar: denir [1].

Tamm 3.1.5: E*( y) ve eslenik (3.1.9) smir kosullarmin olusturdugu

operatore L’ye eslenik operatir denir ve L ile gosterilir [1].



(3.1.8) formiiliinden ve (3.1.9), (3.1.10) sinir kosullarindan

j.Ly(x)E(x)dx:jiy(x)L*z(x)dx (3.1.11)

a

elde edilir. Eger
b
(3.2) = [ y(x)7 (x)dx

ifadesi goz Oniine almirsa (3.1.11) esitligi
(Ly,z)=(y.Lz) (3.1.12)
seklinde yazilabilir.

Eslenik operatoriin tanimina gére L operatorii L' ’in eslenik operatoridiir. O

halde
L =L
olur.

Tamm 3.1.6: L =L ise L’ye dzeslenik operator denir. L Ozesleniktir
ancak ve ancak L operatorii Ozeslenik diferansiyel ifade ve Ozeslenik sinir

kosullarindan olusturulursa.

Tamm 3.1.7: L L’nin eslenik operatorii ise L'z=0 smir problemine

Ly =0 homojen sinir deger probleminin egslenik sinir deger problemi denir. Eslenik

sinir problemi

L [r@)=0
. Vk(z) =0, k=12,...2n—m

biciminde yazilabilir.

A bir gergel (veya karmagik) parametre ve p(x), g(x) bir I arahifinda

yeterince diizgiin fonksiyon olmak iizere

10



d

d—[p(x)ﬂ}—q(x))wlp(x)yzo, xel (3.1.13)
x

dx
seklindeki diferansiyel denklem ailesini ele alalim. L diferansiyel operatorii

Lyz—i{l?(x)%}ﬂ](x)y (3.1.14)

olarak tanimlanirsa, (3.1.13) denklemi bu operator yardimiyla
Ly—Ap(x)y=0 (3.1.15)

biciminde de yazilabilir. Burada L’ye ikinci mertebeden lineer diferansiyel

operatir, A sayisia spektral parametre, q(x) fonksiyonuna ise potansiyel

fonksiyonu denir.

Tamm 3.1.8: (3.1.13) veya (3.1.15) denkleminin

Ul(y):Aly(a)+Bly,(a):0} (3.1.16)

U,(y)=Ay(b)+B,y'(b)=0

sinir kosullarin1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasina Sturm — Liowville sinir deger

problemi adi verilir. Burada A, A,, B, B, reel sabitler olup, A’+ B} #0,

A; + B; #0, kosullari saglanmaktadir.

(3.1.13) ifadesi A spektral parametresine bagli bir denklemler ailesidir.

Bir¢ok ©nemli uygulamada ikinci mertebeden olan lineer denklemler karsimiza

bizzat bu bigimde ¢ikmaktadir. y(x)=0 fonksiyonu A’nin her bir degerinde

denklemi ve verilmig sinir kosullarini sagladigina gore trivial bir ¢oziimdiir. Eger bu
homojen denklemin, A’nin herhangi bir degerinde (3.1.16) homojen sinir kogullarin
saglayan sifirdan farkli ¢oziimii varsa, A’min bu degerine verilmis simr deger
probleminin dzdegeri, bu Ozdegere karsi gelen ¢Oziime ise ozfonksiyon denir.
Ozdegerlerin olusturdugu kiimeye, verilmis sinir deger probleminin spektrumu adi

verilir.

11



Tamm 3.1.9: n—-12k 2k, 2>...2k, 20, k,,, <k, olmak iizere

v+2

U,(y)=a,y" (0)+8,y" Z[ 0)+ 4,5 (1)]=0 (.1.17)

kosullarina normlasmus sinir kosullar: denir [1]. Burada ¢, ve B, katsayilarindan

en az biri sifirdan farklidir.

v+l)x
Tim p -diizlemini vz <argp < u esitsizlikleri ile 2n tane S,
n n

v=0,1,2,...,2n—1, dilimlere ayirahm. @, ®,,...,®, ise —1’in n.dereceden kokleri

olsun ve pe S, i¢in Re(pw, ) <Re(pw,)<..<Re(pw,) saglansin.

Tanmm 3.1.10: 7 =2m oldugunda

aob.owt, (a+sp)at (a+ Aj b Bt Bal

k k k

£+0 +0S_052a)12...052a)ﬂ2_1 (a' +S:B2) A (a' +- ﬁzj i1 ﬁz 2 B,
0o TOS=

S

a w ana)fl 1 (an + Sﬁn ) wfl” (an + ; ﬁ ) a)/]i+l ﬁn ,u+2 ﬁn a)r/:n

esitliginden tanimlanan €, ve 6, sayilan sifirdan farkl ise (3.1.17) sinir kosullarina

regiilerdir denir [1].

Tamm 3.1.11: 6, 6,, 8, sayilan i¢in 6, —46,6 , # 0 bagntis1 saglaniyorsa
(3.1.17) sir kosuluna kuvvetli regiiler, 6; —46,0 =0 bagntis1 saglaniyorsa zayif

regiilerdir denir [1].

. dny dn—l dn—Zy
A=—p" ve l(y): T +pl(x) pNE 2( )dx"_z +..+p, (x)y
olmak tizere
l(y)+p”y=0 (3.1.18)
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denklemi verilsin.

Teorem 3.1.1: (3.1.18) denklemi ve regiiler sinir kosullartyla olusturulan
sinir deger probleminin dzdegerleri iki tane /1,;, ﬂk” sonsuz dizi olusturur [1].
Bunlar /7.;, /L:' , (k:N,N +1,...) olmak {iizere asagidaki asimptotik gosterime

sahiptirler.

n tek ve n=4¢g -1 ise:

r_(_ A\ _nln()f(l) i
X =(=2kxi) {1 e +0(kzﬂ (3.1.19)
”_ A7 I’llno 5(2) L
A = (2kri) {H—%m +0(kzﬂ (3.1.20)

n tek ve n=4qg+1 ise:

, |, nln, Y ( 1 )

X =(2kzin) |1+ Lo 4 3.1.21
=l m){ ki e (3.1.21)
, |, nlng &P 1

= (=2krin)'| 1-"2NS Lol = 3.1.22

A= ’")[ ki = (3.1:22)

Burada f(l) ve g‘(z) ( S, bolgesine uygun olarak ) 6&+6,=0 denkleminin

kokleridir ve » ’niin tek ve cift degerlerine uygundurlar.

n ¢ift, n=2u ve 6; —46,6 , # 0 oldugunda:

A =(-1)"(2kx)" 11%+0(%H (3.1.23)
L 1
A =(-1)" (2kn)' | 152 Ln;f +0(%H (3.1.24)
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Burada & ve & 6&°+6,6+6, =0 denkleminin kokleridir ve iist isaret ¢ift u ’ye,

alt isaret ise tek 4 ’ye uygundur.

n ¢ift, n=2u ve 6, —46,6., =0 oldugunda:

2= (=1 (2km) | 15200 L of L (3.1.25)
ki ki

” U n _,Lllnoé 1

A =(-1)" (2kn) 175502 0| — (3.1.26)
ki kE

Burada &, 67 +6,£+6 =0 denkleminin iki kath kokiidiir. F isaretleri (3.1.25)

ve (3.1.26) formundaki £ ’lerin ¢ift ya da tek olmasina uygundur.

[k ti¢ durumda 6zdegerler bir N numarasindan sonra basittirler. Dérdiincii

durumda ise bir N numarasindan sonra ya basittirler ya da iki katlidirlar.

Tamm 3.1.12:  H-Hilbert uzaymda {¢}  ve {w,}  dizileri igin

n,k=1,2,... olmak iizere
(Qz’l//k ) = 5n,k

ise, {¢),_, ve {w,},_, dizileri, H uzaymda biortogonal dizi olustururlar denir ve

bunlardan birine digerinin biortogonal eslenegi denir. Burada
1, j=k
5,=1" "7
! 0, j#k
seklindedir.

Tanm 3.1.13: H uzayinin {(”n} fonksiyonlar dizisinin her bir ¢,

n=l1
(j=12,..) elemam, diger ¢, k# j elemanlarimn M ; kapali lineer gerilimine

oo
n=

dahil degilse, {¢”}1—1 dizisi H’da minimaldir denir.
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Onerme 3.1.1: H uzayinda verilen {.} ", dizisine biortogonal eslenik

{vw, }:=1 dizisinin varligi icin gerekli ve yeterli kosul bu dizinin H ’da minimal dizi

olusturmasidir.

Tamm 3.1.14: {(on}::l H -Hilbert uzayinda bir dizi olsun. Herhangi bir

f € H vektorii tek tiirlii olarak

f= icn% (3.1.27)

n=1

serisine ayrigabiliyor ise, {qon}::l dizisine H -Hilbert uzayinin tabani denir. Burada

(3.1.27) serisi H uzaymin normu anlaminda yakinsaktir.
Onerme 3.1.2: {y,}" dizisi H’da {¢,}  tabanma biortogonal eslenik ise,

{vw, }:=1 dizisi H’da tamdir [2].

Teorem 3.1.2: H -Hilbert uzaymmda {¢,}  tabamna biortogonal eslenik

{w, }; dizisi H uzayinda tabandir [2].

Tanm 3.1.15: {q)j}o.ol H -Hilbert uzayinda ortonormal taban ve A sinirli
j=

tersi olan lineer operatdr oldugunda
Ap, =y,
bi¢iminde elde edilen {y, },_, dizisine H uzaynda Riesz taban: denir [2].

Onerme 3.1.3: Riesz tabanina biortogonal eslenik taban Riesz tabanidir.

Tamm 3.1.16: Hilbert uzayinda V x,ye H igin

Gey) < el

esitsizligi saglanir ve bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi denir [18].
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3.2. FOURIER METODUNUN ESASLANDIRILMASI

Genel olarak

’u du 0" u

?ZW"‘Q(X)W#.&])”(X)M, a<x<b (3.2.1)
denklemi
ou
u|t—0 = f(X) ’ E = ¢(X) s (322)
=0

baslangi¢ kosullar ve

n—1 avl/l n—1 avl/l
. + . =0, j=12,...,n (3.2.3
Z ajv { axv jx—a Z ﬁjv { axv jx—b ] n ( )

v=0 v=0

sinir kosullan ile verilen sinir deger problemini Fourier metodu ile ¢oziimiinii

bulalim. Burada (3.2.1) denklemini ve (3.2.3) sinir kosullarini saglayan
u=y(x)(Acos pt+ Bsin pr) (3.2.4)

seklinde olan bir ¢6ziim aranir.

(3.2.4) ifadesi (3.2.1) denkleminde ve (3.2.3) smir kosullarinda yazilirsa,

y(x) fonksiyonunun

dn dn—l
1) =524 p, ()4t p, () y=—py (325
dx dx
diferansiyel denklemini ve
n—1 n-1
U,(v)=2 e +3 8,5 =0 (3.2.6)

v=0 v=0

sinir kosullarini sagladigr goriiliir.
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Eger y(x)#0 ise, y(x) fonksiyonu (3.2.5)-(3.2.6) smr-deger probleminin
—p* ozdegerine uygun dzfonksiyonu olur. (3.2.5)-(3.2.6) simir-deger probleminin
biitiin 6zdegerleri
~Pr =P =5 e

ve bu 6zdegerlere uygun 6zfonksiyonlari da

yl (x)’y2(x)’ y3(X),
sekline siralanirlar.

(3.2.2) baslangic kosullarin1 saglatmak i¢in asagidaki seri olusturulur.

oo

u=y y,(x)(A,cospt+B,sinp,t).

n=1

Bu seri formal olarak (3.2.1) denklemini ve (3.2.3) sinir kosularin1 sagalar. (3.2.2)

baslangi¢ kosullarindan birincisi saglatilirsa
F(x)=2A.(x) (3.2.7)
n=1

elde edilir.  Goriildiigii tizere f(x) fonksiyonu, (3.2.5)-(3.2.6) simur deger

probleminin 6zfonksiyonlarina goére acilimdan olusur.  Dolayisiyla Fourier

metodunun esaslandirilmasi; “ f (x) fonksiyonun hangi sartlar altinda (3.2.5)-(3.2.6)

sinir deger probleminin Ozfonksiyonlarina gore  agilima sahiptir?” sorusuna

indirgenir [1].

3.3. ISI ILETiIM DENKLEMI VE PARABOLIK DENKLEMLER ICIN
FOURIER METODU

Is1 iletimi ve difiizyon olaylarinin incelenmesinde parabolik tip denklemler

karsimiza ¢ikar. Bunlardan en basiti
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seklindedir ve bu denkleme 1s1 iletim denklemi adi verilir.

Bu denklemin tek ¢oziimiinii bulmak icin baslangic ve smr kosullari
verilmelidir. Ornegin asagidaki problemi goz oniine alalim ve Fourier metodu ile

¢Oziimiini bulalim.

D= {(x,t)|0 <x<l,0<t< T} bolgesinde homojen olmayan

ou _ ,0u

a—t—a a—xz+f(x,t) (3.3.1)
1s1 iletim denklemi icin

u(0,6)=0, u(l,t)=0, 0<t<T (3.3.2)
sinir kosullari ve

u(x,0)=0p(x), 0<x<I (3.3.3)

baslangi¢ kosulunu goz 6niine alalim.
Amacimiz asagidaki gibi tanimlanan bir ¢6ziim bulmaktir.

Tamm 3.3.1: Asagidaki kosullart saglayan ¢oziime (3.3.1)-(3.3.3) simir deger

probleminin klasik ¢6ziimii denir. Bu ¢dziim;

1) D={(x.1)0<x<1,0<t<T} bolgesinde siireklidir.

2) D bolgesinde t’ye gore 1. mertebeden ve x’e gore 2.mertebeden siirekli

tiirevlere sahiptir.

3) (3.3.1) denklemini ve (3.3.2), (3.3.3) kosullarini saglar.

(3.3.1)-(3.3.3) sinir deger problemi lineer oldugundan bu problemin ¢oziimii
asagidaki bicimde iki ( f(x,7)=0, @(x)#0 ve f(x,1)#0, ¢(x)=0) simur deger

probleminin ¢6ziimleri toplam1 bigiminde gosterilebilir.
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2_2‘:02% (3.3.4)

uw(0,6)=0, u(l,t)=0, 0<r<T (3.3.5)

u(x,0)=¢(x), 0<x<I (3.3.6)
IL.

aa—b;:azg—::+f(x,t) (3.3.7)

w(0,6)=0, u(l,t)=0, 0<r<T (3.3.8)

u(x,0)=0, 0<x<! (3.3.9)

Boylece Lsimir deger probleminin ¢oziimii u, (x,7), Il.sinir deger probleminin
¢oziimii  u,(x,7) ise, (3.3.1)-(3.3.3) smr defer probleminin  ¢dziimii

u(x,t)=u,(x,t)+u,(xt) olarak bulunur.

Once homojen olan Lsimir deger problemini géz 6niine alip ¢oziimii bulmak

icin Fourier metodunu uygulayalim.

(3.3.4)-(3.3.6) simir deger probleminin sifir olmayan 6zel ¢6ziimii
u(x,1)=X(x)T(1) (3.3.10)
biciminde aranir. (3.3.10) ifadesi (3.3.4) denkleminde yerine yazilirsa
X (x)T'(t)=a’X"(x)T(2)

veya
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esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafi sadece ¢ ’ye, sag taraf1 ise sadece x’e bagl
ve t, x birbirine bagli olmayan bagimsiz degiskenler oldugundan bu esitligin her iki

taraf1 ayni bir sabite esittir. O halde

T'(1)
azT(t)

X
B

yazilabilir ve buradan asagidaki sekilde olan iki denklem elde edilir.
T'(1)+a’AT (1)=0 (3.3.11)
X"(x)+AX (x)=0 (3.3.12)
(3.3.5) sinir kosullart (3.3.10)’da saglatilirsa
X(0)=0, X(1)=0 (3.3.13)

kosullari elde edilir.

Boylece (3.3.5)-(3.3.6) sinir ve baslangic kosullarin1 saglayan sifirdan farkh

u (x, t) fonksiyonunu bulma iglemi,
X"(x)+/1X(x) =0 (3.3.12)
X(0)=0, X(l)=0 (3.3.13)

seklinde olan Sturm-Liouville probleminin sifirdan farkli X (x) 6zfonksiyonlarinin

bulunmasi problemine indirgenir.

(3.3.12)-(3.3.13) Sturm-Liouville probleminin A >0 i¢in X (x) #0 seklinde

¢Oziimii vardir. Bu ¢6ziimler

ozdegerlerine karsilik gelen
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Xn(x)=sin$, n=1.2,..

ozfonksiyonlaridir.

(3.3.11) denkleminin A=A, degerlerine karsilik gelen ¢oziimleri de

2
nra
— |t

n-ac
seklindedir. Buradaki A, ’ler keyfi sabitlerdir.
Bu durumda (3.3.10)’e gore her bir

u, (x.1)= X, (¥)7, (1)

nra 2
- )! nwx

un(x,t)eri[ sin——, n=1,2,...

n

fonksiyonu, (3.3.4) denklemini ve (3.3.5) sinir kosullarim saglayan birer 6zel ¢6ziim

olacaktir.

Soyle bir seri olusturalim:
u(x,t)=ZAne(1jrsin@ (3.3.14)
u(x,t) fonksiyonunun (3.3.6) baslangi¢ kosulunu saglamasi igin

u(x.0)=g(x)= > A, sin X

n=l1 l

(3.3.15)

olmalidir.

Yazdigimiz bu son seri @(x) fonksiyonunun siniis fonksiyonuna gére (O,l )

araliginda Fourier acilimidir ve A, katsayilar
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l

A =%f{0(x)sinn7mdx, n=12,.. (3.3.16)

0

seklinde elde edilir.

Burada (3.3.15) serisi D bolgesinde ¢(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsakur.

Bunu gosterebilmek igin ¢(x) fonksiyonun bazi kosullari saglamasi gerekir. Bu

kosullar:

i) ¢(x)e C*[0,]

(3.3.17)
ii) p(0)=p(1)=0

seklindedir. Gergekten (3.3.16) ifadesinde (3.3.7) kosullan dikkate alinarak iki defa

kismi integrasyon uygulanirsa

20 ¢, . N7TX
A” :_ﬁj;¢ (x)sdex, n=12,...

elde edilir ve

A, <%j;|q)”(x)| sinndex
4, % (3.3.18)
yazilabilir.
(3.3.18)’den dolay1 i A sm— serisi, i ey yakinsak serisi ile tistten
=l et 11

simirhdir.  Dolayisiyla Weierstrass kriterine gore (3.3.15) serisi mutlak ve diizgiin

yakinsak olur.

u(x,t) fonksiyonunun baslangi¢ kosulunu sagladigi gosterildikten sonra

(3.3.5) sinir kosullarinin da saglanmast igin, (3.3.14) serisinin toplami olan u(x,?)

fonksiyonunun siirekli oldugunu gostermek gerekir. Bunun i¢in (3.3.14) serisinin
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D Dbolgesinde diizgiin yakinsak oldugunu gostermek gerekir. Yukarida

gosterdigimize benzer bicimde ¢ =0 icin

oldugundan, (3.3.14) serisi D bolgesinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

u(x,t) fonksiyonunun denklemi saglamasi igin u(x,7) fonksiyonunu

olusturan serinin bir kez ¢’ye gore, iki kez x’e gore tiirevlenebilir olmas1 gerekir.

o0 0o 2
Bunun icin #=£>0 oldugunda zau” , Zaau; serilerinin diizgiin yakinsak
n=1

n=l1 at

X

oldugunu gostermek yeterlidir. Bunlar gosterecek olursak:

t = £ >0 ve yeterince biiyiik 7’ler i¢in

2,2 2 _(nmay,
(P ( ! J <1,
[
2.2 2 _(nma),
o< 174 ( ! J <1
[
oldugu dikkate alinirsa,
2 2 2 2 (mmaY,
%:8142" :_Annﬂ'a e(lj Sinnﬂx
ot ox [ l
ou o’u 2IB
L=—2<|A|<——= 3.3.19
ot ox’ " ntn? ( )
I o 2 )
yazilabilir. (3.3.19)’dan dolay1 Z a;” , z aau; serileri Z% yakinsak serisi
n=1 t n=1 X n=1

oo

- . e &0u d’u o
ile tistten sinirlidir. Dolayisiyla Weierstrass kriterine gore Z 5 L Za—z" serileri
n=1 t n=l O0X

diizgiin yakinsak olurlar.

Boylece
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seklinde (3.3.4)-(3.3.6) sinir deger probleminin ¢dziimii elde edilmis olur.

Simdi de homojen olmayan (3.3.7)-(3.3.9) sinir deger problemini géz Oniine

alahm. Burada f(x,7) fonksiyonunun birinci tiirevi kismi siireklidir ve tiim

t>0’ler i¢in
£(0,5)=f(Lr)=0
kosullarinin saglandigi varsayilir.

(3.3.12)-(3.3.13) probleminin 6zfonksiyonlari kullanilarak (3.3.7)-(3.3.9) sinir

deger probleminin u(x,t) ¢oziimii agagidaki bigimde aranir.
X . NTXx
u(x,t)=>T, (z)smT (3.3.20)
n=l1

f (x,2) fonksiyonu siniise gére Fourier serisine agilirsa

fxt)=>f (z)sinT (3.3.21)
n=1
bulunur ki burada
]
£.() =%jf(x,z)sin”T’”dx, n=1,2,.. (3.3.22)
0

seklindedir.

(3.3.20) serisi (3.3.7) denkleminde yazilir ve (3.3.21)’1 dikkate alinirsa
N anz\’ nx
Z{T;(m[Tj Tn(r)—m)}mT:o

esitligi elde edilir. Buradan da
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Tn’(t)+(%j T.(t)=£,(t), n=12... (33.23)

denklemi elde edilir.

(3.3.9) baslangic kosulu (3.3.20)’de saglatilirsa

u(x,O)zZTn(O)sinnTmzo
n=l1

veya
T (1)=0 (3.3.24)

baslangi¢ kosulu elde edilir. (3.3.23) denkleminin (3.3.24) baslangi¢ kosulunu

saglayan ¢oziimil agagidaki gibidir:
(r)dr. (3.3.25)

(3.3.25) ifadesi (3.3.20) serisinde yerine yazilarak (3.3.7)-(3.3.9) probleminin

¢Ozuimi

seklinde bulunur ki bu aranan ¢6ziimdiir.

Boylece (3.3.1)-(3.3.3) sinir deger probleminin ¢Ozimii

u(x,t)=u,(x,t)+u,(x,t) olarak bulunur.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. ISI ILETIMI DENKLEMI ICIN LOKAL OLMAYAN BIR SINIR

DEGER PROBLEMI

D ={(x,t):0<x<1,0<t<T} bolgesinde homojen olmayan

151 iletim denklemi icin

sinir kosullar1 ve
v(x,0)=1v,(x), 0<x<1

baslangi¢ kosulunu goz oniine alalim.

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

Amacimiz  (4.1.1) denkleminin D = {(x,t)| 0<x<1,0<t< T} bolgesinde

siirekli ve (4.1.2)-(4.1.4) kosullarim saglayan ¢oziimiinii bulmaktir.

Varsayalim ki F (x,t), v(t), ,u(t), Uo(x) verilen D bolgesinde tanimli,

siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

Once (4.1.1)-(4.1.4) siir deger problemi icin klasik ¢6ziimii tanimlayalim.

4.1.1. Tammm: Asagidaki kosullar1 saglayan ¢oziime (4.1.1)-(4.1.4) sinir

deger probleminin klasik ¢6ziimii denir. Bu ¢dziim;

1) D bolgesinde siireklidir.

2) D bolgesinde ¢ ’ye gore 1.mertebeden ve x’e gore 2.mertebeden siirekli

tiirevlere sahiptir.
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3) (4.1.1) denklemini ve (4.1.2)-(4.1.4) kosullarini saglar.

Boyle bir ¢o6ziimiin varligi i¢in

j.xvo(x)dx:,u(O) ve zv(O) 4.1.5)

uyum kosullarinin saglandig varsayilir.

(4.1.1)-(4.1.4) smur deger problemini incelemek i¢in once (4.1.2), (4.1.4)
kosullart homojen bi¢ime indirgenir. ,u(t) ve v(t) fonksiyonlarmin tiirevlenebilir

oldugu g6z 6niine alinarak;
V(x,t):%(3x—2)v(t)+4x2,u(t) (4.1.6)

olmak iizere

v(x,t)=u(x,t)+V(x,1) (4.1.7)
biciminde bir doniisiim yapalim. O halde

0, (0,t)=u,(0,r)+V, (0,2)
veya (4.1.2)’ye gore

v(t)=u (0,t)+v(r) ve u (0,/)=0

elde edilir. (4.1.7)’yi (4.1.3)’de yazarak

j.xv(x,t)dx: jxu(x,t)dx+ij(x,t)dx

0 0

veya
1

wu(t)= J.xu(x,t)dx+j%(3x2 —2x)v(t)dx+j.4x3,u(t)dx.

0

Sonucta:
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1
J.xu(x,t)dx: 0

0

bulunur.

Bunlar dikkate alinirsa D bolgesinde u(x,7) fonksiyonunun asagidaki sinir

deger problemini sagladigi goriiliir:

du _d’u
™ az+f(xt), (4.1.8)
u,(0,6)=0, (4.1.9)
[xu(xt)dx=0, (4.1.10)
u(x,0)=9(x), (4.1.11)
Burada

av(t) , 20u(1)
f(xt)=F(x,1)+8u(t)+—=(2-3x) oy >
¢(x) =0, (%) +(2-3x)v(0) = 4x"x(0)

seklindedir.

(4.1.5) uzlasma kosullarina gore

jx(ﬁ(x)dxzj d)c+v(3O j 2x-3x")dx— (0 I4xdx
0 0 0

=41(0)-x(0)

x@(x)dx=0

O ey —

ve
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do(x) _dv,(x)
dx dx

Yukaridaki son esitlikte x =0 alinirsa

bulunur.

dg(0) _ dv,(0)

dx dx _V(O)’
d(/:ziO) —(0)=v(0),
d(0) _,

dx

—v(0)—8xu(0).

(4.1.8)-(4.1.11) problemi lineer oldugundan bu problemin ¢oziimii asagidaki

bigimde iki (f(x,2)=0,¢(x)#0, f(x,2)#0,0(x)=0) sir deger probleminin

¢Oziimleri toplamm bi¢iminde gosterilebilir.

L.

IL.

(=]
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1
[xu(xt)dx=0,0<t<T (4.1.18)

0

u(x,0)=0, 0<x<1 (4.1.19)

Boylece Lsimir deger probleminin ¢oziimii u, (x,7), Il.sinir deger probleminin
¢ozimi  u, (x,t) ise, (4.1.8)-(4.1.11) smur deger probleminin ¢oziimii
u(x,t)=u,(x,t)+u,(x,z) olarak bulunur. Burada homojen olmayan (4.1.16)

denkleminin olusturdugu IL.sinir deger probleminin ¢6ziimii, uygun homojen (4.1.12)
denkleminin olusturdgu ILsinir deger probleminin 6zfonksiyonlarina acilarak

bulunabilir.
I. ve ILsinir deger problemlerini incelemeden once lokal bigcimde verilmemis
(4.1.14), (4.1.18) sinir kosullarint noktasal bicime indirelim. (4.1.12) denkleminden

1 1
Ixu, (x,t)dxzjxum(x,t)dx
0 0

veya
1

%(ixu(x,t)de = J.xum(x,t)dx

0

bulunur. Burada u(x,7) her iki degiskene gore siirekli tiirevlenebilir fonksiyondur.

(4.1.14)’e gore
u, (L) +u(0,2)—u(l,t)=0

biciminde, her iki ugta verilen klasik olmayan bir smir kosulu elde edilir.

Dolayisiyla, (4.1.12)-(4.1.15) sinir deger problemi ona denk olan

2
H_2E (wi)eD (4.1.20)
u,(0,6)=0,0<t<T (4.1.21)
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u (Le)+u(0,t)—u(Lt)=0, 0<r<T (4.1.22)

u(x,0)=g(x), 0<x<1 (4.1.23)

karigik sinir deger problemine doniisiir.
4.2. DEGISKENLERIN AYRILMASI. STURM-LIOUVILLE PROBLEMI

Lsiur deger problemine denk olan

%_”t‘:%, (x.1)e D @2.1)
u, (0,1)=0, 0<¢<T (4.2.2)
u,(L1)+u(0,1)—u(1l,t)=0, 0<t<T (4.2.3)
u(x,0)=p(x), 0<x<1 4.2.4)

sinir deger problemini géz Oniine alalim. Burada ¢(x) fonksiyonunu daha onceki

boliimde tanimladik. Bu problemi ¢ozmek icin degiskenlere ayirma veya Fourier
yontemini kullanalim.  (4.2.1)-(4.2.4) simir deger probleminin sifir olmayan

¢Ozuimiiniin
u(x.t)=X (x)T(t) (4.2.5)

biciminde arayalim. (4.2.5)’1 (4.2.1) denkleminde yazarak

veya
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esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafi sadece ¢ ’ye, sag taraf1 ise sadece x’e bagl

ve t, x birbirine bagli olmayan bagimsiz degiskenler oldugundan bu esitligin her iki

tarafi aymi bir sabite esittir.

olsun. O halde

denklemleri elde edilir.

(4.2.5)’1 (4.2.2), (4.2.3) sinir kosullarinda yazarak

X’(0)=0, X’(1)+X(0)-X(1)=0

kosullar elde edilir. Dolayisiyla, X (x) fonksiyonu
X"(x)+4X (x)=0, 0<x<1

denklemini ve

sinir kosullarini saglar.

(4.2.6)

(4.2.7)

(4.2.8)

(4.2.9)

(4.2.10)

u(x,t) fonksiyonu (4.2.1)-(4.2.4) simr deger probleminin sifir olmayan

¢oziimii oldugundan X (x) fonksiyonu, (4.2.8)-(4.2.10) sinir deger probleminin

ozfonksiyonu olmalidir. Bundan dolay1 (4.2.8)-(4.2.10) Sturm-Liouville problemi

icin 6zdeger ve 6zfonksiyon probleminin incelenmesine gerek duyulur.
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(4.2.1)-(4.2.4) smir deger problemine Fourier yonteminin uygulanmasini
esaslandirmak icin (4.2.8)-(4.2.10) smir deger probleminin 6zfonksiyonlarinin

tabanligi problemi 6nemlidir. Ciinkii bu yontemin uygulanmasi sirasinda (4.2.4)
kosulunda verilen baslangi¢ qo(x) fonksiyonuna uygun (4.2.8)-(4.2.10) Sturm-

Liouville probleminin 6zfonksiyonlarina gore ayrisim problemi ile karsilasilir.

Bundan dolay1 asagidaki teoremden yararlamlir.

Teorem 4.2.1: Ozeslenik olmayan L lineer diferansiyel operatoriinii

olusturan regiiler sinir kosullar1 kuvvetli regiiler ise, (operatoriin mertebesi cift say1

ise) L operatoriiniin 6zfonksiyonlar1 L, (0,1) uzayinda Riesz tabani olusturur [1],
(71, [8].

Bu teoremden dolay1 (4.2.8)-(4.2.10) smir deger probleminin sinir kosullarinin

regiilerliginin ve 6zeslenik olup olmadiginin belirtilmesi gerekir.

Bilinir ki 2.mertebeden diferansiyel operatorii olusturan sinir kosullar1 genel

olarak
a,X (0)+a,X’(0)+b,X (1)+b5,X"(1)=0 (4.2.11)
¢, X (0)+¢,X"(0)+d, X (1)+d,X’(1)=0 (4.2.12)
biciminde yazilabilir.
Varsayalim ki
ad —bc #0

olsun. O halde (4.2.11), (4.2.12)’den X’(0) ve X’(1) bulunabilir ve sinir kosullari
X’(0)+a,X (0)+4,X(1)=0
X'()+X (0)+B8X(1)=0

biciminde yazilabilir. Burada
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ad Cb bd Cb a,c a,C, ad-bC
_ o™ 0™1 _ 0™ 0”1 _ 1*%0 0*1 _ 1% 0*1
—’160 2 YV a —’ﬁl 10 011

> O
a,d, —bc, a,d, — by, ad, —byc, a,d, —bc,

0

O halde Tanim 3.1.10’da tanimlanan & ,, 6,, 6 sayilar i¢in asagidaki bagint1 elde

edilir.

Buradan agikur ki, 8, =1, 6,=0, 6 =-1 ve bu sayilar icin €, #0,6, #0
oldugunda (4.2.11), (4.2.12) siir kosullari regiilerdir.  Ayrica 6, —46 6, #0

oldugunda ise kuvvetli regiilerdir [1].

Aciktir ki, (4.2.9), (4.2.10) sinir kosullart (4.2.11), (4.2.12) sinir kosullarinin
ozel bir durumudur ve bu durumda a,d, —b,c, =1’dir. O halde asagidaki Gnermeyi

yazabiliriz.

Onerme 4.2.1: (4.2.8)-(4.2.10) smir deger probleminde sinir kosullari

regiiler, hem de kuvvetli regiilerdir.
4.3. ESLENIK SINIR DEGER PROBLEMI

Lagrange formiiliinii kullanarak (4.2.8)-(4.2.10) sinir deger problemine
eslenik sinir deger problemini insa edelim. Bunun i¢in materyal ve metot

boliimiindeki (3.1.8) formiiliinii uygulayalim. O halde

jX”de = X'(0)[-Y (0) ]+[ X" (1)+ X (0)- X (1) ]¥ (1) +

+X (0)[Y(0)-Y (1) ][+ x (1)[ ¥ (1) - _'(1)]+jXY”dx
Eslenik sinir deger problemi
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veya
Y (x)+AY(x)=0, 0<x<1 4.3.1)
Y(1)-Y'(1)=0 4.3.2)
Y’ (0)-Y(1)=0 (4.3.3)

biciminde elde edilir.

Goriildiigiin gibi  (4.3.1)-(4.3.3) eslenik smir deger probleminin sinir
kosullarinin (4.2.8)-(4.2.10) sinir deger probleminin sinir kosullarindan farkli olmasi
sebebi ile (4.2.8)-(4.2.10) simir deger problemi Ozeslenik degildir. Dolayisiyla

Onerme 4.2.1 ve Teorem 4.2.1°den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.3.1: (4.2.8)-(4.2.10) smr deger probleminin O6zfonksiyonlari

L, (0,1) uzayinda Riesz tabani olusturur.

4.4. COZUMUN VARLIGI

4.1.1)-(4.1.4) simir deger probleminin klasik ¢Oziimiiniin varligim
gosterelim.  Once (4.1.12)-(4.1.15) smr deger problemini goz oniine alalim. Simr
kosullart kuvvetli regiiler oldugundan uygun Sturm-Liouville probleminin ek
ozfonksiyonlarin sayisi olsa olsa sonlu sayida olabilir. Gosterilebilir ki (4.2.8)-

(4.2.10) sinir deger problemi ek 6zfonksiyonlara sahip degildir.

{Xn(x)}j=1 dizisi (4.2.8)-(4.2.10) sinir deger probleminin {4} 6zdegerler

dizisine uygun 6zfonksiyonlar dizisi olsun.

A=4, oldugunda (4.2.7) denkleminden elde edilir ki,

35



T,(1)=ge™ (4.4.1)
Burada ¢, ’ler keyfi sabitlerdir. Dolayisiyla, (4.2.1) denkleminin 6zel ¢oziimleri

u,(xt)=X,(x)T,(t)=e X, (x) (4.4.2)

biciminde bulunur.

Asagidaki seriyi olusturalim.
u(x,t)=> @e*X, (x) (4.4.2)

(4.2.4) baslangic kosulu saglatilirsa
u(x,0)=0(x)=>0,X,(x) (4.4.3)

elde edilir.

Teoremde 4.3.1"den elde edilir ki, {X, (x)}”_ dizisi Z,(0,1) de Riesz tabani
olusturur ve {Yn (x)}‘:=l dizisi bu diziye biortogonal eslenik dizidir. Buradaki

{Yn(x)}j=1 dizisi (4.3.1)-(4.3.3) eslenik sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar

tarafindan olusturulur. O halde (4.4.3) esitliginden elde edilir ki

ve (4.4.3) serisi yakinsaktir.

un(x,t) 0zel c¢oziimlerini (4.2.1) denkleminde ve (4.2.2), (4.2.3) sir

kosullarinda yazarak denklemin ve sinir kosullarinin saglandig: elde edilir. (4.2.4)

baslangi¢ kosulunun saglandig1 biraz once elde edildi.

Gosterelim ki, > £ >0 icin




serileri diizgiin yakinsaktir. A ozdegerleri icin Teorem 3.1.1°deki asimptotik

formiiller dikkate alinirsa, bu seriler mutlak yakinsak olan ZM ne_Mf"z bicimindeki

n=1

seri ile tistten sinirhdirlar. Burada M, >0 ve M, >0dir. Dolayisiyla Weiestrass
kriterine gore bu sersiler > € igin siirekli u(x,7), u,(x,7),u_ (x,t) fonksiyonlarini

tanimlarlar.

(4.4.2) serisinin D bolgesinde diizgiin yakinsak oldugunu gosterelim.

Gergekten

|X . (x)| <M oldugundan bu seri ZM |(pn| sayisal serisi ile tistten sinirlidir. Couchy-

n=1

Schwarz esitsizligi kullanilarak

1

o0 o0 2
<M (Z 2,9, ZZ%J (4.4.4)

n=l 2’11

D Mlp =My

n=l1 n=l1

/ln

1
¢Vl ﬂn

elde edilir.

oo

Z|/1n(pn|2 serisinin yakinsak oldugunu gésterelim. {Y, (x)}” serisi Riesz

n=1

tabani olugturdugundan:

(¢ >c¢, >0 olmak lizere sabitlerdir.)
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Dolayisiyla (4.4.2) serisini iistten simirlayan (4.4.4) serisi mutlak yakinsaktir.
Bundan dolayi, (4.4.2) serisi D bolgesinde diizgiin yakinsaktir ve siirekli u(x,t)

fonksiyonunu tanimlar. Boylece asagidaki teorem kanitlanmis olur.

Teorem 4.4.1: (p(x)e CZ[O,I] olsun ve (4.2.2), (4.2.3) smir kosullar

saglansin. O halde

fonksiyonu (4.2.1)-(4.2.4) smir deger probleminin klasik ¢oOziimiidiir. Burada

@, =(9(x).Y,(x)) ve {¥,(x)} dizisi {X,(x)}" dizisinin biortogonal eslenik

n n=

dizisidir.

(4.2.1)-(4.2.4) smir deger probleminin ¢Oziimiinii bilerek (4.1.16)-(4.1.19)

sinir deger probleminin ¢oziimiinii elde etmek miimkiindiir. Bu ¢oziim asagidaki

bicimde elde edilir:
u, (x,1)= i‘[fn (7)e ™ drx, (x).
n=l o
Burada
1 —
£,(0) =] F (x2)Y, (x)dx
0
seklindedir.

Dolayisiyla (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin D bolgesinde klasik

¢Oziimii vardir ve bu problemin ¢oziimii
w(ot)=u, (x,0)+u, (x.1)
olmak iizere v(x,t)=u(x,1)+V(x,1)

bicimindedir.
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45. OZDEGER VE OZFONKSIYONLAR ICIN ASIMPTOTIK
FORMULLER

(4.2.1)-(4.2.3) smr deger problemine degiskenlere ayirma yontemi
uygulanirsa asagidaki bicimde olan

X"(x)+AX (x)=0, 0<x<1 (4.5.1)
X’(0)=0, (4.5.2)
X'()+x(0)-x(1)=0 (4.5.3)

sinir deger problemi elde edilir.

(4.5.1)-(4.5.3) sinir deger probleminin veya Sturm-Liouville probleminin
0zdeger ve 6zfonksiyonlarini inceleyelim.

A<0 oldugunda bu problemin sadece X (x)=0 ¢oziimii vardir. Yani

ozfonksiyona sahip degildir.
A >0 oldugu durumu inceleyelim.

(4.5.1) denkleminin ¢6ziimii
X (x) = ¢, cos[Ax +c,sin/Ax (4.5.4)

biciminde aranir.

(4.5.2) sinir kosulu (4.5.4)’te saglatildiginda
czﬁ =0

olur ve A4 # 0 oldugundan ¢, =0 bulunur. (4.5.3) kosuluna gore ise
¢ (—\/Zsin\/z+l—cos\/1) =0
ve X (x)#0 oldugundan dolay:

ﬂsinﬂ+cosﬂ—120

olmasi gerekir. Ji= M alinir ise

sing+cospu—1=0
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veya

sinﬁ ,ucosﬁ—sinﬁ =0
2 2 2

denklemi elde edilir.

. K

,ucosE— sinE =0 denklemini g6z Oniine alalim. Bu denklem tanE =u

denklemine denktir. Burada y=u ve y=tan§ denklemlerinin grafiklerinden

goriiliir ki, (4.5.1)-(4.5.3) simir deger probleminin 6zdegerleri
A=A =u, n=12,. ve u e (2nr,(2n+1)r) araliklarinda yerlesir.

u,=(2n+1)7w—¢,olsun. tan% =y denkleminden

M:(zn_'_l)ﬂ_g

n

tan
veya
cot% =(2n+l)7-¢,

bulunur. Burada

esitligi kullanilirsa,

2
2 le 1&” .=(2n+1)7-¢,
e 32 454

veya n—> oo igin

elde edilir. Boylece



2 1
=2n+)7T-——7—+0| — )
u,=12n+1)x (2n+1)7[+ (n3j,n—>

T+ 1-—* o[ L] 15w
A =l (@ne) ][1 [(2n+1)7z]2+0(n3ﬂ’

olarak bulunur. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise

Xy (x)=cospx, n=1,2,...
1 .
veya i, =(2n+1)7+0 - alinip yerlerine yazilirsa

X2n+1 (x) = Cosﬂnx

=cos{(2n+1)ﬂ'+0(%ﬂx

= cos[(2n+1)7zx]cos{0(%jx} —sin[ (2n+1) 7x] sin{O(ljx}

n

=Cos[(2n+l)ﬂx]+0(%j, n— oo

olarak bulunur.
Simdi de sin% =0 denkleminden A= /1,,” =4, n=0,1,2,... olmak iizere,
(4.5.1)-(4.5.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri:
u,=2nm ve A" = (2mz')2 ,n=0,12,...
seklindedir ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise:
X,,(x)=cos2nzx, n=0,1,2,...

seklinde olur.
A =0 durumunu inceleyelim.

Gosterilebilir ki, 4, =0 basit 6zdegerdir. Gergekten A, =0 basit 6zdeger ise
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X, =0
X()’(O) =0, X()’(1)+X()(O)_Xo(l) =0

bagintilarindan X, (x)=c elde edilir. X, (x) fonksiyonu A =0’a ek 6zfonksiyon
olsun. O halde

X1”+/10X1 =X,

Xl/(o):O’ Xl,(1)+X1(O)_X1(1):O

bagintilarindan X, (x)=c oldugu elde edilir ki, buradan 4 =0 sayismnin basit

ozdeger oldugu elde edilir. Burada ¢ # 0’dir ve 6zel olarak ¢ =1 alabiliriz.

Dolayisiyla, (4.5.1)-(4.5.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri

ln,—[(2n+1)7t]2[1—;+0(%j], n=12,.

[(2n+1)7]

A" =(2nm)’, n=0,1,2,...

ve bu 6zdegerlere uygun 6zfonksiyonlar sirasiyla

xz,ﬁl(x)=cos[(zn+1>m]+o[lj, n=12...

n
X,,(x)=cos2nzx, n=0,1,2,...

seklinde olurlar.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
Tezde daha Onceleri incelenmemis lokal bi¢imde verilmeyen bir sinir deger
1
problemi ele alimr.  Sinir kosulu J. u(x,t)dx=p(t) bigiminde verilen durumdan
0

1
farkli olarak burada ilk kez J xu(x,t)dx=p(t), 0<t<T bigiminde bir simr kosulu

0

ile olusturulan sinir deger problemi goz Oniine alinir. Bu kosul i¢in Onerme ve

1
teoremler elde edilmistir. J.u(x,t)dx = 4(t) kosulundan farkli olarak bu durumda
0

regiiler, hem de kuvvetli regiiler sinir kosullar ile karsilasilir.

Tezde elde edilen sonuglardan kullanarak ve bagka bilgilerden de
yararlanarak lokal bicimde verilmeyen baska simir kosullari da incelenebilir.
Bunlarin yaninda verilen problemi diskrete bicime indirerek, (yani farklar

denklemleri ile ifade ederek) programlar yazilabilir ve sayisal ¢oziimler bulunabilir.
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