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Oz

U=#O evrensel kiime, 6, U da bir denklik bagintis1 olmak iizere (U,0)

ikilisine bir yaklasim uzay1 ad1 verilir.

Bu ¢alismada rough kiimeler, fuzzy kiimeler ve halka teorisi arasindaki iligki
incelenecektir.

Evrensel kiimeyi bir halka olarak alindi. Fuzzy ideallerden yararlanarak
halkada alt-iist yaklagimlar tanimlar1 verildi. Ayrica, halkada alt-iist yaklasimlarin
bazi 6zellikleri verildi.

Halkada alt-iist yaklagimlarin homomorfi goriintiileri incelendi.

S degisme oOzelligine sahip R halkasinin bir carpimsal alt kiimesi olsun.
Evrensel kiimeyi bir RxSolarak alindi ve RxS de alt-list yaklagimlari incelendi.
Ayni1 zamanda bu alt-iist yaklagimlarin bazi 6zellikleri verildi.

Ozellikle, S degisme 6zelligine sahip R halkasinin bir carpimsal alt kiimesi

halkinda yeni fikir elde ettik. Ayrica, rough ideallerin baz1 6zellikleri verildi.

Anahtar kelimeler: Rough Kiime, Fuzzy Kiime, Carpimsal Kiime, Alt-Ust
Yaklasimlar, Halka, Ideal, Fuzzy Ideal, Homorfi



ABSTRACT

Let U be a universal set. A pair (U,0) is called an approximation space if

U=#O and 0 is an equivalence relation on U.

In this work, we give a relationship between rough sets, fuzzy sets and ring
theory.

We consider a ring as a universal set and shall introduce the notion of fuzzy
ideal of a ring for definitions of the lower[upper] approximations in a ring. Also, we
shall give some properties of the lower[upper] approximations in a ring.

We will discuss homomorphism images of the lower[upper] approximations
in a ring.

Let S be a multiplicative subset of a commutative ring R. We consider a
RxS as a universal and introduce the notion of lower[upper| approximations in a
RxS. We also give some properties of the lower[upper] approximations in a RxS.

Especially, we may gain new ideas on the multiplicative subset of a

commutative ring R. Also, we give some properties of rough ideals.

Key Words: Fuzzy Set, Rough Set, Multiplicative Set, Lower[Upper]

Approximations, Ring, Ideal, Fuzzy ideal, Homomorphism.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

= Tanim olarak esittir
U Evrensel kiime
A herhangi bir ortii
35(X) {yeU|XcU,3CeA, yeCACNX =D
s(X) {yeU|EICeA,yeC/\C<;X}
0 bir denklik bagintisi
(U,0) yaklagim uzay1
(U.6,X) ((U,6.X),(U,6,X))
(U, 6,X) {XeU:[x],c X}
(U,0,X) (XeU:[x,nX=D}
R Herhangi bir halka
u R nin fuzzy alt kiimesi
A R nin fuzzy alt kiimesi
(LOA)(x) min{ p(x),A(x) }
(H+ 1)) SUP,_,p + Min{ w(a), A (b) } }
AcCu Vx e R,A(x) S p(x)
U(u, t) {(a,b)e RxR: p,by>t}, te[0,1]
[x] o x e R nin U(u,t) bagintisina gore denklik sinifi
U(uoA, t) {(a,b)e RxR:3ceR>3 (a,c) e U(u,t)A(c,b) e UA, 1)}
Ao {x e R:A(x) > A}
Aj {xeR:A(X)>A}
r
(r5); N
SR {é : reR,seS}

vi



1.GIRiS

Rough kiime teoresi ilk defa Pawlak’in [16] calismalar: ile baslamistir. Bu
teori Analiz, Mekanik ve Veri Analizinde pratik yaklasimlar elde etmistir.
U=#O evrensel kiime, 6, U da bir denklik bagintis1 olmak iizere (U,0)
ikilisine bir yaklagim uzay1 adi verilir.
(U, 0) bir yaklagim uzay1 olmak iizere, (U, 0)da bir rough yaklagimi ile
(U,8,-):P(U) - P(U)xP(U)
vYXeP(U), (U,0,X)=((U,6,X),(U,0,X))
fonksiyonu anlagilir.
(U,0,X):={X e U:[x],c X}
(U,0,X)={X e U:[x],nX =D}
kiimelerine sirastyla X in (U,0) da bir alt rough yaklagimi ve iist rough yaklagimi
ad1 verilir.
(U,0) yaklasim uzay1 uzay1 verilsin. (A,B) € P(U)xP(U) ikilisine (U,0) da
bir rough kiimedir denir:<=> 3X € P(U) > (A,B) = (U, 6, X)

[
°

R # & kiimesi ilizerinde tanimli iki ikili islem “+” ve olsun. Bu taktirde;
i. (R, +)degismeli gruptur.
ii. Va,b,ceR, a(bc)=(ab)c
ili. Va,b,ceR,a(b+c)=ab+ac A(a+b)c=ac+bc
kosullar1 saglaniyorsa, R ye bir halka denir ve (R,+, «) seklinde gosterilir. R halkasi,
Va,beR, ab=ba
Ozelligine sahipse R ye degismeli halka denir.

VaeR, al; =1;a=a olacak sekilde 1, € R varsa R ye birimli halka denir.

Bu calismada, “evresel kiimeyi bir cebirsel yapi aldigimizda dogal olarak
yaklagim uzay1 degisecektir. Bu degisim nasil olacaktir?” sorusuna yanit verilecektir.
Bu baglamda, materyal ve metot boliimiinde gerekli tanimlar, lemmalar,
onermeler ve teoremler verilecek, bulgular ve tartigma boliimiinde ise daha dnceden
incelenmis olan calismalarin bir derlemesi olarak; fuzzy idealer iizerinde rough

yaklagimlar, rough ¢arpimsal kiime ele alinacaktir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Rough kiime teorisi ilk defa Pawlak’in [16] calismalar1 ile baglamistir. Bir
evrensel kiimenin alt kiimesi olan rough kiime, iist ve alt yaklagimi adi verilen iki
kiime ¢ifti tarafindan tanimlanir.

Bir kiimenin iist yaklasimi, bu kiime ile arakesiti bostan farkli olan biitiin
denklik siniflarin birlesimidir.

Bir kiimenin alt yaklagimi, bu kiime tarafindan kapsanan biitiin denklik
siiflarin birlesimidir.

Rough kiime teorisi, kiime teorisinin daha genis halidir. Rough kiimeler,
keskin simirlar harig, bulanik kavramin matematik modelidir.[1,17,24,25, 26, 27, 28,
29,32]’de rough kiime ile ilgili daha fazla bilgi bulunabilir.

“Rough kiime ile cebirsel sistem arasinda bir iligki kuralabilir mi?”” sorusu bir
cok matematikgi tarafindan incelenmistir. Ornegin, Bonikowaski [7], Iwinski [8], ve
Pomykala ve Pomykala [9] rough kiimelerin cebirsel 06zellikleri iizerinde
calismislardir. Pomykala ve Pomykala [9] klasik cebirde rough kiime formlari
gostermistir. Iwinski [8] kafeste teorisel yaklasimlari incelenmistir. Comer [25]
rough kiimelerin ve c¢esitli cebir dallarinin cebirsel mantik ¢alismalarinin arasindaki
iliskiyi incelemistir.

“Evresel kiimeyi bir cebirsel yap1 olarak aldigimizda, dogal olarak yaklagim
uzayr degisecektir. Bu degisim nasil olacaktir?” Biswas ve Nanda [6] rough
altgruplar lizerinde calisma yapmustir. Kuroki [10] yar1 gruplarda rough idealleri
incelemistir. Kuroki ve Wang [12] normal alt gruplar ile ilgili {ist ve alt yaklagimin
baz1 6zelliklerini incelemistir. Ayrica, Kuroki ve Mordeson [11] rough gruplar ve
rough kiimelerin yapisi tizerinde ¢aligilmistir. Mordeson [1] ortii yardimiyla iist ve
alt yaklasimi tamimlamustir. Davvaz [5] rough kiimeler ve halka teoresi arasindaki
iliskiyi incelemis ve evrensel kiime olarak bir halka g6z Oniinde tutarak halkanin
idealleri ile ilgili rough alt halkalar ve rough idealleri incelemistir. Davvaz ve
Mahdavipour [4] rough modulleri iizerinde ¢aligmigtir. [3]’da yar1 gruplarda, rough
asal idealler ve rough fuzzy asal idealler incelemistir.

Rough kiime teorisi ve fuzzy kiime teorisi arasindaki farkliliklar ve

benzerlikler ile ilgili bilgiler [13,20, 21, 29, 30, 31]’de bulunabilir.



3.MATERYAL VE METOD

Bu boliimde daha sonra kullanilacak kavramlar tanitilarak, teoremler,

verilecektir.

3.1.O0RTU YARDIMIYLA UST - ALT YAKLASIMIN TANIMLANMASI

U= bir kime, P(U), U nun kuvvet kiimesi ve s:P(U)— P(U) bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde;

(ul) VvVXePU), Xcs(X)

u2) VX, YeP(U),XcY=s(X)cs(Y)

u3) VX, YeP(U),s(XUY)=s(X)uUs(Y)

(ud) VXeP(U),s(s(X))=s(X)

kosullar1 saglanirsa s ye iist yaklagim operatorii denir [1].

Tamm 3.1.1. Ac P(U)\{@} olsun.
A ya U nun bir ortiisti denir : << U c | jc dir [1]

ceA

Tamm 3.1.2. A, U nun bir ortiisii olsun. Bu takdirde;

(i) A yar indirgenebilir denir : << VC,De A, CcD=C=D
(ii) A indirgenebilir denir ;<> VCe A, A'C A\{C} 5Cc UDeA,D olacak

sekilde A' kiimesi yoktur [1].

Tanim 3.1.3. A, U nun bir ortiisii olsun. s : P(U) — P(U) fonksiyonu,
VX eP(U), s(X)={yeU[|3ICeA,yeCACNX =D}

seklinde tanimlasin. VX € P(U), s(X) e A ileilgili X in iist yaklagimi denir [1].

s fonksiyonu gegiglidir : < Vx,y,ze U,x es({y})Ayes({z}) = xes({z})[1].



Onerme 3.1.4. A, U nun bir ortiisii olsun. Bu takdirde asagidaki kosullar
saglanir [1].
i. VxeU,xes({x}) (s yansiyan)
ii. Vx,yeUxes({y})=yes({x}) (s simetrik)
iii. VxeUVCeA,Cn{x}z0=Ccs({x})

iv. s fonksiyonu (ul), (u2) ve (u3) 6zelligini saglar.

Ispat. i. xeU keyfi verilsinn A, U nun bir ortiisii oldugundan

dCeA>xeC dir. Buradan CNn{x} #J ve x €s({x}) olur.
ii. x es({y}) keyfi verilsin.

xes({y})=3ICeA3xeCACN{y}zd=>yeCACN{x} D= yes({x})
iii. Cn{x} =9 olsun.

Cnixt#0=VyeC,yes({x})=> Ccs({x})
iv. x € X keyfi verilsin.
xeX=3ICeA>3xeC ACN{x}#d=xe5(X)= X s(X)
Boylece (ul) 6zelligi saglanmis olur. z es(X) keyfi verilsin.
zes(X)=3dCeA>zeC ACﬁX#@SCﬂY#@(XgY)DZEg(Y)
Buradan (u2) 6zelligi saglanmig olur. Simdi zes(XUY) keyfi verilsin.
zes(XuUY)=dCeA33zeCACN(XUY)# D
< 3ICeA>3zeCACNX)U(CNY)=D
< zes(Y)vzes(X)<=zes(Y)uzes(X)
Boylece (u3) ozelligi saglanmis olur. s:P(U)— P(U) fonksiyonu asagidaki iki
kosulu da saglayabilir.
uS) VXeP(U)axeU,xes(X)=IX'sonluX'c X>x es(X")

6) V{X,|JoeQ}<P), S(U Xan Js(X.)

Ornek 3.1.5. U=NuU{w} olsun. s:P(U)— P(U) fonksiyonu;



XuU{o} , X sonsuz
5(X) =
X , X sonlu

seklinde tanimlansin. s, fonksiyonu (ul) ve (u2) 6zelliklerini saglar. Simdi (u3)
ozelliginin saglandigini gosterelim. X,Y € P(U) keyfi verilsin.
X, Y sonlu olsun. Bu durumda X U'Y sonlu olacagindan,
s(XuY)=XuY=s(X)us(Y)
elde edilir.
X sonsuz veya Y sonsuz olsun. Bu durumda X U'Y sonsuz olacagindan,
s(XUY)=XUY Ui} =s(X)uUs(Y)
elde edilir. (u4) 6zelligin saglandigimi gosterelim. X € P(U) keyfi verilsin.
X sonlu olsun. Bu durumda,
s(X) =X =s(s(X)) =s(X)
elde edilir.

X sonsuz olsun. Bu durumda s(X)=Xu {oo} ve
s(8(X)) =s(X U{oo}) = X U{oo} =5(X)
olur. (u5) 6zelligin saglanmadigin1 gdsterelim.

o € s(N) olmasina ragmen ,ZfX' sonlu X'c N3 es(X') dir.

$(U, i) =s(N) = U2 N=J,_ tn =, sCin})

oldugundan (u6) 6zelligi saglanmaz [1].

Teorem 3.1.6. s:P(U)— P(U) fonksiyonu (u2) 6zelligini saglansin. Bu
takdirde;

s fonksiyonu (u3) ve (u5) dzelliklerini saglar. < s fonksiyonu (u6) 6zelligini

saglar [1].

Ispat. “=” s, (U3) ve (ud) ozelliklerini sagladigimi varsayalim.

{Xa o e Q} < P(U) keyfi verilsin. (u2) 6zelliginden;

Va e, S(UXQJQS(X()Z S[U Xajg U s(X,)

ae) aeQ aeQ



ifadesi elde edilir. x e s( U XQJ keyfi verilsin. (u5) 6zelliginden;

aeQ)

X € S(U XQJ:EIX'sonlu X'c UXa r3x es(X")

aeQ) aeQ)

>

olur. Buradan Ja,a,,...,a, €Q3X'cX, U..UX, eldeedilir. Boylece;
xes(X, V..uX, )=s(X, )v..us(X, ) UQEQS(Xa) ((u3) den)
olur.
“<" (u6) ozelligi saglansin. X € P(U) olsun.

y € s(X) keyfi verilsin. Boylece;

yesX)=yes(J, )=, s(xh=yes({x}h),IxeX

elde edilir. (u3) 6zelligi kolayca elde edilir.

Sonuc 3.1.7. A, U nun bir ortiisii olsun. Bu takdirde;

§ (u4) Bzelligini saglar. = VX e P(U), IA, c A>5(X) =, CI1].

Ispat. x e X keyfi verilsin. Bu durumda,

VCeA, Cn{x}#d=Ccs({x})

olur. y e s({x}) keyfi verilsin. O zaman;

yeCeA=Ccs({y}) cs(({x}) =5({x}) ((u4) den)
ifadesi saglanir. (u6) dan s(X) = Uxex S({x}) olur.

Sonuc 3.1.8. A, U nun indirgenebilir bir ortiisii olsun. Bu takdirde;
S (u4) ozelligini saglar. = Vx e U,VCe A,CNni{x}#J < Ccs({x}) [1].

Ispat. xeUve CeA verilsin. Kabul edelim ki C =5({x}) olsun. Sonug
3.1.7 dan
Ccs({x}) :U{D eAN:xe D}
elde edilir.



Cn{x} =9 olsun. Bu durumda, C¢{D e A:x € D} olur. Buise A, U nun
indirgenebilir ortli olmasiyla geligir. Buradan Cn{x} = olur. Tersi s tanimindan

elde edilir.

Sonu¢ 3.1.9.(Degisim 6zelligi) A, U nun bir ortiisii ve X < U olsun. Bu
durumda;

Vx,yeU,xes(Xu{yph)arxegs(X)=yes(Xuix})
ifadesi saglanir [1].

Ispat. xeS(XU{y}) A x&35(X) olsun. (u3) dzelligiden x € 5({y}) olur.
Buradan y e s({x})c s(XU{x}) (6nerme 3.1.4 iin ii. ve (u2)) elde edilir.)

Sonug¢ 3.1.10. A, U nun bir Ortiisii olsun. Bu takdirde;
s (u4) oOzelligini saglar. Buradan, @ = {5({X})|x € U} kiimesi U nun bir

parcalanisidir. [1].

Ispat. x e S({x}) ve (u6)’dan
U={J_,50ix}) olur. S({x})"S(iy})# @

oldugunu varsayalim. z e s({x})Ns({y}) keyfi verilsin. Bu durumda;

s({z}) = s(s(x))Ns(s({y}) = s(ix}) Ns({y})

olur. x,y € s({z}) olmak tizere, dnerme 3.1.4 {in (ii) kosullundan,
s({x}), s({y}) = s({z})

yazilabilir. Buradan
s({x}) =s({y})) =s({z})

olur. Boylece, @, U nun bir parcalanisidir.

Ornek 3.1.11. U={1,2,3}, C, ={1,2}, C, ={2,3} ve A={C,,C,} verilsin.

S(2)=2,5({1) = {1,21,5({3}) = {2,3},5({2}) = U olsun. X eP(U),

X| =2 olmak

tizere s(X)="U olarak alalim. s({lI}) c U=75(s({l})) olacagindan (u4) saglanmaz.



2e5({3})=1{2,3},1e5({2}) olmasina ragmen 1¢s({3}) dir. Buradan s geg¢isli
degildir. A indirgenebilirdir [1].

Ornek 3.1.12. U={,2}, A={{1},U} ve S(&) = olsun. X e P(U),

X|>1
olmak fizere, s(X)=U olsun. VX eP(U),s(s(X))=5(X) oldugu gorilir.s,
geciglidir. A, U nun Ortiisii olmasina ragmen parcalanist degildir. A, yar

indirgenebilir degildir [1].

Teorem 3.1.13. A, U nun bir ortiisii olsun. Bu takdirde asagidaki kosullar
denktir [1].
(1) A, indirgenebilir ve VX € P(U),s(5(X)) =5s(X) dir.
(2) A, U nun bir pargalanisidir.
(3) A indirgenebilir ve s gecislidir.

Ispat. (3)=(2): C,De A kiimeleri farkli ve CND#@ olsun. xeCND
keyfi verilsin. A indirgenebilir oldugundan C\D =+ D\C dir.
Vye C\D ve Vz e D\C ,
Cn{x}zd=yes({x})
Dni{z} #J = x e5({z})
olur.s, gecigli oldugundan, yes({z}) dir. Buradan 3C, ,eA>y,zeC , dir
Boylece;
(C\D)uU(D\C) c U{Cy,z :yeC\D,ze D\c}
¥yeC\D, YzeD\C, C#C,, #D
elde edilir. Buradan, Cc U {Cy’z ye C\D, zZe D\C} uUD olur. Bu ise A nin

indirgenebilir olmasiyla ¢elisir. Boylece, CND= olacagindan A, U nun
parcalanisidir.

(2)=(1): XeP(U) keyfi verilsin. Sonu¢ 3.1.7da Ay ={CeA:Ccs(X)}
olmak tlizere s§(X)= UCEA C dir. Simdi, VCeA, s(C)=C ifadesinin dogru

oldugunu gosterelim. Ce A olmak ilizere yes(C) keyfi verilsin. Buradan



ADeA>3DNC#IBAyeD olur. A, U nun bir pargalanisi oldugundan D =C dir.

Buradan, s(C) < C elde edilir. s tanimindan s(C) 2 C olur. Bdylece;

5600)=5(Ue., €)=Ueor, 5©=UL.,, €=560
ifadesi elde edilir.
M =3): xes({y}) ve yes({z}) keyfi verilsin. Boylece;
xes({y}) cs(s({z})) =s({z})

olur. Buradan, s gecislidir.

Ornek 3.1.14. U={1,2,3} ve A={{1,2},{2,3},{1,3}} olarak verilsin. §,
fonksiyonu s(J) = ve VX eP(U),X#J, s(X)=U olarak tanimlayalim. s, (u4)

ozelligini saglar ve gecislidir. A, U nun parcalanis1 degildir. A yar1 indirgenebilir

ancak indirgenebilir degildir [1]. (Not: {2,3} c U=5({1}) ve {2,3}n{l} = )

Onerme 3.1.15. A, U nun bir ortiisii olsun. Bu takdirde;

A yari-indirgenebilir ve VC € A, s(C)=C < A, U nun bir parcalanisidir.[1].

Ispat. A yan indirgenebilir ve VCe A,5(C)=C oldugunu varsayalim.
C,.DeA>CNnD=#D olsun. s, tanimindan s(C)=C>CuUD yazlabilir. A yar

indirgenebilir oldugundan C =D olur. Boylece A, U nun bir par¢alanisidir.
Tersine A, U nun bir parcalanisi oldugunu varsayalim. Ce A olmak iizere

y €5(C) keyfi verilsin. Buradan, 3D e A>DNC#=JAyeD olur. A, U nun bir
parcalanis1 oldugundan D=C ve s(C)c C elde edilir. s tanimindan s(C)>C
olur. A yar indirgenebilirdir.

U= bir kime, P(U), U nin kuvvet kiimesi ve s:P(U)—P(U) bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde;
11) VvVXePU), Xos(X)
12) VX, YeP(U),XcY=s(X)cs(Y)
(13)  VX,Y eP(U),s(XNY)=s(X)ns(Y)

(14) VX eP(U),s(s(X))=s(X)



kosullar1 saglanirsa s ye alt yaklagim operatorii denir [1].

Tamm 3.1.16. A, U nun bir ortiisii olsun. s : P(U) — P(U) fonksiyonu,
vXeP(U), g(X):{yeU|EICeA,yeC /\CgX}
seklinde tanimlasin. Bu takdirde; VX eP(U), s(X) ya A ile ilgili X in alt

yaklagimi ad1 verilir [1].

Onerme 3.1.17. A, U nun bir ortiisii olsun. Bu durumda;
VX eP(U), s(X) 2 U\S(U\X)

ifadesi saglanir [1].

Ispat. X eP(U) keyfi verilsin. Bu durumda;

s(X)={yeU|3aCeA,yeC /\CgX}=U{C:CeA,CgX}=U{C:CeA,Cm(U\X)=@}
U{c:c e A,CN(U\X) =@} ;U\U{c:c e A,CN(U\X)# @} =U\5(U\X)
olur.

Onerme 3.1.18. A, U nun bir ortiisii olsun. Bu durumda;

vX eP(U), U\g(X) = §(U\X) < A U nun parcalanmisidir.[1].

Ispat. VX eP(U), U\g(X) = §(U\X) oldugunu varsayalim. A = {U} ise

A, U nun parcalanigidir.
Farzedelimki A #{U} olsun. Bu durumda, 3C,,C,eA>C, g C, olur. s,

tanimindan s(C,)=C, dir. Buradan, §(U\C2) = U\§(C2) = U\C2 olur. C, £C,

oldugundan, C, c §(U\C2) = U\§(C2) = U\C2 olur. O zaman, C,NC, =J olur.

Boylece A, U nun pargalanisidir. Ters durum Onerme.3.1.17 dan ispat edilir.

Onerme 3.1.19. A, U nun bir 6rtiisii olsun. Bu takdirde,
(1) s fonksiyonu (11) ve (12) 6zelligine sahiptir.
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(2) VX, Y eP(U), s(XNY)c s(X)ns(Y)
(3) VX eP(U), s(X) 2s(s(X))

kosullart saglanir [1].

Ispat. X,YeP(U)>XcY verilsin. s(X)=@ olsun. Bu durumda (11) ve
(12) saglanir. s(X)# < oldugunu varsayalim. y € s(X) keyfi verilsin. Buradan,
JCeA>yeCc XY elde edilir. Boylece (1) saglanir.(11) ve (12) 6zelliklerden
(2), (3) kosullar1 elde edilir.

Tanim 3.1.20. A, U nun bir ortiisii ve s, (u4) ozelligine sahip olsun.

X < U olmak tizere;

(1) A c U olmak iizere, A ya U nun bir alt uzayidir denir: < A =5(A)

(2) X bagimsizdir denir: <> Vx € X, X ¢ §(X\{x})
(3) X, U nun bir A alt uzaymin iiretecisidir denir: <> A =5(X)

(4) X, U nun bir A alt uzaymin tabanidir denir: <> X, A nin {ireticisi ve

X, bagimsizdir [1].

Teorem 3.1.21.(Kuroki ve Mordeson[11]) A, U nun bir 6rtiisii ve s, (u4)
ozelligine sahip olsun. X < U olmak iizere;
i. X, U nun minimal iiretecisidir.
ii. X, U nun maksimal bagimsiz altkiimesidir.

iii. X, U nun bir tabanidir.

kosullar1 denktir [1].
Teorem 3.1.22.(Kuroki ve Mordeson[11]) A U nun bir ortiisii ve s, (u4)

Ozelligine sahip olsun. Bu durumda U bir tabana sahip ve tabanin kardinalitesi tektir

[1].
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3.2.YAKLASIM UZAYLARI

U evrensel kiime, 6 U da bir denklik bagintis1 vex € U olsun. x’e 0 ile bagh

tiim elemanlarin kiimesine x’in denlik sinifi ad1 verilir, ve [x]; ile gosterilir.
Unun 0 ya gore olusan tiim denklik siniflarinin kiimesi U /0 ile gosterilir.

Herhangi bir X ¢ U, X in Udaki tiimleyeni X ile gosterilir U#< ve 6 U da

bir denklik bagintis1 olmak tizere (U, 0) ikilisine bir yaklasim uzay1 ad1 verilir [2].

Tanmm 3.2.1. (U,0) bir yaklasim uzay1 olmak iizere, (U,0)da bir rough
yaklagimi ile
(U,0,-):P(U) - P(U)xP(U)
vXePU), (U,0,X)=((U,0,X),(U,0,X))
fonksiyonu anlagilir [2].
(U,0,X):={x e U:[x],c X}
(U,0,X)={xeU:[xl,nX =T}
kiimelerine sirastyla X in (U,0) da bir alt rough yaklagimi ve iist rough yaklagimi
adi verilir [2].
(U,0) yaklagim uzay1 uzay verilsin. (A,B) € P(U)xP(U) ikilisine (U,0) da
bir rough kiimedir denir < 3X e P(U) > (A,B) =(U,6,X) [2].

Tanimm 3.2.2. (U,0,A) ve (U,0,B), (U,0) yaklasim uzayinda herhangi iki
rough kiimeleri olmak iizere;
i (U,6,A)U(U,0,B):=((U,0,A)U(U,0,B),(U,6,A)U(U,0,B))
ii. (U,0,A)N(U,0,B):=((U,6,A)"(U,6,B),(U,0,A)(U,0,B))
iii. (U,6,A)C (U,6,B) < (U,0,A)n(U,0,B)=(U,6,A)
(U,0,A)C (U,6,B) ise (U,0,A) ya (U,0,B)nin rough alt kiimesi ad1 verilir.

ii'.  (U,0,A)C (U,0,B) < (U,0,A) < (U,0,B) A (U,0,A) = (U,0,B)

(U,6,A) rough kiimesinin tiimleyeni (U,0,A)° ile gosterilir ve
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(U.6,A) =((U,0,A)",(U,0,A)")
seklinde tanimlanir.
iv.  (U,0,A)\(U,6,B):=(U,0,A)N(U,0,B)°

=((U,0,A)\(U,0,B),(U,0,A)\(U,6,B)) [3].

Tanim 3.2.3. (U,0) bir yaklasim uzayi ve & # X < U olsun.
i (U,0,X)= (G, 0, X) ise X e tanimlanabilir kiime
ii. (U,0,X)=9 ise X e bos i¢ kiime
iii. (ﬁ, 0,X)=U ise Xe bos dis kiime

adlan verilir [2].

Xin (U,0) da alt rough yaklasimi Xde icerilen Uda en biyik
tanimlanabilir kiimedir.
Xin (U,0) da iist rough yaklasimi X1 iceren U da en kii¢iik tanimlanabilir

kiimedir. Boylece;

(U,0,X)=U { S: Sc X,S tanimlanabilir kﬁme}

(U,0,X):=N { S:X cS,S tanimlanabilir kﬁme}

seklinde ifade edebiliriz.
X in bir rough kiimesi, X in ayni1 alt ve iist yaklasima sahip olan U nun tiim

alt kiimelerin bir ailesidir [2].
3.3.FUZZY IDEALLER VE KONGRUANS BAGINTILARI

R halkast verilsin.R nin bir p fuzzy alt kiimesi, Zadeh tarafindan
p:R— [0, 1] fonksiyonu olarak tanimlandi.
u ve A R nin iki fuzzy alt kiimesi olsun.
Acpe VxeRoA(x) S p(x)

VxeR,(LNA)x) = min{u(x),k(x)}
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VX R, (+A)(x) = supy .y, { min{p(a), A (b) } }
u ye R nin fuzzy alt kiimesi olmak {izere p ye R nin bir fuzzy ideali denir:<

(i) vx.yeR, p(x-y)zmin{p(x),n(y)}

(i)  Vx,yeR, u(xy)>max{pu(x),u(y)}
1 R nin bir fuzzy ideali olmak {izere asagidaki 6zellikler saglanir.

1) VxeR, px) <po) ve px) = i(-x)

(0, R nin toplamaya gore birim elemani)

2) H(x-y)=H(0) = H(x) = L) (x.y €R)
u ve A R nin iki fuzzy idealeri ise pNA da R nin fuzzy idealidir.
1 R nin herhangi bir fuzzy alt kiimesi olmak {izere,
pe={xeRpu(x) 2t} te [0,1]
kiimesine p nin t-seviye alt kiimesi ad1 verilir.

Fuzzy kiime ile klasik kiime arasindaki baginti1 agisindan t-seviye alt kiime

kavrami ¢ok dnemlidir.

Her bir fuzzy kiime, onun tiim t-seviye alt kiimelerinin bir ailesi tarafindan

tektiirlii tanimlanabilir [2].

Onerme 3.3.1. p R nin bir fuzzy alt kiimesi olmak iizere; R nin bir fuzzy

idealidir <t eImp ,p, kiimeleri R nin idealidir [2].

Ispat: “=” p ={x eR:p 2 t},t<[0,1]
X,y e u, keyfi verilsin.
X,yep, 2ux) 2t Wyt
W(x —y) = min{u(x), W(y)} = min{t,t} =t=x-yep,

re R keyfi verilsin.

W(rx) = max {iu(x),un} 2 t=>rxep, (Xep, = Wx)=t)
Benzer sekilde xr e p, oldugu goriiliir.
“<”telmp ,u, R ninideali olsun.

1) x,y e R keyfi verilsin.
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Wy elmp=3t; e Imp > wy) =t,

px)yempu=3telmp 3 px) =1

px—-y)elmp=3t;eImp s px—y) =t3
Kabul edelim ki ¢, <t, olsun.

Xep AYel, =X-Yel, = UX=Y)2f

H(x —y) 2 min{p(x), py)} 2

2) x,y R keyfi verilsin.

Xeutl/\yeR: XythI:M(XY)ZM(X):tI

yeu, A xeR= xyept2:>u(xy)2u(y)=t2

= W(Xy) = max {{ux), 1(y)}

Tamm 3.3.2. p R nin fuzzy ideali olsun.
Vte[0,1], U(u,t)={@,b)eRxR:p@a—-b)>t}
kiimesine p nin t-seviye bagintisi ad1 verilir[2]

0 Rde bir denklik bagintis1 olmak {iizere; Oya kongruans bagintisidir

denir.:<>(a,b)e0=>VxeR , (a+x,b+X)cOA(X+2a,x+b)cH

Lemma 3.3.3. p,R de bir fuzzy ideal ve te[O,l] olsun. Bu takdirde;

U(u, t) R de bir kongruans bagintisidir [2].

Ispat. (0,0)cRxR, p0-0)=p0)>t= (0,0)c U(u,t)=U(u,t) =D
a e R keyfi verilsin.
n@—a)=pu0) > t=(a,a)e U(u,t)
@,bye U(u,t) keyfi verilsin.
@byeU(u,t)y=>p@a—-by>t
u R nin fuzzy ideali oldugudan w(b—a)=u(—(b—a))=pn(a—b)>t dir. Buradan
(b,a)e U(u,t) elde edilir. (a,b)e U(u,t) A (b,c) e U(u,t) keyfi verilsin.
pa—c)=pa—-b+b-c)>min{u@—b),ub-c)} > min{t,t} = t=(a,c) e U(u,t)
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Boylece U(u,t) R de bir denklik bagintisidir.
@,bye U(u,t) ve x e R keyfi verilsin.

w@a+x)—b+x)=pl@+x)+-x-b)=wla+x—x)—-b)=pw(a+0-b)=pu(a—-b)>t=@+x,b+x)e U(u,t)

(R,+) abelyen grup oldugundan (x+a,x+b)e U(u,t) olur. Buradan, U(u,t) Rde

bir kongruans bagintis1 olur.
Bu durum ‘a=b (modp) <= pn(a—b) >t seklinde yazilir.

Lemma 3.3.4. p, A R nin iki fuzzy ideali ve t e [O,l] olsun. O zaman

Una,t) =0, t) U, t)
ifadesi saglanir [2].

Ispat. U(uni,t)={@,b)eRxR:(uni)a-by>t}
= {(a,b) e RxR: min{u@a—b),A@a—-b)} >t}

={@,byeRxR:p@a-by>t} A {(a,byeRxR: A@a—-by>t}
=U(,)NUR, 1)

x e R nin U(u,t) bagintisina gore denklik sinifini [X] o ile gosterecegiz.

Lemma 3.3.5. p, Rnin bir fuzzy ideali, a,bcR ve te[0,1] olmak iizere
asagidaki ozellikler saglanir [2].

() [a](u,t)_'_[b](u,t):[a+b](u,t)
(i) [_a](u,t):_ ([a](u,t))

*Gi)  [a],,*[b],,<S[a+b],...,

Ispat. (i) x < [a](u’t)+[b](uﬂt) keyfi verilsin.

Xe [a](pﬂﬁ[b]mt) = Jdye [a](uﬁt) A dz e[b](w)ax =y+z
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(b,2),(a,y) e U(u,t) =>(a+b,y+2z) e U(u,t) v (a+b,x) e U(u,t)

Buradan x [a + b]“l Y olur. Diger taraftan; x e [a + b](H Y keyfi verilsin.

X e[a+b](H t):(x,a+b) ceU(uw,t)=(x—-b,a) e U(u,t)

:>X—be[a] v XE[a]

[(n,0)] (u,1) + [b](u,t)

(i) x e [—a] o keyfi verilsin.
Xe [—a][(H 0 (x,—a) e U(u,t) = (0,—a—x) e U(u, t) < (a,—x) e U(u, t)

S —Xe [a](w)

SXe —([a]w))

(iii) y e [a](u,t)+[b](k,t) keyfi verilsin.

ye [a](“’t)—’_[b](k,t) = Jdk e [a](u,t) A dc E[b](}\,t)Q y= k+c

> wk-a)>t, A(b-c)=>t

(L+A)y—a—-b)y= sup {min{p(u),?»(v)} } > min{uk —a),A(b—c)} > min{t,t} =t

u+v=y-a-b

:>(y,a+b)eU(u+k,t):>ye[a+b]

(Ht2,t)

Lemma 3.3.6. p, Rnin bir fuzzy ideali ve t<[0,1] olsun. Herhangi bir

aeR,

a +[0](p,t)=[a](p,t)

ozelligi saglanir [2].

Ispat. aeR keyfi verilsin

X ea+[0](mc> X—a 6[0](“’0.

& (x—a,0)e U(u,t)
& (x,a) e U, t)

Xe [a](w)
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Lemma 3.3.7. p, A R nin iki fuzzy ideali Syleki A = p ve t <[0,1] olsun.Bu
takdirde;

VxeR, [x](w)g X](w)

ozelligi saglanir [2].

Ispat. ye [x](m):(x, y)eUMt)=A(Xx—-y) 2>t
=ux-y)2t,(Acp)
:>(X9 Y) € U(Ma t)

= Ye [X](“,t)

i, A R nin iki fuzzy ideali olsun. U(u,t), U(A,t) kongruans bagintilarinin bilesimi
Uy, t)oU(A,t)={(a,b) e RxR:JceR > (a,c) e U(u,t)A(c,b) e UA, 1)}
olarak tanimlanan ifadesi bir kongruans bagintisidir. U(u, t)oU(A,t) gosterimi yerine

U(poA, t) ifadesini kullanacagiz [2].

Lemma 3.3.8. p, A R nin iki fuzzy ideali ve t e [O,l] olsun. Bu takdirde;
U(por, t) € U(n+2,t)

ozelligi saglanir [2].

Ispat. (a,b) < U(uo),t) keyfi verilsin.
(a,b) e U(uoA,t)=3c e R> (a,c) e U(u,t)A(c,b) e U(A,t)

(L+A)a—-b)= sup {min{u(u),?»(v)} } > min{@—c),Ac—b)} > min{t,t} =t

u+v=a-b

= (a,b)e U(u+A,t)

Lemma 3.3.9. p, A Rnin iki fuzzy ideali, Imp , ImA sonlu ve t<[0,1]

olsun. Bu takdirde;
U(poh, ) =U(n+ A, t)

ifadesi saglanir [2].
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Ispat. (x,y)eU(u+A,t) keyfi verilsin.

(L+AM)x—y)= sup {min{u@) Ab)}}>t

x—y=a+b
Imp , ImA sonlu oldugundan,
Ja,,boeR 3 X -y =a,+boAmin{u(ao).Mbo)} =t =ao) 2 t. Mb,) 2t
Wao,—0)2t AMb,—0)2t= (a,,0 ) e U, t) A (X—Y,a,) « UQR, 1)
= (x—y,0) e U(uoA,t)
= (x,y) e U(poA, t)
= U(uor, t) D U(u+A,t)
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. FUZZY IDEALLER UZERINDE ROUGH YAKLASIMLAR

u, R halkasinin bir fuzzy ideali ve te[0,1] olsun. Lemma.3.3.3. den

U(u,t) R de bir kongruans bagintisidir. U =R ve 6 U da denklik bagintis1 olmak
tizere (U,0)yaklasim uzay1 yerine (R, p,t) ifadesini kullanacagiz.

K, R nin bir fuzzy ideali, U(u,t) p nin R de t-seviye kongruans bagintis1 ve
@ # X <R olsun.

U, t,X) = {x E R:[x] c X}

(w,t) —
U(u, t,X) :={X = R:[x](H t)r\X # @}
kiimelerine,her biri sdylendigi siraya gore, X kiimesinin U(u,t)ile ilgili olarak alt

ve list rough yaklasimlari diye adlandirilir [2].

Onerme 4.1.1. (R,u,t) herhangi bir yaklasim uzay1r ve her A,Bc R,

asagidakiler saglanir [2].

1) Ut A)cAcU(tA)

2) Ut,@)=3=U(t,Q2)

3) U(wt,R)=R=U(u,t,R)

4) AcB=U(ut,A)c U(ut,B) A Uu,t,A) < U, t,B)

5) UG t,U(u,t,A)) = U(u,t,A)

6) U, t, Uk, t,A) = U(,t, A)

7) U t, UG t,A) = U, t, A)

8) U(wt,U(wtA)=U(wt,A)

9) U t,A)=(Ut,A))

10) U(w, t,A) = (U(u, t, A

11) U(p, t, AnB) =U(p, t, A)nU(p, t, B)

12) U(u,t, AnB) c U(u,t,A)nU(u,t,B)
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13) U, t, AUB) 2 U(p, t, A) U U(, t, B)
14) U(u,t, AUB) = U(,t, A) U U(u, 1, B)

15) VxeR, I_J(M,t,[x](“,t)) = G(},l, t’[X](H’t))

Ispat. 1) ye U(,t,A) keyfi verilsin.
yeUtA)=[y] cA=[y] NnAzT=yeU(tA)
2) Tanimdan agiktir.

3) Tanimdan acgiktir.
4) A < B olmak iizere, y € U(u,t,A) keyfi verilsin.

yeUwtA)=[y] cAcB=yeUWtB)

yeU(ut,A) keyfi verilsin.

yeU(u,t,A):[y](“’t)ﬂA¢®:[y] ’t)mB;«t@:ye[_J(u,t,B)

(n

5) ye U(u,t,U(u,t,A)) keyfi verilsin.

yeU(mt,U(wt,A) < [y]  cUmtA) = yeUwt,A)

(n,t) —
6)y € U(u,t,U(,t, A)) keyfi verilsin.

yeUtUwtA) & [y]  nUWtA) 2T < [y]  NA=T o yeUtA)

(1,
7) y € U, t, U(p, t, A)) keyfi verilsin.
yeUt U t,A) < [y], < UtA) & ye Ut A)
8) y e U(i,t,U(u, t,A)) keyfi verilsin.
yeU(ut,U(ut,A)) < [y]

9) ye U(u,t,A) keyfi verilsin.

c U t,A) & ye U, t,A)

(n,t) —

yeU(u,t,A) < [y](u,t) cAoly] NA=Doye ([_J(u,t,A°))°

(p,t)

10) y e U(u, t, A) keyfi verilsin.

yeUtA) o[y], nA=@o[y], LA = ye U LA & ye(UktLA))

('S

11) y € U(u,t, AN B) keyfi verilsin.
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ye[_J(p,t,AmB)@[y](u,t)gAmBQ[y](“’t)gA/\[y] cB

(w,t) —
< yelpt,A)NnU(w,t,B)
12) y € U(u,t, A " B) keyfi verilsin.

ye[_J(u,t,AmB):[y](“’t)m(AmB)¢®:>[y] NA#=D A [y] t)mB;ﬁ@

(p,t) (m,

= ye U t,A)nU(u,t,B)
13) ye U(p,t,A)u U(u,t,B) keyfi verilsin.

yeUuwtA)vUt,B) =[y] <A V[y],  cB=][y]

(n,t) —

14) y € U(u,t, A UB) keyfi verilsin.

" t)gAuB:>ye[_J(|VL,t,AuB)

yeU(u,t,AuB)@[y](“ [)m(AuB);é@

@[y](w)mAi@ v [y] NB=J

(kst)
< yeUu,t,A)uU(ut,B)
15) Tanimdan agiktir.

Onerme 4.1.2. (R,p,t) herhangi bir yaklasim uzay1r ve her A,BcR ,

asagidakiler saglanir.

(i) Ut A)\U(ut,B) c Ui, t, A\B)

(i) U t,A)nU(ut,B)c U(u,t, ANB)

ispat. (i) y<e U(u,t,A)\U(w,t,B) keyfi verilsin.
y < U, ANU(u t, B)=y < U, t, A) Ay ¢ U(,t, B)
yeU(u, t,A):[y](W) NA =

y e UL, t,B):[y](H,t) NB=g

:[Y](p,o NA+=D A [y](m) c B¢
=[y]p.oNANB) =[y], yNA=D
= yeU(u,t,ANB°)

(i) y < U(u,t,A)nU(u,t,B) keyfi verilsin.
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ye [_j(l'l’ taA)mU(u’taB):y € [_J(H’ t’A)/\y € [_J(M:taB)

Ye L_](Ha ta A) 3[)’}(“’0 < A

YGU(M,'[,B)S[Y}(H’O NBz=@

[Y]go NANB) =[y], , "B#D =y UGt ANB)

Onerme.4.1.1 in 12), 13), (i), (ii) kosullarinin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 4.1.3. R ={o0,a,b,c} olsun. Cayley tablosu

+ [0 a b ¢ 0 a b ¢
0 |0 a b c 0 {0 0 0 O
a la 0 ¢ b 0 a b c
b |b ¢ 0 a b |0 a b ¢
c |¢c b a 0 c [0 0 0 O

(R,+,») bir halka ve a=-a,b=-b,c=-c dir. t e[O,l] ,1=0,1,2 ve
t, <t <t, olacak sekilde p fonksiyonu p(0)=t,, pu(c)=t,, u@)=wnb)=t,

seklinde tanimlasin.

U(u,t,)=1(0,0),(a,a),(b,b),(c,c)}
U(u,t,)=1{(0,0),(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a),(0,c),(c,0)}
U(u,t,)=RxR

A={o,a}, B={o,b,c} olsun.
U(wt,,B)=R, U(w,t,,AnB)={o,c}, U(w,t,,A)=T, U(n,t,,B)={o,c}
U t,,AUB)=U(,t,,R)=R, U(w,t,,A)=R

Béylece;
U, t,,A)nU(,t,,B) & U, t,, AN B)
U, t;, A)nU(w, t,,B) 2 U(p, t,,AUB)

elde edilir [2].
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Ornek 4.1.4. R =7, ={0,1,2} olsun.
wO)=t,, uH)=t,, p(2)=t,, t, <t, <t, olacak sekilde p tanimlansin.
A ={0,1}, B={1,2} olarak verilsin.
U, t)={(a,b) e Z,xZ,: n@a—-by>t}
={(0,0),(1,1),(2,2),(0,1),(1,0),(2,0),(0,2),(1,2),(2,1)}
U t,A)=9, U t,,B)=Z,, U(wt,,{1}) =Z,, U(p,t,,A)=Z,
ANB*={0}, U(u,t,,ANB*) =7,
Boylece;
U, t,,A)n U, t,,B) 2 U, t,,ANB)
U(u,t,,A)nU(u,t,,B) 2 U(u,t,,ANB°)
elde edilir.

Onerme 4.1.5. i, A R nin iki fuzzy ideali, te[O,l] ve @ # X c R olsun.

Bu takdirde;
U(pn,t,X) 2 U, t, X)n U, £, X)

saglanir [2].

Ispat. x < U(unA,t,X) keyfi verilsin.

X EU(“mk’t’X):[X]@mx,t) NX#L

=dae N X

%
=(@,x)eUunit)raecX
=>uNni)a—-x)>t raeX

= min{p(a—x),Ala-x)} =2t raeX
>ua-x)2tAaMa—-x)2traeX

= (a,x)e U(u,t) A (a,x) e U, t) haeX

:ae[x] mX/\ae[x](M)mX

(p,t)

mXi@/\[x] NX#J

=[x] )

(u,t)
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=xcU(wt,X)NUM,t,X).

Boylece U(uni,t,X) < U(u,t,X) " UM, t,X) elde edilmis olur.

Ornek 4.1.6. R =7, verilsin,
r0)=t,, p(H) =p2)=p@ =p®)=t;, nB)=t,
AMO)=t,, MDD =2B3) =105 =t,, A2)=A(4)=t,
t e[0,1],0<i<4 At <t;<t, <t <t
olacak sekilde R nin p:Z;—[0,1],A:Z; —[0,1] fuzzy alt kiimelerini
tanimlayalim. p ve A R nin fuzzy idealleridir.

MAAO0)=t,,(uNA)2) = (MNA)(4) = t;, (LN A)D) = (MNM)B) = (LNA)B) = t,
U(H, t0) = {(Oa 0)’(1: 1):(2’ 2)7(393)’(4’ 4),(5’5)}

U, t,) ={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(5,2),(2,5),(4,1),(1,4),(0,3),(3,0)}

U(u,t;) =ZXZ
Uk, 1) ={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)}

Uk, t,) ={(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),
(5,3).3,5),(4,2),(2,4),(1,3),3,D),
(0,2),(2,0),(5,1),(1,5),(0,4),(4,0)}

UQOt,)=Z X7,

U(Hm}\”tS) = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),
(5,3),(3,5),(4,2),(2,4),(1,3),3,D),
(0,2),(2,0),(5,1),(1,5),(0,4),(4,0)}

U(uni,t)=1{(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)}
U(un,t,)=7ZxZ,
X =11,2,3} olsun. U(w,t,,X)=2%,, UMt,,X)=Z,, Upnit,,X)=X

olacagindan U(unA,t,X) = U, t, X) N U(A, t,X) olur [2].

Onerme 4.1.7. p, A Rnin iki fuzzy ideali , te [0,1] ve J# X c R olsun.

Bu takdirde;
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Ui, t,X) o Up, t, X) N U(A, t,X)
dir [2].

Ispat. x « U(p, t,X) " U(A, t,X) keyfi verilsin.
X e U(ut, X)NUA,t,X) = x e U(w, t, X) A x e U(A, t, X)

=[x, =X A[x],, =X

= [X](pmk,t) S X

=>xeUun,t,X)

Burada genelde '>' icerme isareti yerine ‘=" simgesi yazilamaz.

Ornek 4.1.8. Ornek 4.1.6da Y ={1,2,3,4} olsun
U t,,Y)=1{L4}, URX,t,,Y)=, UunAi,t,,Y)=Y

= Uunht, YY)z Uwt,, Y)NUR,t,,Y) [2].

[12] Onerme 6.7.(Kuroki ve Wang). pn, A G grubun iki fuzzy alt gruplari ,
te [O,l] ve J# A <G olsun. Bu takdirde;

b ()AL, (A)=(Nh), (A)

(Bizim notasyonumuz: U(u,t,A)NU(A,t,A) =U(uNA,t,A))
(R,t,») bir halka oldugunda (R,+) bir grup ve (R,t,») nin her fuzzy ideali
(R,+) nin fuzzy idealleridir. Boylece 6rnek.4.1.8. [12].0nerme 6.7 nin genelde

dogru olmadigini gostermektedir [2].

[2] Sonu¢ 4.1.9. p, A G grubun iki fuzzy alt gruplar, te[0,1] ve
& # A < G olsun. Bu takdirde;
p_(A)Nr_(A)c@mnhr)_(A)

(Bizim notasyonumuz: U(u,t,A)NU(A,t,A)c U(unA,t,A))
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Sonu¢ 4.1.10. H,N G grubun normal altgruplari ve & # A < G olsun. Bu
takdirde;
H_(A)NN_(A)c (HNAN)_(A)

saglanir [2].

Sonu¢ 4.1.11. p,A,S yarigrubunda kongruans bagntilar1 ve & # A < S
olsun. Bu takdirde;
p_(A)NA_(A)c(pNr)_(A)

ifadesi saglanir [2].

R bir halka olmak iizere, & # A < R alt kiimesine R nin iist rough ideali ad1

verilir ;< U(u,t,A),R nin bir idealidir [2].

R bir halka olmak lizere, & # A — R alt kiimesine R nin alt rough ideali ad1

verilir:< U(u,t,A),R nin bir idealidir [2].

R bir halka olmak iizere, & # A c R alt kiimesine R nin iist rough

maksimal ideali ad1 verilir :< U(u,t,A),R nin bir maksimal idealidir.

R bir halka olmak iizere, & # A < R alt kiimesine R nin alt rough maksimal

ideali ad1 verilir < U(p,t, A),R nin bir maksimal idealidir.

R bir halka olmak iizere, & # A c R alt kiimesine R nin st rough asal
ideali ad1 verilir :< U(u,t,A),R nin bir asal idealidir.
R bir halka olmak tiizere, &J# A c R alt kiimesine R nin alt rough asal

ideali ad1 verilir :<< U(u,t,A),R nin bir asal idealidir.

Onerme 4.1.12. 1, R nin bir fuzzy ideali ve t e [0,1] olsun. Bu takdirde;

A, Rnin bir ideali ise A, R nin {ist rough idealidir [2].
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Ispat. a,bc U(u,t,A) ve r <R keyfi verilsin.

a,be Ut A)=[a]  NA=TA[b] NA=D

(n,t)

= 3xela]  NAATye[b] —NA

(B,
=X~ y € [a](p,t) - [b](p,t)

:X—ye[a—b](m AN(Xx-y)eA, 1xcA

= [a-b] ’t)mA;t@

(n
=a-beU(ut,A)
(x,a)eU(p,t) > pu(x—a)=>t
H(rx —1a) = u(r(x —a)) = max {u(r), p(x —a)} = p(x —a) > t

= (rx,ra) e U(,t) v rxefra

=TrIXe [ra]w) NA = [ra]w) NA#=D

=racU(Wt,A)
Benzer sekilde are U(u,t,A) elde edilir. Boylece U(u,t,A) R nin bir

idealidir.

Lemma 4.1.13. p, R nin bir fuzzy ideali ve t e [O,l] ve A <(R,t) olsun. Bu

takdirde;
UwtA) =@ =[0] <A

(n,t)

saglanir [2].

Ispat. Kabul edelim ki, U(p,t,A) # < olsun.
U, t,A) #J=3x e U(u, t,A)

:>[X](w) c A

—([x](m) C-A={-alacAl=A

[0](u,t) = [X + (_X)](p,,t)
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[X]w) +[—x]w) (Lemma 3.3.51)

= [x]w) + (—[x]w)) c A+ A=A (Lemma 3.3.5.i1)

Onerme 4.1.14. p, Rnin bir fuzzy ideali ve t<[0,1] ve A, R nin bir ideali

olsun. Bu takdirde;

U, t,A) # D= U, t,A) = A dir [2].

Ispat. Onerme 4.1.1 1) den U(u,t,A)c A dir. Simdi A< U(u,t,A)

oldugunu gosterelim. aec A keyfi verilsin. Lemma 4.1.13 den [0] <A dir. A

(1)

ideal oldugundan a+[0]wt)ga+AgA ifadesi dogrudur. Lemma 3.3.6 dan

[a] wp ©A dir. Buradan A < U(,t,A) elde edilir.

Sonu¢ 4.1.15. Lemma.4.1.13 ve Onerme.4.1.14 [12]’in Onerme.6.9 ile
degistirilebilir [2]

[12] Onerme 6.9. p,G grubun bir fuzzy alt grubu, te[O,l] olsun. A,G nin

alt grubu (normal) dyleki [e]H c A ise p, (=U(u,t,A)), Gnin alt grubu(normal) dir.

i, R nin bir fuzzy ideali ve (U(u,t,A),U(w,t,A)), (R,u,t) yaklasim
uzayinda bir rough kiime olsun.

(U(w,t,A),U(u,t,A)) bir rough idealdir .= U(u,t,A), U(u,t,A) R nin
idealleridir [2].

Sonuc 4.1.16. 1, R nin bir fuzzy ideali , te [O,l] olsun.Bu takdirde;

A R nin bir ideali ise (U(u,t,A),U(u,t,A)) R nin rough idealidir [2].

Ispat. Onerme 4.1.12 ve Onerme 4.1.14 den agiktir.
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Onerme 4.1.17. {I, :acA} Rnin bostan farkli alt rough ideallerin kiimesi

olsun. Bu takdirde:

ﬂ [, 20 = ﬂ I, R nin alt rough idealidir.

aeA acA
Ispat. Ut AnB)=U(u,t, A)nU(u.t,B)
Onerme 4.1.18. Usteki ifade iist rough ideal i¢in genelde dogru degildir.

Ornek 4.1.19. R =7, olsun. u:Z, —[0,1] fonksiyonu,
nO)=t,,u(H)=pR)=pw@ =pnd)=t,,n3)=t,, t. [0,1],1=0,1,2 ve t, <t, <t,
olacak sekilde tanimlasin.

U(u,t,) = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(5,2),(2,5),(1,4),(4,1),(0,3),(3,0) }
A ={1,2,3}, B=1{0,1,5,3} alalim.
U(wt,,AnB)=1{0,1,3,4}, U(u,t,,A)=Z, , U(u,t,,B)=7Z,
A ve B iist rough ideal olmasina ragmen A N B {ist rough ideal degildir.

Gergekten;
4c G(H,tz,A NB) , 5e¢Z, olmasma ragmen 4.5=20=2(mod6) ,

2« U(u,t,, ANB)dir.

Onerme 4.1.20. {I :o <A} R nin bostan farkli iist rough ideallerin bir
kiimesi olmak tizere;

VOL,BeA,(OL;tB:IagIB v IBgIa)

ifadesi saglansin. Bu takdirde; U I, R nin iist rough idealdir.
acA

Ispat. a,b<U(u,t, U 1,) keyfi verilsin.

aeA

G(Hata U IOL): U U(H»tala)

aeA aeA
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oldugunu biliyoruz.

a,be U(w,t, U 1o) = Ja,Be A saeU(,t, 1) AbeUu,t,l,)

aeA

i) o =B olsun. b,ac U(u,t,I,)=a-beU(w,t,I) =>a-beU(ut, U Iy)

aeA

2i) o #p olsun.
Hipotezden;
I, cl,=>U0t1,)c Uutl) =a-beUut,l)

Sa-beUt, U 1)

aeA

re R keyfi verilsin.

raeﬁ(p,t,la):raeﬁ(p,t, U 1y)

aeA

are U(, t, I))=>are U t, U 1)

aeA
Onerme 4.1.21. Rough ideallerin herhangi sayida arakesiti rough ideal

olmayabilir.

Ispat. Gergekten;
Uk, t, A)NU(, £,B) = (U, £, A) N U(w, £, B), U, £, A) N U(p, £, B))

olur.

Onerme 4.1.22. p, A R nin iki fuzzy ideali dyleki A = p ve t[0,1] olsun.
@ # A c R olmak tizere;
i. UWtA)cU@WtA)
ii. UptA)cUR,LA)

kosullar1 saglanir [2].

Ispat. i) x e U(A,t,A) keyfi verilsin.

er_J(X,t,A):>[X] NA =

(1)

31



Lemma.3.3.7 dan [x](mg[x](uﬁt) oldugundan [x](“t)mA;t@ olur.

Buradan x « U(p, t, A) bulunur.
ii) x e U(u,t,A) keyfi verilsin.

xe[_J(u,t,A):[x] cA

(p,t)

= [X](X,t) — A (lemma.3.3.7)

=xe UM, t,A)

Lemma 4.1.23. p, A R nin iki fuzzy ideali, te[O,l] ve J#XcR,
U(A,t) < U(u,t) olmak tizere;
i. ULt X)cU@,t,X)
iil.  Ut,X)cU®,t,X)

kosullart saglanir [2].

Ispat. i) x e U\, t,X) keyfi verilsin.

xe UL t,X)= [X]OL H NX#J

=dJa E[X](l ,NX
=(a,x) e U, 1)
= (a,%) < U(, 1)

=a E[X](p,t) NX

=xeU(t,X)
ii) x e U(w,t,X) keyfi verilsin.

x e U(p,t,X) :>[X](u < X

=[x]o. =X (x]g <Xl

=xe U, t,X)

Onerme 4.1.24. p, A R nin iki fuzzy ideali, te[0,1] ve @=XcR olsun.

Bu takdirde;
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1. U(por,t,X) < U(p+A,t,X)
2' I_J(“—i—}\':taX) < I_J(M())\‘:LX)

kosullart saglanir [2].
Ispat. lemma 3.3.8 ve 4.1.23 den ispat edilir.

Onerme 4.1.25. p, AR nin iki fuzzy idealleri Oyleki Imp, ImA
sonlu, te[0,1] ve @#XcR olsun. Bu takdirde;
i.  U(uoht,X)=U(u+A,t,X)
fi. Uu+it,X)=U(uo,t,X)

kosullart saglanir [2].
Ispat. Lemma 3.3.9 den agiktir.

@ # A,Bc R olmak iizere; A.B kiimesi
AB={ab, +a,b,+...+a,b :neN,a, cA,b, B}

seklinde tanimlanir [2].

Onerme 4.1.26. p, A R nin iki fuzzy idealleri, t [0,1] olsun. Bu takdirde;

A, R nin (alt-halka) idealidir. = U(u,t,A).U(A,t,A) < U(uoi,t,A) [2].

Ispat. z<U(p,t,A).U(L,t,A) keyfi verilsin.
Ze I_J(u,t,A).I_J(k,t,A) =>z= Zaibi , Ja,,b,va, e I_J(u,t,A) ADb, e I_J(k,t,A)
i=1

:[ai](u’t)mA;«é@ Alb], NA=D i=1,2,..n

(A0

= 3x,,y; e R 3 x, e[ai](u’t)mA ALY, e[bi] NA 1=1,2,...n

()
= (x;,a,) e U(W,t) A (y;,b;) e U(A,1)

=>umx;, —a,)2t A Ay, —b,) >t

= “(Xibi - aibi) = “((Xi - ai)bi) 2 max {“'(Xi —-a;), “’(bi)}

2 p(x; —a;) 2t
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Ax;y; —x;by) =A(x;(y; —b;)) 2 max{A(y; — b)), A(X;)}
2My; —b) =t
= (x;b;,a;b;) e U(u,t) A (X,y;,x;b;) e U(A, 1)

1

= (x,y;,a;b,) e U(poh,t) Vi=1,2,..,n

= (X sy 2aiby) € U(lok, t)
i=1 i=1

n

n
= XXy € [; ajb; ](uox,t)
iz

i=1

=[S aibi ) VA # D (A, Ruin ideali)
i=1 ’

=z=) ab, e U(nod,t,A)

i=1

Sonug 4.1.27. p, A R nin iki fuzzy idealleri, t €[0,1] olsun. Bu takdirde;

A, R nin (alt-halka) idealidir. = U(u,t,A).UA,t,A) < U(u+2,t,A) dir. [2].
Onerme.4.1.26 nin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 4.1.28. R =Z,, olmak iizere;

L N (RS EAT
X)= ve A(X) =
i 0, x#0 0, x#0.5.10

A={0,3,6,9,12} olsun.
U(Ma%aA) =A 5 U()\,,%,A) = le
U(p,1,A) .UM L,A)=AZ, =A, Uuor,})=U(,L) ve buradan U(uor,1,A)=7Z,, elde

edilir.

Buise U(u,t,A).U(A,t,A)=U(uok,t,A) genelde dogru olmadigim gosterir.

Onerme 4.1.29. p, A R nin iki fuzzy idealleri, t e [0,1] olsun.

A, (R,+) nin altgrubudur. = U(u,t,A)+ U(A,t,A) = U(uoh, t,A) dir [2].

Ispat. z< U(u,t,A)+ U(A,t,A) keyfi verilsin.
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ze U(t,A)+ UL, t,A) = Ja,bsac U(w,t,A) Abe UL, t,A) z=a+b

j[a]w,n NA=D A[b] NA=D

(%,1)

:>E|x,yeR3Xe[a]mmA /\ye[b] NA

( (A1)

= (x,a) e U(,t) A (v,b) e U(A, 1)
= (x—2a,0)e U(u,t) A (0,b—y) e U(A,t)
= (x—a,b—y) e U(uoh,t) A (x+y,a+b)e U(uor,t)

=x+yela +b](p.07»,t)

S>Xx+ye| NA (A altgrup)

2] oy
=z < U(uoh, t,A)
= U(w,t,A)+ UL, t,A) < U(poh, t,A)
Tersine; x « U(pok, t,A) keyfi verilsin.

Xeﬁ(uol,t,A)j[ NA#=D

%] (o0

:>ElaeR3,ae[ A

%) on)
= (a,x) e U(poA,t)
=3dyeR3(a,y) e U, t) A (y,x) e U, 1)
zﬂaeRaae[y](Ht)mA:&@

=>Vye I_J(u,t,A) A(y,x)e UR,t), (x—y,0) e U, t) v OE[X_Y](M)
:>Oe[x—y](m) NA

=x-yeUM,t,A)

=x=y+(x-y)eU(t,A)+UQ,t,A)

= U, t,A)+ U(A,t,A) 2 U(pok, t,A)
4.2. BOLUM HALKASINDA ROUGH KUMELER

A, R nin bir fuzzy alt kiimesi olmak {izere;

U, t,A)x) = AA(y)

el
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U, t, A)x) = VA(®y)

yelx]u,t)
kiimelerine sirasiyla A nin U(g,t) alt ve {ist yaklasimlar1 ad1 verilir.
A, Rnin bir fuzzy alt kiimesi ve A €[0,1] olmak {izere,
A, ={xeR:AX)>A}
Aj={xeR:AX)>A}

kiimelerine sirastyla A seviye ve kesin adi verilir.

AcS yart grubunun bir fuzzy alt kiimesine fuzzy ideal

denir:= Vx,y €S, A(xy) =2 A(x) Vv A(y)

Teorem 4.2.1. A, S yar1 grubunun fuzzy alt kiimesi olsun. A, S nin bir fuzzy

ideali (fuzzy asal ideali)<> VA €[0,1], A, , A5 (# D) S nin ideali(asal) dir.

R bir halka, U(x,t) R de kongruans bagintisi ve A < R olmak flizere,
U, t,A)/U(p, 1) = {X eR/U(l,1): X = A}

U, t,A)/U(, 1) = {X e R/U(, 1) : XN A = O}

Lemma 4.2.2. A, R nin fuzzy alt kiimesi ve A €[0,1] olmak iizere,
1) ([_J(H'a ta A))x = [_J(Mv t: A?»)
2) (U t,A));, =U(u,t,A3)

kosullar1 saglanir.

Ispat: 1) x e (U(,t,A)), © U, t,A)x) 2 &

< NAA®y) 2 A
YElXI(u )

S Vy e[x],, AX)ZA

OE
S [X]uo S Ax

< xeU(tAz)

2) x e (U(,1,A)); © U, t, A)o > 1
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< VA®y) > A
el

< 3y €[x] . AX) > A
& [x]yNAL#D < xeUu,t,A3)

< xeU(t,A3)
elde edilir.

4.3. HOMORFI PROBLEMI

Lemma 4.3.1. R, S iki halkave ACR, f:R — S ye epimorfi, U(u,t) S de

bir kongruans bagintisi olmak iizere;
@) p= {(XDXZ) € RxR |<f(xl),f(X2)) € U(u,t)} R de kongruans bagintisidir.
(i) £((T,p,A)) =T (.t £(A))

(i) f ((U,p,A)) CU(, 1, (A)) f, tek degerli ise £((U,p,A))="U(p,t,f(A))dir.

kosullar1 saglanir.

Ispat. (i).f(1:)=1=(1,5)eU(nt) = p=D.
acR keyfi verilsin. (f(a),f(a)) e U(it)= (a,a) e p dir. (a,b)ep keyfi verilsin.
Bu durumda;

(a.b) e p=>(f(a).£(b)) € U(w,t) = (£(b).f(a)) € U(p.,t)=> (b.a) ep
elde edilir. (a,b),(b,c) e p keyfi verilsin.

(a,b),(b,c)ep=(f(a),f(b)) e U(nt)A(f(b),f(c)) e U(p t)=(f(a),f(c))e U(u,t)

= (a,c)ep
x € R keyfi verilsin.

(a,b)ep=(f(a),f(b)) e U(p,t)
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f(b+x) = f(b)+f(x)
f(a+x)=f(a)+f(x)

(f(a),£(b)) € U(p,t) = (f(a)+f(x),f(b)+f(x)) e U(i,t)
= (f(a+x),f(b+x)) e U(u,t)
= (a+x,b+x)ep
Benzer sekilde (x +a,x+b)ep elde edilir.
(i) y € f((T,p,A)) keyfi verilsin,
yef((Tp.A))=Ixe(Tp,A)f(x)=y
=[x] NA=DAf(x) =y
=3ze[x] NAAf(x)=y
= f(z) e f(A)Af(x) =y
= f(z) e[f(0)]
=[f(0)],, Nf(A) %D
= y=f(x)e U(p,t,f(A))
Tersine, y € U(p, t,f(A)) keyfi verilsin.
yeU(pt,f(A)=3IxeR>f(x)=y
= [f(x)] o NEA) =D
=3zeA>f(z)ef(A) A f(2) €[f()]
=>ze[x] =[x] NA=D=xe(U.p,A)
=vye f((l_J,p,A))
(iii). y €f((U.p,A)) keyfi verilsin.
yef((U,p,A))=3x€(U,p,A)af(x)=y= x] A
=ze[f(x)],, =JaeR>f(a)=zAf(a)e[f(x)]

(n (u,t)

:>E|ae[x]pgA:>z=f(a)ef(A)
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=[f(x)] . =f(A)

(nt) —

= yeU(nt,f(A))

= ((Up,A)) S U (L F(A))
f, tek degerli olsun.

yeI_J(u,t,f(A)):> dJxeR>f(x)=y A [f(x)](w)g f(A)
z e[x]p:> f(z) e [f(x)](w) cf(A)=> [x]pg A=>ze ([_J,p,A)
=f(x)e f(([_J,p,A)

= F((UpA)) 2 Ut (A)) = £((Usp, A)) = Ut £ (A))

Teorem 4.3.2. R, S iki halka ve f:R — S ye epimorfi, U(u,t) S de bir
kongruansi ve p = {(xl,XZ) € RxR |(f(xl),f(x2)> € U(u,t)} olsun. Bu takdirde;

(U,p,A) Rninidealidir. < U(p,t,f(A)) Sninidealidir.

ispat. “=”  Lemma 43.Uden f((Up,A))=TU(,t,f(A)) dir.
a,beU(pt,f(A)) keyfi verilsin,
a,beU(ntf(A))=a,bef((U,p,A)
= 3x,t€(U,p,A)sa="1(x),b="1(t)
=a—b=f(x)—f()=f(x—t)=>a—bef((U,p,A))
re S keyfi verilsin.
ra =rf(x)=f(rx)=ra € f((U,p,A))
Benzer sekilde ar € f((U,p,A)) elde edilir.
“<” a,be(U,p,A) keyfi verilsin.
f(a),f(b) e f((ﬁ,p,A)) = f(a),f(b) € U(p,t,f(A))

= f(a)—f(b)=f(a—b) € U(p,t,f(A))
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= f(a—b)ef((U,p,A))=>a—-be(U,p,A)

r € R keyfi verilsin.
rf(a)="f(ra) e [_J(u,t,f(A)) =rac (G,p,A)

Benzer sekilde ar € (U,p,A) elde edilir.

Teorem 4.3.3. R, S iki halka ve f:R — S ye izomorfi, U(u,t) , S de bir
kongruansi ve p = {(XI,XZ) € RxR |<f(xl),f(X2)> € U(u,t)} olsun. Bu takdirde;

(I_J, p,A) R 'ninidealidir. < I_J( p,t,f (A)) S'nin idealidir.

Ispat. Lemma.4.3.1 denf(([_J,p,A)) = [_J(u, t,f(A)) oldugundan teorem 4.3.2

ispatina benzer sekilde ispat yapilir.

4.4. ROUGH CARPIMSAL KUME

R bir halka, & #S c R olmak tizere;
a,beS=abeS
kosullu saglantyorsa, S ye ¢arpimsal kiime denir. R degismeli bir halka, Sc R, R
nin ¢arpimsal alt kiimesi olsun. RxSiizerinde tanimlanan,

(r,s)~(r's")<3JyeSsy(rs'—r's)=0

“~” bagmtist bir denklik bagntisidir. (r,s) € RxS elemanin denklik smifi (r,s), = z
s

ile gosterilir. Tiim denklik siniflarin kiimesini S™'R = {£ : reR,seS} seklinde
S

gosterecegiz. X < RxS olmak iizere ;

S(X):= {(r,s) eRxS:(r,s)c X}

S(X):= {(r,s) e RxS :@mX # @}
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kiimeleri sirastyla (RXS,~) yaklagim uzaymda X in alt ve iist rough g¢arpimsal

yaklagimi ad1 verilir.

Onerme 4.4.1. (RxS,~) herhangi bir yaklasim uzay1 ve her A,B < RXS,

asagidakiler saglanr.

1. S(A)cAcS(A)

2. S(D)=T=S(D)

3. S(RxS)=RxS = S(RxS)

4. AcB=S(A)cS(B) A S(A) = S(B)

5. S(S(A))=8(A)

6. S(S(A))=S(A)

7. S(S(A))=S(A)

8. S(S(A))=S(A)

9. 8(A)=(S(A"))

10. S(A) = (S(A"))*

11. S(AnB)=S(A)NS(B)

12. S(ANB) < S(A)nS(B)

13. S(AUB) 2 S(A)US(B)

14. S(A UB)=S(A)US(B)

15. V(r,5) < RxS, S({rs))=S((r5)s)

16. S(A)\S(B) = S(A \B)

17. S(A)nS(B) = S(A N B)

Ispat. 1) (r,s) € S(A) keyfi verilsin.

(r,s)e§(A):>(r,s)SgA:>(r,s)SmA¢@:> yeS(A)

2) Tanimdan agiktir.
3) Tanimdan agiktir
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4) A < B olmak tlizere, (r,s) € S(A) keyfi verilsin.

(r,s) e S(A) = (1,5),c AcB=yeS(B)

(r,s) € S(A) keyfi verilsin.

(r,s)eg(A):(r,s)smA¢@:(r,s)smB¢®:>(r,s)e§(B)

5) (r,s) € S(S(A)) keyfi verilsin.

(1,8) € S(S(A)) < (1,5), = S(A) = (1,5) € S(A)

6)(r,s) € S(S(A))

(r,8) € S(S(A)) < (1,8) ;N S(A) = D < (r,8),NA = D < (1,8) € S(A)

7) (r,s) € S(S(A)) keyfi verilsin.

(r.5) € S(S(A)) & (1.5);NS(A) = T & (r.5),C A © (r.5) € S(A)
8) (r,s) € S(S(A)) keyfi verilsin.

(r.5) € S(S(A)) & (r.5), = S(A) & (1.5),NA =D & (r.5) € S(A)
9) (r,s) € S(A) keyfi verilsin.

(r,5) € S(A) <:>(r s), cA<:>(r $),NA° =@ < (1,5) 2 S(A®) < (1,5) € (S(AY))*

10) (r,s) € S(A) keyfi verilsin.

(1,5) € S(A) & (1,5),NA = D & (1,5) £A° & (1,5) £ S(A°) & (1,5) € (S(AY))°

11) (r,s) € S(A N B) keyfi verilsin.

(r,5) e S(ANB) & (1,5), (ANB) & (1,5),C A A (1,8), = B (1,5) € S(A) A (1,5) € S(B)
12) (r,s) € S(A N B) keyfi verilsin.

(1, s)eS(AmB):(r 8) m(AmB);«é@:(r $)NA£D A (r ,s)SmB¢®:>(r,s)e§(A)m§(B)
13) (r,s) e S(A) U S(B) keyti verilsin.

(r,s)eS(A)US(B)=> (r,s)S c Av(r,s)sg B= (r,s)sg (AuB)= (r,s) e S(AUB)

14) (r,s) € S(A UB) keyfi verilsin.

(r,5) e S(AUB) < (1,5),"(AUB) 2D < (1,5) N A # D v(r,8),"B= D < (r,5) € S(A)US(B)
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15) Tanimdan aciktir.
16) (r,s) € S(A) \S(B) keyfi verilsin.

(1,s) € S(A)\S(B) = (1,8) € S(A) A (T, ) ¢ S(B)

(1,s) € S(A) = (r,s)SmA e31%)

(r,s)2S(B)= (r,s),"B=0

=(r,5),"A#D A(r,5),c B

=(5,5),V(ANB) =(5,5),NA # D
= (1,s) € S(A\B)
17) (r,s) € S(A) N S(B) keyfi verilsin.
(r,5) € S(A) NS(B) = (r,5) € S(A) A(r,5) € S(B)

(r,s) €S(A)= (r,5),C A

(r,s)eS(B)= (r,s),"B= @

(r,s)sm(AmB)=(r,s)SmB¢@:>(r,s) €S(ANB)

Onerme 4.4.1 in 12), 13), 16), 17) kosullarinin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 4.4.2. R =7, = {6,T,§} olmak tlizere, S= {T,E} kiimesi asagidaki

tabloya gore ¢arpimsal kiimedir.

’ 1 2
1 |1 2
2 12 1
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RxS={(0,1), (0,2),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} , A={(0,1),(0,2)}, B={(1,1),(2,2)}
olmak iizere,
S(A)=A, S(B)={(1,1),(2,2),(1,2)},S(ANB)=Q
olur. Buradan 12) nin tersinin dogru olmadig: gorliir.
C={(0,1)}, D={(0,2)} olmak iizere; S(C) =, S(D) =, S(CuD)={(0,1),(0,2)}

dir. Bu 13) nin tersinin dogru olmadig1 gosterir.

Ornek 4.4.3. R= L = {6,15, 3, Z} olmak iizere, S= {T, 5,5,1} kiimesi

carpimsal kiimedir.

A={(1,4),(2,3)}, B={(3,1),(2,3)} olmak iizere;
S(A) =@, S(B)={(3,1),(2,3)},S(A) " S(B) = J, S(ANB)={(2,3)} olacagindan 17)

nin tersi saglanmaz.

A= {(0,1), (4, 2)} ,B= {(2, 1)} olmak tizere,
S(A) ={(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(4,2),(2,1)}, S(B) = {(4,2),(2,1)} ,

S(ANS(B) ={(0,1),(0,2),(0,3),(0,4)} , S(A\B) =S(A)

olur. Buradan 16) nin tersinin dogru olmadig: goriliir.

Lemma 4.4.4. A, B R nin idealleri ve & # X, X c RxAB olmak iizere;
i. ANB(X)cAB(X)
ii. AB(X)cAnB(X)

kosullar1 saglanir.

ispat. A, B R nin idealeri ise AB de R nin ideali ve ABc ANB dir.
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Lemma 4.4.5. R bir tamlik bolgesi ve A, B, R nin iki ideali , R=A+B olmak

lizere;

L ANB(X)=AB(X)

ii. AB(X)=ANB(X)

kosullar1 saglanir.

Ispat. R bir tamlik bolgesi ve A, B, R nin iki ideali olsun. R=A+B ise
AB=ANB dir.

Lemma 4.4.6. A, B, R halkasmmin carpimsal altkiimeleri ve

A cB A @ # X < RxB olsun.
i. BX)cAX)
ii. AX)cBX)

kosullar1 saglanir.

ispat. Iddia:A, B, R halkasinin ¢arpimsal alt kiimeleri ve A — B olsun.Bu

takdirde (r,s), < (r,s), dir.Gergekten;

(x,y)e(r,s), keyfi verilsin.

(x,y)e(r,s)A:>ElzeAaz(xs—ry)=O
= 3zeB>z(xs—r1y)=0

= (x.y)e(rs),

i.(r,s) € B(X) keyfi verilsin.

(r,s) eBX)=> (r,s)B cX=> (r,s) C (1r,s)B cX=> (r,s) e A(X)

A=

ii. (r, s) e A(X) keyfi verilsin.

(r,s)e AX)=(r,8), "X %D

@mXi@:H(x,y) E) (x,y)e(r,s)A A (x,y)eX

= El(x,y) E) (x,y)em A (X,y)eX
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Sonu¢ 4.4.7. A, B, R nin c¢arpimsal alt kiimeleri,

& # X < Rx(A N B) olsun.Bu takdirde;

i AX)NBX)c(ANB)X)

ii. (ANB)X)cAX)NBX)

kosullar1 saglanir.

Ispat. i. (r, s) e A(X) nB(X) keyfi verilsin.

(r,s) e AX)NnBX)= (r,s) € A(X)/\(r,s) e B(X)

:>(r,s J (r,s)AgX:(r,s)e(AmB)(X)

ii. (r, s) € (AN B)(X) keyfi verilsin.

AcB

(rs) e (ANBYX) = (rs), ;N X#D
3(x.¥) > (6,3)€(r8), A (x3)€X
=3(x.y) > (x.y) (1), A (x,¥) & (£:5), A(x.y) e X
= (1,5),NX#D A(r,s) NX%D

= (r,s) € A(X) M B(X)
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SONUCLAR VE ONERILER

5.1. SONUCLAR

Bu tezde ele alinan konu ile ilgili sonuglar Bulgular ve Tartigma boliimiinde,
4.1. Fuzzy Idealler Uzerinde Rough Yaklasimlar

4.2. Bolim Halkasinda Rough Kiimeler

4.3. Homorfi Problemi

4.4. Rough Carpimsal Kiime

Basliklar1 altinda toplanmustir.

1)
2)

3)

4)

5)

1)

2)

3)

Bulgular ve Tartisma’da elde edilen sonuclar asagidaki sekilde siralanabilir.

Onerme 4.1.1°de (R, p,t) yaklasim uzayinin dzellikleri incelenmistir.
Onerme 4.1.17°de (R,p,t) yaklasim uzayinda, bir takim alt rough idealerin

arakesiti alt rough ideal oldugu elde edildi.
Onerme 4.1.18°de (R,p,t) yaklasim uzayinda, bir takim iist rough idealerin

arakesiti iist rough ideal olamayabilecegi elde edildi.

Onerme 4.1.21°de (R,u,t) yaklasim uzayinda, bir takim rough idealerin

arakesiti rough ideal olamayabilecegi elde edildi.
Evrensel kiimeyi c¢arpim kiimesi alinarak, rough c¢arpimsal kiime

incelenmistir.

5.2.ONERILER

Bundan sonraki asamada, asagidaki sorularin cevaplari arastirilabilir.

U(u,t) kongruans bagintis1 “Vx,y R, [X]W) [y]w) = [Xy](m ” ozelligini
saglar mi1?

(R,u,t) yaklasim uzay1 olmak tizere, A R nin bir asal ideali olmak iizere, A
alt-list asal ideal olabilmesi i¢cin U(p,t) kongruans bagintis1 hangi 6zelligi

saglanmalidir.

Rough ¢arpimsal kiimenin daha baska 6zellikleri bulunabilir mi?

47



[5]
[6]

[7]

[8]

[9]

[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

[15]
[16]

KAYNAKLAR

Mordeson, J.N. “Rough sets theory applied to (fuzzy) ideal theory”, Fuzzy
Sets and System, 121: 315-324 ,(2001).

Davvaz, B._“Roughness based on fuzzy ideals”, Inform.Sci., 176: 2417-2437,
(20006).

Xiao, Q.M, Zhang, Z.L. “Rough prime ideals and rough fuzzy prime ideals in
semigroups”, Inform. Sci., 176: 725-733, (2006).

Davvaz, B., Mahdavipour, M. “Roughness in modules”, Inform. Sci., 176 :
3658-3674, (2006)

Davvaz, B. “Roughness in rings”, Inform. Sci. 164 :147-163, (2004).

Biswas, R., Nanda, S.” Rough groups and rough subgroups”, Bull. Polish
Acad. Sci. Math. 42: 251-254, (1994).

Bonikowaski, Z.,”Algebraic structures of rough sets”, in:Ziarko, W.P.(Ed.)

“Rough Sets Fuzzy Sets”, Knowledge Discovery, Springer-Verlag, Berlin,
pp.242-247, (1995).

Iwinski, T. “Algebraic approach to rough sets”, Bull. Polish Acad. Sci. Math.,
35: 673-683, (1987).

Pomykala, J., Pomykala, J.A “The Stone algebra of rough sets”, Bull. Polish
Acad. Sci. Math., 36: 495-508, (1988).

Kuroki, N. “Rough ideals in semigroups”, Inform. Sci., 100: 139-163, (1997).
Kuroki, N., Mordeson, J.N. “Structure of rough sets and rough groups”,
J.Fuzzy Math., 5 (1): 183-191, (1997).

Kuroki, N., Wang, P.P. “The lower and upper approximations in a fuzzy
group”, Inform. Sci., 90: 203-220, (1996).

Dubois, D., Prade, H. “Rough fuzzy sets and fuzzy rough sets”, Int. J. General
Syst., 17(2-3): 191-209, (1990).

Zhu, W., Wang, Y.”Reduction and axiomization of covering generalized rough
sets” Inform.Sci., 152: 217-230, (2003).

Zadeh, L.A. ”Fuzzy sets”, Inform. Cont., 8: 338-353, (1965).

Pawlak, Z. “Rough sets”, Int.J.Inf.Comp.Sci., 11: 341-356, (1981).

48



[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]
[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

Pawlak, Z. “Rough Sets-Theoretical Aspects of Reasoning About Data”,
Kluwer Academic Publishing, Dordrecht, (1991).

Qin, K., Pei, Z. “On the topological properties of fuzzy rough sets”, Fuzzy Sets
Syst., 151 (3): 601-613, (2005).

Yao, Y.Y. “Relational interpretation of neighborhood operators and rough set
approximation operator, Inform.Sci., 111:239-259, (1998).

Banerjee, M., Pal, S.K. “Roughness of a fuzzy set”, Inform.Sci.93 (3-4): 235-
246, (1996).

Chakrabarty, K., Biswas, R., Nanda, S. “Fuzzines in rough sets”, Fuzzy Sets
Syst., 110:247-251, (2000).

Jun, Y.B. “Roughnessof gamma-subsemigroups/ideals ign gamma-
semigroups”, Bull. Korean Math.Soc., 40 (3):531-536, (2003).

Rosenfeld, A. “Fuzzy groups”, J.Math.Anal.Appl.,35:512-517, (1971).

Shafer, G. “A Mathematical Theory of Evidence”, Princeton University Pres,
(1976).

Comer, D.S. “On connecttions between information systems, rough sets and
algebraic logic”, Algebraic Methods in Logic and Computer Science, Vol.28:
Banach Center Publications, 117-124, (1993).

Bonikowaski, Z., Bryniarski, E., Wybraniec-Scardowska, U. “Extensions and
intentions in the rough set theory”, Inform.Sci., 107:149-167, (1998)

Iranshahi, S., Davvaz, B. “Empty interior and empty exterior subsets in an
approximation space”, Jour,Inst.math.,Comp.Sci.(Math.Ser.) 16 (2): 101-
103,(2003).

Jarvinen, J. “On the Structure of rough approximations”, Fundamental
Informatica,53:135-153, (2002).

Radzikowska, A.M., Kere, E.E. “A comprative study of fuzzy rough sets”,
Fuzzy sets and Systems 126: 137-155, (2002).

Davvaz, B. “Fuzzy sets and probabilistic rough sets”, Int.J.,
Technol.Univ.Kashan,1: 23-28, (2000).

Mi, J.S., Zhang, W.X. “An  axiomatic characterization of a fuzzy

generalization of rough sets”, Inform.Sci., 160: 235-249, (2004).

49



[32] Zhang, H., Liang, H., Liu, D. “Two new operators in rough set theory with
applicationsw to fuzzy sets”, Inform.Sci., 166: 147-165, (2004).

50



OZGECMIS

1981 yili Iskenderun’da dogdu. Ilkdgretim egitimini Iskenderun’da ve orta
ogrenimini Mersin’de tamamladi. 2004 yilinda Mersin Universitesi Fen-Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Boliimii lisans programini bitirerek, aynm1 yil Fen Bilimleri

Enstitiisiinde yiiksek lisansa bagladi.

51



	DIŞ KAPAK.pdf
	REŞAT SÖYLEMEZ
	MERSİN
	HAZİRAN - 2008



	KAPAK.pdf
	Tez imza sayfası_.pdf
	öz.pdf
	abstract.pdf
	teşekkür.pdf
	içindekiler.pdf
	simgeler ve kısaltmalar.pdf
	giriş.pdf
	kaynak araştırması.pdf
	Materyal ve metot - Kopya.pdf
	Bulgular ve tartışmalar.pdf
	Sonuçlar ve öneriler.pdf
	kaynaklar.pdf
	özgeçmiş.pdf

