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Bu tez ¢alismasinda, yarikonform egri ile sinirl cesitli bolgelerde, hem sinirin
hem de agirlik fonksiyonunun singiileriteye sahip oldugu durumda, agirlik
fonksiyonuna gore ortonormal olan polinomlarin modiiliiniin artiginin, sinir egrisi ve
agirlik fonksiyonu singiileriteye sahip olmadigi durumdaki modiiliiniin artis1 ile ayni
kalmasi icin, agirlik fonksiyonu ve sinir egrisi arasinda hangi kosulun saglanmasinin

gerektigi ile ilgili yapilan calismalar ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Ortogonal Polinomlar, Agirlik Fonksiyonu,

Yarikonform Doniisiim ve Yarikonform Egri



ABSTRACT

In this thesis, it is considered some estimates for the rate of tending to zero of
modulu of polynomials that are orthonormal with weight function, in case of that
both counter and weight function has singularity, in various regions bounded with
quasiconformal curve. Which conditions should satisfy between counter and the
weight function to be same with the estimates in case that they don’t have

singularity?

Key Words: Orthogonal Polynomials, Weight Function, Quasiconformal

Mapping and Quasiconformal Curve
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Dogal sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Cu{e}

G bolgesinin kapanist

G bolgesinin siniri

Tanim olarak esittir

dxdy: z=x+iy

A bolgesi kompakt olarak G bolgesinin igerisindedir.
y egrisinin il

¥ egrisinin dis1

¥ egrisinin uzunlugu

G bolgesinin alani

{§:]¢-<)

Z, € C noktasinin & -delinmis komsulugu
D(0,1)

extG (@ a gore)
QﬁD(z,5)

extD ( 2,0 )
extD
[a,b] = R siirekli fonksiyonlar sinifi

Kendisi ve tiirevi siirekli fonksiyonlar sinifi
a<cb, c¢>0 sabit

a<bveb=la

inf{|z—z|:ze L}
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d(z,L)
k=12,...m (le,me N)

G bolgesinde analitik fonksiyonlarin kiimesi

G bolgesinde analitik ve G ’da siirekli fonksiyonlarin kiimesi

{f:”|f(z)|pdaz<oo, p>0}

{f:fe A(G)nL’(G),p>0]
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1. GIRIS

GcC,L=0G , Jordan egrisi ile siurli sonlu basit baglantili bir bolge,

h(z), G’de tammli negatif olmayan, G 'nin alani iizerinde integrallenebilir ve

hemen hemen her yerde sifirdan farkli bir fonksiyon olsun. {Kn (Z)}::o’ degK,=n

polinomlar sistemi icin
n=m

n#m

— 1
[[ 2K, (DK, (2)do. = {0

saglaniyorsa bu sisteme G bolgesinin alam iizerinde h(z) agirhikli bir ortonormal

polinomlar sistemi denir. p >0 olmak iizere, Ap (h,G) ile G ’de analitik ve
”f”fxp(c,h) = J.J.h(z)|f(2)|p dO'Z < oo
G

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi gosterilir.

Agirlikli ortogonal polinomlarin 6zelliklerinden iyi bilinir ki, bolge ve agirlik
fonksiyonu verildiginde bolgenin icinde ve simirinda bu polinomlarin modiiliiniin
artist bakilan bolgenin ve agirlik fonksiyonunun o6zelliklerine bagli olarak degisir.

Basit olarak, h(z)=1 ve L diizgiin egri olsun. Bu durumda bdlgenin sinirina gore
Q= max|Kn(z)| olmak iizere, asikardir ki ¢, — o0, n — oo dir. L egrisi parcali
zel

diizgiin ve h(z) fonksiyonu da L ’nin iizerinde singiiler noktalara sahip ise bolgenin

smirinda ¢, -nin artis1 dogal olarak degisecektir. Bu degisim nasil olacaktir? Bu
durumda |Kn(z)| nin degerlendirilmesinde, ¢, hizinin sabit kalmasi igin L egrisi ve

h(z) fonksiyonu hangi karsilikli kosullart saglamalidir?

Agirliklt ortogonal polinomlarin modiiliiniin degerlendirilmesinde agirlik
fonksiyonu ve bolge arasindaki bu iligki, ortogonal polinomlar teorisinde incelenmesi
gereken Onemli problemlerden biridir.

Bu problem goz Oniinde tutularak, bu tez calismasinin 3. Boliimiinde

oncelikle gerekli tanim ve teoremler verilecektir. Daha sonra siniri C(l,oc)

sinifindan olan bolgelerde, agirlik fonksiyonu en basit tiirden singiilerlige sahip

oldugu durumda bir bolge iizerinde ortogonal polinomlar ele alinacak ve Suetin’in



yapmis oldugu caligmalar verilecektir. Bundan baska, yine bu boliimde F.G.
Abdullayev tarafindan yarikonform egri ile simirli gesitli bolgeler icin, ortogonal
polinomlarin ve daha sonra keyfi polinomlarin modiiliiniin degerlendirilmesi ile ilgili

elde ettigi calismalar verilecektir.

4. Bolim’de ise yukarida belirtilen problem dogrultusunda bu tez
calismasinin ana konusu olan yarikonform egri ile sinirl cesitli bolgelerde, ortogonal

ve keyfi polinomlarin modiiliiniin degerlendirilmesi ele alinacaktir.

5. Bolim’de ise elde edilen sonuglar 6zetlenerek, burada yapilan calisma ile

ilgili oneriler verilecektir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

GcC, L:=9G Jordan egrisi ile sirl sonlu bir bdlge; h(z)=0, G de
tamimh agirlik fonksiyonu olsun. K, (z)=a,z"+..+4,, a, >0, biciminde verilen

(K, (z)}mEN polinomlar sistemine

R , n=m
[[r2)K, (2K, ()0, ={0

le] n#m

kosulu altinda (G, h) ¢ifti i¢in ortonormal polinomlar sistemi denir.

Klasik ortogonal polinomlar olarak bilinen Tschebyscheff-Hermit,
Tschebyscheff-Laguerre, Jacobi ve onlarin 6zel halleri olan 1. ve 2. tiir
Tschebyscheff-Legendre polinomlar analizin, fizigin ve mekanigin cesitli dallarinda
kullanilan 6nemli bir materyaldir.

Ortogonal polinomlar bir¢ok matematik¢i tarafindan incelenmistir.  Egri

izerinde ortogonal polinomlarin incelenmesi ilk olarak 1921 yilinda Szegd

tarafindan yapilmistir [1]. Bolge iizerinde ortogonal polinomlar ise, 2(z)=1 oldugu

durumda Carleman tarafindan incelenmistir [2]. Aym yillarda Bochner tarafindan,
Carleman’in caligmasina benzer bir calisma yapilmistir [3]. Bu calisma da, G

bolgesi tizerinde ortogonal olan analitik fonksiyonlar sinifi incelenmistir.

w=®(z) fonksiyonu, ®(eo)=00, ®’(c0)>0 ile Q da bire-bir ve analitik
olan Q — A ya konform déniisiim ve z =¥ (w) onun ters doniisiimii olsun. Ayrica
g <1 olmak iizere Q_ bbdlgesi, A(0,q) bdlgesinin z=y (w) doniisiimii altindaki
goriintiisit olsun. L diizglin analitik egri ve h(z)=1 oldugunda, Carleman

tarafindan {Kn(z)} N ortonormal polinomlart i¢in asimptotik gosterimler elde

ne

edilmigtir. L diizgiin analitik egri ve g(z) fonksiyonu Q, da analitik, sifirdan
farkli ve sonsuzda pozitif olan bir fonksiyon olmak iizere, ze Q_ —Q i¢in L nin i¢

@'(2)

g(z

2

komsulugunda h(z) fonksiyonu olarak alindiginda ise; Korovkin,




Carleman’nin  metodunu  kullanarak {Kn(z)} _, ortonormal polinomlart i¢in

asimptotik formiiller elde etmistir [4].
Daha sonraki yillarda, yine bolge iizerinde agirlikli ortogonal polinomlar ile
ilgili Dzrbasjan tarafindan cesitli problemler ele alinmistir [5].

Asimptotik gosterimler ile ilgili benzer c¢aligmalardan biri, 1955 yilinda
h(z)=1 ve L diizgiin bir egri olarak alindiginda Rosembloom ve Warschawskii

tarafindan yapilmistir [6]. A. L. Kuzmina parcali analitik bir egri boyunca ortogonal
polinomlarin asimptotik gosteriminin nasil olacagini incelemistir [7].

Agirlik fonksiyonu ve ¢cemberin singiiler noktalara sahip oldugu durumda, bir
cember iizerinde ortogonal polinomlarin 6zellikleri Suetin tarafindan incelenmigtir
(8], [9].

{Kn (z)} . polinomlar sistemi bolge ve agirlik fonksiyonuna gore tek tiirlii

tanimlandigindan bu polinomlar ile olusturulan Fourier serilerinin herhangi bir

fonksiyona yakinsamasi bolgenin ve agirlik fonksiyonunun o6zelliklerine baghdir.
1968 yilinda, Smirnov ve Lebedev, Korovkin’in yapmis oldugu caligmalar1 g(z)
fonksiyonu sonsuzda keyfi mertebeden kutba sahip oldugunda ele almis ve

{Kn (z)}nEN ortonormal polinomlari ile olusturulan seriler ve 6zellikle G da analitik

olan fonksiyonlar i¢in Fourier serilerinin yakinsakligimi incelemistir [10].

Ortogonal polinomlar teorisinde, egri iizerinde ortogonallikte karsimiza
cikmayan ancak bir bolge iizerinde ortogonallik s6z konusu oldugunda karsilasilan
onemli bir problem; bolgenin simirmin komsulugunda, agirlik fonksiyonunun
ozellikleri ile ortogonal polinomlarin nasil etkilendigi sorusudur. Bu cergevede
Suetin tarafindan, birim dairede ve bolgede, agirlik fonksiyonuna bagli olarak
ortonormal polinomlar i¢in ¢esitli degerlendirmeler elde edilmistir [11].

Bu calismada da bolgenin sinir1 yarikonform egri oldugu durumda ortonormal
polinomlarin modiiliiniin agirlik fonksiyonuna bagh olarak nasil degerlendirildigi ele
alinmustir.

1935 yilinda Lavrentiyev tarafindan literatiire giren yarikonform doniigiimler
teorisi, analitik fonksiyonlarin teorisi ile yakindan baglantilidir [12]. Yarikonform
dontigiimler konform doniisiimlerin bir genellestirilmesidir. Konform doniisiimler

izerine pek cok teoremde sadece yarikonformluk kullanilir. Bdylece konformlugun



gerekli oldugu ya da olmadigi durumlar belirlemede yarikonformluk énem kazanir.
Yarikonform doniisiimler konform doniisiimlerden daha esnek oldugundan
kullanilmas1 daha kolaydir. Yarikonform doniisiimlii ekstremal problemler, bizi
bolge ile baglantili analitik fonksiyonlara gotiiriir. Ayrica konform doniisiimler ¢ok
degerli fonksiyonlara genellestirildiginde oOzelliklerini kaybederken, yarikonform
dontigiimler degismez. Yarikonform doniisiimlerin 6nemli bir kismi integrasyon
teorisindeki problemlerden olusur [12].

Yarikonform egri ile sinirli bolgelerde analitik fonksiyonlar ic¢in integral
gosterimi V. 1. Belyi tarafindan elde edilmis ve buna dayanarak yarikonform egri ile
sinirh ¢esitli bolgelerde ortogonal polinomlar i¢in bazi sonuclar elde edilmistir [13].

F.G. Abdullayev, V.V. Andrievskii K-yarikonform egri ile sinirli olan
bolgelerde ortogonal polinomlari incelemistir [14], [15].

Daha sonraki yillarda ise yarikonform egri ile sinirh cesitli bolgelerde F.G.
Abdullayev tarafindan ortogonal polinomlarin modiiliiniin artigi, asimptotik ve

yaklagim o6zellikleri genis ¢apta incelenmistir [16]-[21].



3. MATERYAL VE METOT
Bu boliimde oncelikle temel tanimlar ve teoremler, iizerinde calisilacak olan
uzaylar ve farkli egriler siniflar1 ele alinacak ve daha sonra bu konu ile ilgili P.K.

Suetin ve F.G. Abdullayev tarafindan yapilan calismalar verilecektir [11], [16-20].

3.1.TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER
GcC, sonlu bir bolge, z,€G  keyfi bir nokta ve

f:G—>C, f(z)=u(x,y)+iv(x,y) seklinde tanimli bir fonksiyon olsun.

Tamm 3.1. VK @ D kompakt i¢cin IM =M (K) sayist vardir ki, Vze K
ve Vfe{f} icin | f (z)| <M ise D bolgesinde analitik olan {f} fonksiyonlar
ailesine D ’nin i¢inde diizgiin sinirhdir denir.

Tamm 3.2. Bir z,€ C noktasinin & - komsulugu, D(z,,&)={z:|z—z,| <&}
olarak tanimlanir. D(zo,s) ’a bazen agik disk de denir. Bunun yani sira,

5(20,8) = {z : |z - zo| < 6} kiimesine kapal1 disk denir.

D(e0,€) ={z:|2| > p} U{eo} kiimesine o noktasinin komsulugu denir.

Bir D(z,,&) komsulugu verildiginde, D(z,,&)\{z,} = D’(z,.€) kiimesine
Z, 1 & -delinmis komsulugu denir [32].

Tanmm 3.3. Ve>0 icin en az bir §:=J(¢&,z,) >0 sayist vardir dyle ki
0< |z - z0| < & kosulunu saglayan her ze G igin |f(z) —£| <& ise, (e C sayisina

f fonksiyonunun z, noktasmdaki limiti denir ve lim f(z) =/ seklinde gosterilir

[32].

Tamm 3.4. lim f(z) = f(z,) ise f fonksiyonuna z, noktasinda siireklidir

denir. Eger her ze G’de f siirekli ise, o zaman f fonksiyonuna G ’de siireklidir

denir ve boyle fonksiyonlar sinifi C(G) ile gosterilir [32].



Tamm 3.5. E,F cC ; f:E — F bire-bir trten bir doniigiim olsun. f E
lizerinde siirekli ve onun f~' ters goriintiisii F kiimesi iizerinde siirekli ise, o zaman
bu doniisiime bir Homeomorfizm’dir denir [32].

Tamm 3.6. o€ [0,27) sayist igin,

Y f(%**?m)—f(&)
aaf(zo) L rh_)IOI} reia

limiti var ve sonlu ise f fonksiyonuna z, noktasinda «-yoniinde tiirevlenebilir
denir.

7, noktasinda «-yOniinde tiim tiirevler var ve birbirine esit ise

f fonksiyonuna z, noktasinda tiirevlenebilir’dir denir ve

f(z)= tim LD =)

0 7%
ile gosterilir.

f fonksiyonu her ze G noktasinda tiirevlenebilirse, o zaman f
fonksiyonuna G ’de tiirevlenebilir’dir denir.

Tamm 3.7. f fonksiyonu belli bir D(z,;r) € G komsugunun her noktasinda
tirevlenebilir ise, f fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir [32].
f fonksiyonu her ze G noktasinda analitik ise, f fonksiyonuna G ’de

analitiktir denir. G ’de analitik tiim fonksiyonlarin kiimesi A(G) ile, G ’de analitik
ve G ’da siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi A(E) ile gosterilir.

f(z) ve g(z) iki analitik fonksiyon olmak iizere, f(z)+g(z) ve
f(z)g(z) fonksiyonlart da analitik fonksiyondur.  g(z)#0 olmak iizere,
f(z)/g(z) fonksiyonu da analitiktir [33].

Tamm 3.8. Bir f:G — C karmagsik fonksiyonu, z,€ G noktasinin bir
D(z,,0) komsulugunda analitik fakat z,’da analitik degilse, f 'nin z,’da aykirihg

(singiileritesi) var denir [32].



Bir f karmasik fonksiyonu, z, noktasimin bir D'(ZO,E) delinmis

komsulugunda analitik fakat z,’da analitik degilse, f, z,’da bir ayrik singiiler
noktaya sahiptir denir [32].
r>0 olmak iizere, f bir A(0,r):= {z : |z| > r} kiimesi iizerinde analitik fakat

g(2)=f (lj , z=0 noktasinda ayrik singiilerlige sahipse, f ’nin z=oo’da bir
z

ayrik singiilerligi vardir denir [32].

Tamim 3.9. z,, f 'nin bir ayrik singiiler noktasi olsun.

a) Eger 3lim f(z)=A+# ise, z,, f nin Aradan Kaldirilabilir noktasidir

denir.

b) Eger Jlim f(z) = ise, z,, f “nin Kutup noktasidir denir.

797

¢)Eger A lim f(z) ise, z,, f 'nin Esash Singiiler noktasidir denir [32].

Bu tanima gore, bir G bolgesinde kutupyerleri hari¢ analitik olan bir
fonksiyona meromorfik fonksiyon denir [33].

Ozellikle meromorf fonksiyonlarin 6zel bir durumu olarak D ’de analitik olan
fonksiyonlar gdz oniinde tutulabilir. Rasyonel fonksiyonlar tiim diizlemde meromorf

olan fonksiyonlardir [33].
Teorem 3.1. (Lagrange) : [a,b] "de siirekli ve (a,b) ’de diferansiyellenebilen

f (x) fonksiyonu i¢in 8yle bir £ e (a,b) noktas: vardir ki,

olur [31].



3.1.1. Harmonik Fonksiyon, Alt Harmonik Fonksiyon

Tanmm 3.10.

(a) Bc R* bir bolge ve u: B — R ikinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere
sahip bir fonksiyon olsun. Eger;
du u

vu=2", 00
ox* 9y’

0

oluyorsa, u’ya B’de bir harmonik fonksiyon denir. Burada V operatoriine
Laplace operatorii Vu =0 denklemine de, Laplace denklemi denir.

(b) Bc C bir bolge ve f:B— C fonksiyonu verilsin. Eger f=u+iv
fonksiyonunun gercel ve sanal kismi harmonik ise, f ’ye karmasik harmonik

fonksiyon denir [32].
Analitik fonksiyonlar ile harmonik fonksiyonlar arasinda ¢nemli bir iliski

vardir. Buna gore, bir analitik fonksiyonun reel ve sanal kisimlart harmoniktir [33].
Farzedelim ki f analitik fonksiyonu verilmistir. ln| f | ’ye bakacak olursak,

f(z)#0 olmahdir. Eger f(z)=0 ise ln| f|:—oo olacaktir.  f’nin sifir

noktalarinda ln| f | harmonikligini kaybeder. Fakat bu noktalarin komsulugunda

fonksiyonun bazi1 Ozellikleri incelenebilir. Bunun i¢in alt harmonik fonksiyon

kavram verilecektir.

Tamm 3.11. u(z), z, noktasin belli bir D(z,,r) komsulugunda tanimli,
reel degiskenli bir fonksiyon ve —o<u<oo olsun. Ve>0 i¢in 35 >0 sayisi
vardir ki, |z - z0| < 0 iken,

{u(z)—u(zo)<8, u(z,) # —oo o Tmu(z)<ulz,)
u(z) o u(z) = o
saglanirsa, u(z) fonksiyonuna iist yari siireklidir denir [28].
D c C bir bolge ve u:D — [—oo,oo) bir fonksiyon olsun. Buna gore, u

fonksiyonu, Vz e D igin iist yar1 siirekli ise, u *ya, D ’de {ist yar1 siireklidir denir.



Tamm 3.12. u:D%[—oo,oo) fonksiyonu, asagidaki iki kosulu saglarsa

D ’de alt harmonik fonksiyon denir [28].
(1) D’de iist yan siirekli

(2) Keyfi yeterince kiicik U < D dairesi ve U ’da harmonik, U *da siirekli
keyfi h fonksiyonu i¢in, dU ’da h>u ise U ’dairesinde de h>u dur.

Sonug 3.1. f fonksiyonu D ’de analitik ise, u = 1n| f | D ’de alt harmoniktir.

Ayrica, Harmonik fonksiyonlar icin katl ortalama deger teoremi asagidaki
gibidir.

Teorem 3.2. ¢, D(0,R) kapali diskini igeren bir bolgede harmonik ise

1
TR?

¢(0)= ”(ﬁ(z)dxdy ,Z=xX+I0y

esitligi saglanir.

Analitik fonksiyonlarin sifirlar ile ilgili ¢cok 6nemli bir materyali verelim.

3.1.2. Blaschke Carpim

ne N olmak iizere, 0<|z, |<1 ve
|2, 2,—2
w2, 1—2,2

sonsuz garpimi |z| <1 i¢in mutlak yakinsak ise, bu ¢carpim |z| <1’de analitik olan ve

Blaschke ¢arpimi denen belirli bir fonksiyonu gosterir [35].

f=rf(re’),  0el0,27], f.

= sup‘ f ( re' )‘ olmak iizere,
6

H°°:{f:

fr

_ <00, 0<r< 1} gostersin. Buna gore asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 3.3. (Blaschke Fonksiyonlar1) : G < C bolgesi verilsin. «, #0 ve

>~

n=1

a,|) < e olmak iizere, {¢,} G bélgesinde bir dizi olsun. k negatif olmayan

bir tamsay1 ve ze€ G i¢in,

B(z)= zkﬁ % 2 -M

n=1 I—CV,,Z a,,

ise Be H” ve B fonksiyonu ¢, disinda sifir icermez.
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Bu B fonksiyonuna “Blaschke Carpmm” denir. Dikkat edilmelidir ki,

@,’lerin bazilari tekrarlanabilir. Blaschke carpiminda garpan yoksa B(z)=1"dir
[28].

3.1.3. Egri ve Bolge

¢:|a,f]—> C siirekli bir fonksiyon olmak iizere, @:¢(t), a<t<p
parametrik gosterimi ile verilen bir fonksiyona egri denir. Buna gore asagidaki tanim
verilebilir.

Tanmm 3.13.

(1) a,be R, a<b olsun. z=2z(t): [a,b] — C siirekli fonksiyon olmak iizere
kompleks diizlemde j/::{z(t):te [a,b]} kiimesine baslangi¢c noktasi z(a), bitim
noktast z(b) olan bir egri denir.

(1) z(a) = z(b) ise y egrisine kapal egri denir.

(iil) V¢,,t, € [a,b] i¢in t, #1, oldufunda z(#,) # z(t,) ise ¥ egrisine Jordan
yayl, eger z(a) = z(b) ise ¥ egrisine Jordan egrisi denir.

@iv) P:= {to,tl,...,tn , [a,b] araligiin bir parcalamisi olmak iizere Vk,

k=1,n i¢in z=z(t) fonksiyonu her (z,_,,t,) araliginda siirekli tiirevlenebilir ve

lim z(z), lim z(#) limitleri mevcutise y egrisine parcal diizgiin egri denir [29].

Birden fazla nokta iceren kapali bir kiime bostan farkli ayrik kapal iki kiime
biciminde ayristirilabiliyorsa, bu kiimeye bir kontinyum denir. Kontinyum kiime
sayillamaz sayida noktalara sahiptir. Buna gore, baglantili a¢ik bir G kiimesine bir
bolge denir. G agcik bir kiime ise asagidakiler denktir [36]:

1. G bir bolgedir;
2. G bostan farkli ayrik acik iki kiimenin birlesimi olarak yazilamaz;
3. G bolgesindeki herhangi iki nokta polygonal bir yay ile baglanabilir.

Kompleks diizlemdeki her agik kiime, sonlu ya da sayilabilir bolgelerin
birlesimi olarak yazilabildiginden, karmasik fonksiyonlar teorisinde bolgeler 6nemli

bir yere sahiptir.

11



Teorem 3.4. (Jordan Egri Teoremi) p, C’da bir Jordan egrisi olsun. Bu
taktirde ¥ kompleks diizlemi ortak sinirlar1 y egrisi olan biri sonlu, digeri sonsuz
ayrik iki bolgeye ayirr [29].

Bu bolgelerden sonlu olana ¥ egrisinin ici denir ve inty ile sonsuz olana
7’ ’min dis1 denir ve exty ile gosterilir.

Tamm 3.14. G < C bir bolge olsun. G bolgesinde alinan her y egrisi icin
inty c G ise G bolgesine basit baglantih bolge denir. Aksi takdirde ¢ok baglantili
bolge denir. Bagka bir deyisle, C’a gore tiimleyeni baglantili olan bolgeye basit
baglantili bolge denir.

Lemma 3.1.(Bernstein-Walsh)

G, timleyeni baglantili ve regiiler olan kapali simirli bir kiime olsun. n
dereceli P(z) polinomu her ze G igin |P (z)|SL esitsizligini saglarsa, M >0 >
Vze Gr icin

|P(z)| < MR"
esitsizligi saglanir [22].
Bu lemma G bir dogru parcasi oldugunda Bernstein (1912) tarafindan elde

edilmistir, G contourlarin sonlu bir sayisi ile sinirli oldugunda Faber (1922) ve genel

durumunda da Walsh (1926) tarafindan genellestirilmistir.

Tamm 3.15. L diizgiin egri ve f:L — C bir fonksiyon olsun. Vt,t, €L

icin, 0 < & <1 olmak iizere
£ (1) = (5,)| < Alt, -,
saglanirsa, f fonksiyonuna & dereceden Holder kosulunu sagliyor denir. Bu tiir
fonksiyonlar simfina Holder siifi denir ve fe H*(L) ile gosterilir. Holder
sinifini’nin bazi 6zelliklerini verelim:
1) feH(L)= feC(L);
2) B <a olmak iizere, H* c H?;

3) f,g€ H(L) olmak iizere;
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frgeH(L). fgeH(L), g#0. e H(L)
8

4) j= Lm i¢in L, ler geri donme noktasina sahip olmayan egriler, L= UL .
J=1

olmak iizere;
feH*(L)= feH(L)
dir [28].
Tamm 3.16. T" diizgiin jordan egrisi pe Z* ve 0 <a <1, s yay uzunlugu
ve z=z(s) [ egrisinin dogal denklemi olmak iizere, her p =1,2,...i¢in 3 siirekli
27 (s) var ve 7' (s)e Lipar ise T egrisine C(p,c) ssmfindandir denir [11].

Ozel olarak p =1 ise, 'e C(l,&) dur.

[a,b] izerindeki her bir ¥ egrisi ve [a,b] araliginin her bir P ={x,,x,....,x,}
parcalanmasina karsilik A(P,y) ::Z|7(xi)—7/(xl._1)| olsun. Bu toplamda i-inci
i=1

terim (x_) ve y(x;) noktalar1 arasindaki uzakliktir. Buna gére A(P,¥) sayisi,

7(x).7(x,),--7(x,) koseleri ile bir cokgenin uzunlugudur. Pargalamig daha da
inceldiginde, bu ¢okgenin olusturdugu uzunluk, 7 ’nin uzunluguna daha da yaklasir.
Buna gore y egrisinin uzunlugu
A(y)=supA(P.7)

ile hesaplanir. Burada supremum [a,b] “nin biitiin pargalanislari iizerinde alinir [28].

Tamm 3.17. Eger

A7) <ee

ise ¥ egrisine oOlciilebilir egri denir [28].

Belirli durumlarda, A(y) bir Riemann integrali ile verilir. Burada siirekli

diferansiyellenebilir egriler icin bu verilecektir. Yani tiirevi stirekli olan egriler i¢in

ele alinacaktir. Buna gore asagidaki teorem verilecektir.
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Teorem 3.5. ¥/, [a,b] araliginda siirekli ise, ¥ Olciilebilir ve

Y (t)|dt

A =]

dir [28].
Tamm 3.18. y, denklemi z=z(t):[a,b]—>C olan dlgiilebilir egri ve f

fonksiyonu ¥ egrisi lizerinde siirekli bir fonksiyon ise,
b
[F@dz=[ ) 2@ di
Ve a

integraline f 'nin y egrisi iizerindeki integrali denir.
Teorem 3.6. (Cauchy Teoremi) G — C bir bolge, f e A(G) olsun. y, inty
ile G ’de yerlesen olciilebilir Jordan egrisi ise

[f(dz=0
14

dir [30].

Teorem 3.7. (Cauchy Integral Formiilii) G c C bir bolge, f e A(G) olsun.
v, inty ile G ’de yerlesen olciilebilir Jordan egrisi ise Vz e inty igin

LS,

f(Z)Z%J;é_,_Z

dir [30].

Sinirsiz bir bolge icin Cauchy integral formiilii ise asagidaki gibidir:

Teorem 3.8. L kapal 6lciilebilir Jordan egrisi f(z),e da analitik ve

lim £ (z)=A

700

olsun. Bu durumda

Lj&dczA , zeintL

27iy (—z

LJ.Md(:—f(zﬁ-A , z€extL

27iy (~z

dir.
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G c C bolgesi L=09dG Jordan egrisi ile siirli sonlu bir bolge; h(z) >0,

G ’de taniml integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere

0< J.J.h(z)daZ < oo

kosulunu saglarsa #’a G lizerinde taniml agirlik fonksiyonu denir.

Burada do,=dxdy, z=x+iy, iki boyutlu Lebesque Ol¢limiinii
gostermektedir.
Ornek 3.1. h(z)= |z - 1|2 fonksiyonu |z| <1’de tammli bir agirhk

fonksiyonudur.

Tamm 3.20. G c C bir bolge h(z) G ’de tanimli agirlik fonksiyonu ve

p >0 olsun.

[[r@|f @) do. <+ee

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi L”(h,G,do,) ile gosterilir.
Eger h(z)=1ise I'(1,G)=1L"(G) dir.

Teorem 3.9. G C bir bolge olsun. fe L"(G), p>1 ve ge L'(G),

l+l:1 ise,
P g

) |[[ f(2g(2)do, | < ( [[lf @) do. J ( [[le2)" do. j
dir.

1

(if) Uf f()+e) dq,}” < (H nek dq,)” +(jj 82)” dO'ZJp

dir [12].
Bu esitsizliklere sirasiyla Holder Esitsizligi ve Minkowski Esitsizligi adi
verilir.

Tanmm 3.21. Gc C sonlu L:=dG Jordan egrisi ile simrli sonlu basit

baglantili bir bblge; h(z), h(z) 20, G-de tanimh agirlik fonksiyonu olsun. Derecesi

nolan ve
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— 1, n=m
[[r2)K, (2K, (2)do, = {0

G n*xm

kosulunu saglayan {K,(z)}>, polinomlar sistemine G bdlgesinin alani iizere /(z)

agirlik fonksiyonuna gore ortonormal polinomlar sistemi denir [11].

Ornek33. "1 2 012,
T r

3.1.4. A,(h,G) Uzaymn Tamm ve Ozellikleri

Z| < r de ortonormaldir.

Tamm 3.22. GcC sonlu bir bdlge ve h(z) G’de tammh bir agirhik

fonksiyonu olsun. p >0 olmak iizere, G ’de analitik ve

11, =171, e [ IBek dazj” e

kosulunu saglayan fonksiyonlar smifi A, (h,G) ile gosterilir. Bu sinif
A,(h,G)={f:fe AG)NL (h,G)}
ile de gosterilir. p =2 icin,
AhG)={f: fe AG)NL(hG)}
dir. Ozel halde h(z)=1 alimrsa, A,(G):=A, (1,G) olarak gosterilir.
Lebesque integralinin o&zellikleri ve |f + g|2 < (|f|+|g|)2 < 2(|f|2 +|g|2)
esitsizligi kullanilarak
i) feA(G) ve Vce C icin ¢f € A, (G)
i) f,8€ A(G) icin f+ge A(G)

saglandig kolayca goriiliir.

(1) ve (i1) den A,(G) uzay: toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore
kapalidir.

O halde A,(G) uzayi bir lineer uzaydir.

Tamm 3.23. f, g€ A,(G) i¢in

(f.8)=|[ f(2)g(x)do, 3.1)

seklinde tanimlanan fonksiyona f ile g ’nin i¢ carpim denir.

16



Teorem 3.10. A,(G) uzay: (3.1)’de tamimlanan i¢ ¢arpim ile bir i¢ ¢arpim
uzayidir [10].
Teorem 3.11. A,(G) uzayr (3.1) ile tamimlanan i¢ carpimin meydana
getirdigi
[#llier =N (3.2)

normuna gore bir normlu uzaydir [10].

Teorem 3.12. A,(G) uzay1 (3.2) normuna gore tamdir [10].

Yukarida verilen Teorem 3.10, Teorem 3.11 ve Teorem 3.12’iin sonucu
olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.13. A,(G) lineer uzay1 (3.1) i¢ carpimiyla bir Hilbert uzayidir [8

Farzedelim ki z=2z(t), @ <t</f denklemli y yay: bir Q bdlgesinde yer
alsin. Ayrica  f(z), Q’da tammli ve siirekli olsun. Bu durumda
w=w(t)=f(z(¢)) denklemi w diizleminde y’nin goriintiisii olarak bir y yayi
tanimlar.

Q’da analitik olan bir f(z) fonksiyonunu goz dniinde tutalim. z’(¢) varsa,

ayni zamanda w(¢) ’nin var oldugunu bulabiliriz ve w'(¢)

w(n)=F(2(0)Z (1)

ile belirlenir.

Z(t,)#0 ve f’(z,)#0 olmak iizere bir z,=z(7,) noktasinda bu denklemin
anlamini inceleyecegiz.

Birinci sonug w'(#,)#0 olmasidir. Buradan V. wy=f (z,) noktasinda bir
tegete sahiptir ve onun yonii

argw'(t,) =arg f'(z,)+argz'(1,)

ile belirlenir.

Bu bagmnti z,’da y’ya gore w,’da %’ne gore yonli tegetler arasinda ki
acinin arg f '(zo) ’a esit oldugunu iddia eder. O burada ¥ egrisinden bagimsizdir.

Bu sebepten birbirine teget olan z, boyunca egriler ortak tegetli egriler iizerine
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doniistiiriilir. Bundan baska z,’da bir a¢1 olusturan iki egri, aym agiy1 olusturan
egriler lizerine donuistiiriiliir.
Bu ozelliklerden dolayt w=f(z) doniigimine f’(z)#0 oldugu tim
noktalar da konformdur denir [33].
Tamm 3.25. G, H cC ve f:G — H bir doniisiim olsun. Asagidaki kosullar
saglanirsa, f fonksiyonuna G — H ye konform bir doniisiim denir [36]:
i. f . G iizerinde meromorfik bir fonksiyondur;
ii. f birebir bir doniisiimdiir;
iii. f(G)=H
H, C’de bir bolge olsun. H ’da birebir ve meromorf olan bir fonksiyona
univalent fonksiyon denir. Genel kullanimin aksine burada univalentligin taniminda

meromorfi dahil edilmistir. Boylece f(z) fonksiyonu H ’da univalenttir ancak ve

ancak f(z) en ¢ok bir kutbu harig analitik ve z,,z,€ H , z, # z,, i¢in

f(z)# f(2)
dir.
H ’daki univalentlik, H ’m her alt bolgesinde saglanir. En basit drnekler

Moéebius doniisiimleridir. Yani, a, b, ¢, d € C ve ad —bc #0 olmak iizere;

_az+b
(Z)_cz+d

fonksiyonudur. Univalent fonksiyonlarin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:

Varsayalim ki f (z), H ’da univalent olsun.
a) g, G’de univalent ve f(H)={f(z):ze H} cG ise, bu durumda

g ( f (Z)) bileskesi H ’da univalenttir. Ozellikle;

! univalenttir< f(z) univalenttir.
f(2)
b) Bir f analitik fonksiyonu bir noktanin bazi komsuluklarinda
analitiktir. & f bu noktada sifirdan farklidir. Buradan ze H i¢in f(z)#0 oldugu
agtktir.  Ancak tersi dogru degildir. Ornegin; f(z)=e’ fonksiyonu |z|<1’de

univalent degildir. Yani o bolgede sifirdan farkli olmasi, o fonksiyonun univalent

18



oldugunu sdylemez. f(z), z,’da bir kutba sahipse, z,’in civarinda analitik ve
univalenttir. Boylece z,’da sifirdan farkl bir tiireve sahiptir. Buradan z,’in basit
bir kutup noktas1 oldugu ortaya cikar.

¢) Univalent fonksiyon H cC’dan f(H)cC’a birebir ve orten bir
dontisim ve kiiresel metrikte siireklidir.  Bir meromorfik fonksiyonun ters
fonksiyonu da meromorf oldugundan f, H = f(H) iizerine bir homeomorfizmdir.
Boylece biitiin topolojik nicelikler, univalent doniisiimler altinda korunur. Yani
z,€ H olmak iizere; (z,) dizisi 0H ’a yakinsar ise, bu durumda f(z,) goriintii
dizisi of (H ) a yakinsar.

d) H’da C:z(r), @<r</ jordan yay: diizgiin ise (yani z'(¢) siirekli ve
Z(t)#0), £(C): f(z(t)), a<t< B, f(H)’da diizgin bir Jordan yaydir.

Pozitif reel eksen ve f(z,), (z,=z(t,)) noktasmda f(C)’e teget dogru
arasmda ki ac1

arg f(z,)+argz(z,)

fle verilir. Yani z, noktasi boyunca iki egri arasinda ki ag1, goriintii egrileri arasinda

ki a¢1 ile aymidir. Boylece univalent bir doniigiim bir konform homeomorfizmdir.

e) Ac C, f’in kutbunu icermeyen H ’in kompakt bir alt kiimesi olsun. Bu
durumda goriintii kiimesinin alani, dQ alan elemanin1 géstermek iizere

Alan f (A)=[[|£"(2)] 4

olur. Bu bir Lebesgue integralidir; A Jordan 6lgiilebilir ise ayni sey f(A) igin de

dogrudur. Bdylece integral bir Riemann integrali olur [36].
Teorem 3.14. (Riemann Doniigiim Teoremi)

G < C basit baglantili bir bolge ve z, € G tespit edilmis bir nokta olsun. G
bolgesini D birim dairesine doniistiten ve @(z,) =0, ¢'(z,)>0 kosullarim

saglayan bir tek w = ¢(z) konform doniisiimii vardir [29].
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Teorem 3.15. Q:=C—-G ve A= {w: |w|> 1} olmak iizere

P(z2)
Z

>0

P(0) =0 ve lim

olacak sekilde bir tek @ : Q — A konform doniisiimii vardir.
Konform bir doniisiimiin tiirevinin alttan ve {istten degerlendirilmesi ile ilgili
olarak asagidaki teorem onemlidir.

Teorem 3.16.
G, cC, G, cC farkh iki bolge ve ®:G, — G, ’ye konform bir doniisiim
olsun. Bu durumda @ (z)# oo olmak iizere, herhangi bir ze€ G, noktasinda

ld(Cb(z),an

z),9G,
4 d(z,9G)) )S|¢'(z)|S4M

d(z,9G,)
esitsizligi saglanir [23].

Bundan bagka asagidaki sonugta verilebilir.

Sonug 3.2.

® ve z noktas1 Teorem 3.16.°daki gibi olmak iizere (e G, Oyle ki
I0-2|< %d (z,0G,) ise bu durumda

d(®(z).9G,)

|[@(¢)-@(z)| <8 d(z,aGl)z

4
12— Sgd(CD(z)—an)
dir. @(z), konform doniisiimiiniin tersi z =y (w), P(z) konform doniisiimiiniin
tersiise z =W (w) ile gosterilir.
Tanmm 3.26. 0<r <1 ve R>1 olsun.
L :={ze G:|(p(z)|: r}, L, ::{ze Q:|d>(z)|:R}, L=L

egrilerine sirasiyla i¢ ve dis seviye egrileri denir.
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3.1.5. Yarikonform Doniisiim ve Yarikonform Egri

G c C bir bolge ve f:G — C fonksiyonu verilsin.

of

of
. (29)

Eger f fonksiyonunun z, € G noktasinda >
Y

(z,) kismi tiirevleri

of of

——(g,) ve ?(Zo) asagidaki gibi tanimlanr:
z z

ﬁ(z(o:gi(z()' [ LU (z&j
Z y

f<z0>—i )= [af 2+ f<z0>J.
0x dy

Ozel halde f(z) =u(x,y)+iv(x,y) seklinde ise

mevcut ise

1 i
=—@u,+v,)+—=(v,—u,),
I 2(X y) S Ve —uy)

1 i
e =E(MX —vy)+5(vx +u,)

dir [33].

Tammm 3.27. G,H c C basit baglantili iki bolge; f:G — H fonksiyonu

Vze G igin J,(2) ::| fz|2—| fz|2 >0 kosulunu saglayan ve C' smifindan olan bir

homeomorfizm olsun. Eger,

£, +|£
sup > > <
=6 |£.(2) - |£.(2)|

ise f fonksiyonuna G bolgesi iizerinde tanimhi bir K —yarikonform doniisiim,

(3.3)

K >1 sayisinada f doniisiimiiniin yarikonformluk katsayisi denir [23].

Tamimdan goriiliir ki f, G bolgesi iizerinde K —yarikonform doniisiim ve

~(2) )
= <k<l1 dir.
(2)

k=

ise Vze G icin

Yarikonform doniisiimiin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir [23].

1) 1-yarikonform doniisiim konform doniisiimdiir.
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i) f,, K —yarnkonform ve f,, K,—yarikonform doniisiimleri verilsin.
fi o f, doniisiimii K, - K, — yarikonform doniisiimdiir.

iii) f doniisiimii K — yarikonform ise f~' de K- yarikonform déniisiimdiir.

Tanmmm 3.28. G,H cC basit baglantili iki bolge ve f:GDL—>H,
K —yarikonform doniigiimii verilsin. Eger f(L) c¢ember (dogru pargasi) ise L
egrisine K —yarikonform egri ( K -yarikonform yay) denir [23].

F(L), L’yi cember veya araliga resmeden f:GDL—>H tim

homeomorfizmalarin kiimesi ve

— inf |fZ|+fE

L 1

= 1m
Aol

olsun. Eger,
K, <K<oo (3.4)

ise L egrisine K —yarikonform egri denir.

Tanim 3.28.’de G=C ve G c C olmak iizere iki durum s6z konusudur [23]

G=C ise K —yarikonform egrinin global tammm denir ve yarikonformluk
katsayist (3.3) yardimiyla hesaplanir. Yani, C’dan C iizerine K — yarikonform
dontigiim altinda birim ¢emberin goriintiisiine K — yarikonform egri ya da K-
yarigember denir. Herhangi bir K >1 sayist i¢in bir egri K -yarigember ise, bu
egriye yarikonform egri veya yaricember denir.

G c C ise K —yarikonform egrinin lokal tanimm denir ve yarikonformluk

katsayist (3.4) yardimiyla hesaplanir.

Teorem 3.17. L bir Jordan egrisi, z,,z,€ L,z # 2, keyfi noktalar ve
l(z,z,) < L, z, ile z, noktasina birlestiren kiiciik ¢capli alt yay olsun. L egrisinin
yarikonform egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

|ZI_Z3|+|Z2_ZS|

sup
2,206 L,23€0(21,25) |Z1 _Zz|

olmasidir [25].
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Teorem 3.18. L, analitik yay veya egri ise lokal tanima gore K =1 dir [23].

Eger 6(s)e C([0,mesy]) ise ¥ egrisine diizgiin egri denir ve boyle egriler
smift C, ile gosterilir. Buna gore simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.19. Le C, egrisi, lokal tammma gore her £>0 igin (1+&)-
yarikonformdur [24].

Tamm 3.29. L, C’de bir Jordan egrisi; y:C — C dontisiimii altinda
y(intL) =extL, y(extL)=intL ve Vze L igin y(z)=z olsun. Eger ; :C->C
yarikonform ise y doniigiimiine L egrisine gore yarikonform yansima denir.

Teorem 3.20. L, C’de bir Jordan egrisi olsun. L egrisine gore yarikonform
yansimanin olmasi icin gerek ve yeter sart L egrisinin yarikonform egri olmasidir
[23].

Teorem 3.21. L egrisi K-yarikonform egri olsun. O zaman L egrisinin

belli bir sonlu komsulugunda sinirli kismi tiirevlere sahip ve C' simifindan olan bir

yarikonform yansima vardir [23].

Ozel olarak z'e L olmak iizere, L egrisinin sonlu komsulugundaki her bir z
icin,
I¥(2)- 2| =<|z-7] (3.5)
saglanir.
Sonu¢ 3.3. L egrisi K-yarikonform egri, oo¢ L, G =int L, Q =ext L olsun.
Bu durumda L’ye gore ¢ (K)— yarikonform y(z) yansimasi vardir ve bu yansima;
i) ae G, =y(a) olmak iizere (C—(Lu{a}) bolgesinde siirekli tiirev-
lenebilir,

ii) Yeterince kiicik & >0 sayist icin D(a,d) = y(D(a,8)) olmak iizere,
Cs= C\(D(a,é') U l~)(a,5)) bolgesinde (3.5) saglanir,
iii) Vze C\L igin |y |< ¢(K.8), c(K,8)" S‘yz‘ﬁ o(K,8) ve z¢ C\L icin

2
s

ze€ D(a,?),

|¥(2)

v ) _
b lz—a[”, ze D(a,6),
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veE

_ |y(z)|2, z€ D(a,0),
|z—a|_2, ze D(a,d),

|yz|

ozelliklerine sahiptir [23].

L egrisi, lokal anlamda K —yarikonform egri olsun. ¢, ®, f doniisiimleri
yardimiyla bir 1< R, <2 ve r, =R;' sayis1 i¢in Tamm 3.28°deki G bolgesi olarak
[15]°de oldugu gibi G =G, —G, olarak secilebilir. Burada G, :=wnt L, dir.

Bu durumda gosterilebilir ki, () = f~' {W} doniisiimii L egrisine gore
K* - yarikonform yansimadir [15].

Yani, «(-) doniisiimii, L egrisinin {izerindeki noktalar1 degistirmeyen ve
herhangi 1< R< R,, 1, < r<l sayilar1 i¢in

a(G\G)cG\G,, a(G\G.)c G, \G
saglayan bir K> —yarikonform doéniisiimdiir.

Sonug 3.3’e benzer sekilde, bu durumda da L ’ye gore

‘a*(z)—zl‘ = |z—zl|, zel, zeG
kosulunu saglayan & (), c¢(K)—yarikonform déniisiimii vardir.

Boylece [12]’den yararlanarak genelligi kaybetmeksizin Tanim 3.28’deki G
bolgesinde

a(z)=a (z), z€G,
oldugu kabul edilebilir.

Tanmm 3.30. G Jordan egrisi ile sinirl1 bir bolge olsun. y: {w : |w| < 1} -G
konform doniigiimii C—C iizerine bir K -yarikonform homeomorfizma
genisletilebilirse, G bolgesine k -yaridisk (0 <k <1) denir.

Bu durumda L:=0G egrisine bir k- yaricember denir. 0<k <1 i¢in, G
bolgesi bir & -yaridisk (L ’ye gore k - yaricember) ise, G bolgesine (L egrisine) bir
yaridisk (yarigember) denir. [23].
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Lemma 3.2. G bir yandisk ve z, € L, z,, z,€ Qm{z:|z—zl|<d(zl,Lr0 )}
:a)j:CID(zj), j=1,2,3 olsun. Bu durumda:
a)|zl—z2|<|zl—z3| ve |a)1—a)2|<|a)1—a)3| durumlar1 denktir. Boylece
|7 =2 = |-z ve |@ -0y < |o -]

b) |Z1 - Z2| < |z1 - z3| ise 0<r, <1, G k’yabagl bir sabit olmak iizere,

saglanir [14].

Lemma 3.3. L, K —yarikonform egri olsun. Her ze L ve z,€ G i¢in g,

noktasini z noktast ile birlestiren 353(z,,z) € G yay1 vardir ki

i) d(g,L)=|s~—12],Vse Bl(z,2)

i) Vg,,¢, € B(z,,2) igin eger ¢, noktasini ¢, notasina birlestiren

B(gl,gz) c B(z,,2) alt yaytigin mesﬁ(gl,gz) =< |g1 - g2| kosullarim saglar [26].
Lemma 3.4. L, K —yarikonform egri olsun. Olgiilebilir herhangi bir ¥y = G
yay1 ve onun & (¥) yansimasi i¢in
mesy < mescl ()
saglanir [26].
Lemma 3.5. fe A(E) ve y, L=0G ye gore Sonug 3.3.deki ozellikleri

saglayan yarikonform yansima olmak iizere, Vze G i¢in

1 f(g))’g
flz)=——=||——"5do ¢
) ”g(y(rf)—Z) o
dir [23].
Lemma 3.6.

0<k <1 igin G bir k - yandisk olsun. Bu durumda biitiin @, ®, € Q

|1+k

v(o)-y(o)-|o-ao,
dir [23].
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Bu sonug f e Z(k) ve ¥’ igin yapilacak degerlendirmelerden ortaya ¢ikar.

A’da univalent olan
g(z)=z+b+hz " +..(|2>1)

fonksiyonlar sinifi Z ile gosterilir. 0<k <1 ve 4, € C olmak iizere Z(k) ile

> S b, A4

k=1 (=1

. /12
SK;%

esitsizligini saglayan ge Z(k) fonksiyonlarinin smft  gosterilir. Burada

k,l=1,2,... i¢in b, asagidaki sekilde tanimlanan Grunski katsayilaridir:

log g(z):g(() _ _iibklz_kc_l (|ZI > R}

Z k=1 =1 |C| >R

z#C iken g(z)#g(Q) ve {|z|>R,

¢|>R}’de g’(7)#0 oldugundan sol

taraftaki fonksiyon bu bolgede analitiktir.

Lemma 3.7.
G bir yandisk ve Pn(z), degP, <n, n=1,2,... keyfi bir polinom olsun.
h(z) agilik fonksiyonu da (3.22) kosulunu saglasm. Bu durumda herhangi bir

R>1, p>0ve n=1,2,... i¢in ¢, ¢,, n’den bagimsiz olmak {izere

-
SR 7?7

P

n

(3.6)

n

A,y(hleﬁ»l(m)) Ay(h.G)

dir [18].

Lemma 3.8.

1+l
n

G bir yandisk z €L ve n=12,. i¢in zeL = L*[ ) olmak iizere

d (zl,L*) = |z1 - z| olsun. Bu durumda bazi ¢, (G,D,K), 0<¢, <1 sabitleri i¢in

{¢:|¢—2|<c|z -4} =G

saglanir.
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Ispat:

d(z,L)=|z,—-z|<|z-z

, 2, € L olsun.

F::F(z,zz;z*,zl,G

RO), G, ’da, R, =R,(G,8,y)>1 sabit bir say1 olmak iizere, z

ve z,’yi z; ve 7' € Ly ’dan ayiran yerel olgiilebilir bir egriler ailesi olsun. G bir
yart disk oldugundan L’ye gore bir y(.) yarikonform yansimasi vardir. y(.)
yarikonform yansimayi kullanarak ¢ fonksiyonunu ¥:C—C, 1~9(0)=0,

¥(o0) =oo yarikonform bir homeomorfizma genisletebiliriz. I"=2(I") olsun. Bu

durumda m(T") ve m(I"”) modiilleri igin

1 -2
m(F) ZEIHC -z (37)
ne | (2)-2(2)
m(F)Szﬂ_an zz)—ﬂ(z (3.8)

saglanir. Burada ¢, =¢,(G,R,),i=2,3 z, z,, z, den bagimsizdir.
|2, — 2| <]z, — 2| oldugundan Lemma 3.2’den ¢(z,)-9(z) < ¥(z,)— ()

dir. Diger yandan

ve

olmak iizere
|79(Zl)_t1| = |79(Z1)_79(Z)| = |79(Z)_t2| = |§(Zz)_ﬂ(z)|

dir. Sonug olarak
dir.
Buradan

m(I")<—Ingc, |
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dir. Biitin yeI bir Q bolgesinde icerilmek iizere, ¢, Q’dan Q  ne K-
yarikonform doniisiim olsun. I' nin goriintiisii I olmak iizere

K'm(T)<m(I")< Km(T)
dir [33]. Buna gore (3.7) ve (3.8)’den yan invaryant olan modiilleri gbz 6niinde

tutarak,

S N -2 >[C(K)]_2 |Z1_Z|
e;2m(I)2[C(K) ] m(T)2 27 lnc2|zz—z

elde edilir. Burada C(K), y(.) yansimasimn yarikonformluk katsayisidir. Bu

durumda
2 |Z —Z| =2 c(k)T2
[C(K)] 27cs > Inc, |- :c2|l |Se[()] e
(k)T 27
:>|Z2_Z|2C23 [C(K)] 27es Zl_Z|

¢ :=lcze_2”[C(K)JZCS

alinirsa,
O<c¢ <c

= |z2 - z| >¢ |z1 - z| = 3¢ noktalar1 vardir ki ,

{C : |C - z| <c¢ |z1 - z|} c G olacaktur.

Tamm 3.31. O<a <1 olmak iizere
i) L yar1 cember
i1) ®e Lipa
kosullar1 saglanirsa G € Q, simfindandir denir [16].

Tamm 3.32. i=1,2,...,m i¢in 0< S <a <1 olmak iizere asagidaki kosullar

saglanirsa G, Q,, 5 5 sinifindandir denir:
(i) Herhangi bir {D(zi,cfl.)}:il ayrik disklerinin dizisi igin @ fonksiyonunun

Q(z,,6,) ye kisitlanis1 Lip /3, den ve
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[¢|Q\Og(zi,§.)Je Lipa

i=l

(i) {D(z.4)}  aynk sonlu disk dizisi vardir oyle ki, Vi=Lm ve
herhangi bir &, ze Q(Zi,é'i*), # 2z, #¢ igin,

k,(f,z):kmax(|§—z|ﬂ’_a,

olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir;

[@(2)-@(&)| <k (&2)|E -4

Burada k; i, £ ve z’den bagimsiz pozitif bir sabittir.

B-a
Z_Z,-| )

Buna gore , i =1,m igin,
Bi=a= 0,4 5 =C

dir [16].

Tamm 3.33.

O<wv<l olmak iizere asagidaki kosullar saglanirsa Q, Q(v) sinifindandir
denir.

i) L:=0Q =0dG yaricember

ii) V ze L icin bir >0 ve O<v<l vardir dyle ki

S(zrv) ={E:E=z+re"0< @ <p< @ +0}

vz acili ve r yaricapl dairesel sektor z tepe noktasi ile G da yer alir [19].

Tamm 3.34.

i=1,m i¢in 0<v,,..v, <<l ve {z}, L iizerinde noktalar sistemi olmak
iizere, herhangi bir z,€ L icin Qe Q(v,) ve ze Q/{z} igin ®(z)e Lipa ise Q,

0,(v,,...v,) smifindandir denir [19].
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3.2. AGIRLIK FONKSIYONU EN BASIT TURDEN SINGULERLIGE
SAHIP OLDUGU DURUMDA BIR BOLGE UZERINDE ORTOGONAL
POLINOMLAR

Burada Suetin tarafindan, simirt C(1,0.) smnifindan olan blgeler i¢in agirhk
fonksiyonu goz Oniinde tutularak, Ortogonal polinomlarin modiilii ile ilgili yapilan
degerlendirmeler ele almmistir. Bu degerlendirmeler 1<v<2 olmak iizere,

stnirinda kose iceren C(1,0,,v) sinirh bélgeler igin de verilmistir [11].

3.2.1.Smir Komsulugunda Agirhik Fonksiyonu icin Smmira Gore Bir Bolge
Uzerinde Ortogonal Polinomlar icin Esitsizlikler

Bu béliimde, sinirin komsulugunda agirlik fonksiyonunun 6zelliklerine bagh
olarak bir bolge iizerinde ortogonal olan polinomlarin o6zelliklerini ele alacagiz.

Basitlik icin birim diskin i¢inde ortogonalligin durumu ile baslayacagiz. Ancak
burada elde edilecek sonuglarin hemen hemen hepsi siirt C(1,0) *ya ait olan keyfi
bolgelere genisletilebilir.

{K, (z)}neN pozitif bas katsaytya sahip /(z) agirhik ile birim disk iizerinde

ortonormal olan polinomlar sistemi olsun. Yani,

- 1 n=
MoK, (IR o= 3.9)
‘Z‘<l 0 JNEmM
saglanir.
Teorem 3.22.
Her p>-1 ve ¢, >0 i¢in
h(z)ze(1=[2])" . <1
olsun. Bu durumda,
+2
2
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2 C
K <—3 , <1
~ n (Z)| (1_|Z|)2+p |Z|

olur [11].
Esitsizliklerin birim cemberin i¢ komsulugunda elde edilmesi, Teorem
3.22.°den ortaya c¢ikar. Ayni zamanda agirlik fonksiyonu birim disk ya da onun

kapal1 bir alt kiimesi tizerinde sifirlara sahip olabilir.

3.2.2.0rtogonal Polinomlarin Degerlendirmelerine Bagh Olarak Agirhk

Fonksiyonu Icin Bir Degerlendirme

3.2.1. Bolim’de, h(z) agirlik fonksiyonu verildiginde {Kn (z)}neNortonormal

polinomlart icin bazi degerlendirmeler elde edilmisti. Bu boliimde de, {Kn (z)}nEN

ortonormal polinomlarina bagl olarak h(z) agirhk fonksiyonu igin bir kriter
verilecektir.

{K, (z)}neN , h(z) agirlikli birim disk iizerinde ortonormal polinomlar olsun.

0 < r <1 olmak iizere,

A(r)=essinfh(z) ,0<r<lI

|¢f=r
olsun.

Teorem 3.23.

A(r) fonksiyonu [r,1] iizerinde, pozitif ve monoton bir fonksiyon 0<r <1

ve g >0 ve her n icin,

J.|Kn(z)|2 |dz|Scén" ,¢6 >0

lal=t
ise,
Ar)<e, (1-r)""
degerlendirmesi elde edilir [11].

Bu béliimiin sonucu olarak dikkat etmeliyiz ki, ana boliimde ortaya konulan

esitsizlikler {Kn (z)} ortogonal polinomlarinin Fourier serilerinin ile birim diskte

analitik olan fonksiyonlarin gésterimini incelemek i¢in kullanilabilir.
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3.2.3.Agirhk Fonksiyonu Bir Tek Noktada Singiilerlige Sahip Oldugu

Durumda Ortogonal Polinomlar i¢in Degerlendirmeler

Bu boliimiin 6nceki kisimlarinda z, birim daire ¢evresinin keyfi bir noktasina
yaklasuginda h(z) agirlik fonksiyonunun sifira azalan ya da sonsuzluga artan
oldugu durumlarda bir bolge iizerinde ortogonal polinomlar ele alindi. Bu kisimda

agirlik fonksiyonunun bir noktada sifir oldugu durumda ortogonal polinomlar ele

alinacaktir.

G, T Jordan egrisi ile smirli basit baglantili bir bolge olsun ve {K,(z)}
polinomlar1 bu bolge lizerinde

h(z)=|z—z| h(2) , ¥>-2 (3.10)
agirligy ile ortonormal olsun. z,, I' iizerinde bir nokta ve /,(z) carpani da ze G
icin
hy(2) = ¢ >0 (3.11)
saglar.

w=0(z), ?(z,)=0 ve ¢'(z,)>0 ile G bdlgesinden birim disk iizerine

konform ve univalent olan bir doniisim ve z=Vy,(w) ters doniisim olsun. Ek

olarak vy, bir seviye egrisi olsun. Yani v,, w=¢(z) altinda |w|:1—l daire
n

cevresinin ters goriintiisii olsun.

W:q:lIZI

Z:'L'_JDIWI
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(3.10) ve (3.11) kosullar1 altinda, agirhikl {K'I(Z)},EN ortonormal

polinomlarmin ~ modiilintiin ~ y=20 ve -2<y<0 oldugu durumlardaki

degerlendirmeleri asagidaki iki teoremde verilmistir.

Teorem 3.24.
Le C(1,a),(3.10) ve (3.11) kosullar1 altinda y>0 olmak iizere,

1+

(SIS

zel,y>-2

K, (z)|<an

T
|Z—Z1|2|K”(Z)|Scmn z,z€, Y20

elde edilir [11].
Teorem 3.25.
Le C(1,a),(3.10) ve (3.11) kosullari altinda —2 <y <0 olmak iizere,

j -
|Kn (Z)| Sen ? +c12n|Z_Z1| 2

saglanir [11].

3.2.4.Smir ve Agirhk Fonksiyonunun Singiiler Noktalar1 Arasindaki

Baglanti

Sinir egrisi ve agirlik fonksiyonu singiiler noktaya sahip oldugunda, |Kn(z)| -
nin artiginin sabit kalmast i¢in L egrisi ve h(z) fonksiyonu hangi karsilikli kosullar
saglamalidir? Bununla ilgili olarak bir kistas verilecektir.

Lemma 3.9.

Fe C(l,a) ise bir ¢, () sabiti vardir dyle ki, en ¢ok n dereceli keyfi
0, (z) polinomlari igin

|Q11(Z)|Scl4n » Z€ Yn

esitsizligi saglanirsa,

esitsizligi saglanir [11].
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Ortogonal polinomlar icin, G bolgesinde genel bir degerlendirme elde edelim.
Teorem 3.26.
I' diizgiin bir Jordan egrisi ise (3.10) ve (3.11) kosullar altinda

K, (2)|< ¢/ (2) _ | zeG (3.12)
(A-]p()p|z -z
dir [11].
Ispat:
(Z—zl)”zK,,(z)=i/1,f”)(p"(z)¢’(z) , 726G (3.13)

k=0
genislemesi G i¢inde, diizgiin yakinsaktir. z,’dan z’ye her iki tarafi terim terime
integrallenirse,

[0k, (£)ag =3 3" [ o' gt

2o 20

k+1 _ k+1 0
B oo /1(”) ¢k+1(l‘) oo |:<0 (Z) (0 ZO) }

= => A" 3.14
= kD | Zﬂk (k+1) G
_ iﬂ'(m ¢k+1(z) zeG
= k+D) ’

elde edilir. Diger yandan K (z) normalize edildigi i¢in (3.11)’den,
[[lz=2[|K, @) do. < ¢ (3.15)
G

elde edilir.
Buradan analitik fonksiyonlar i¢in

[[ ro¢do, =% [ F@p(2)dz (3.16)

yazilabilen bu esitligi (3.15)’nin sol tarafina uygularsak;
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Ifle=al1K,@f do. =[[le -2 [ K, 2K, (2)o
G G

bulunur. Burada,

=l (l2-af)" K, (K, Gxdo.

J.J.[(Z 2z Z1:| ZK,,(Z)me'z

= [[c-20"K,2) (=) K, Mo,

= [[c=2)"K, ()@= 2) 7K, (Mo,
G 126) 92

¢(2)=(-2)"K, ()= [¢(&adé = [(E-2) K, (£)dé =

(3.16) ve (3.17)’den

= p(0)- g = [~ K (©)de

20

= p(2) = [(E~2)" K, ()dE

[[c=2)"K,(2)(z=2)"K,(2)do, =
G

%J.(Z - Zl)y/an(Z)(:[ (f_ Zl)y/an(g)ngdZ
r 2

(3.17)

(3.18)

elde edilmis olur. (3.15)’de (3.13) ve (3.14)’in diizgiin yakinsak oldugu bir ¥, yonlii

sinir e@risinin i¢ini integrasyon bolgesi olarak alirsak, bu durumda bu genisleme ile

(3.18) terim terim integrallenebilir. Sonug olarak,

wf
Z K+l 6

elde edilir. ze G i¢in bunu (3.13)’da kullanarak,

oldugundan,

(2= 2K, ()= Y A" ()¢ (2)

k=0

35



)7/2

‘(z—zl

:‘i%%"(z)

\/k +1¢*(2)

k()

Holder esitsizliginden,

12

\/k+1(pk(z)

ﬂ(n) 1/2
J ( 0

slco’(z)I[i
k=0

Vg of

k()

ﬂ(n)

12
o o 1/2
=|¢’ (Z)I{Z (Z(k+1)|¢(Z)|2kJ

okt

Bas ve son kismui birlestirirsek,

(n)

i-z|"

5 gunr]

z€ G olmak iizere her iki tarafin karesini alirsak,

{ZW J(i (k +1)|§0(z)|2kj (3.19)

|z- al

Tekrar Holder esitsizligini kullanarak,

12

oo V2 o
S(Z(k+1)2|¢<z>l”‘j (ZIco(z)l”‘j

S (k+1)|p@f =3 (k+1)|o)| )|

- (n)
Ayrica Z N
+

k=0

< ¢, oldugunu (3.19)’da kullanarak,
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|2 1

(l—l(p(Z)Iz)z

|Z—Zl|y |K,,(Z)|2 oM |¢,(Z)

elde ederiz. Her iki tarafin karekokiinii alirsak,

B P o i L S
(1-le(2))

20 I A0
(1=le (o))~ (1-[e(2))

(2)
(1-le(2))|z =]

=

K,(2)|<cy

7/2 ’

ispat tamamlanir.
Bu teorem 6zel olarak koselere sahip bir egri icin de gecerlidir. Bunu daha
ayritili ele alalim.

dG =T" bir z €' noktast haric C(l,&) sifindan olsun. Yani egrinin
z=2z(s) denkleminin Z’(s) tiirevi [0,/] izerinde Lipschitz kosulunu saglar. Burada
[ egrinin uzunlugu, z(0)=z(/)=z ve Z(0)#Z'(!). Farzedelim ki ', vz i¢
acistyla z, noktasinda bir kdseye sahip olsun, 0 <v <2. O zaman, bir §, >0 vardir
oyle ki, |z—zl|S5l ve G ’m arakesiti olan ;1 kiimesi iizerinde, ¢,(z) ve ¢,(z)

analitik fonksiyonlar ve onlarin modiilii ;1 "da pozitif sabitler ile alttan ve {istten

sinira sahiptir.

W 7 -

¢(Z)_¢(Zl):(1_z1) %(Z) ZEW,

¢(2)=(-2)"q(2) zem
Boyle egrilerin smifi C(L,,v) ile gosterilir z,’de (3.10)’daki agirlik ve

I"’nin singiilerligi arasinda interference i¢in kosulun

147 (3.20)
14 2

formuna sahip oldugu (3.12)’den ortaya ¢ikar.
Ashinda T'e C(1,a) ve (4.27)de y=0 alinrsa, (3.12)’den, Lemma 3.9’nin

kosulu olan

37



|Kn(Z)|S615n » Z€7, (3.21)

saglandigindan, bu sonug G bolgesine genisletilir. (3.20) kosulu bir z, kosesinde

saglandig1 durumda da, (3.21) kosulu elde edilir.
Teorem 3.27.
reC,a,v), v>1, ve (3.20) interference kosulu saglanirsa, (3.10)’daki

agirlik fonksiyonu ile ortogonal polinomlar i¢in,
|Kn (z)| Scqn ,ZE G
saglanir [11].
Dikkat edilmelidir ki, 3.2.1. boliimde elde edilen esitsizliklerin bir ka¢1 i¢in

{Kn(z)} ‘nin ortogonalligi kullanilmadi.  Yalnizca normalize oldugu kullanildi.

Burada tartisilan sonuclarin ¢ogu kompleks bolgede, polinomlarin farkli agirlikli

normlarinin kargilagtirilmasi i¢in de genisletilebilir. Fakat dyle karsilastirmalar (3.9)

ifadesindeki {Kn (Z)} ortogonal polinomlar1 i¢in sadece onun minimum degerine

sahip oldugundan, keyfi polinomlar i¢in cok fazla yarar saglamayacaktir.
Teorem 3.24, Teorem 3.25 ve Teorem 3.27°de elde edilen esitsizliklerin

kesinligine gelince; dikkat etmeliyiz ki, bu esitsizlikler sadece (3.11) kosulu altinda
elde edilmistir. 3.2. Boliim’de verilenlere gore, {K"(Z)}neN ortogonal polinomlar
sisteminin 6zellikleri ile ilgili olarak;

1) Te C(L,a) ve h(z)=c>0 olmak iizere,

|K” (Z)| <c¢qn

2) Te C(La) ve h(z)=hy(z)|z—z| ,¥=-2 olmak iizere,

1+X

|Kn (Z)| S clS” ?
3) e C(l,e,v) ve h(z)= ho(z)|z—z1|y, Y>-2, 1<v<2 olmak iizere, sir
egrisi ve h agirlik fonksiyonu

1+

D[R

< | =

interference kosulunu saglarsa,
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|Kn (z)| <con ,z2€G
degerlendirmeleri elde edilmistir [11].

Bu ii¢ degerlendirme de dikkat edilecek olursa, agirlikli ortogonal
polinomlarin modiiliniin artisinin  degerlendirilmesi; smir egrisi ve h agirhik
fonksiyonunun 6zelliklerine bagh olarak degismektedir.

Daha sonraki yillarda, benzer ¢alismalar; sinirt C(1, ) sinifindan daha genis
siniflara ait cesitli bolgelerde de ele alinmistir [16]-[21]. Bir sonraki boliimde de bu

siniflarda yapilan ¢calismalar verilecektir.
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3.3.0RTOGONAL POLINOMLAR ICIN EKSTREMAL PROBLEMLER

Agirlik fonksiyonu ve simir egrisi singiiler noktaya sahip oldugu durumda
ortogonal polinomlarin modiiliiniin artisinin  singiileritenin olmadigi durumdaki
degerlendirmeyle ayni olmasi i¢in agirlik fonksiyonu ve sinir egrisi arasinda bazi
kosullarin saglanmasi gerekir. Asagida bazi smiflarda bu kosulun ne olmasi

gerektigini ortaya koyan cesitli sonuglar verilmistir.

3.3.1. Agirlik Fonksiyonu ve Simir Egrisi Singiileriteye Sahip Oldugunda
Ortogonal Polinomlarin Modiiliiniin Degerlendirilmesi
3.2.bolimde bahsedilen siniflardan daha genis olan bazi siniflar i¢in Suetin’in
yapmis oldugu calismanin benzeri, farkli yontem ve teknikler ile F.G. Abdullayev
tarafindan calisilmistir [16]-[21]. Bu smniflar bu bolimde bu tez calismasinin
Materyal ve Metot boliimiinde daha 6nceden verildiginden, bunlarla ilgili elde edilen
sonuclar ele alinacaktir.
Oncelikle varsayalim ki, /(z) agirlik fonksiyonu i >1 i¢in y,>-2,
h(z)=h(2)[J]z=z]" (3.22)
i=1
seklinde tanimlansin. Burada h,(z), G de sifirdan diizgiin olarak ayrilsm. Yani
3 ¢,>0 vardir 8yle ki Vze G igin
hy(2)2¢, (3.23)

dir. Burada i=1,m igin {z,} L tizerindeki noktalarin bir sistemidir.

Teorem 3.28. Ge Q,, —<a <1 ve (3.22)’ deki biitiin ¥, ’ler sifira esit olsun.

N | —

Bu durumda Vze G ve biitiin ne N icin,

|K” (Z)| <cn'®

dir [16].
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Teorem 3.29. Ge 0, ; , ,

olsun. O zaman Vze G ve biitiin ne N igin,

|Kn (Z)| <cn'®

dir [16].

Teorem 3.28 ve Teorem 3.29°deki ¢, ve c, sabitleri A, fonksiyonuna ve

G ’ye baghdir.

Varsayalim ki, G sonlu basit baglantili bir bolge, o iki boyutlu Lebesque
olgiisii ve h, G’de agirlik fonksiyonu olsun. p>1 ve fe L’ (G,h,do) olmak

lizere,

1/p
11, =171, :=(g|f<z>|ph<z>daj

dir. Ayrica 7,, derecesi n’yl asmayan polinomlarin lineer uzayr ve
xlc=n, =x""de L"(G,h,do) daki norm ile 7, uzayr olsun. Benzer sekilde

S < C ve S iizerinde taniml1 bir f fonksiyonu igin,

|1

=L = SuP{|f(Z)| :ze S}
tanimlanir. 7, bu norm ile ele alinirsa, 7, ¢ =7, normlu uzayi elde edilir.

I

p||2,hS1} normu ile Vpex, igin

Ayrica = sup{”p”w :pETX,,

n,h

I,,(p)=p olmak iizere,

) o
In,h e

n,h

lineer operatorlerin bir dizisi ve
B,,={Pex, :|P|,, =1}

n,o

olsun. Bu gosterimlere gore asagidaki sonuclar elde edilmistir:
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Teorem 3.30. Vi :L_m icin %S,Bl <a<lve
1+L:ﬁ
2

olmak iizere, Ge 0, 5 5 olsun. Budurumda ne N igin;

Vo

1

n,h S C2n
olacak sekilde 3¢, >0 vardir [17].
Teorem 3.31.

K

n,o

|00l = 1Ko (8)

olacak sekilde 3¢ e G var ve belirli bir B >0 sayist igin,

olsun. Bu durumda,

elde edilir [17].
Teorem 3.32. Ge Q, 59 O0<p <a<l ve h(z) , (3.22)’deki gibi tanimlh

olsun.

L b (3.24)
2

ise Vze G ve n=1,2,... icin
K, (z)|<en” +cy—z|" n' (3.25)
saglanir. Burada,

st o B2t
P2 a2

dir [18].
Teorem 3.32.°deki (3.24) bagmtis1 2<%, <0 igin saglanir. Bu ve (3.25)

gosterir ki; K, ’in artisimn orani, h(z)—>e ve L egrisi singiilerlige sahip

olmadiginda, z # z, i¢in z, noktasi ve ze€ L noktasinda aynidir.
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(3.24) kosuluna A4 :1—%(1+%j mertebeden Cebirsel Kutup Kosulu
1

denir.

Teorem 3.33. Qe Q,(v,,..,0,), 0<v, <1 ve @(2-v,)=1 olsun. Ayrica

h(z), (3.22) ile tanimlansin ve ek olarak i:I,_m olmak iizere herhangi bir z,€ L

noktasi igin,

2 1
1+_l:— 326
2 a(2-v,) (3:20)

saglansin. Bu durumda her n=1,2,... i¢in,

K

n

< cn'’® (3.27)

(G
dir [19].

Teorem 3.34.

G 0<k<1 iginbir k yari daire ve h(z),4 =0 i=l,m ile

h(2)=hy () 2 >0

olacak sekilde bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda her n=1,2... i¢in

1+k

K

n

_. <
c(G) = an

dir [21].
Dikkat edilmelidir ki , C\G, e C\G basit baglantili bir bolge olmak iizere

G c C keyfi bir kontinyum ise k=1 alinabilir. Yani;
|Kloe) <m°
dir.
Teorem 3.35.
O<a <1 i¢in Ge Q, ve h(z) agurlik fonksiyonu; i=l,m, A=0, ile (3.26)
ifadesindeki gibi olsun. Bu durumda her n=1,2,... icin

|K.log) < e

dir. Burada §=6(G), 1< 6 <2 ile belirli bir say1 olmak iizere
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R
\Y

(3.28)

]
A

dir [21].
Teorem 3.33, Teorem 3.35 ile karsilastirildig1 zaman goriiliir ki, (3.26) esitligi

saglandig1 zaman, G’da K,(z) polinomlarinin maksimum normu, h(z) agirhigmnmn

ve L smir egrisinin singiileriteye sahip olmadigi durumdaki gibi kalir. (3.26) ile

verilen esitlik agirlik ve sinir egrisinin interference kosulunu gosterir.

Sonu¢ 3.4. Tanim 3.34°da, {z,}€ L noktalarini iceren Q bolgesinin sinr

yaylart C(l,&) smifindan ise, bu durumda 0<v, <1 olmak iizere, vz i¢ ac1

noktalarini iceren ve siir1 parcali diizgiin olan bir bolge bulunabilir. Bu durumda

(3.26) ve (3.27) bagintilan asagidaki gibi verilir:

421

2 (Z_Di)

,i=1m

%,

_ <
c(G) = Gn

dir [19].

Bu sonug 0<v, <1 oldugu durumda Teorem 3.27 nin genisletilmisidir.

Biliyoruz ki, A, (h,G), p>0,G de analitik ve

111, =171, oy = ( ﬂh(Z)If(Z)I"dGZJP o

kosulunu saglayan f fonksiyonlarimin sinifidir.

K,(z) polinomlari, biitin P,(z), degP,<n, n=12,.., polinomlarinin

P

n

sinifinda bir minimal normuna sahip oldugunda, Teorem 3.33 ve Teorem

AI,(h,G)

P

n

3.34 bu sinif i¢in genellestirilebilir. Bu durumda ||Pn|| o(6) V€ normlari i¢in

AI,(h,G)

bagintilar elde edilir.
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Teorem 3.36. 0<v, <1 icin QeQ,(v) ve a(2-v,)21olsun.

Ayricah(z), (3.22) ile tanimlansin.

+he——
2 a(2-v)

ise, bu durumda her z e G ve her bir n= 1,2,... icin

:(2+71)(2—01) oo L2+
: 2 oa(2-v) 2

olmak tizere

o

K, (z)| <c¢n’ +c2|z—zl|01 n

elde edilir [20].

Teorem 3.37. 0<v, <1 i¢cin Qe Q,(y,...0,) ve a(2-v,)=1 olsun.

m

Ayrica h(z), (3.22) ile tanimlansin. Herhangi bir z,€ L,i= 1,m noktalari icin

1+& >;
2 a(2-v)
kosulu saglanirsa, her n=1,2,... icin
=1+
# 2 a(2-v)

veE

olmak tizere

elde edilir [20].
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1+% kosulu bazen ¥, >0, i=l,m oldugunda saglanacaktir.

1
>—
a(z_ui)

%,

Boyl 1+
Oylece 0{(2—1)1,)

kosuluna

U= a(2—u,)(1+%)—1

mertebeden Cebirsel Sifir Kosulu denir.

3.3.2. Agirlik Fonksiyonu ve Simir Egrisi Singiileriteye Sahip Oldugunda

Keyfi Polinomlar icin Modiiliin Degerlendirilmesi

P (z) encok n dereceli keyfi bir polinom ve

n

M =

n.p

P

n

Ay(h.G)
olsun.
Teorem 3.38. Teorem 3.28 ve Teorem 3.29’in kosullar1 altinda herhangi bir

p>0,neN ve P, degP <n, polinomu igin,

2
ap
L Sen™M,

B,

degerlendirmesi dogrudur. ¢, =c,(G,h, p) dir [16].

Simdi yandisk’e karsilik gelen sonuglar1 verelim.

Teorem 3.39.Ge Q,, —<a <1 ve 1<i<m olmak iizere her bir singiiler z,

N |~

noktasinin, h(z) agirlik fonksiyonunun bir sifirt oldugunu varsayalim. Bu durumda

Perx, ve ||P”||2,h <1 olmak iizere, polinomlarm her {P,}" dizisi igin,

m
nzlea&XUPn (Z)|I;I|Z - Zi|%/2j = Cénl/a

ve her bir z; noktasinda, 1<i<m igin;

olmak iizere,
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olacak sekilde bir ¢, >0 sabiti vardir [17].
Teorem 3.40.p>1, GeQ,,, %Sﬁl <a<l ve ,h(z) (3.22) ile

tanimlansin.

n_B

2 o

1+

ise, Vze G ve n=1,2,... i¢in

s _2+n ve 0'1:2’81—2+71
1
ph pa p

olmak iizere,

8 _ ' 2/ pa
Pﬂ(z)|$ on +cz|z Z1| n"\M,

dir [18].

Teorem 3.41. p>1, Ge€Q,; , . %S B <a<l, i=1,m ve h(z) (3.22),
(3.23) kosullarin saglasin ve her bir z, € L singiiler noktasinda,

1+ﬁ>ﬁ
o

olsun. Perx, ve ||E

1||p’h, ; $1 kosullan altinda {Pﬂ}‘::1 polinomlarinin herhangi bir

dizisi igin,
2+v. 2B
ﬂi:—%__ﬁ
p pa

olmak iizere,

m
nzle%xUﬂ (z)|1:11|z—zi|ﬂ’j <c "

olacak sekilde bir ¢,, sayist vardir. Bunun yani sira z;, i =1,...,m noktalarinda,

Si —_— M
pB,
olmak iizere,
P,(z )| <¢n’

dir [17].
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Verilen bu sonuglara gore agirhiga gore bolge iizerinde ortogonal
polinomlarin maksimum normunun, sinir egrisi ve agirlik arasindaki kosullara gore
degismedigi elde edilmistir.

Teorem 3.42.

n=12,.. P(z) derecesi n yi asmayan keyfi bir polinom ve 1< p<oo

olsun. Bu durumda

a) Teorem 3.34’iin kosullar1 altinda,

2(1+k)

TA R en " 7],

b)Teorem 3.34 ve Teorem 3.33’iin kosullar1 altinda,

2

_<en™
c(G) = osn

P

n

P

n

A,
elde edilir [19].
Bu degerlendirmeler en ¢ok n dereceli biitiin polinomlarin sinifinda; kuvvet

olarak kesin sonuglardir.

Teorem 3.43. 0<v, <1 icin Qe Q,(y,) ve a(2-v,)=1 olsun. Ayrica

h(z), (3.22) ile tanimlansin.

1+ﬁ<;
2 a(2-v)

ise p>1icinher ze G ve herbir n=1,2,... icin

_(2+71)(2_Ul) 1_ 2 2+7/1
=0 = -

p pa(2-v,) p

olmak iizere

2
Bl(z)” S [ClnSl -i_c2|Z_Zl|o-1 npaJMn,p

elde edilir [20].

Teorem 3.44. 0<v, <1 i¢cin Qe Q,(v,...0,) ve @(2-v,)=1 olsun.

m

Ayrica h(z), (3.22) ile tammlansin. Herhangi bir z,€ L, izl,_m noktalar1 i¢in

48



1+ﬁ !
2

g a(z_ui)

kosulu saglanirsa, bu durumda p >1 ve her n=1,2,... i¢in

. ~ 2+ 7 )(2-v,
BT S S 25 o I

p  pa(2-v,)’ p

H

olmak iizere

m /2
max| [Tz
G i-1

Bl (Z)|} C4nl/aMn,p i

Pn (Zi )| S CSn;Mn,p

saglanir [20].
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4. BULGULAR VE TARTISMA
Bu boliimde ele alian sonuglar, [21] de yapilan ¢alismanin bir derlemesidir.

Teorem 4.1.

G, 0<k<l igin bir yandisk ve h(z) agirhk fonksiyonu (3.22) ile verilsin.

Bu durumda her n=1,2,... ve V z,eL i¢in

dir [21].
Sonuc 4.1.

¥:=max { y N :l,_m} olmak iizere,

”K” (1+%j(1+k)

_ <
c(G) — Gyt

dir [21].
Teorem 4.2.

0<a <1 i¢in GeQ, ve h(z) agirhik fonksiyonu (3.22) ile verilsin. Bu

durumda her n=1,2,... ve V z,€ L i¢in g (3.28)’deki gibi tanimli olmak iizere,

|Kn (Zi )| < csn[HZi}l

dir [21].
Sonugc 4.2.

¥:=max { V..i=1, m} olmak iizere,

&

|K @) <en
dir [21].

Teorem 4.1 ve Teorem 4.2°nin Ispatinda kullamlacak bazi gosterimleri

verelim:

t>0 icin L :={ z: |(0(Z)| =t, t< 1} ic seviye egrisi

L :={z : |CI>(z)| =1, 1> 1} dig  seviye egrisidir. G, :=intL,, Q =extL,
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’>1 L'=y(L), G =itL,Q =ext’, w=®,(z) Q" 'dan A iizerine

T

@, (0)=00, P’ (0)>0 ile normalize edilmis konform bir doniisim olsun.

W, =®,"; LS :={z : |CI>R (z)| = t'} , G/ =intL], Q' =extl’,
d(z.L)=dist(z,L).
Ayrica, Vze L' ve te L igin |z—t| = d(z,LR) olmak iizere
d(z,L)=d(t,L;)=<d(z,Ly) (4.1)
dir [34].

Teorem 4.1 ve Teorem 4.2°nin ispati

Basitlik icin i =1 alalim. L yaricember oldugundan R =l+l olmak {iizere
n

L, de bir yari ¢emberdir. Bdylece L,’ye karsilik bir y,(z), y.(0)=c, C(K)
yarikonform yansima insa edilebilir dyle ki, y,(G;)=Q;, ¥(Q;)=G, ve yq(.),
L, tizerindeki noktalar1 sabitler. Buna gore y,(z) Sonug 3.3’ iin kosullarini saglar.
yp(z) yardimi ile K,(z) icin Lemma 3.5’den asagidaki integral gdsterimi

yazilabilir [17].

=——ﬂ yR< o, ,2€G, 42)

>0 icin U,(z)={Q:|(—z|<e} secerek ve genelligi kaybetmeksizin

U,=U,(0)cG" alnirsa, z, € L igin

e

dO' =J,+J, 4.3)

CyRC ”| ()

( 1 os C 1|

elde edilir.
J, integralini degerlendirelim. Bunun i¢in integral i¢i (h(())l/2 ile carpilip

boliinerek, Holder esitsizligi uygulamrsa:

1 ” h(2)"|K, ()

1/2
h())

yRZ

’2dO-C
Yr (C)_Z1|
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O KCI0 R ey

2

L e e
elde edilir. |
h(@)=h (952" = h(Q) 2 c,[g /" :ﬁ%_z'%
oldugundan,
1< [ o = [[ o,
v, 0= |2 (Q) -2 v, |7 () -2

Sonug 3.3’e gore her {e U, igin ><|yR(C)|2 ve |[{—z|>¢€ olmak iizere z,€ L

yR’Z
ve (e U, icin

|yR (C)_Z1| = |yR (()|

2
, ¥ (¢) yansimasinin Jakobiyeni olmak iizere

dir. Diger yandan J :=‘ yR,C‘z ~|Vrz

[20]’deki gibi yR((), C’m antiquasikonform homeomorfizmi oldugundan ve

yarikonformlugun  bir  bolge icin genel tammmindan O<k<1 olmak

2

ﬁzere(k :g—:j,dyk = ‘j’“‘z <k kosulundan [df <k,D, < K]
RZ
‘JJ'R‘ ‘yR,Cr Y3 2 “yR,Cr Y3 2
1y Pl 1)
= yR’Z yR,Z 2 =|/RC k
2
=17~ rg (4.4)

dir. Bu durumda
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2

y
2 5 RS o
l 2‘.]-!.|yR(C)_ 1|4 :

do,  doy

vz ()= doniisiimiinden do,=—/2%>=——=elde edilir.  Buradan, (4.4)
Y Y
ifadesinden ve 1 < ;2 olmasindan,
YR yR,Z
? 2
do i V4
VAR | Pl . = || rHdrdv==<1
1 <” |< <—” - !Ir rdg=-= <
=J’ <1 (4.5)
%
_ ” | yRc ” |y (€) z1|22|K,,(C)| szdGZ
Orle |y Z1| |yR(<)_Z1|2
2
yRC

a0t .U |K | |yR zl|”do;:

l

J, -<”|yR

=J,J,, (4.6)

olacaktir. Simdi J,, integralini degerlendirelim: (e G,—U,, z, € L olmak iizere
|<_Zl|'<|yR(<)_Z1|'<|<_Zl|+d(zl’LR) 4.7

Bunu gosterelim: e L, olmak iizere d(z,,L,;)= |z1 —t| olsun. Sonug 3.3’den biitiin

(e G,—U, ve ze L, i¢in ¢, <

Ve Se2 ve e,fg-2 <[y (¢)-<c,[¢- o dir. Bu
durumda
10— 2| =[0= yx (Q)+ v, (Q) =t +1—z,| <[C—1]+]y, (Q)—1]+|v (Q) - 2| <
< (e +1)| 3o (§) 1| +]ve () = 2| < |32 (§) = 2| <[ye (§) ~t| + ] = ¢ +[0 ~ 2
< (e + D))= +[g—z| <[r=g|+[g -z
olur. ¥{e G,~U,= z € G,~U, dir. Buna gore

|yR(<)_Z1| < |I_Z1|+|<_Zl| = d(Zl’LR)+|<_Z1|
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olacaktir. (4.7) ifadesini kullanarak J,, integrali i¢in:

il

d o,

2

ng dO'c
71+4 J.I y1+4
3

|yR

< d"‘”*z)(zl,LR) (4.3)

n+4
K_ZI‘Z‘I(ZI'LR) |( - Z1| 1

dir. Simdi J,, integralini degerlendirelim.
% :=y>0olsun. {eU(z)=1{Q:|{—z2|<d(z.L;)} ise (4.7) den
|yR(<)_Z1| < |<_Z1|

Jy= J._J. |Kn(<)|2|y]e(<)—11|yl dO'<

= | |yR(C)—zl|%|Kn(()|2d0'C+H|yR(()—zl|%|Kn(C)|2d0'C<

Gp—(U, WU (3, U(z)

e G,—(U, VU (z)) ise 4.7y den, |y, (Q)—z|< [T~z |+d (2. Ly ) < [T~z dir.

Buradan,
< I el Ko dora ot [] [ € dor=
Gp—(U, Uz
_ |
=G (UJIU %V{" d0'C+d7 z, L ” |K d0'4<

<”h )|, Q) do, +d" (2, LR)(&H}%

H(C)rjmesU(zl) < (4.9)

7d*(2y.Lg)

2 104y
<1+<r€rllj%|Kn(C)|d (z,,L,)

elde edilir.

Lemma 3.6 ve Lemma 3.8’den

|2

max 4.10)

maxK, (¢ <max|K, (9)f < max|K, ()] < max|K, (3)

54



Ce L' keyfi bir nokta 01sun.|z—§|<cld(z1,L*) diskinde ortalama deger

teoremini K, (z) polinomlarina uygulayarak, Lemma 3.8’den &yle ¢, <1 sabiti

vardir ki,
1 2
K,(Q) S ———= K. (G de
| ( )| ﬂclzdz(zl’l‘)z—k;';}"(ﬁﬁ) ( )| C
1 z—z" Kn(C)z
U kel

|71

d’ (Zl ’ L*) |e~gJ<cid(z1.L7) |Z -3

dir. |z—zl|2d(zl,L*)—|z—C| Zd(zl,L*)—cld(zl,L*) :(l—cl)d(zl,L*) oldugundan,

2 1 1 ! "
K”(C)| <d(zl,L*)[(l—cl)d(zl,L*)} | 'U 2=

z—§\<cld(z1 ,L*)

K,(Q)[ do,

elde edilir. Boylece Lemma 3.7’den

K,(Q) <a"(z.L)

n

dir. Biitiin p >0 i¢in, (4.9), (4.10) ve (4.1)’den,

Ty < 1+d™ (z,L,).d " (2, L) <1

oldugu ortaya ¢ikar. Eger -2 <y, <0 ise, |yR (&)- z1|yl < |§ - z1| olacagindan sonug
olarak Lemma 3.7’e gore

J,, <1 (4.11)
elde edilir. Boylece (4.3), (4.5), (4.6), (4.8)-(4.11) bagintilarindan

n

1+
|Kn(Zl)|-<d ( zj (2 Ly)
dir. Buna gore Lemma 3.6’dan z € L ve (e L, olmak iizere a)l,a)zeK:

P(z)=0a, P(¢)=w, icin,

1+k

d(ZI’LR)=|Z1_(|:|I//(a)l)_')”(a)2)|>|a)1_w2|

L+k ~(1+k
= 5 (1K)

d(ZI’LR) >'|a)1_w2|l+k :|CI)(a)1)—CI)(a)2)

- d—(1+%j (2-1,)< n(1+k)(1+%j
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K, (2)|< N

esitsizligi elde edilir. Bu da Teorem 4.1°1 ispatlar. Teorem 4.2°nin
bakarsak:
a>1/2 Ise
d(2:L) =]z =G = | (@) - @ (@,) =0
i

= Kn(Z1) < d_[l+?j(zl,LR)< n[ Zj‘i

0{<l ise 1<0<2 ve 0:= min{l,l} olmak tizere
2 a 2

Kn (Zl ) < n(l+%)5

dir.

ispatina

Teorem 4.1 ve Teorem 4.3 keyfi cebirsel polinomlar i¢in genellestirilebilir.

P

n

Buna gore, F,(z) en ¢ok n dereceli keyfi bir polinom ve M, ,:=

A,(hG

tizere asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 4.4.

olmak

)

0< k<l olmak iizere G bir yardisk ve h(z) agirhk fonksiyonu (3.22) ile

verilsin. Bu durumda her n=1,2,... ve V z, €L i¢in

(2+47)(1+k)

Pn (Zi )| < c7n[ : ]M

n,p

dir.

Teorem 4.5.

O<a <1 igin GeQ, ve h(z) agirhk fonksiyonu (3.22) ile verilsin. Bu

durumda her n=1,2,... ve V z,€ L i¢in g (3.28)’deki gibi tanimli olmak iizere,

(2+7)p

Pn(Zi)|SC5n( ' ]M

n.p

dir.

56



Teorem 4.4 ve Teorem 4.5’in ispat1 Teorem 4.1 ve Teorem 4.2’nin ispatina
benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.6.

i=1,m olmak iizere, 0<v, <1 i¢in Qe Q,(v,,.., ), @(2-v,)21 ve h(z),
(3.22) ile verilsin. Herhangi bir z,€ L i¢in

AR

4> —
2 a(2-v)

saglanirsa bu durumda p >1 ve her n=1,2,...

. : . 2+7)(2-v.
pen__ 2 (( +7) "z)}iﬂ,m
p  pa(2-v) p
olmak iizere
max {I;“z -z["|P, (z)U Sen’™'M, (4.12)
ve
P (z)|<cn’ (4.13)
dir.

Ispat: h(z) fonksiyonunun singiiler noktalarina gore Blaschke fonksiyonlari

ele alinirsa,

L iizerinde {z,}  noktalar sistemi sonlu oldugundan basitlik i¢in i=1

m
i=1

oldugu, u" =4 ; s =5 durumu ele almsin. R >1 i¢in R, ::1+RT_1, L= y(LR1 ) ,

0=P,(z), @ =P,(z) olmak iizere (R>R,)

h

R

( );{%(w)—%(mr P, (¥())

wB, (¥ ()) "™
ile gosterilsin. ze L ve smirsiz bolge icin Cauchy-Integral gosteriminden,

®, (z) = @ olmak iizere bu noktaya gore
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dir. Biitiin |t| =R, >1 i¢in

4" =

B, (¥, (1)) 21,

oldugundan
A, =[ (@)%, (@) [P, (¥(0))

olmak iizere,

e ()

A
J hR(Z)|l‘—a)|

= n - <
jon, (w, ) Jof i

dir. Buradan

AnS\wBR(‘PR(r))\”*IwI”“g [ %, (), ()] \P,,(‘I‘(r))\% 4.14)

(=R,

elde edilir. (4.1)’den

‘w_cI)R(Zl) 1 ‘

B (z)|= o |o-ou)_|
‘w R(Z)‘ ¢ L —a)q)R(Zl) ‘(I)R(Zl)Hq)R(ZI _w| ‘q)R Zl)‘
D, (z)
oldugundan
B, (%, (@) =[B (2) = o, (3] =| 5=
D, (z)[21 ve |a)|<1 oldugundan
‘a)BR (¥, (t))‘ﬂ <1 ve @™ <1
elde edilir. Boylece (4.14)’den
’ d
A< [ ¥ (0)-% (@) ‘Pn(\l’(z))‘% (4.15)
lri=R,

dir.
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(4.15) ifadesinde sagdaki integrali degerlendirmek icin integral igini

w, ()~ (o) & ()"

() P q

Holder esitsizligini uygulanirsa,

A,,{ J (0w (@)Y o, (20

lf[=R,

1/q

PREINE
(|TR(t)_TR(a)1) ! J
a1
ooR 2(g-1) \?
! (‘P'R(t)| g J|t—w|"

X

p
:[I (1), (@) P, (2, ()] ‘I‘%(’)r"”'J "

(=R,
. q
¥ (- (@ ai’+y(q-1)
[ LAORACY SR
[t=R,

\P/R (f)|2(q_1)|l—a)|q n

A, integralini degerlendirelim:

<IN

£ ()= (¥ (1) =¥, (@)
olsun. |f|=R, gemberini

27R

meso, = -

n

ortalama deger teoremini uygulanirsa,

A= Tl =]

M:Rl
n

£,(0)| et

£, (17| mess,

k=1
dir. Buna gore, ortalama deger teoremi uygulayarak

P 1

£ < £, (&) do.
7z(1—

,1\2

AN

elde edilir. Buradan
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/p
‘P;(t)||dt|J %

ifadesiyle carpip, boler ve l+l:1 olmak iizere

(4.16)

ile §,, n esit parcaya ayirdiktan sonra A,' integraline

1, €0



u mes5
A<

£, &) do, . fes
k=1 7[(1 |l‘ |) le—; <l -1 | : e

bulunur.
t, noktalart ile merkezli disklerin en ¢ok iki noktada iist iiste diistiigiinii ve

k=12,...,n igin mesd, = meso, oldugunu dikkate alarak,

A<Y IO

=R A (AR N

1 (§)|Pd0'§ =

meso, _[ P mes§
£,(&) do, +.. + ” (&) do, <
, 2 n 13 é
7 (Jef]=1) - ) i
’"“5 )|Pdcrg <n [[ |1£,(&) do 4.17)
- 1<\§\<R I<fgl<R,
olur. (4.17) ifadesi acilirsa; oncelikle
1+—-1
R ST S VS U B TR
2 2 2n
ve |t]] =R, olmak iizere;
L 204
meso, - 27R, < R N R _ 12n _ zln ol
71'(|t1,|—1) (R —1) (R-1)  R-1 1+—=1 —
2n 2n
=2n+1<2n+2n=4n<n= mesd, ~<n
z([t]]-1)
olacaktir. Buradan da (4.17) elde edilir. A,' i¢in (3.6)’a gore
A'<n F,)|Pd0'§
1<[g<R,
P 2
=n ([ 2, (&)-F (@) [P, (%, (&) |#7 (&) doy
1<g]<R,
<n _U lz-2[ P,,(z)|Pd0'z <nM?,
Gy =G
Al'<n ” 2=z [P.( | do, <nM!, (4.18)

Gy ~G"

(4.19)’daki integral i¢in &, (z)’ye boliiniip ¢arpilirsa,
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A'<n ﬂ |Z Z" P, (z) do.<nM,

Gy -G
olacaktir.
B,' integralini degerlendirmek igin ¥ R’ icin Teorem 3.16’daki

degerlendirmeyi de dikkate alarak,

(1= r}=UK,
segilsin. Burada
K, ={t:[f|=R.[t-a|<&}:
K, ={t:||=R.Ji-&|<&,}:
K, ={t:|t|=R i -0|2¢ | -a|>¢,}
®(2)=0,2(z) =

Bu durumda,
1/q
"q-7(q-1)

|lPR (t)_lPR(a)l)rq m

, 2(q-1)

R |t_w|q

B =

n

a1

=R,

v

(1)

oldugunu g6z Oniinde tutarak,

Bi< | ¥, ()= (@) " ()"

"k (¥, (1)-1)"" 1o’

W ()= (@) 7 (- a

:M:Rl |\PR (t)_1|2(q—1) |t_a)|q
=(J. +J +I }[idem] =B "+B " +B" (4.19)
K, K, K,

elde edilir. B," integralini degerlendirelim: |‘I‘ ® (t)| -1> |t| —1 oldugunu gosterelim.

W, (1)=C ve |<I)R(()|=t olmak iizere

=11 [, ()~ 11" = (|, () ~1)"“ =W, (1) -1| - (1 -1)"
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= (|‘PR (1)- 1|)2(q—1) N ((|t| ~ l)l/a)z(q_l)

elde edilir. Buradan da

Bnll < J‘ |‘PR (t)_\Pwal)| |dt| : (4.20)
£ ey -
olur. Buna gore,
0 ( 1 j‘z“"”(“] jar a4
' n K; |t - a)lq
olacaktir. Benzer sekilde
2q-1)
B," < ] <@ 4.21)

(- P o
dir. B”12 degerlendirmesi ise iki baslik altinda yapilacaktir:

a) [¥, ()=, (1) <|¥,(t)|-1 ise, bu durumda [27]’de Wedge kosulunu
saglayan bolgelerdeki konform doniisiime gore

2(g-1) 2(g-1)
(Jo]-1)™ |dt| <J- (f|-1)™ |dt|

B12_< . -
(-1 =l ()

n

<

. n(Z—vl)[(ZW)(q—l)—ﬂ*q] (ljz(q—l) J |dt| . nz(i—l)_(,,_n '
n & |r—af

b) (|‘PR (t)|—1) < |‘I‘R (1)-¥, (o )| <c ise Lemma 3.6’a gore,
l|-1<|t-a@|<c
dir. &, :=|f|-1 secelim. (3.1)’e gbre herhangi bir £e L igin d(é",LR*) =d(&,L)
bagintis1 saglandigindan |t| 1= |a)1| —R, dir. Bu durumda @ merkezli ve 2°¢,,
s=1,2,...N yaricapl diskleri alinabilir. Burada bir N sayis1 secilebilir. Oyle ki
0, ={r:|r-w|=2"¢}
cemberleri

o, N{t:|f|=R} =D
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(o ﬂ{t |l| - }:
kosullarini saglar. Bu durumda

K, =K,N{t:2""¢, <|t-a|<2’¢, }
segildikten sonra, W, (1) =¥ (@)| > |t - a)1|(2_°") olmak iizere

)=, () ()
(2 (f=1) 2 1)~ (e =

B <

n

2(q-1) 2(g-1
|wR<r>—wR<wl)|} (-1 |ad
1

|lPR (t)|_ |t—a)1|2(:1) |t—w|

olur. |t|—1:€0 ve K, kiimesine gore,

1 1
D) < )

=1 (1)

oldugundan,

2&(g-1) 2(q-1) s 2&(q-1) (1-€)(¢-1)
o ) (226)"" ()"
g el s
s=1 (231 )0{

o r2€ -1) (80)2(1 £)(g-1)+2¢(q-1)

|
Z 2(s-1)(q-1) 2(g-1) .[ |t w' )
2 % (&) @ ©

elde edilir. Buna gore,

s2e(q-1)- 2s=1)(g=1) = Z(q_l)(ase—sﬂ) = 2g=1) [s(ag—1)+1] =

a a a

1 1
[a(a-stea-1) 42012 2a-1)sa e Jo2(a-)
2(g—1
:(g_ljzs(q—lh (a-1)
a a
ve
1 1
|t|_1=80:>80=R1_1:1+——1:>80=—x—
n 2n n
icin
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—_

2s(q-1)
2(q-1)  2(q-1) 2(q-1) o e
Bn12_<2 ix n Zz (l} j |dt|qz 27
Lo &

n
Pt_wlqzs(q 1) (| |_ )2(q 1) |dt| Z(zsgo)zg(‘/‘l)(80)2(1—8)(4—1) J’ |dt|
L B T R R

olacaktir. Burada € =¢&(L)<1 dir. Boylece

2(‘1_1)_( _1)

B'2<n @ 4.22)
dir. (4.19), (4.20), (4.21) ve (4.22) ifadelerinden

B'<n <« (4.23)
olacaktir. (4.16), (4.18) ve (4.23) bagintilarindan da

2

A, <n™M np
dir.
{zi}zl noktalar sistemi izole edildiginden (4.12) elde edilir. (4.13)’{in ispati

i¢in (4.2)’e benzer sekilde P, (z) icin integral gosterimi yazilabilir:

——” yRC , €L

Daha sonra, diger ¢aligmalara benzer olarak,

Pn(Z1)|-<M [ _U |y1q1+2qjq

(Gp-U.)
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do, a {n2
C_Z |7’1(fl—1)+24J _<M",pd [ ' ](ZI’LR)
1

< Zkfngp [ J:[
g=2[>d(zr.Le)

oldugu gosterilebilir. Boylece bu son esitsizlik ve Lesley’in ¢alismasina gore (4.14)
ifadesi elde edilir [27].
Dikkat edilmelidir ki Teorem 4.4 ve Teorem 4.5 kesindir. Bu G=B8B,

h(z)=1, P,(z)= Zn:( j+1)z’ ornegi iizerinde kolayca goriilebilir. Teorem 4.1 ve

Jj=1
Teorem 4.2’nin kesinligi lizerine tartigmalar [17]’de yapilmistir. Ayrica Teorem

4.2’nin ispati, K, (z) icin M, , =1 oldugunda, Teorem 4.5’den ispat elde edilir.

65



5. SONUCLAR VE ONERILER
Bu boliimde oncelikle bu tez calismasinda ele alinan sonuglar 6zetlenecek
daha sonra, bu konu ile ilgili baska nelerin yapilabilecegi ile ilgili Oneriler

verilecektir.

5.1. SONUCLAR
Agirlik fonksiyonu (3.22) deki gibi tanimlanmak iizere bu tezde ele alinan

konu ile ilgili sonuglar asagida 6zetlenmistir:

@ %S p <a <1 olmak iizere, Q, ve Q,; , smifindan olan G bodlgesinde

Vze G ve biitin ne N icin, |K, (Z)| nin degerlendirilmesi bolgeyi belirleyen

o ya bagl olarak hesaplanmustir.

(2) O<a<1 olmak iizere, Ge Q, ve agirhk fonksiyonu icin, =0, i=l,m

olmak tlizere Vzea ve biitiin ne N ig¢in,

K, (z)| nin degerlendirilmesi
bolgeyi belirleyen « ya ve 0=8(G), 1<8<2, ya bagh olarak
hesaplanmistir. Burada dikkat edilmelidir ki, y,=0 oldugu durumda (1) de

yapilan degerlendirme O<o <% aralig1 i¢inde yapilmistir.

Buna gore Teorem 3.28 -3.30 sonuglarina gore, G da K,(z) polinomlarinin

maksimum normu, agirlik fonksiyonu ve L sinir egrisi singiileriteye sahip olmadigi

durumdaki gibi kalir.

3) Q€ Q,(v,....v,), 0<v, <1 ve &(2-v,)>1 olmak iizere, Vze G ve biitiin

L:
a(2—u)

ne N igin, K”(z)| nin degerlendirmesi 1+ kosulu altinda

bolgeyi belirleyen & ya bagh olarak hesaplanmistir.

Q bolgesinin simr yaylari C(l,&) simifindan ise, bu durumda 0<v, <1
olmak lizere, v, i¢ a¢1 noktalarini iceren ve sinirt parcali diizgiin olan bir bolge

bulunabilir. Bu durumda 1+%:;,i =1,m kosulu altinda 0<v, <1 oldugu

(Z_DJ
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durumda P.K. Suetin’in yapmis oldugu calismanin genellesmesi elde edilir. Bu

degerlendirme F. G. Abdullayev tarafindan verilmistir.

/4

4) 0<v, <1 i¢in Qe Q,(v,) ve a(2-v,)=10lsun. 1+5< kosulu

a(2-v)
aluinda Vze G ve bitin neN icin, |Kn(z)| nin degerlendirilmesi

verilmistir.

(5) 0<v, <1 igin Qe Q,(v,,...v VS

m

o(2-v;)21 olsun. 1+ —_—
) ve a(2-v,)=1 olsun a2—v)

kosulu altinda Vze G ve biitin ne N igin, |Kn(z)| nin degerlendirilmesi

verilmistir.

(6) Yukarida verilen sonuglar en cok n dereceli keyfi polinomlar igin
genellestirilmistir.

(7) 0<k<l olmak iizere G bir yaridisk oldugunda ve agirlik fonksiyonu (3.22)

deki gibi tamimlandiginda, sinir ve agirlik fonksiyonunun singiiler oldugu

noktalarda her n=1,2,...igin |Kn(z)| nin degerlendirilmesi verilmis ve bu

degerlendirme diizgiin norm altinda bolgenin kapanisina genisletilmistir.

(8) O<a <l igin Ge Q, bolgesi alindiginda smir ve agirlik fonksiyonunun
singiiler oldugu noktalarda her n=l,2,...i¢in |Kn (z)| nin degerlendirilmesi

verilmistir. Bu degerlendirme diizgiin norm altinda bolgenin kapanisina
genisletilmigtir.
(9) (7) ve (8) deki sonuclar en ¢cok n dereceli keyfi cebirsel polinomlar icin

genellestirilmistir.

Dikkat edilmelidir ki Teorem 4.4 ve Teorem 4.5 de kesin sonuclar elde

edilmistir.
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5.2. ONERILER
Agirlik fonksiyonu (3.22) deki gibi tanimli olmak iizere,

1) GeQ,, O<a<l ve i=lm icin (3.22) deki % ler sifirdan farkh
oldugunda Vze G ve biitiin n dogal sayilar icin |Kn(z)| ‘nin sifira gitme orani,

bolgeyi belirleyen « ’ya bagh olarak nasil degisecektir?

2) GeQ, 5 B O<eox <% ve i=1,m icin sir egrisi ile agirlik fonksiyonu

arasinda nasil bir iliski olmalidir? Buna baglh olarak Vze G ve biitiin n dogal
sayilart icin |Kn (z)| "nin sifira gitme orani, bolgeyi belirleyen &, f,..., 5, lere bagh

olarak nasil degisecektir?

68



[1]

(2]

(3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

KAYNAKLAR

Szego, G., “Uber orthogonale Polynome, die zu einer gegebenen Kurve
der komplexen Ebene gehoren”, Math. Z. 9, 218-270, (1921)

Carleman, T. “Uber die approximation Analytischer Functionen durch
lineare Aggregate von vorgegebenen Potezen”-Ark. Mat., Astron. Fys.,
17, 1-30, (1922/23)

Bochner, S., “Uber orthogonale Systeme analytischer Functionen”,
Math. Z. 14, 180-270, (1922).

Korovkin, P. P., “The asymptotic representation of polynomials
orthogonal over a region”, Dokl. Akad. Nauk SSSR 58, 1883-1885,
(1947); Russian MR 9 . 349

Dzrbasjan, M.M., “On an extremal problem in the theory of weighted
ortogonal polynomials”, Izv. Akad. Nauk SSSr Ser. Mat. 12, 555-568,
(1948); (Russian) MR. 10, 444.

Rosembloom, P.C., Warschawskii, S.E.,“Approximation by
Polynomials,Lectures on Functions of a Complex Variable”, Univ. Of
Michagen Press, MR 17, 605, 287-302, (1955).

Kuzmina, A.L. “Asymtotic representation of the orthogonal
polynomials along a piecewise analytic curve.”In: Func. Anal. and
Theory of Function. Kazan (1963)[in Russian]

Suetin P.K. “Main properties of the orthogonal polynomials along a
circle”, Uspekhi Mat. Nauk,vol.21,n0:2(128), 41-88, (1966)[in Russian]
Suetin P.K. “Some estimation for orthogonal polynomials along a circle
under the singularity of the weight and circle”, Siberian Mat.J., vol.8,
no:5: 1070-1078, (1967)[in Russian]

Simirnov, V.I., Lebedev, N.A. “Functions of A Complex Variable”, The
M.LT. Pres, 488 5.(1968).

Suetin P.K. .,”Polynomials Orthogonal over a Region and Bieberbach

Polynomials”, Providence, Rhode Island, American Math Society, 91 s.,
(1974)

69



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

Lehto, O.,Virtanen, K.I. “Quasiconformal Mappings in the Plane”,
Springer-Verlag, Berlin, 258 s., (1973)

Belyi, V.I. “Conformal mappings and the approximation of analytic
functions in domains with a quasiconformal boundary”, Math.USSR-
Sb.,pp.289-317, (1977)

Abdullayev, F.G.,Andrievskii, V.V. “On the orthogonal polynomials in
the domains with K-quasiconformal boundary”, Izv. Akad. Nauk Azerb.
SSR., Ser.FTM.1, 3-7, (1983) [in Russian]

Abdullayev, F.G. “On Orthogonal Polynomials in Domains with
Quasiconformal Boundary”, (Russian) Dissertation (Donetsk), (1986)
Abdullayev, F.G. “On the some properties on orthogonal polynomials
over the regions of complex plane (Partl)”, Ukr. Math. J. Vol. 52, Ne
12, pp. 1807 —1817., (2000) (Trans. from Ukr. Mat. Zh., Vol. 52, Ne 12,
pp. 1587-1595)

Abdullayev, F.G. “On the some properties on orthogonal polynomials
over the regions of complex plane (Part II)” Ukr. Math. J. Vol. 53, Ne 1,
pp- 1 —14, (2001) (Trans. from Ukr. Mat. Zh., Vol. 53, Ne 1, pp. 3-13)
Abdullayev, F.G. “On some properties of orthogonal polynomials over
an area in domains of the complex plane (Part III)”, Ukr. Math. J., 12, p.
1588-1599, (2001)

Abdullayev, F.G. “On the Interference of the Weight and Boundary
Contour for Orthogonal Polynomials over the Region”,Journal of
Computational Analysis and Applications, Vol.6, No.1, 31-41, (2004)
Abdullayev, F.G. “The Properties of the Orthogonal Polynomials with
Weight Having Singularity on the Boundary Contour”, Journal of
Computational Analysis and Applications, Vol.6, No.1, 43-59, (2004)
Abdullayev, F.G., Deger U., “On the Orthogonal Polynomials with
Weight Having Singularities on the Boundary of Regions in the
Complex Plane”, Bull. Belg. Math. Soc. (in press).

Walsh, J. L., “Interpolation and approximation by rational functions in

the complex domain”, (1935); Russian transl., IL, Moscow, 398 s.

(1961).

70



[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

(28]
[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

Andrievskii, V.V., Beyli, V.I., Dzyadyk, V.K. “Conformal invariants in

constructive theory of functions of complex plane”Atlanta.World

Federation Publ.Com., 199 s., (1995).

Rikman,S.“Characterisation of Quasiconformal arcs” Ann. Acad. Sci.

Fen Ser. A. Mathematica, 395 s., (1966)

Ahlfors, L.V. “Lectures on Quasiconformal Mappings”, Wadsworth.
INC,Belmont, California, 146 s., (1987)

Andrievskii, V.V. “Uniform Convergence of Bieberbach Polynomials
in Domains with Piecewise Quasiconformal Boundary,in Theory of
Mappings and Approximation of Functions” (G.D. Suvarov ed.)
Naukova Dumka,Kiev, (Russian), 3-18. (1983)

Lesley, F.L., “Conformal mapping of domains satisfying Wedge
conditions”, Proc. Amer. Math. Soc., 93, 483-488, (1985)

Rudin, W. “Real and Complex Analysis”’, Mc Graw-Hill, 342 s., (1974)

Depree, J. D., Gehring, C.C. “Elements of Complex Analysis”’, Addison
Wesley Publishing Company, USA, (1969)

Saff, E. B., Snider, A.D. “Fundementals of Complex Analysis” Prentice
Hall,Upper Saddle River,New Jersey, (1993)

Halilov,H., Hasanoglu, A., Can, M “YMI, Tek Degiskenli Fonksiyonlar
Analizi”,1.Baski,Alemdar O.,Literatiir, 470 s., (1999)

Baskan, T., “Kompleks Fonksiyonlar Teorisi”, 3.Baski,Vipas, 390
s.,(1998)

Ahlfors, L.V., “Complex Analysis”’, Second Edition, McGrow Hill, Ltd.
Tokyo, (1996)

Andrievskii, V.V., “Constructive characterization of the harmonik
functions in domains with  quasiconformal boundary”,In:
Quasiconformal contunation and Approximation by function in the set

of the complex plane contunation, Kiev, (1985) [in Russian]

Koosis, P., “Introduction to H » Spaces”, Cambridge Univ. Press, 287

s., (1980)
Pommerenke, Ch., “Boundary Behaviour of Conformal Maps”,

Springer—Verlag, Berlin, 300 s., (1992)

71



OZGECMIS

27/10/1980 tarihinde, Sanlhurfa’min Siverek ilgesinde dogdu.  ilkokulu
Siverek Yavuz Selim Ilkokulunda, ortaokulu ise, Siverek Ortaokulu’nda
tamamladiktan sonra; 1996-1997 egitim- 6gretim yilinda, Icel Haci Sabanci
Lisesi’nden mezun oldu. 1998-1999 egitim- 6gretim yilinda Ege Universitesi Fen
Fakiiltesi Matematik Bolimii'ni kazandi. Aynmi egitim-Ogretim yilinda Ege
Universitesi’nin Hazirlik Sinifi programina katilarak, iyi bir ortalama ile hazirlik
stifim gegti.  2002-2003 egitim- 6gretim yilinda da Ege Universitesi Fen Fakiiltesi

Matematik Boliimii’nden mezun oldu.

72



