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(074
Bu ¢alisma, kiitleli spin—1 parcacigimin Kiitlesel Cekim alanindaki dinamigini
Genel Gorelilik kuraminda anlamayir amaglamaktadir. Bu tezde, kiitleli spin—1
parcacigin1  betimleyen Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denkleminin egri uzay-
zamandaki ifadesi ele alinmigtir. Ele alinan bu denklemden Robertson-Walker uzay-
zamaninda betimlenen ti¢ farkli evren modelli i¢in ikinci dereceden DKP denklemi elde
edilmistir. Bu denklemler c¢oziimlenmis ve her bir model i¢cin akim yogunluklar

hesaplanmastir.

Anahtar Kelimeler: Kiitleli Spin—1 Parcacigi, Egri uzay-zaman, (1+1) Boyut



ABSTRACT
This work aims to understand effects which the field of gravity acts over the
dynamics of the massive spin-1 particle according to the General Relativity. Duffin-
Kemmer-Petiau (DKP) equation describing the spin-1 particle with mass in the curved
space-times is examined. The second order differantial equation forms of DKP for three
different cosmological models described in Robertson-Walker space-times has been
obtained from gotten equation. These equations are solved and the compenents of

current density have been caculated for every cosmological models.

Keywords: Massive Spin—1 Particle, Curved space-time, (1+1) dimention.
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p (@ : Minkowski uzay-zamaninda Kemmer matrisleri
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S*" . Spin tensor

a(t) : Olgek carpam

Ny, - Diiz uzay-zaman 6lgii tensort

X



Not :

(i) Bu calismada c¢izgi elemani i¢in kullanilan isaret anlagmasi (-,+,+,+,)
seklinde olup 0Ozel olarak belirtilmedik¢e indisler (0,1,2,3) degerlerini
almaktadirlar.

(ii) Denklemlerdeki terim veya katsayilarin kesme isareti (A’ gibi) konuma gore
tiirevi, nokta isareti (A gibi) ise zamana gbre tiirevi betimlemektedir.

(iiiy DKP; Duffin-Kemmer-Petiau, RW; Robertson Walker, FRW; Friedman
Robertson Walker olarak kisaltilmistir



1. GIRIS

Kiitle ¢cekim olgusunu anlama siireci Isaac Newton’la baslar, Bishop Berkeley,
Ernst Mach ve Albert Einstein’a kadar uzanir. Bu siliregte kiitlesel ¢ekim olgusu
sorgulanarak bu olguyu aciklayan ilkeler ve yasalar ortaya konulur. Bu ilkeler ve
yasalar ortaya konulurken bunlar1 destekleyen diisiinsel ve gercek deneyler
tasarlanmistir.

Fiziksel nicelikler gozlem g¢ergevelerine gore degismektedir. Newton, bu sorunu
ortadan kaldirmak i¢in, evrende var olan tiim hareketlerden bagimsiz, mutlak bir uzayin
var oldugunu kabul ederek evrendeki tiim hareketleri agiklamaya caligmistir. Newton bu
goriigiinii desteklemek icin bir kova su deneyini diisiinsel olarak tasarlamistir. Bu
deneyde bir kova su, kovanin donme ekseni dogrultusunda @ acisal hizi ile

dondiirdiigiinde Sekil 1.1°deki durum olusmaktadir[1].

|
Sekil 1.1: Dikey eksene gore o
acisal hiz ile donen su dolu kova.

Sekil 1.2: Kova durduktan sonra kova
icindeki suyun donme hareketinden
dolayr kovanin ylizeyinde olusan
konkavlik

Bu deneyde kova ve igerisindeki su ayn1 hizla dondiigii i¢in her hangi bir goreli hiz farka
olusmayacaktir. Dolayisiyla kova {izerindeki bir goézlemci suyun yiizeyindeki
gbzlemciyi hareketsiz olarak gdzlemleyecektir. Ikinci bir durum olarak, ddnmekte olan
kova durdurulursa igerisindeki su donme hareketine devam edeceginden Sekil 2”deki
durum ortaya ¢ikacaktir. Bu anlamda goreli hiz farki merkez ka¢ kuvvetine neden
olmaktadir. Elde edilen bu sonuglardan Newton, evrendeki hareketleri tanimlayacak
mutlak bir uzayin var olmasi gerektigini sdylemistir ve bu uzayin tanimlamis oldugu

gbzlem cercevesine de eylemsiz gozlem cergevesi adint vermistir. Newton”a gore; kati



bir cisimin donme ekseni eylemsiz gozlem cercevesi olarak tanimlanabilir. Ciinkii
donme noktasinin ¢izgisel hiz1 sifirdir ve bu yiizden diger tiim noktalar sahip olduklar

cizgisel hizdan dolay1 donme noktasina gore hareketlidirler.

Sekil 1.3: Eylemsiz gozlem
cercevesi ile ilgili olarak
merkezdeki nokta donme noktasi
olarak  tanimlanir ve  kesikli
cizgilerin u¢ noktalar1 da bu donme
noktasina gore hareketlidir.

Fakat Newton’un bu diisiincesi Berkeley tarafindan elestirildi. Ciinkii Berkeley’e gore
tiim hareketleri tanimlayacak mutlak bir uzaym varligi miimkiin degildir. Hatta bunun
tam tersine bir nesnenin hareketi bir baska cisme gore belirlenebilecegini sdylemistir.
Berkeley, su ile dolu kova deneyini yeniden tasarlayarak hem kovanin hem de suyun
yiizeyinde bir gozlemcinin bulunmasi durumunu yeniden goz Oniine almistir. Bu

diisiinsel deney sekil 1.4 ve 1.5°de verilmektedir.

£

Sekil 1.4: Her iki gdzlemcinin Sekil 1.5: Kovanin durmasindan
ayni acisal hizla dondikleri dolay1 gozlemciler arasinda olusan
durum. gorece hareketlilik.

Sekil 1.4’teki durumda; kova iizerindeki gozlemci su iizerindeki gozlemciyi durgun
olarak goriirken, ayni sekilde su iizerindeki gézlemci de kova iizerindeki gozlemciyi

durgun olarak goriir. Bu baglamda ne kovadaki gézlemci ne de su yiizeyindeki gézlemci



kovanin dondiigiinii sdyleyecektir. Bu yiizden Berkeley boyle bir hareketin bos uzayda
donme tanimlamasinin miimkiin olamayacagini sdylemistir.
Sekil 1.5’teki durumda ise; kovanin iizerinde duran gozlemci su ylizeyinde duran
gozlemcinin kendisine gore dondiigiinii sOyleyecektir. Buna karsilik, su yiizeyinde
duran gozlemci ise kova iizerinde duran gbézlemcinin kendisine gére donme hareketi
yaptigini ifade edecektir. Bu durumda her iki gézlemci de kendilerinin mutlak uzay
olduklarini diisiineceklerdir. Buna gore kovanin bos uzayda dondiigiinii ne kova
tizerinde duran gozlemci ne de su lizerinde duran gozlemci sdyleyebilir. Berkeley ve
Mach bu sorunu ¢ézmek icin bu iki gozlemciden bagimsiz baska bir nesnenin var
olmast gerektigi diisiincesini benimsemislerdir. Bu baglamda hem Berkeley hem de
Mach yerel gozlem cergevesi ile uzak yildizlardaki gézlem cergeveleri arasinda bir
iliskinin kurulmasi gerektigini kabul etmislerdir. Bununla iligkili olarak Berkeley ve
Mach’a gore Foucault sarkaci deneyinde elde edilen sonucun kaynagi tamamen sabit
yildizlardir. Ciinkii bu deneyde sarkag yer kiire lizerinde ve sarkacin salindig1 diizlem
yer kiireye gore donmektedir. Sarkacin salinim diizleminde bulunan bir gézlemci uzak
sabit yildizdaki gozlemciye hareketli olarak goriinecektir. Olusan bu goreli hareket,
sistemde bir merkez ka¢ kuvveti doguracaktir ve bunun sonucu olarak sarkacta tek bir
dogrultuda degil de kapali bir yoriinge boyunca bir salinim hareketi goriilecektir. Mach,
Foucault deneyinde merkez ka¢ kuvvetinin nedeni mutlak uzaydan degil, cismin ¢ok
uzaktaki yildizlara gore donme hareketinden kaynakli oldugunu belirtmistir. Bu
diisiinceye bagl olarak Mach, kiitlesel ¢gekim alaninin, mutlak uzaydan bagimsiz olup,
gozlemcinin hareket durumuna bagli olarak betimlenen bir nicelik oldugunu ifade
etmistir.
Mach’a gore; diger dnemli bir nokta, sarkacin eylemliligi veya eylemsizligi, kendi
icyapisindan bagimsiz olup onu cevreleyen maddenin hem varlifina hem de bu
maddenin davranisina baghdir. Clinkii sarkacin disinda evrende baska bir madde olmaz
ise, sarkacin ne eylemli ne de eylemsiz oldugu anlasilabilirdi. Bununla birlikte boyle bir
madde var oldugu durumda da bu maddenin sarkacin salimim diizlemine gore nasil
davranis sergiledigi de son derece 6onemlidir[2].

Einstein kendinden oOnceki bilim insanlarindan farkli bir bakis acisi ortaya
koymustur. Einstein’a gore; Foucault sarkacinin salinim hareketi uzaktaki bir yildizdan

dolayr degil evrenin donmesinden kaynaklanmaktadir. Eger bir cisim uzaktaki bir



yildiza gore doniiyorsa benzer sekilde diger uzak yildizlara gore de donmektedir. Bu
diistince baglaminda evrende var olan tim nesneler bir birlerine gére donme hareketi
yaptiklar1 sonucuna ulasilir. Sonug olarak bu durumu Einstein evrende bir noktada bir
cismin donme hareketi yapiyorsa bu hareketin asil nedeninin tiim evrenin dénmesi
oldugunu ifade ederek agiklamistir[3].

Einstein, Genel Gorelilik kuraminin temellerini olustururken ivmeli hareket ile
diizgiin kiitlesel ¢ekim alanindaki hareketin es degerliligini diisiinmiistiir. Bu diisiince
onu es degerlilik ilkesine gotiirmiistiir. Bu ilkeyi agiklayan diisiinsel deney sekil 1.6 ve

1.7 ‘de verilmektedir.

g’, _—
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Diizgiin Kiitle
Bos Uzay Cekimsel Alan
Sekil 1.6: Bos uzay iginde Sekil 1.7: Diizgiin kiitlesel gekim
sabit ivme ile hareket eden bir glan_ln_daki o kapalll kutu
kapali kutu i¢indeki gdzlemci. icerisindeki gozlemci

Sekil 1.6’da bos uzay ve bu uzayin icinde sabit ivme ile hareket eden bir kapali kutu
bulunmaktadir. Bu kutunun i¢inde gézlemci bulunmaktadir. Kutunun i¢indeki gézlemci,
kutunun tavanindan iki tas birakildiginda tabana dogru yaklastigini gorecektir. Sekil
1.7°de ise diizgiin kiitlesel ¢cekim alaninda durgun olan bir kapali ve bu kutunun i¢inde
bir gézlemci yer almaktadir. Bu gozlemci kutunun tavanindan serbest birakilan iki tasin
kutunun tabanina dogru hareket ettigini gdzlemleyecektir. Bos uzayda sabit ivmeli
hareket eden kapali kutudaki gozlemcinin gézlemledigi olgu ile diizgiin kiitlesel ¢ekim
alanindaki durgun kapali kutu i¢indeki gozlemcinin gézlemledigi olgu es degerdir[4].
Einstein Genel Gorelilik kuraminda kiitlesel ¢ekim olgusunu bir alan kavrama ile

degil geometrik kavramlar ile agiklamistir. Genel gorelilik kuraminin matematiksel



temelleri tensor kavramina dayanir. Einstein, bu kuramda uzay ve zamani birlestirerek
dort boyutlu uzay-zaman stirekliligini betimleyen Riemann geometrisini gercek fiziksel
uzay olarak kabul etmistir. Einstein denklemlerinin bir tarafi geometriyi betimlerken
diger tarafi enerji-momentum yogunlugunu tanimlar. Bu denklemler bir kiitlesel
nesnenin hareketinin nedeninin kiitlesel ¢ekim alani degil uzay-zamanin egriliginin
oldugunu ifade eder.

Egri uzay-zamanda Goreli Kuantum kurami, temel pargaciklar diinyasinda
kiitlesel ¢ekimin etkilerini arastirmak i¢in 6dnemli bir rol oynamaya bagsladigi tarihten
itibaren kuramsal fizigin en ilgi ¢ekici alanlarindan biri haline gelmistir. Gergek fiziksel
evreni anlaylp yorumlayabilmek ve evren igerisindeki pargaciklarin dinamigini
tartisabilmek i¢in hem Einstein hem de Goreli Kuantum denklemlerinin ¢6ziilmesi ve
bu ¢ozlimlerin yorumlanmasi gerekmektedir. Goreli Kuantum Mekaniksel pargaciklar
ile her hangi bir dis alan arasindaki etkilesimi anlamanin genel yolu, parcaciklar
betimleyen dalga denklemlerini ¢6zmektir. Goreli Kuantum Mekaniksel olarak bilinen
Klein-Gordon (spin-0, kiitleli), Weyl (spin-1/2, kiitlesiz), Dirac (spin-'4, kiitleli), Foton
(spin-1, kiitlesiz) ve Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) (spin 0 ve 1,kiitleli) denklemler,
pargaciklar ile kiitlesel ¢ekim alani arasindaki etkilesimi betimlemek iizere, Genel
Gorelilik Kuraminda tanimlanirlar. Bu denklemlerin goreli bigimleri, kiitlesel ¢ekim
etkilerinin zayif olmasi nedeni ile anlamli olamayacag: diisiiniildiigli i¢in atomik
boyutlarda pek fazla 6nem tasimaz. Diger taraftan goreli parcaciklari betimleyen fizik,
kiitlesel ¢ekim etkilerinin baskin olarak yer aldig: astrofizik ve evrenbilimde dnemli rol
oynar. Buna en iyi 6rnek kara delikler tarafindan yaratilan goreli pargaciklar ve evrenin
ilk anlar1 gibi bazi olgulardir.

Bu calismada kullanilan genel metrik i¢in (1+1) boyutlu DKP denklemi egri
uzay-zamanda ifade edilip ikinci dereceden diferansiyel denkleme doniistiiriilmektedir.

Bu diferansiyel denklemde yer alan C, (¢, x) ve C,(z,x) fonksiyonlarinin 6zel durumlar

icin ¢oziimler bulunmaktadir ve bu ¢ozlimlerin asimptotik ifadeleri elde edilmektedir.
Bu asimptotik ifadeler kullanilarak her o©zel metrik i¢in akim yogunluklar
hesaplanmaktadir. Bunlara ek olarak, se¢ilen her 6zel metrik i¢in spin 1 pargaciklarinin

harmonik davraniglar ile ilgili kuantumlanma kosullar1 elde edilmektedir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Mikro parcaciklar diinyasinda kiitlesel ¢ekimin etkilerini aragtirmada egri uzay-
zamanda kuantum alan kurammin onemi ¢ok biiyiiktiir. Gergek fiziksel evreni
anlayabilmek ve evren igerisindeki parcaciklarin dinamigini tartisabilmek i¢in hem
Einstein hem de kuantum alan denklemlerinin ¢6ziilmesi ve bu ¢oziimlerin
yorumlanmasi gerekmektedir. Goreli Kuantum Mekaniksel parcaciklar ile her hangi bir
dis alan arasindaki etkilesimi anlamanin genel yolu, parcaciklar1 betimleyen dalga
denklemlerini ¢6zmektir. Goreli Kuantum Mekaniksel olarak bilinen Klein-Gordon
(spin-0, kiitleli), Weyl (spin-1/2, kiitlesiz), Dirac (spin-2, kiitleli), Foton (spin-1,
kiitlesiz) ve Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) (spin 0 ve 1kiitleli) denklemler, parcaciklar
ile kiitlesel c¢ekim alan1 arasindaki etkilesimi betimlemek iizere, Genel Gorelilik
Kuraminda tanimlanirlar. Bu denklemlerin goreli bicimleri, kiitle ¢ekimsel etkilerin
zay1fligt nedeniyle anlamli olamayacagi diisiiniilebilir. Fakat goreli parcaciklar
betimleyen fizik, kiitlesel ¢ekim etkilerinin baskin olarak yer aldigi astrofizik ve
evrenbilimde 6nemli rol oynar. Kara delikler tarafindan yaratilan goreli parcaciklar ve
evrenin ilk anlar1 gibi bazi olgular bu etkinin en iyi bir sekilde goriilecegi
orneklerdendir. Yukarida ifade edilen denklemlerden 6zellikle Klein-Gordon ve Dirac
denklemleri pek ¢ok farkli kozmolojik modeller i¢in ayrintili bir bigimde tartigilmistir
[5—11]. 1980’11 yillarin ortalarinda kiitleli spin—1 parcaciklarinin deneysel olarak elde
edilmesi yoOniinde yapilan caligmalarin yogunlagmasi ile birlikte bu pargaciklari
kuramsal olarak anlamak ic¢in bu alandaki ¢alismalar 6nem ve ivme kazanir. 2000
yilinin bagina kadar yapilan pek ¢ok c¢aligmada bu parcaciklarin diiz uzay-zamandaki
dinamigi anlamaya yonelik tartigmalar yer almaktadir. Son bir ka¢ yildir bu
parcaciklarin egri uzay-zamandaki davraniglari ile ilgili cok az da olsa literatiirde

calismalar goriilmektedir [7].

(3+1) boyutlu egri uzay zamanda goreli parcacik denklemlerinin yapilart genelde
karmasik olmalar1 nedeni ile ¢dziimleri zordur. Ozellikle DKP denkleminin (3+1)
boyutta ¢oziimii olduk¢a zordur. Ciinkii DKP denklemi indirgendiginde, denklemde yer
alan dalga fonksiyonu 16 bilesenli olup bir birine bagli 16 tane birinci dereceden tiirev
iceren denklemler ortaya ¢ikmaktadir. Bu ylizden DKP denklemi gibi goreli pargacik

denklemlerini ¢6zmenin baska bir yolu, bu denklemleri (1+1) veya (1+2) gibi daha



diisiik boyutlarda tartigmaktir. (3+1) boyutlu uzay-zamanda bu problemlerin tartigiimasi
matematiksel olarak zor oldugu i¢in literatiirde (1+1)-boyutta Genel Gorelilik ile ilgili

yapilmis pek ¢ok ¢alisma vardir [12—19].

2.1. RIEMANN UZAY-ZAMANINDA DUFFIN-KEMMER-PETIAU DENKLEMI
1930’lu yillarin sonlarma dogru elektromanyetik alan igerisindeki vektor

bozonlarinin goreli dalga denklemi asagidaki bigimde tanimlanmistir[20].
i, +ied,)- M ¥, (x)=0 2.1.1)
Buna Duffin-Kemmer-Petiau(DKP) denklemi denir. Burada M , vektdr bozonlarin

kiitlesi; e, parcacigin tasidig1 elektriksel yiik; 4, , dis elektromanyetik alan ve S,

Minkowski uzay-zamaninda tanimli 16 x16 ’lik Kemmer matrisleridir. Bu matrislerin
saglamig olduklar1 siralama bagintist ilk olarak asagidaki bicimde Duffin tarafindan
Onerilmistir[21-22].

,B(a),B(b)ﬂ(C) +,B(C),B(b),3(a) — ﬂ(d)é‘(lw) +’B(C)é‘(ba) (2.1'2)
Literatiirde DKP kuraminin kuantum elektrodinamik siireglere uygulanabilirligi ile ilgili
pek ¢ok calisma bulunmaktadir[23—28]. Gribov bu kurami kuantum renk dinamiginde
tanimli olan kuark sinirlama problemine uygulamistir[29-30]. Ayrica Kanatchikov;
kovaryant Hamilton dinamigini anlamak i¢in DKP kuramindan yararlanmistir[31].
Bunlara ek olarak, Minkowski uzay-zamaninda bir dis elektromanyetik alan varliginda
bu denklemin ¢éziimleri yapilmistir[32—35]. Son olarak Lunardi ve ¢alisma arkadaslari
bu denklemi egri uzay-zaman i¢in tanimladilar[36]. Bu denklemin (3+1) boyutlu egri

uzay-zamandaki kovaryant bigimi

[l’ﬁ”‘(@,, -2, +eAﬂ)—M]‘PK (£,%)=0 (2.1.3)
seklindedir. Burada Kemmer matrisleri egri uzay-zamanda Dirac matrisleri cinsinden
pY (x) =y" (x) I+I®y” (x) biciminde yazilir. Kemmer matrislerinin diiz Minkowski
uzay-zamaniyla iligkisi asagidaki bigimde tanimlanir:

B (x)=el (x)B”  u=01,23 (efri uzay zaman etiketi) (2.1.4)

i =0,1,2,3 (Diiz uzay zaman etiketi)



Burada ef)) (x) egri uzay-zamani diiz uzay-zamana baglayan dort ayaklardir(Tetrad).
Egri uzay-zamanin Olgii(metrik) tensorii(g,, ) ile diiz uzay-zamanin Olgti(metrik)

tensorli(7;,) arasindaki iliski Dort ayaklar aracihigi ile kurulur ve asagidaki bigimde
ifade edilir:

g =ee'n,, (2.1.5)
Burada 7, = (I,-1,-1,—1) bi¢iminde segilir. Denklem (2.1.3)‘de yer alan ¥ , spin-1
parcacilar i¢in spin baglant1 katsayis1 olarak tanimlanir ve bunun spin '2 parcaciklarin

spin baglant1 katsayilar ile iliskisi

2,=T,®I+I®T, (2.1.6)
olarak verilir. Burada I',, 6l¢l tensorii ve Dirac-gama matrisleri cinsinden;

1

L =gl [ ()" ()] 2.1.7)

seklinde tanimlanir. Bu bagmtidaki T';, nicelige Christoffel sembolii adi verilir ve 6lgii

tensori cinsinden asagidaki bigimde ifade edilir:

a 1 af
FW =Eg (a#gﬂ‘/ _avgﬂ# _aﬁguv) (2.1.8)

Denklem (2.1.3)’ de yer alan lP(z‘,)?) dalga fonksiyonu 16 bilesenlidir ve bu fonksiyon

yerel Lorentz doniisiimleri altinda degismez kalir[37]. Bu degismezlikte 6nemli olan
eski koordinat sisteminden yeni koordinat sistemine gecisi saglayan uygun lineer

koordinat doniistiiriiclisliniin bulunmasidir. Bu koordinat doniisiimiinii saglayan ifade
x* = A" x" seklindedir. Bu durumda olasilik dalga fonksiyonu yeni koordinat
sistemine gore sekillenir ve eski koordinat sistem ile olan iliskisi doniistiirliiciiniin bir
fonksiyonu olan U (A) ile saglanir ve bu doniistiiriicii fonksiyonun kendi degiskeni ile
olan iligkisi asagidaki bigimdedir:

Y > ¥ =UA)¥Y (2.1.9)

U'p“U=Np" (2.1.10)
A =" +w (w”" =—w" ) bigiminde tanimlanan doniistiiriciideki sonsuz kiiglik

degisim i¢in sonsuz kii¢iik Lorentz doniisiimii asagidaki bicimde olur[38].



1 v
U:1+5w‘ Sw 5 S, =88] 2.1.11)

Zitterbewegung kuantumlanma modeli araciligr ile DKP denkleminin spin—1 bileseni ilk
olarak Barut tarafindan bulunmustur[39]. Unal, Schrodinger” in &nermis oldugu ikincil
kuantumlanma stirecini kullanarak DKP denkleminden spin—0 bilesenini ¢ikarmis ve
hem (1+1) hem de (3+1) uzay-zaman boyutu i¢in taniml1 olan DKP denkleminin spin—1
bileseni icin denklem elde etmistir[40].  Schrodinger’in ikincil kuantumlanma
yaklasiminin gecerliligi, dalga fonksiyonunun ranki 2 olan simetrik bir bigimde
yazilmasinin sonucudur. Bu yaklasimda spin—1 parcacigi spini 2 olan iki pargalikli
sistem olarak diistiniiliir ve dalga fonksiyonu iki Dirac spindriiniin dig ¢carpimiyla elde
edilir. Riemann uzay-zamanin diisiik boyutlarinda tanimlanan DKP denklemi spin—1
durumu i¢in hem Klein-Gordon hem de Proca denklemine esdegerdir[38]. Spin—1 kismu
icin tanimlanan DKP denklemi (3+1) boyutta Barut ve Zanghi tarafindan ¢alisilan ve
ayrica Proca tarafindan ongoriilen klasik Zitterbewegung etkisinin kuantumlanmasinin
sonucunda elde edilir[41-44]. Daha sonraki siirecte Unal, bu Zitterbewegung
kuantumlanma olaymi (1+1) boyutlu sisteme uygulamistir. Bu uygulama dalga
fonksiyonunun 16 bilesenden 4 bilesenli dalga fonksiyonuna indirgenmesine bir 6rnek

olusturur.

2.2. KOZMOLOJIK EVREN MODELLER] ™

Uzayin tiirdes (homojen) ve esyonsel (izotropik) olmasinin nedeni maddenin ve 15181n
uzaya diizgiin olarak dagilmis olmasidir. Boyle bir uzayin her hangi bir merkezi yoktur.
Burada dikkat edilmesi gereken nokta simetri bir noktaya gore belirlenirken, tiirdeslik
bir noktanin baska bir noktaya gére belirlenmesidir. Ornegin gemberin merkezi gemberi

olusturan noktalara gore bir simetrik yapiya sahiptir.

Sekil 2.1: Merkezi noktaya gore
simetrik noktalarin gdsterimi



Sekil 2.1’e dikkatli olarak bakildiginda kesikli ¢izgiler “A” noktasina gore simetriktir.
Diger taraftan tiirdeslik simetrilikten tamamen farklidir. Ciinkii bu sistemde simetriyi

olusturacak her hangi bir nokta yoktur.

Sekil 2.2: Tiirdes uzay gosterimi

Sekil 2.2’de secilecek her hangi bir siyah nokta ile diger noktalar arasinda her hangi bir
fark s6z konusu olmadig i¢in buna tiirdes uzay denir. Bu anlamda hem simetrik hem de
tiirdes uzay-zamani en iyi bir sekilde tanimlayan 6rnek Diiz Friedman Robertson-

Walker metrigi olup asagidaki bigimde tanimlanir:
ds® = —dr* +a>(t)dx* +dy* +dz*) @2.2.1)

2.3. DUZ FRIEDMAN ROBERTSON-WALKER METRIG{ "’
Diiz Friedman Robertson-Walker(FRW) Metrigi zamansal ve uzaysal olmak

tizere iki kisimdan olugmaktadir.

ds* = —di® a*(t)dx® +dy* +dz?) 2.3.1)

Zamansal Par¢a

Uzaysal Par¢a
Burada a(t) Ol¢ek carpani olup kozmolojik evren hakkindaki tiim bilgiyi icermektedir.

Bu bagintidaki uzaysal parca, dlgek ¢arpani ile matematiksel uzayda tanimlanan sonsuz
kiigiik yer degistirmenin karesinin ¢arpimidir. Bu c¢arpima fiziksel uzay denir. Bu
tanima gore, matematiksel uzayda tanimlanan koordinatlar zamanla degismez kalirken
fiziksel uzayda tanimlanan koordinatlar ise zamana bagl olarak degismektedir. Buna
gore matematiksel koordinatlarda iki nokta arasi sonsuz kiigiik uzakligin karesi

dr’ =dx* +dy* +dz* (2.3.2)
seklinde tanimlanirken, fiziksel koordinatlar ise
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dX(¢)= a(t)dx (2.3.3)
dY(t)= alt)dy (2.3.4)
dZ(t)= a(t)dz (2.3.5)

bi¢iminde verilir. Bu uzakliklar arasindaki iliski asagidaki bicimdedir:

ar’ = a*(t)ax® +dy* +dz*) (23.6)
Matematiksel uzaydaki iki nokta arasindaki sonsuz kiiciik uzaklig: fiziksel uzaydaki iki
nokta arasindaki sonsuz kii¢lik uzakliga baglayan baginti

dL = a(t)dr (2.3.7)

seklinde verilir.

2.4. DUZ FRIEDMAN ROBERTSON-WALKER METRIGI ICIN
TERMODINAMIGIN IKINCI YASASIF!

FRW metriginin tanimladigi evren modelinde segilen bir nokta baska bir
noktaya gore fiziksel olarak farklilik gostermemektedir. Bu anlamda tiim noktalardaki
sicaklik esit olup ve bundan kaynakli olarak noktalar arasinda her hangi bir 1s1sal akis
olmayacaktir. Dolayisiyla kozmolojik akiskanin toplam enerjisindeki degisim
hacimdeki degisimle dengelenir ve asagidaki denklem ile verilir:

d(AE)=-Pd(AV}) (2.4.1)
Birim hacimdeki enerji

AE = pAV.. (2.4.2)
olarak tanimlanir. Burada p, birim hacimdeki enerji yogunlugu ve AV ise fiziksel

hacimdir. Fiziksel hacimle matematiksel hacim arasindaki iliski,

AV, =a*(t)AV,, (2.4.3)
dir. Denklem (2.4.2) ve denklem (2.4.3)’ii denklem (2.4.1)’ de yerine yazildiginda

d(pa’(0)Av,, )= -Pd(a’()av,, ) (2.4.4)

d(pa’(c)= -Pd(a’(t)) (2.4.5)

d( s \\e_p9(s

E(,oa (c)=-P - (*(0)) (2.4.6)

bulunur. Bu denklem tiirdes ve esyonsel evren modelleri icin gegerli olan

termodinamigin birinci yasasi olarak kabul edilir.
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MADDE: Gokada (Galaksi) igerisindeki kiitle dagilimi diizgiin olmasi nedeni ile
maddeden kaynakli bir basing olusmayacagi i¢in basing (P = 0) sifir olur. Bu durumda
denklem (2.4.6)

d 300
- 247

olur ve,

p.(6)=p, () 20 (2.4.8)

sonucu bulunur. Burada p,, (t) , her hangi bir t anindaki madde yogunlugu ve p,, (to) ise

gozlemcinin belirledigi ¢, anindaki madde yogunlugudur.

ISIMA(RADYASYON): T sicakliktaki bir gazin siyah cisim 1s1masi i¢in basing ve

enerji yogunlugu asindaki iliski P = 3 p olarak verilir. Denklem(2.4.6)’1n sag tarafina

yazilacak ifadeyi elde etmek i¢in P(t)a3(t) carpaninin zamana gore tiirevi alinip gerekli

diizeltmeler yapilirsa asagidaki bagintilar elde edilir:

i(Pa3):a —+P—a’ Pia3 =i(Pa3)—a3£ (2.4.9)
dt dt dt dt dt t
Bu ifade termodinamigin birinci yasasini betimleyen denklemde yerine yazildiginda
d 3 d 3 d 3 3 3 dP
— t))=-P—l\a (¢ — +Pa’ )=a” — 2.4.10
oaO)=27(a'0)  Zpa’+Pa’)=a’ T (24.10)
elde edilir. Buradan 1s1ma yogunlugu i¢in
d ., 1 3\ a’dp d( 3\ sdp
dt(p 3’”) 3 dt dt(pa) “a @4.11)

p. ()= p,(t )(LZ)O(E;))T 2.4.12)

bulunur. Burada p, (t), her hangi bir t anindaki 1s1ma yogunlugu ve p, (to) ise

gozlemcinin belirledigi ¢, anindaki 1s1ma yogunlugudur.
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2.5. DUZ FRIEDMAN ROBERTSON-WALKER MODELINDEKI
ZAMANSAL DEGiSiMP!
Diiz FRW modeli i¢in Einstein denklemlerinden, Friedman denklemi olarak

anilan asagidaki denklem elde edilir:
a2—8%pa2 =0 2.5.1)

Bu denklemin ilk terimi kinetik a¢ilim enerjisine ikinci terimi ise kiitlesel ¢okiis
enerjisine karsilik gelmektedir. Buna gore, kinetik ag¢ilim enerjisi kiitlesel ¢okiis enerjisi
ile dengelenmektedir. Ayrica bu denklem kullanilarak bu evren modeli i¢in Hubble
sabitinin tanimlanmasi olanaklidir. Denklem (2.5.1)’in her iki tarafi a’ (t) ’e boliintirse

(Qj _8m (2.5.2)
a 3

elde edilir. Hubble sabiti i¢in H (t) = a( ) bagintis1 yerine yazilirsa

a(to)

Hoz(t)—?pc =0 (2.5.3)

bulunur. Burada p_, kritik yogunluk olarak tanimlanir. Bu bagmtidan kritik
3H, (1)
Y4

yogunlugunun Hubble sabiti ile olan iliskisi p, = olarak ¢ikarilir. Eger kritik

yogunluk bu degerden biiyiikse bu evrenin tiirdesligi ve simetriligi bozulur. Bu kritik

yogunluk ile maddesel, 1s1ma ve bosluk (vakum) yogunlugu arasindaki iliski;

4
Madde Bagil Yogunlugu: Q, = p’”—(‘)) (2.5.4)
Pe
4
Isima Bagil Yogunlugu : Q = ,0,.( o) (2.5.5)
Pe
ve
) - - . _ pv (tO)
Bosluk Bagil Yogunlugu: Q = (2.5.6)
P
olmak tizere bu li¢ yogunlugun toplami “1” verir ve asagidaki baginti ile verilir:
Q +Q, +Q =1 (2.5.7)

Friedman denkleminin 6énemli 6zelliklerinden bir tanesi de doniisiimler altinda

degismez kalmasidir. Eger Friedman denkleminde a(t) yerine K a(t) yazilirsa;
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K d? —8%’01(2612 =0 (2.5.8)
elde edilir ve bu, asagidaki denkleme doniistir:
az—g%paz =0 (2.5.9)

Bu sonu¢ denklem (2.5.1) ile aymdir. Cizgi elemanin degismez kalmasi igin
matematiksel koordinatlarin degismesi gerekmektedir. Bu degisimler asagidaki

bagintilarda verilmektedir:

ds™ = —di® + K* a*(t)dx* + dy* +dz*) (2.5.10)

o — et 2.5.11)

R R R (2.5.12)
K K K

Cizgi elemaninin degismez kalmasi i¢in Olgek carpaninda K kadarlik bir Gtelemeye
karsilik matematiksel koordinatlarda ra carpani kadar bir degisim gerektirmektedir.

Toplam enerji yogunlugunun madde, 1s1ma ve bosluk yogunlugu ile olan iliskisi,

yukarida verilen gerekli bagintilar kullanilarak

pt) , Pt ! AR g0 +0, (2.5.13)
. p. @) p. a'l)

elde edilir. Bu bagint1 diizenlendiginde asagidaki ifade elde edilir:

Q,  Q
pla)=p,(Q,+Q, +Q,)= p{QV o a4(t)] (2.5.14)

Friedman denklemini yogunluk denklemi cinsinden ifade etmek igin denklem (2.5.1)’1
2H; ‘e boliiniirse;

)
@ dmpla) 2, (2.5.15)

2H; 3H;
bulunur. Buradaki toplam enerji yogunlugu yerine denklem (2.5.14)’de yazilirsa bu

denklem asagidaki denkleme doniisiir:

a’> Ar . Q Q
-— t)Q = ~ =0 2.5.16
T G ) 2310
2
Burada p, :31_;+(t) kullanildiginda,
p/a
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(2.5.17)

-2
a4 5 —l(az(t)Qv +
2H;, 2

elde edilir. Etkin potansiyel
Q
2 j (2.5.18)

1 Q
Ummzz—a{a20ﬂ1v+;és+;765

seklinde tanimlanirsa denklem (2.5.17) asagidaki bigimde olur:
(2.5.19)

-2

a
EE?+Umm:0

2.6. BAZI EVREN MODELLER{"
Madde Baskin Evren: Madde yogunlugunun daha baskin oldugu durum;
(2.6.1)

o
Q =1,09 =0,Q =0
kosulu ile belirlenir. Bu esitlikler denklem (2.5.17)’de yazilirsa
-2
2‘1’{5 —i = (2.6.2)
elde edilir. Esitligin her iki tarafi i¢in degiskenlere gore siirekli toplam (integral)

yapilirsa;
(2.6.3)

1 t

a’da :HOJ.dl
0

Q
—

(2.6.42)

olmak tiizere olgek carpani asagidaki

1
=— almmgtir. a, =—-

bulunur. Burada H,
I 3
tO

bigimi alir:
2
alt)=a,t? (2.6.4b)
e Isimim Baskin Evren: Isinim yogunlugunun daha baskin durumdaki kosul:
Q =00 =1,Q =0 (2.6.5)
Bu kosul denklem (2.5.17)’de yerine yazildiginda;
a’ 1
- = 2.6.6
2H; 2a’ ( )
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elde edilir. Esitligin her iki tarafinin

j ada=H, j dt (2.6.7)

alt) = (ij; (2.6.82)

1 . .
sonucu bulunur. a, = — olmak iizere dlgek garpani
1
1

alt)=a,t? (2.6.8b)

bigimine doniisiir.

e Bosluk Baskin Evren: Bosluk yogunlugunun daha baskin oldugu durum
icin agagidaki kosul yazilir:
Q, =00 =0 =1 (2.6.9)
Bu ifadeleri denklem (2.5.17)‘de kullanilirsa;

-2 2
a a

21 —720 (2.6.10)
bulunur. Bu denklemin her iki tarafinin siirekli toplam alindiginda asagidaki sonug elde
edilir:

alt)= et 2.6.11)
a, = e ™" olmak iizere dlgek carpani

alt)=a,e™ (2.6.12)
olur.

Tartigilan Ui¢ farkli evren modeli igin Olgek ¢arpani zamana bagli olarak degismektedir.
Bu baglamda bu siire¢ degerlendiginde evrenin evriminin enerjinin degisik bicimlerinin
baskin oldugu duruma gore gergeklestigi gortiliir. Baslangicta, evren 1s1mim baskin iken
1simadaki yogunluk madde ve bosluktaki yogunluga goére hizli bir sekilde azalir ve

sonugta evren madde baskin duruma doniisiir. Madde yogunlugu Oyle bir degisime
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ugrar ki sonugta yalnizca sabit bosluk yogunlugu énem kazandigi bir duruma doniistir.

Bu da bosluk baskin evreni betimler.

2.7. EVRENIN DINAMIGi®!

Einstein denklemlerinden genel Friedman denklemi;

PR 2.7.1)

seklinde bulunur. Burada & bir sabit olup 1, 0, -1 degerlerini alir. Esitligin her iki tarafi
a’(¢) ile boliiniirse;

2
a 8 k
(Zj __3P = (2.7.2)

elde edilir. H,, = 2 tanmu kullanilirsa, bu denklem
a

. 8wk

H, -— (2.7.3)
3 a
bicimini alir. Hubble sabiti ile kritik yogunluk arasindaki iligki;
8
H, =P (2.7.4)
3
oldugundan dolay1 denklem (2.7.3) den
k
p—p, = — (2.7.5)

sonucu elde edilir. Eger p > p, ise, k > 0 olacagindan bu evren modeli kapali, p = p,
ise k=0 olacag i¢in bu evren modeli diiz ve p < p, ise k <0 olacagindan bu evren

modeli acik olur. Benzer sekilde bagil yogunluk ifadesine gore de degerlendirildiginde

ayni sonuglar bulunur.
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3. MATERYAL ve METOT

3.1 (1+1) BOYUTLU DUZ UZAY-ZAMANDA SERBEST PARCACIK ICIN
DKP DENKLEMININ COZUMU™!

Serbest pargacik i¢in DKP denklemi
(ipo,-M)¥, =0 3.1.1)
seklinde tanimlanir. Burada M, vektdr bozonlarn kiitlesi; ¥, , Kemmer dalga
fonksiyonu ve f, 16x16°lhik Kemmer matrisleridir. Dalga fonksiyonu asagidaki
bi¢imde verilir;
¥

y, = (3.1.2)

Y5
v,

(1+1) boyutta Dirac matrisleri y'“ = (0'3 i o-z) seklinde segilip Kemmer matrislerinde

yerine yazildiginda ve denklem (3.1.1)’de yerine konuldugunda asagidaki denklemler

elde edilir:

(20, +2imy, -0, ., —0,y; =0 (3.1.3)
-0y, —2imy,+0 .y, =0 (3.14)
-0, —2imy;+0,.y, =0 (3.1.5)
(=20, +2im)y, +0.y, +0.y; =0 (3.1.6)

Bu denklemlerde M =2m alimmustir. Denklem (3.1.4) ve denklem (3.1.5)’den v, =y

oldugu goriiliir. Bu durumda denklemler asagidaki denklemlere indirgenir:

(20, + 2im)y, — 20 .y, =0 (3.1.7)

(20, = 2imy, —20 .y, =0 (3.1.8)

V=5 0. -) (3.1.9)
Denklem (3.1.7) ve denklem (3.1.8) toplandiginda

,(w, +w,)+im(y, —y,)—20,w, =0 (3.1.10)

elde edilir ve ¢ikarildiginda
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I
vty =—0,ly, v (3.1.11)

bulunur. Denklem (3.1.9) ve denklem (3.1.11)’1i denklem (3.1.10)’da yerine yazilirsa

ikinci dereceden tlirev iceren asagidaki denklem elde edilir:

(02 —0>+m*)y =0 (3.1.12)
Burada y =y, —y, ‘dir. Bu denklemin ¢6ziimii;

29 (x,1)= NetFer (3.1.13)

seklinde onerilir. Burada @ =vk” +m” ve N boylandirma sabitidir.

Pozitif enerji durumu igin;

w=vk*+m* >0 (3.1.14)

ve dalga fonksiyonu;
7W(x,1) = N e'lkxer) (3.1.15)
olur. Bu ifadeyi dort bilesenli dalga fonksiyonunda yerine konuldugunda ve

diizenlendiginde asagidaki ¢6zlim elde edilir:

v, (x,1) = —= o) U (k) (3.1.16)

JL

burada,

U(k):% 2m (3.1.17)

Negatif enerji durumu igin

w=k>+m’ <0 (3.1.18)

ve dalga fonksiyonu
79(x,1) = N ') (3.1.19)

olur. Bu durumda dort bilesenli dalga fonksiyonu asagidaki bigimi alir:

v (xt)= %e—iw—m) v (k) (3.1.20)
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burada,

ﬁ(w—m)
k
pl)== 2 (3.1.21)
a) — —
2m
ﬁ(m+a))

Bu sonuglar degerlendirildiginde negatif enerji ile pozitif enerji durumu arasinda
asagidaki iliski kolayca kurulabilir.
Ut(k)(-k)=0  Uk)V*(-k)=0 (3.1.22)

3.2 (1+1) BOYUTLU EGRI UZAY-ZAMANDA VE ELEKTRIKSEL ALANDA DKP
DENKLEMINININ cOZUMUM
(1+1) boyutlu geometriyi betimleyen genel ¢izgi elamant

ds* = C](t,x)dt* — C}(t,x)dx’ (3.2.1)
seklinde tanimlanir. Bu ¢izgi elemani i¢in denklem (2.1.3)’de verilen DKP denklemi

acilirsa asagidaki denklem bulunur:

1 0 oo 1 o0 Lo - € 0 . € a0 .
0, + o — po Y, +i +i A4 +iM Y. (t,x)=0 (3.2.2)
{q/f PO e PR P A B4 (1. %)

Burada 4, =(A0 (t, x), 4, (t, x)) vektor potansiyeldir. (1+1) boyutta Dirac matrisleri

(y* (x)) Pauli o (x) matrisleri ile yer degistirir. Buna gore £ matrisleri

f (x)=c"(x)®1+1®c"(x) (3.2.3)
olur. Benzer sekilde spin baglant1 katsayilar1 da asagidaki bigimi alir:
z,=timz, =, ®I+18T,) (3.2.4)
Yo

Kemmer dalga fonksiyonu ¥, , iki Dirac dalga fonksiyonunun dis ¢arpimi seklinde

ifade edilir:
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v

¥, =, @, = ("j@(”} —| 7] T (3.2.5)
¢) \@) |en| |Y¥;
pp| | Y,

Burada 77 ve ¢ Dirac dalga fonksiyonunun bilesenlerini tanimlar. Verilen ¢izgi elemani

icin spin baglanti katsayilar

=G eri10a") (3.2.6)
2

e (g @1+1®a") (3.2.7)
2¢

olarak bulunur. Burada &' = 7@y olarak tanimlanmaktadir. C *nin iistiinde yer alan

nokta ve kesme isaretleri sirasiyla zamana ve konuma gore tiirevi betimlemektedir.
Uzay ve zamandan bagimsiz Dirac matrislerinin Pauli matrisleri cinsinden agagidaki
bi¢imde segilir:

7 =(o°ic?) (3.2.8)
Denklem (3.2.1) “teki C, ve C, katsayilari yerine sirasiyla 1 ve a”(t) yazildiginda bu
cizgi eleman1 Robertson-Walker uzayim betimler. Vektor bozonlari, (1+1) boyutlu egri

uzay-zamanda A4, = (0,~Et e, ) seklinde verilen bir vektor alanin etkisinde oldugu var

sayilsin. Bu durumda denklem (3.2.5), denklem (3.2.6) ve denklem (3.2.7)’yi denklem
(3.3.2)’de yerine yazilip diizenlendiginde asagidaki denklemler elde edilir:

(2@ +£+iMj‘If1 +(—16 +ze—Et]‘I’0 +(—16 +ze—Etj‘I’5 +2w, =0 (3.2.9)
a

a a a a a
—lax+ie—Etj‘Pl—iM‘Po+( 8 —le—Etj‘P2=0 (3.2.10)
a a a a
—lax+ie—Etj‘I’l—iM‘P6+( ) —le—Etj‘P2=0 (3.2.11)
a a a a
20, +——zM] (la —ze—E’] . (la —ze—B]lP0+3lP1:o (3.2.12)
a a a a a

Denklem (3.2.10) ve denklem (3.2.11)’den ¥, ='¥; esit oldugu goriiliir. Robertson-

Walker uzayimnin o6lgek c¢arpani sadece zamana bagli oldugu icin dalga fonksiyonunun
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konuma baghilig1 diizlem dalga seklinde olur. Bu durumda dalga fonksiyonu asagidaki

bicimi alir:

lIll hl
\P ik x h
Cle———| (3.2.13)
Fol ()2 | Mo
lPZ h2

Denklem (3.2.13), denklem (3.3.9), denklem (3.3.10) ve denklem (3.3.12)’de

yazildiginda,
k., —eE ]
2, +Mijh] (Tl A A (3.2.14)
2 a 2a
—k, +eEt —eEt) a
X—Jrejhl—Mh0+(kx ¢ tjihz ) (3.2.15)
a a 2a
—eE :
8[—Mijh2—i[k" ¢ tjh0+ihl ) (3.2.16)
2 a 2a
elde edilir. Denklem (3.2.15)’den asagidaki esitlik ¢ikarilir:
1 (k, —eEt
h, :_ﬁ( -~ j(h1 —h,) (3.2.17)
Denklem (3.2.14) ve denklem (3.2.16) toplandiginda,
7 —ek
(a,+ij(hl+h2)+iﬂ(hl—h2)—2i ko meBt), o (3.2.18)
2a 2 a
ve ¢ikarildiginda,
2i a
(h, +hy)= H(af —zj(h1 —h,) (3.2.19)

bulunur. Denklem (3.2.19) ve denklem (3.3.17)’yi denklem(3.2.18)’de yerine

konulursa, ikinci dereceden tiirev iceren asagidaki denklem elde edilir:

[aﬁdtgad{%}[h_dﬂj }((t)=o (3.2.20)

a a

Burada ()= h,(¢)—h,(¢) dir. Asagidaki asamalardaki her ¢oziim igin Schrodinger
modeli disiiniilmektedir. Bu modelde Robertson-Walker metrigindeki agilim carpani

a(t)= a,t seklinde verilir. Bu durumda denklem (3.3.20)
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1 k* |1 2keEl (M?’a;+4e’E?
07 +| =+ —— 0 t)=0 3.2.21
{t (4 aéJz‘z a;, t ( 4a; Z() ( )
olur. Burada ¢=5b¢& degisken degisimi yapildiginda denklem (3.2.21) asagidaki

denkleme doniisiir:

2 2 E M2 2 4 2E2
{aé{iﬁzji_’%—flb{ a4 *4e sz}g(g):o (3.2.22)

a; )& ? a; & 4a02
Bu denklem asagidaki standart Whittaker denklemi ile karsilastirildiginda;
|
» 1 Kk 4 s
0F ——+—+ w. . (y)=0 (3.2.23)

¢Ozimiin
t
x(e)=hy(e)=hy ()= Ww(zj (3.2.24)
oldugu goriiliir. Burada
¥ 2ik eE
K= Tl ; (3.2.25)
a, (Mzag +4e’E? )5
L
b= " (3.2.26)
(Mzag +4e’E? )5
Ve
+ ik
u= at (3.2.27)
a,

dir. Whittaker fonksiyonu i¢in tanimli olan indirgeme bagintisi

O ) SRR 3229

z

seklindedir. Bu durumda denklem (3.2.19)’da verilen ¢6ziim Whittaker fonksiyonu

cinsinden,;

b+ h, = [n —~ mﬁl ; tlb + MbthK’ﬂ Gj - %WHW Gj (3.2.29)

olarak yazilir. Denklem (3.2.24) ve denklem (3.2.29) arasinda toplama islemi
yapildiginda,
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ik b—ib+ M :
i _ 1 (it =2ik b—ib+Mbt W ,(ij—ﬁWm (ij (3.2.30)
2 Mbt o) Mt T\ b

ve ¢ikarma islemi yapildiginda

it —2ik b—ib— Mbt ]
py = L[ 2RO wo [L)-2iy (L (3.231)
2 Mbt b)) Mr THb
bulunur. Denklem (3.2.17) kullanilarak dalga fonksiyonunun /4, bileseni igin,
k. —eEt
hy = ¢ Wm(i) (3.2.32)
Ma,t D
ifadesi elde edilir. Bu durumda dort bilesenli dalga fonksiyonu asagidaki bicimde
yazilir:
1 [(it—2ik b—ib+Mbt - [tj_ZiW [t ]
2 Mbt b)) Mt T\ b
(kx —eEt]W (zj
Ll ik - ol g (3.2.33)
l}IK (t,x)=Na02t 2 871 Ma()t b
1 k. —eEt t
(27r)z _( x ]W (j
Mat b
1 | it —2ik b —ib—Mbt W (tj_ziW 1 (tj
|2 Mbt “\b) Mt b)) |

Burada N boylandirma katsayisidir. Bu sonug, vektdr bozonlarinin egri uzay-
zaman ile elektromanyetik potansiyelden olusan bir sistem igerisindeki davranislari
Whittaker fonksiyonun davranigina baghdir. Boyle bir sistemde pargacik yaratmanin
olup olmadig1 dalga fonksiyonunun sonsuzdaki davranisina bakilarak belirlenir. Bunun
icin Whittaker fonksiyonun ¢ — oo ”daki davranigina bakilir. Whittaker fonksiyonunun

sonsuzdaki davranisi

z

W, (z)xz"e? (3.2.34)

seklindedir. Bu durumda denklem (3.2.33)’de verilen ¢6ziimiin asimptotik bicimi

asagidaki bigimde olur:
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[ it —2ik b—ib+ Mbt |
2Mbt

[k, —eEt
Ll ik [ZjKe;” Ma,t (3.2.35)

k_ —eEt
_[ Mat J
it —2ik b—ib— Mbt
Mb 3t

Asimptotik ¢6zlimiinde yer alan boylandirma katsayis1 ¢oziimlerin diklik kosulundan
elde edilir. Bu kurala gore ¢oziimler arasindaki i¢ ¢arpim uzayims yiizey iizerinden

stirekli toplama alinarak asagidaki bicimde elde edilir:

(¥,,'¥,)=[%, p* ¥,\-g do, (3.2.36)

Burada ¥ Riemann ylizeyidir. Egri uzay-zamandan diiz uzay-zamana geg¢ildiginde

asagidaki sonug bulunur:
(P5.w)= [al) ¥ (' @ 7)) Pd (3.2.37)

Bu durumda boylandirma sabiti, islem sonucu

~Ma,x
N = (3.2.38)

(Mzag + 462E2)%

olur.

3.3 DUFFIN-KEMMER-PETIAU DENKLEMININ AKIM YOGUNLUGUNUN
BILESENLER]|!"

Boslugun zaman igerisinde Olgek carpanina gore salinim yapmast egri uzay-
zamanda parcactk yaratmaya neden olmaktadir. Baska bir degisle boslugun
kararsizligindan kaynakli olarak sistem kendi kendine ya parcacik yaratmakta ya da
parcacik yok etmektedir. Bu modelde vektor bozonlarin yaratilmasi ya da yok edilmesi
Gordon bozunmasi ile belirlenir. Denklem (2.1.3) ve bu denklemin karmal eslenigi

akim yogunlugunda yerin yazildiginda agagidaki durum elde edilir:

G pe B0, Y —F[pr BE, +3, BB red, ¢TI (3.3.1)

— i
JE=VYp*Y =—
P

Burada ?zl/ﬁ(}/(o) ®7/(°)) biciminde tanimlanan eslenik spinordiir. Ayrica Akim

yogunlugunun korunabilmesi i¢in Kemmer matrisleri asagidaki doniisiimleri saglarlar:
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(0 ®y0)p* (0 @ y©)= g (3.3.2)
(7<0> ®y© )Z; (7(0) ® 7<°>)= -=, (3.3.3)
Verilen metrige gore f* (x); , =0 ve ikili vektdr akim yogunlugunun bilesenleri

asagidaki durumlarda verilmektedir:

Durum 1: Im(K) >0 ve Im(b) < 0 olmas1 durumunda akim yogunlugunun bilesenleri:

1

Jj° :D0%+Dlt—2 (3.3.4)
1 1 1
] :—D2;+D3t—3 (335)
Durum 2: Im(lc) <0ve Im(b) >0 ise akim yogunlugunun bilesenleri:
Jj° :—Dol—Dll2 (3.3.6)
t t
| 1 1
Jj :—D2—+D3l—3 (3.3.7)
Burada;
5 1
N (M2a2 + 4 E2
) = 5 (3.3.8)
ayt M
N[ 4k eE
D, = - (3.3.9)
alr MM} +4e*E>
2[N[ eE
P (3.3.10)
ayt M
ve
2
2|N| &,
=73 (3.3.11)
ay,m M

dir. Bu katsayilar k£ ve e’nin degerlerine baghdir. Buna gore asagidaki sonuglar elde
edilir: (a) k. >0 ve e>0; bu durum, pozitif yiiklii ve pozitif momentumlu pargacigi
tanimlar. (b) k. <0 ve e<0; bu durum ise negatif yiiklii ve negatif momentumlu

pargacigl betimler. Burada ilging olan diger bir nokta akim yogunlugunun J°
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bileseninin isareti hem k_’in hem de e’in isaretlerinden bagimsizken J' bileseninin
isareti hem k_’in hem de e’in seg¢imine gore pozitif veya negatif degerlere sahip
olmasidir. Bu baglamda akim yogunlugunun J' bileseni ilgilenilen bolgede parcacik
yaratmanin olup olmadigini belirlemektedir. Ciinkii J' bileseni akimm uzaysal

bileseninin zaman igerisinde nasil bir degisime ugradigini gostermektedir. Bu siireg

Sarkar tarafindan 6nerilen cWKB metodu aracilidi ile kolayca ¢oziimlenebilir[46].

3.4 VEKTOR BOZANLARININ HARMONIK SALINIMI VE KUANTUMLU
MOMENTUMU!?
Vektor bozonlariin salinim araliginin belirlenmesi i¢in vektdr bozonlarinin
davranigin1 betimleyen ikinci dereceden diferansiyel denkleminin bi¢imi harmonik
salinicinin diferansiyel denkleminin bi¢imine benzeyecek sekilde

dontstiiriilmelidir[47]. Denklem (3.2.21) ile asagidaki denklem karsilastirildiginda;

|02 + @™ (6)] () =0 (3.4.1)
saliim frekans1 @’ (¢) asagidaki bigimde olur:
% 2keE1 (M’a; +4e’E’
o (1) =| Lo K| L 2heb 1, | May +4e (3.4.2)
4 a, )t a, t 4a;

Buna gore pargaciklarin salinim frekansi zamanin bir fonksiyonu oldugu goriilmektedir.

Bu ¢6zlimiin taniml1 oldugu aralik asagidaki esitsizlikle verilir:

2 2 2 22
[l_'_kx]i_kaeEl_'_[M a, +4e’E J>O (34.3)
t

2 2 2 2
4 a, a, t 4a;

2

k
—+—- terimi kabul edilebilir aralikta oldugu varsayilirsa bu esitsizlik #’nin (O,oo)

a,

araliginda degerlendirilebilir. Sonug olarak vektor pargacilarin salinim araligy;

2k eE  |(2keE\ [M?al+4e’E’ Lk
ag aé ag 4 aé

{Mzag +4e’E? }
< <

2a;
2k eE 2k eE ’ M?a; +4e°E* |1 N k;
a; a; a; 4 a,

27

(3.4.4)




olur.

Vektor bozonlarin davraniglarint  betimleyen ikinci dereceden diferansiyel
denklemin c¢o6ziimii Whittaker fonksiyonlar1 cinsinden elde edilmistir. Whittaker
fonksiyonlarinin degiskenleri tiim deger araliginda sinirli oldugundan pargacigin

momentumu kuantumlu olur ve asagidaki kosul yazilir:
1
K_'LH_E:_H (3.4.5)

Burada n pozitif tamsay1 veya sifirdir. Denklem (3.2.25) ve Denklem (3.2.27)’de verilen

kK ve u’in ifadeleri kullanilarak momentumun kuantumlanma kosulu asagidaki

bi¢imde elde edilir:

k, =7

X

n+—

: (3.4.6)

iay(M2a2 +4¢*E* ( 1]

{2eE+(M2a§ +4e2E2);}
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4. BULGULAR ve TARTISMA
4.1 GENEL METRIK ICIN KATSAYILAR HESABI
4.1.1 Christoffel Sembollerinin Bulunmasi

(1+1) boyutlu egri uzay-zamanda Riemann geometrisini betimleyen genel ¢izgi

elemant

ds® = C*(t,x)’ dt — C,* (¢, x )dx’ (4.1.1.1)
biciminde tanimlanir. Bu ifadedeki degisken katsayilar bundan sonra

C\(t,x)=C, (4.1.1.2)

C,(t,x)=C, (4.1.1.3)
olarak yazilacaktir. Bu ¢izgi elamanina karsilik gelen metrik tensorii ise

2 =(C12(t’x) 0 ] (4.1.1.4)

0 C,’(t,x)

olur. g, ve g tensorleri arasindaki iligki;

uvo_ adj(g,uv )

= 4.1.1.5
det‘gﬂvi ( )

ile verilir. Denklem (4.1.1.4)’de tanimlanan metrik tensorii i¢in determinant agagida
verilen degere esittir:
¢’ 0

=C’C’ 4.1.1.6
sz 1 2 ( )

det(gﬂv ) =

Denklem (4.1.1.6) kullanilarak denklem (4.1.1.5)’de verilen kontravaryant metrik

tensOriiniin her bir bileseni asagidaki bigcimde hesaplanir:

0 _ adj(goo) sz 1

- - 4.1.1.7

detle,,) c’c’ ¢} ( )
01 adj(gm) 0

- = =0 4.1.1.8

& det(gw) C12C22 ( )
10 adj(glo) 0

_ _ =0 4.1.1.9

& det(gw) C12C22 ( )
. 2

1 ad](gll) C, 1 (4.1.10)

Bu durumda kontravaryant metrik tensorii
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c? 0
w1 4.1.1.11
¢ { 0 022] ( :

olur. Egri uzay-zaman ile diiz uzay-zaman arasindaki iliski dort ayaklar araciligi ile

asagidaki bi¢imde tanimlanir:
" =e, " (x)e,” (x)n" (4.1.1.12)
Burada 77"/ diiz uzay-zaman metrigi olup, (1+1) boyutta 77 = 77(1,~1) se¢imi yapilir.
e u=v =0 durumu igin;
g¥=e,le,n”  (i=j=0 7™ =1) (4.1.1.13)
00 _( 0)2 . 0 -l
g =\eo ; eo =G (4.1.1.14)

e u=v=1 durumu igin;

gl =ey'e,n”  (i=j=1 " =-1) (4.1.1.15)
g'= (e(l)1 )2 5 e(l)1 =C," (4.1.1.16)
Elde edilen sonuglarin matris bigimdeki gosterimleri
c™ 0
el = 4.1.1.17
(@) ( 0 CIQJ ( )

eklindedir. ¢” matrisine karsilik gelen e'” matrisinin bulunmasi icin
(i) stk g P ¢

e(i) _ adj(e(};))

= 4.1.1.18
" detlef;, ( :
bagintis1 kullanilir ve asagidaki ifadeler elde edilir:
e u=v =0 durumu igin;
dj (e
el =YY G, . V= (4.1.1.19)
det e,
detlet )= ——— (4.1.1.20)
Cc,C,
e u=v =1 durumu igin;
adjle,
e = jlet,) . eV =C, (4.1.1.21)

7]
detle;,
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Elde edilen sonuglarin matris olarak gosterimi asagidaki bi¢gimdedir:

. C, 0
o | & (4.1.1.22)
“ 0 C,
Christoffel sembolleri;
a 1 [2/
r WZEgﬁ[a#gﬁv_{_avgﬁy_aﬂgw] (4.1.1.23)

esitligi ile verilir. Denklem (4.1.1.1)’de verilen ¢izgi elemanina karsilik gelen metrik
tensoriinlin sadece kdsegen elemanlar1 oldugu i¢in asagidaki sembollerin hesaplanmasi
yeterlidir:

1. a=0ve =0 durumu igin;
0 1 o
r HV =§g [a,ugOV +avg0,u _aog,uv] (41124)

o u=v=0ise

1
| =5g00[80g00 +00800 _aogoo] (4.1.1.25)
C
=%g°°aog00 :FI (4.1.1.26)
1

o u=0vev=1ise:

1
I = Egoo [aogm +0,&0 _aogoo] (4.1.1.27)
1 C/
=Eg°°alg00 =El (4.1.1.28)
i

Christoffel sembolleri simetrik olduklari i¢in

0 =T :% (4.1.1.29)
1
yazilabilir.

o u=Ilvev=1ise

1
o =5g00[51g01 +0,80 _aOgll] (4.1.1.30)
1 c,C
=_Egooaog” =_é—2f (4.1.1.31)
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2. a=1ve =1 durumu i¢in;

1
' =Eg“[8,,g1v +6vg1/l _alg;w]

o u=v=0ise

1
oo :Egn[aoglo +00810 _61g00]

o u=0vev=1ise

_ GG

1

o :Egll[aogn +0,81 _alglo]
1 C

o =5g”aog11 = Cz

Christoffel sembollerinin simetrik olma 6zelliginden asagidaki esitlik yazilir:

C
oy =T'"oy=—2%
C

2

3. a=1ve =1 durumu igin
o u=v=Iise;

1 c;

'y = —g”@lg“ =

2 C,

(4.1.1.32)

(4.1.1.33)

(4.1.1.34)

(4.1.1.35)

(4.1.1.36)

(4.1.1.37)

(4.1.1.38)

Yukarida elde edilen veriler toparlandiginda Christoffel sembollerinin matris bigimdeki

gosterimleri asagidaki sekilde olur:

4G 4

r', = G G
G GG,

C, C*

_ac ¢
ra=| & G
2 Cz
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4.1.2 Spin Baglant1 Katsayilarinin Hesaplanmasi

Christoffel sembolleri ile spin baglanti katsayilar1 arasindaki iligki

L, =—%g,,aF“vﬂ [7”,7”] (4.1.2.1)

seklinde verilmektedir.
1. A2=0 durumu i¢in;
1

I, = —ggwfavo[y”,ﬂ]

z_%{gmfovo[y”,yvh gullr*.r ]

= —%{goofovo[VoaVV]Jr gl "ly 7 [ gyt T+ gDl )

:_%{goorolo[Vo,Vl]"'g11F100[71’7/0]}

T, = ——Clzc' y'y (4.1.2.2)

2. A =1 durumu i¢in;

[ = —égﬂaf”‘vl[ﬂ,y”]

:_%{gyorovlb’ﬂa?/]"'gﬂlrl"l[yﬂ’yv]}

Z_é{goor% bl garalr ]

B _%{goor(’u oy gl ]

r = —%y‘)yl (4.1.2.3)

Diiz uzay-zaman matrisi ile egri uzay-zaman matrisi arasindaki iliski asagidaki baginti
ile verilir:
y* =euy" (4.1.2.4)

Bu bagint1 kullanilarak matris bilesenleri arasindaki iliski hesaplanir:

7 e’y ==y (4.1.2.5)
1
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v’ = e(l)ly(l) = L7/(1) (4.1.2.6)

Bu durumda spin baglanti katsayilarinin diiz uzay-zaman Dirac matrisleri cinsinden

ifadeleri asagidaki bicimdedir:

c.C C'
[L=——1TL 00— 1 0,0 4127
0 s 2C27 /4 ( )
C.C C
[=— 2720, 72 50,0 4128
| ST 2017 /4 ( )

4.1.3 (1+1) Boyutlu egri uzay-zamanda Duffin-Kemmer-Petiau Denklemi

DKP denklemi;
ip“@, -=,)-mM(,x)=0 (4.13.1)
veya
e, 8@, ~%,)+imp(r.x)=0 4.13.2)

ile verilmektedir. Burada f* Kemmer matrisleri

O =y R+1®y" (4.13.3)

BV =y @I+I® yD (4.1.3.4)

ve X, spin baglanti katsayilari ise

CV
T A (OrY @1+1®y ") (4.1.3.5)
2
CZ 0),, (M) 0),,M
le—f(y YO @I+1®yVy") (4.1.3.6)
1
seklindedir. Denklem (4.1.3.2 ) agildiginda
e (800, -3 )+ e, B0, 3, )+ im¥(t,x)=0 4.13.7)

e (/0 ®T+1® 7" )0, -%,)+
¥(7,x)=0 (4.1.3.8)

e (/" ®1+10 )0, -5, )+im

veya

34



o (F" ®1+1® 7V, —e, 'y ®T+1® y )5, +
e (V" ®T+1® 7", ~Z e, (" ®T+1® 7 )+ im

ya da daha agik bir ifadeyle;

1
'

2C,C,

G
1 2G,C,

olarak elde edilir. Bu denklem 7' ®

1

1

C

Lo a1e10,0p, + (00111870, +
G (}/(0) QI+I®y? X]/(O)]/(]) RI+I®y

(P @I+10,0 )y Oy @1I+1®y

(7/(0) RI+I®y?” X}/(O)y(” RI+I®y

2

(), (1)
4

)+

)+im

‘P(t,x) =0

(), (1)
4

© ile ¢arpilirsa

(7,<0> RI+I® 7(0))@ +CL(7,(0)7,(1) ® 7,(0) " 7,(0) ® 7,(0)7,(1>)ax n

2

0),,(M

4 )+ im(}/(o) ® 7(0))

‘P(t,x)

2C,C,
c,
2C,C,

+

(7,(0)7,(1) ® 7(0) + 7,(0) ® 7(0)7(1> X}/(O)y(” QI+1® 7(0>7(1>)

0

(4.1.3.9)

Y(r,x)=0

(4.1.3.10)

olur. Dirac matrislerinin Pauli matrisleri cinsinden y© = (0'3,—1'02) seklindeki segimi

g0z Oniine alinirsa, denklem (4.1.3.10)’da yer alan matrislerin agik bigimleri asagidaki

sekilde bulunur:

100 0
000 0
O ="' RI+I®y° =2
p=y =90 0 0 o0
000 -1
0 -1 -1 0
10 0 1
(0) (1)® (0)+ (0)® 0),, 1 _
rUrt ey eyt eyt =l
0 1 1 0
0O -1 -1 0
-1 0 0 -1
0) (1)®1+1® 0) (1):
a4 Yy 10 0 -1
0O -1 -1 0
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1 0 0 O
0 -1 0 O
O ®y® = 4.1.3.13b
yo ®y 0 1 o ( )
0 0 1
Dalga fonksiyonunun bilesenleri cinsinden ifadesi;
4
P(x,r)=|"" (4.1.3.14)
Vs
¥,

olarak tanimlansin. Yukarida verilen matrisler, denklem ( 4.1.3.10)’da yerlerine

yazildiginda
(200 0 0 -1 -1 0 ]
110 0 0 11-1 0 o0 1
0, 0, +
C,|0 0 0 0 C,|-1 0 0 1
00 0 -2 0 1 1 0
¥ 0
200 0YO0 -1 -1 0 1 0 0|y, o
c 1000 of-1 0 0 -1 0 -1 0 =
—L +im ¥s 0
2C,C,{0 0 0 0 |l-1 0 0 -1 0 0 -1 0 v 0
000 —2)lo -1 -1 0 0 0 0 1 :
0 -1 -1 00 -1 -1 0
¢, |[-1. 0 0 1}|-1 0 0 -1
20,C, -1 0 0 1|-1 0 0 -1
I 0 1 1 0Jlo -1 -1 0 |
veya
t X X
G GG G GG G GG GG 78} 0
—iax —im 0 iax ol |0
G G -
) , 1 vl |0
——0, 0 —im —0,
G - G - v, 0
e [IXQJ (IX qj_zt_um
GG G~ GG G GG G G
(4.1.3.15)
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bulunur. Matris ¢carpimi yapildiktan sonra asagidaki li¢ denklem elde edilir:

2 C 1 ol C
=0, +—= +imy, -2 —0, +— +—2 =0 4.1.3.16
[ ot }//1 v, ( oo CICJWO XA ( )
2 C 1 C/ C
=0, +—2 —imy, -2 —0, +— +—2-y, =0 4.1.3.17
( ctec sz v, ( s CJV/O eV ( )
1
v, =——0. (v, —v,) (4.1.3.18)
imC,

Burada v, =y oldugu agikga goriillmektedir.
4.1.4 (1+1) Boyutta Robertson-Walker Metrigi icin DKP Denklemi

RW evren modelini betimleyen ¢izgi elemanmin 6geleri C, (t) =1 ve

C, (z‘) = a(t) olarak tanimlanir. Buna gore;
C, =C=0 (4.1.4.1)
C,=0 ve g—j=§ (4.14.2)
olur. Denklem (4.1.4.1) ve denklem (4.1.4.2)’de verilen esitlikler denklem (4.1.3.16),
denklem (4.1.3.17) ve denklem (4.1.3.18)’de kullanildiginda denklem kiimesi asagidaki

denklem kiimesine doniisiir:

(2@ +£jl//] vimy, =20y, + %y, =0 (4.1.4.3)
a a a
i . 2 a
(28, +—jl//2 —imy,——0 y,+—y, =0 (4.1.4.4)
a a a
1
vy =—0.(y,-w) (4.14.5)
mma

Cizgi elemanindaki Olgek carpanit yalnizca zamana baghdir. Bu nedenle dalga
fonksiyonunun konuma baglilig1 diizlem dalga olarak alinir ve asagidaki bigimde ifade

edilir;

O le™ (4.1.4.6)
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Bu ifade, son yazilan denklem kiimesinde kullanilirsa asagidaki bicimde yeni bir

denklem kiimesi elde edilir:

(zat +3jhl vimhy =2 w4~ 0 (4.1.4.7)
a a a
(2@, +£jh2 Cimh, =2y 4~ (4.1.4.8)
a a a
k
hy =—(h, —h,) (4.1.4.9)
ma

Denklem (4.1.4.7) ile denklem (4.1.4.8) taraf tarafa toplandiginda

2(8, +£j(h1 i)+ imln —h)=2Ep — o (4.1.4.10a)
a a
elde edilir ve taraf tarafa ¢ikarildiginda
h +h, =—_ia[(h1 —h,) (4.1.4.10b)
m

bulunur. Denklem (4.1.4.10b) ve denklem (4.1.4.9), denklem (4.1.4.10a)’da yerine

yazilirsa
_2(61 +£j.£az(h1 —h2)+im(h1 _hz)_ﬂi(hz _h1)= 0
a)im a ma
elde edilir. Daha diizenli bir bigimi
. 2 2
(a%+ﬁa,+m—+k—2j(hl—h2)=o (4.1.4.11)
a 4 a

olur. Bu denklemin ¢oziimleri sistemin dinamigini belirleyen Ol¢ek carpanina gore

degismektedir. Burada secilecek olan Olgek carpanlart farkli evren modellerini

1
betimlemektedir. Bunlar sirasiyla; a(f)=a,t, Schrodinger evreni; a(t)=a,t?, 151ma

baskin evren ve a(t)= e’ , bosluk baskin evrendir.

4.2. a(t)=a,t, SCHRODINGER EVREN MODELINDE SPIN-1 PARCACIGI

4.2.1. Duffin-Kemmer-Petiau Denkleminin C6ziimii

Denklem (4.1.4.11)’de ikinci terimde yer alan ¢arpan f_ ! olur. Ayrica
a

h(¢)—h,(t) = X() (4.2.1.1)
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tanimina gore denklem (4.1.4.11) asagidaki bicimde yeniden yazilir:

2 2
[az, Ao, +m+’f212]><(z): 0 42.12)
t 4 a, t
Bu denklemin Whittaker denklemine benzetilebilmesi i¢in
X(t)=t"U(r) (4.2.1.3)
bu sekilde yeni bir fonksiyon tanimlanmalidir. Bu fonksiyonun tiirevleri alinirsa
0 0 a
—X(t)=¢t"| =Ut)+—=UL¢ 42.1.4
Ex0)=r[Lu0)+ v (2.14)
0’ 0’ 20 0 ala—1)
— X(t)=t"| —=Ult)+—=Ult)+ Ult 42.1.5
Zoxt)=r [ Zovt)+2 2ot 4 Do) @215

elde edilir. Bu sonuglar denklem (4.2.1.2)’de kullanildiginda

2 2 2
(a +2a+1§+m_+(az+k_2Ji2JU(t)=o (4.2.1.6)

ot ot o 4

bulunur. o = > secimi ile bu denklem asagidaki denkleme indirgenir:

o’ 1 )1 m
=+ —+=—U)=0 42.1.7
(8# [4 aontz 4 j ) ( :
Yeni degisken
t=pz (4.2.1.8)
seklinde tanimlanir ve bu degiskenin parcali tiirevleri alinirsa
2
z_1 oz _ 1 4.2.1.9)
o B o p
2 2
o_19 o1 (4.2.1.10)
ot poz ot~ p oz

bulunur. Bu ifadeler denklem ( 4.2.1.7)’de yazilirsa, Whittaker denklemine benzer
asagidaki denklem elde edilir:

o (1 k)1 _,m
(82_2+[Z+a_2JZ_2+ ZTJU(Z):O @2.1.11)

0

Whittaker denklemi asagidaki bigimdedir:
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2 1/ _ 2
7,
52_l+£+4_2 W (v)=0 4.2.1.12)
o’ 4 y vy *

Denklem (4.2.1.11) ile denklem (4.2.1.12) karsilastinildiginda, asagida verilen

denkliklerin oldugu goriiliir:

p=t—
m
k=0
zi& (4.2.1.13)
H a
U(Z)E w, (z) = Wo,ii (? imt)

ap

Bu durumda denklem (4.1.4.10b) ve denklem (4.2.1.1)’de verilen dalga fonksiyonunun

bilesenlerinin toplaminin ve farkinin Whittaker fonksiyonu cinsinden

20 - t
ht)+h\t)=———<t 2 W, | — 42.1.14
O 2 20 2] 211
il ¢
h(t)—hy(t)=1 2 WO,#(—J (4.2.1.15)
B
olur. Her iki denklem aralarinda toplanip ¢ikarildiginda bilesenler i¢in asagidaki ifadeler
elde edilir:
1
n()=2:2 [1+_LJW0 L2y [L (4.2.1.16)
2 imt) "\ B) imot Y\ B
1
(=20 (—1+_ijW0 L2909y [L 4.2.1.17)
2 im) “\B) imot M\ B
1
h, = -2k, ZWO#[LJ (42.1.18)
ma, S\ p

Burada A boylandirma katsayisidir. Bu esitlikler kiimesi, denklem (4.1.4.6)’da yazilirsa

dalga fonksiyonu i¢in;
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o220
2 imt) "\ B) imot T\ B

0 —Woul 5

W)= -2 mayt T\ et (42.1.19)
N2 _k v [ L
mayt "\ p

ffoah i i2n]
2 im) "\ B) imot U\ B

bulunur. Bu fonksiyonda bulunan Whittaker fonksiyonunun tiirevi yerine kendi
cinsinden degerinin yazilabilmesi i¢in agagidaki degisken degisimi yapilir:
(0 _ o 10

y=L 59 - (4.2.1.20)
B ot otdy Boy

0 t 1 0
—W, | =|===—W, 4.2.1.21

al O,H(ﬂj ﬂay O,y(y) ( )
Denklem (4.2.1.21)’in sag tarafi i¢in Whittaker fonksiyonlarinin tiirev indirgeme

bagintist kullanilir:

0 11y }

“w, 0)=——1Zw, ,(»)-w,, 4.2.1.22
o ) ,By{2 () () ( )
0 t) 10 11y }

W, | ==, )= 2w, ()W, 4.2.1.23

Oy (Lle{LWO [LJ—WI (ij} (4.2.1.24)
ot "\ p) t|28 T\pB B

Denklem (4.2.1.24) dalga fonksiyonunun her bir bileseni i¢in uygulandiginda asagidaki

sonuclar bulunur:
1
PRV D UL N A S A (L (4.2.1.25)
2 imt impB| Y\ B) imt '\ B
1
h, =lt 2 _1+L_L W, LS +in l r (4.2.1.26)
2 imt impB|] Y\ B) imt Y\ B

Bu durumda dalga fonksiyonu
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ffoa g n ]
2 imt imp| Y\ B) imt B

1 — M|

W(x, 1) =t 2 mayt "\ o (42.127)
A2 _ k r
mayt "\ B

olur.

4.2.2. Asimptotik Coziim

Denklem (4.2.1.27)’de verilen dalga fonksiyonunun sonsuzdaki davranisi
Whittaker fonksiyonu araciligr ile belirlenir. Whittaker fonksiyonunun sonsuzdaki

davranisi asagidaki bicimde verilir:

b4

w._ . (y)=y“e > (4.2.2.1)

K,

Buna gore dalga fonksiyonunda yer alan Whittaker fonksiyonlarimin asimptotik

ifadeleri,
¢ _t
Wo,,,[ﬁjz i (4.2.2.2)
t) t 35
W, |—=lx—=e? (4.2.2.3)
1”(ﬂj B

olur. Bu nicelikler denklem (4.2.1.27)’deki her bir bilesen i¢in kullanilirsa, asagidaki

ifadeler yazilir:

1 _t
hl(t)z%t {1+$+#}e 2 gikx (4.2.2.4)
l _% 1 l _ﬁ ikx
hz(t)zat “l e e (4.2.2.5)
k-5 35
hy(t)~ ———1t 2e e (4.2.2.6)
ma,t

Bu ifadeler dalga fonksiyonunda yerine konuldugunda dalga fonksiyonu asagidaki

bi¢imini alir:
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N
|
-
3

OQ

¥(x,1)~ e ¥ e (4.2.2.7)

¥
3

|

=~

4.2.3. Boylandirma Katsayisinin Bulunmasi

Dalga fonksiyonun boylandirma katsayisinin bulunmasi i¢in
(¥, %, )= [¥p ¥ =g do, =+5(k-K') (4.2.3.1)
bagintis1 kullanilir. Daha ac¢ik bigimi
(¥, %, )= [7el 80w alt)do, = 25k~ k') (4.23.2)
seklinde yazilir. Bu ifade bilesenlerine gore agilirsa
(%%, )= [a, ety 7 8Oy doy + ey, (1) © y O )p0y doy f= 25k - k') (4.2.3.3)

olur. Bu bagint1 kullanilirsa Schrodinger Evren modeli i¢in asagidaki ifade yazilir:

(lPk ’\Pk' )E Jao I[V/Jrkﬂ(m‘//k‘dx + ﬁwv (]/(0) ® 7/(0))18(1)l//k'dt) — i5(/€ _ k’) (4234)
Burada
+ 20) |4
v, B0, =Ly — hin) (4.2.3.52)
T
Ve
+(, (0) 0) (1) |A|2 17, + + w10 '
(0 @0 )0y = 7[;;0 (g = h7 )+ by (= )] (4.2.3.5b)

esitlikleri kullanilirsa, denklem (4.2.3.4) asagidaki bigime doniisiir:
A 2
(w,. ¥, )= ~ {[ a, t[h,*h{ —h; k) ]dx+ jh(; (hy =iy )+ h (hy - hl')}dt (4.2.3.6)

Bu ifadenin ikinci terimi ¢ — oo limitinde sifira gider, geriye asagidaki ifade kalir:

a, l‘|A|2

T

(M BE [ Gy g = ns 1 e = £5(k — &) (4.2.3.7)

Burada
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hih! —hih = 2.1 t (é- /; Je"ﬂ“’) (4.2.3.8)
m

esitligi kullanilirsa, denklem (4.2.3.7)

(\P \P ao|A| J’ { J ix(k—k’)dx:ié‘(k_kr)
2im\ g B

T

oz 2im g B )2z
(¥, %, )=2apdf —— L1 Ljel’“’f-k')abc=J_r5(k—k') (4.23.9)
ok om\p g )

olur. Burada
1 frrtenngy - sk - k') (4.2.3.10)
2

kullanilmistir. Buna gore denklem (4.2.3.9)’dan asagidaki sonug elde edilir:

(e, )=l (-]

BB

Bu sonu¢ Im £ '1n pozitif ve negatif degerlerine gore asagidaki bicimde degerlendirilir:

—

(4.2.3.11)

e Imf >0 durumu igin;

~2a,|4]" = -1 4=—1 (4.2.3.12)
A 2a,
e Im/f <0 durumu igin;
2 1
2a,|4]" =1 A= (4.2.3.13)

V2a,

4.2.4. Akim Yogunlugunun Hesaplanmasi

Vektor bozonlari i¢in tanimlanan akim yogunlugu asagidaki bicimdedir:
J =W 0@y )8 W yada Jh=e, V(O @yV)BOY  (424.1)

Bu durumda akim yogunlugunun sifirinci ve birinci bileseni asagidaki degerleri alir:

I. Akim yogunlugunun sifirine1 (¢ = 0) bileseni:

T = W (" @y )pO W (4.2.4.2)
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Bu denklemde gerekli olan ifadeler kullanilirsa dalga fonksiyonunun bilesenleri

cinsinden akim yogunlugunun sifirinci bileseni asagidaki bigimde elde edilir:
J° =2l (mh' = i) (4.2.4.3)

Burada dalga fonksiyonunun bilesenlerinin agik ifadeleri olan

1 _t 1 _;.
h, -4 2(1+L+Lje o =Ly 2(1—L— 1 je & (4.2.4.4)

2 imt imf3 2 imt  imfB"

1 _r _ —%
b= z(_1+#+#]e = {_1_;_ ! je (4245

bagintilar kullanilirsa

1 1 N 1
. imt imB* m’t®  tm’p
hh' =4 (4.2.4.6)
1 1 1 1
+—+ + +
imt imB  tm*B  m’BB
ve
1 1 1 1
l+—+ —t— —
. imt imf mtT tm f
hh'y =— 4.2.4.7
11 At ( )
1 1 1 1
Tt ot
imt imf tm f m°pp

elde edilir. Bu ifadelerin farki

hlh*l—hzhz:i(—i— 2 +i+ij

4\ imt  imB° imt  imp
veya
hh™y —hh*s = L L 1* (4.2.4.8)
2imt\ B p
olarak bulunur. Bu durumda akim yogunlugunun sifirinci bileseni
A 2
J’ :uL L—L* (4.2.4.9)
t im\f p

elde edilir. Bu bagmti Impf’in pozitif ve negatif degerlerine bagli olarak

degerlendirildiginde asagidaki sonuglar bulunur:
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e Imp >0 i¢in;

o_ 24
J = - (4.2.4.10)
olur.
=3,
2a,
olugundan denklem (4.2.4.10) asagidaki big¢imi alir:
PO (4.2.4.11)
a, t
e Imp <0 igin;
o 24
J = — (4.2.4.12)
olur.
|A|2 _ 1
2a,
oldugu i¢in denklem (4.2.4.12)
ool (4.2.4.13)
a,t

olur.
I1. Akim yogunlugunun birinci( # =1) bileseni;

J' = eml ‘P*(;/(O’ ®y© )ﬂ(” Wy
Bu denklemde gerekli olan ifadeler kullanilirsa dalga fonksiyonunun bilesenleri
cinsinde akim yogunlugunun birinci bileseni asagidaki bigimde elde edilir:

2
2
J! =|—A|t[h*o(h2 —h)+hy(h = )| (4.2.4.14)
4,

Dagla fonksiyonun bilesenleri kullanilirsa

hy—h =-1 ve h's—-h"1=-1 (4.2.4.15)

k
hy = ——— (4.2.4.16)

mat
bulunur. Bu esitlikler denklem (4.2.4.14)’de yerine yazildiginda asagidaki sonug elde

edilir:
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A4

1
J 2 3
ma-ot

(4.2.4.17)

Bu sonug¢ Im £’ pozitif ve negatif degerlerine bagl olarak degerlendirilir ve agsagidaki
sonuglar bulunur:
e Imp >0 igin,

k
J'=— I & (4.2.4.18)

m6130 £

e Imp <0 icin,
1 1

1— R
J = 3.3
maot

(4.2.4.19)

4.2.5. Frekans Araliginin Belirlenmesi

Harmonik salinici
|02 + @™ (6)] () =0 42.5.1)
bi¢imindeki denkleme uyar. Denklem (4.2.1.7) ile denklem (4.2.5.1) karsilastirildiginda

salinim frekansinin

1 k)1 m?
)=+ |5 +— 4253
oldugu goriiliir. Harmonik salinici olarak davrana bilmesi icin
1 k)1 m?
o’ (t)=| —+— |5+—>0 4254
)=\ prl (4.2.5.4)

kosulunun saglanmasi gerekir. Bu bagintidan asagidaki sonug elde edilir:

2 2
-4+ 42k - <imt < _ |4+ 42k > (4.2.5.5)
V agm V agm

Bu sonuca gore, sistemi betimleyen dalga fonksiyonunun degiskeni yukarida verilen

aralikta olmasi durumunda harmonik hareket gézlenir.
4.2.6. Kuantumlanma Kosulu

Whittaker fonksiyonlarindaki degiskenin alabilecegi tiim degerler igin

fonksiyonun sinirli olma kosulu asagidaki bi¢cimde verilir:
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1
K—,u+§=—n (4.2.6.1)

Bu kosul kullanilarak, Schrédinger evren modeli i¢in kuantumlanma kosulu elde edilir.

Bunun i¢in k¥ ve u degerleri kullanilirsa pargacigin momentumu i¢in agagidaki kosul

bulunur:
k, = iiao(n + %) (4.2.6.2)

Burada n pozitif tam sayidir.

1

4.3. al(t)=a,t?, ISIMA BASKIN EVREN MODELINDE SPiN-1 PARCACIGI

4.3.1. Duffin-Kemmer-Petiau Denkleminin C6ziimii

Denklem (4.1.4.11)’de yer alan garpan 4 ZL olur. Ayrica
a t

hy(£)— hy(t) = X(¢) (4.3.1.1)
tanimina gore denklem (4.1.4.11) asagidaki bicimde yeniden yazilir:
2 2
az,+ia,+m—+k—21 X(t)=0 (4.3.1.2)
2t 4 a,
Bu denklemin Whittaker denklemine benzetilebilmesi i¢in
X(t)=t“U(t) (4.3.1.3)
bu sekilde yeni bir fonksiyon tanimlanmalidir. Bu fonksiyonun tiirevleri alinirsa
0 0 a
—Xt)=t"| =Ut)+—=Ul¢ 43.1.4
Ext0)=r [ Lu0)+ v 43.14)
0’ 0’ 2a 0 ala—1)
—X(t)=t"| = Ut)+—=Ul¢t)+ Ult 43.1.5
Eoxt=re[ Zrv+ 22 Lo gy 43159
Bu esitlikler denklem (4.3.1.2)’de yerine yazilirsa;
2 I ol a— !
o> %ty 0 2) (m* k1
—+ —+ +| —+—-||[Ult)=0 4.3.1.6
or’ t ot t? 4 gt 2 ( )

bulunur. o = —% secimi yapildiginda yukaridaki esitlik asagidaki denkleme indirgenir:
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0’ 3 m® k1
oL Mk D=0 43.1.7
(&2 16> 4 a% J 2 ( :

Yeni degisken
t=pz
seklinde tanimlanir ve bu degiskenin parcali tiirevleri alinirsa
o 10 o 1 90°
— = —=—— (4.3.1.8)
ot poz ot~ pB° oz

bulunur. Bu esitlikler denklem (4.3.1.6)’da yerine yazilirsa, Whittaker denklemine

benzer olan asagidaki denklem elde edilir:

(i+ 3 +m_2ﬂ2+ﬂk2 lJU(Z):O (4319)

o0zt 16z° 4 a’y z

Denklem (4.3.1.9) ile denklem (4.2.1.12) karsilastirildiginda, asagida verilen

denkliklerin oldugu goriiliir:

i _1 ik? ¢
ﬂ:i; y:+z K‘:imazo U(z):Wﬂkz&l(Ej (4.3.1.10)

4

Bu durumda denklem (4.3.1.1) ve denklem (4.3.1.10)’da verilen dalga fonksiyonunun

bilesenlerinin toplaminin ve farkinin Whittaker fonksiyonu cinsinden degeri

Gl Ly ()20, (¢
h(t)+h,(t)=1t {2ith’“"’(ﬂj imatW’“’[ﬂ]} (4.3.1.11)
hl(t)—hz(t):t_‘]‘WK’ﬂ(éj (4.3.1.12)

olur. Her iki denklem aralarinda toplanip ¢ikarildiginda bilesenler i¢in asagidaki ifadeler

elde edilir:
1
4
nr)="— (1+ ! jWK L1290y (L 4.3.1.13)
2 2imt ) "\ p) imot M\ B

hz(z)zﬁ{(—u ! jWK (ij—_iﬁwk (LJ} 4.3.1.14)
2 2imt ) M\ p) imot U\ B

hy = ——F [t] (4.3.1.15)

Bu esitlikler kiimesi, denklem (4.1.4.6)’da yazilirsa dalga fonksiyonu,
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__k IW”H
“\ B

1 3
\P(x,t):it 4 ’"“Ist t e (4.3.1.16)
" 3]
maotE

sk 280
2 2imt) "\ B) imaor ““\ p

bulunur. Bu denklemde bulunan Whittaker fonksiyonunun tiirevinin yerine kendi
cinsinden degerinin yazilabilmesi i¢in asagidaki degisken degisimi yapilir:

e o 10

=— ise — 4.3.1.17
Y o T oy Boy ( )
5 () 16
Ty | Loy 43.1.18
ot K,,u(ﬂj ﬂay K,,u(y) ( )

Denklem (4.3.1.18)’in sag tarafi i¢in Whittaker fonksiyonlarinin tiirev indirgeme

bagintis1 kullanilir:

Oy (ijz(i—fjWk (iJ—lWM (iJ (4.3.1.19)
or "\ B 2B t) "\ B) t "R

Denklem (4.3.1.19), denklem (4.3.1.16)’da yer alan her bir bilesen i¢in kullanilirsa,

1 -5 1
h =—t* 1——+4K+1 w. L +iWK+1 L
2 imf3 2imt \B) ime T B
1
UL D] (I . T JU R
2 imf  2imt M\ B) imt W

bulunur. Bu esitlikler dalga fonksiyonlarinda yerine yazilirsa,
Ui aeen), (1), 2, (¢
2 imfB 2imt B ime T\ B
k t
el

L 2 , 4.3.1.20
‘P(X,t) = 7it 4 maotz ezkx ( )
maot% " ﬂ

oty S 26
2 imB - 2imt ) '\ B) imt "\ B
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4.3.2. Asimptotik Coziim
Denklem (4.3.1.20)’de verilen dalga fonksiyonunun sonsuzdaki davranisi
Whittaker fonksiyonu araciligi ile belirlenir. Whittaker fonksiyonunun sonsuzdaki

davranisi agagidaki bicimdedir:

W, v~y e?

Buna gore dalga fonksiyonunda yer alan Whittaker fonksiyonlarinin asimptotik

WM(LJz(Lj e 43.2.1)
B o4

W,(H,,(sz(ij ezﬁzi(ij e 43.2.2)
B s B\ B

elde edilir. Bu esitlikler denklem (4.3.1.20)’de yerine yazilirsa,

1 1 4x+1

— 314+ —+

2 imf  2imt
k

ifadeleri,

1

L 2 R 43.2.3
\P(x,t)z \/f—l‘ 4 ma]gt (tj e Yol ( )
T —
1
ma,t*

1 1 4x+1
—q—1+—
2 imf  2imt

elde edilir.

4.3.3. Boylandirma Katsayisinin Bulunmasi

Isinim baskinli evren modeli i¢in denklem (4.2.3.2) diizenlendiginde,
1
(P, )= (aotz 7, By dx+ip, (Y0 ® y(O))ﬁ“)y/k,dt] —+5(k—k')  (433.1)

olur. Burada;

1
% 0) a0|B|2 HEIANER (~+Nr T )e,-x(k_k')
aot l//kﬁ l//kv :T E F hl hl —h2 h2 (4332)
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T

v (0 @y )ty = Ll ( j[ j gl =i )+ iy (- o) (4.3.3.3)

Bu esitlikler denklem (4.3.3.1)’de yerine yazilirsa,
TR
. 2y —hy hy e dx
R K K| Qo 7V —hy hy
(‘Pk,‘{lk,):{;) [;J e isx) (4334
= )+ (5 = e

elde edilir. Burada;

(nh —}72+/’~12):$(K—K+)+ ! - (i—ﬁl*j 4.3.3.5)
2imt?

i (s~ ) o (=10 ) = nfa" l (4.3.3.6)
0

Bu durumda denklem (4.3.3.4) yeniden diizenlendiginde,
B (Y[ ) o
(LPk,LPk,)=£’J L [ Lo (emn e | Lo L 2K bt g _ a5k 1)
7 \B)\ B o 2im B B°) ma’ot
m

bulunur.  — oo limitinde sifira gider, geriye asagidaki ifade kalir,

(\Pk,\y,);ﬂ V() (o) (4.33.7)
k r \B)\p") 2m\pB B

Bu sonu¢ Im S ve Imx ' pozitif ve negatif degerlerine bagl olarak degerlendirilir ve

asagidaki sonuglar bulunur:

e ImpB>0 ve Imx >0 igin;

2 .
K= ’k2 ve @ p=_ (4.3.3.7)
ma o m
1 k?
B= e (4.3.3.8)
~2a,
e Impf <0 ve Imx <0 i¢in;
2 .
K=— ’k2 ve @ f=-L (4.3.3.9)
ma o m
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zk?

Be—d o o (4.3.3.10)

N

4.3.4. Akim Yogunlugunun Hesaplanmast
Isinim baskin evren i¢in akim yogunlugu denklem (4.2.4.1) araciligi ile
asagidaki bi¢imde hesaplanir:
I. Akim yogunlugunun sifirine1 (¢ = 0) bileseni:

T = W (" @y )pO W (4.3.4.1)

Bu denklemde gerekli olan ifadeler kullanilirsa dalga fonksiyonunun bilesenleri

cinsinden akim yogunlugunun sifirinci bileseni asagidaki bigimde elde edilir:

2 K K"
0 :ﬂ(Lj ( ! j (j;*l_;jzﬁ*z) (4.3.4.2)

ERVIAVS

Burada dalga fonksiyonunun bilesenlerinin agik ifadeleri asagidaki bigimdedir:

E=1(1+4’”1+ 1 j E=1[1—4" L j (4.3.4.3)

imt  imf 2 imt  imf"

;72=%(—1+4’”1+ 1 )Zﬁl(—l—‘”{ L j (4.3.4.4)

imt  imf imt  imf"

Bu bagintilar kullanilirsa

—ey 1 1 4+l 1 1 4 +1 A+l A+l (de+1)a +1)
hh™t=—|1- Pl +- + T T T+ o 2.2

4 impB 2imt  imfB  LLm m°tf  2imt  2m°tf m°t
. 1 4+l 1 4+l dc+l 4+l (4c+1)dx" +1)
Moh's = —| 1+ ——+——————+ P A + P 2,2

4 imf 2imt  imf PP m mtf  2imt  2m’tf m't

bulunur ve bu esitliklerin fark: alinirsa asagidaki sonuclar elde edilir:

(i —lez/’Nl*z)ZL(K—K*)+L[i— : J (4.3.4.5)

imt
Bu ifadeyi akim yogunlugunun sifirinci bileseninde yerine yazilirsa

J°=ﬂ(i]’(( t*j {L(/(—K*F‘L[i— lﬂ (4.3.4.6)
p)\p imt 2im\ B p

£2

elde edilir. Bu sonu¢ Imf ve Imx ’in pozitif ve negatif degerlerine bagli olarak

degerlendirilir ve asagidaki sonuglar bulunur:
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e Imp>0 ve Imx >0 igin;

ik? ]
=2 f="L (4.3.4.7)
ma; m
2k 1 11
DA (e . (4.3.4.8)
m-a, " a, /2

ik’ i
o=t -_L (4.3.4.9)
ma; m
2k 1 11
= 55— (4.3.4.10)
m-a, ﬂ a, £

II. Akim yogunlugunun birinci( # = 1) bilesent;

1
gl _tqﬁ(],(o) ®y© )ﬂ(mp (4.3.4.11)
a,

Bu denklemde gerekli olan ifadeler kullanilirsa dalga fonksiyonunun bilesenleri

cinsinden akim yogunlugunun birinci bileseni asagidaki bigimde elde edilir:

J - ﬂ[éﬂé} G = ) — ] 434.12)

2
at

Dagla fonksiyonun bilesenleri kullanilirsa

~

1
hy—h =-1 hl—h'=-1  h,=- ko (4.3.4.13)
ma,
bulunur. Bu esitlikler denklem (4.3.4.12)’de yerine yazildiginda asagidaki sonug elde
edilir:
. 4k|B|2 (¢ < 1
J == | (4.3.4.14)
ma o ﬁ ﬂ [E

Bu sonu¢ Im # ve Imxk ’1n pozitif ve negatif degerlerine bagli olarak degerlendirilir ve
asagidaki sonuclar bulunur:
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e Imp>0 ve Imxk >0 igin;

2k 1

J =" (4.3.4.15)
ma’o
t2
e Impf <0 ve Imx <0 i¢in;
2k 1
J' = ]‘; — (4.3.4.16)
ma o tE

4.3.5. Frekans Araliginin Belirlenmesi

Harmonik salinici i¢in tanimlanan denklem (4.2.5.1) ile denklem (4.3.1.9)

karsilastirildiginda,

2 1 2
o= Kl m (43.5.1)
1660 alt 4

bulunur. Harmonik salinici olarak davrana bilmesi igin

3 K1 m?
g +——+—>0 (4.3.5.2)

@ = 2
160> alt 4

kosulunun saglanmasi gerekir. Bu bagitidan asagidaki sonug elde edilir:

2 (k) 3m? kY 2 (k) 3m?
2] 22 <+ =] - (4.3.5.3)
m a, 16 ma, m a, 16

4.3.6. Kuantumlanma Kosulu

Whittaker fonksiyonlarindaki degiskenin alabilecegi tim degerler i¢in

fonksiyonun sinirli olma kosulu asagidaki bigimde verilir:
1
K—,u+E:—n (4.3.6.1)

Bu kosul kullanilarak, Isinim baskin evren modeli i¢in kuantumlanma kosulu elde edilir.

Bunun i¢in x ve u degerleri kullanilirsa pargacigin momentumu i¢in asagidaki kosul

bulunur:
g 2 2 1 1
tik,” =ma, iz—n—— (4.3.6.2)
seklinde elde edilir. Pozitif momentum igin,

ik,’ =—ma§£n+%) (4.3.6.3)
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ve negatif momentum igin,

ik’ = mag(n + éj
4

bulunur. Burada n pozitif tam sayidir.

(4.3.6.4)

4.4. a(t)=e"", BOSLUK BASKIN EVREN MODELINDE SPIN-1 PARCACIGI

4.4.1. Duffin-Kemmer-Petiau Denkleminin C6ziimii

Denklem (4.1.4.11)’de ye alan ¢arpan S _H olur. Ayrica
a

h, —h, = X(t)

tanimina gore denklem (4.1.4.11) asagidaki bigimde yeniden yazilir;

0

2
(820 +HO, + 2+ kze‘””JX(t)
4

Yeni degisken

Ht

n=e

seklinde tanimlanir ve bu degiskenin pargali tiirevleri alinirsa

_ on
on=-He "ot —L=-H
n e ot n
Oyl
ot on

2 2
6_2:H2,7i Ui = H? ,72 0 - _H7i
ot on\ 0on on on

elde edilir. Bu sonuglar denklem (4.4.1.2)’de yerine yazilirsa;

2 2 2
62"_mz_2+kzX(77):O
on° 4H" n H

bulunur. Tekrar yeni bir degisken,

n=ps
seklinde tanimlanir ve bu degiskenin parcali tiirevleri alinirsa,
o 10
on pog
o> RS 0’
on*  p*og’
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(4.4.1.2)

(4.4.1.3)

(4.4.1.4)

(4.4.1.5)

(4.4.1.6)

(4.4.1.7)

(4.4.1.8)



olur. Benzer sekilde elde edilen bu sonuglar denklem (4.4.1.6)’da yerine yazildiginda,

o> m’ 1 K ~
[652 YR i Jx(g)_o (4.4.1.9)

bulunur. Denklem (4.4.1.9) ile denklem (4.2.1.12)’1 karsilagtirildiginda asagida verilen
denkliklerin oldugu goriiliir:

iH 1 m?
TR — =+ [1-— 4.4.1.10
B = & 7 21/ 78 ( )

X(&)=w,(£)= Wo,y(i%e“j 44.1.11)

Bu durumda denklem (4.4.1.1) ve denklem (4.1.4.10b)’daki bilesenlerinin toplaminin ve

farkinin Whittaker fonksiyonu cinsinden degeri

h—h, = Wo’ﬂ(EJ (4.4.1.12)
g
hoah =2 iWM(”] (4.4.1.13)
im 677 p
bulunur. Bu esitlik aralarinda toplandiginda,
o=ty [ 2, 0 (1 (4.4.1.14)
21 N\ pB) im “on T\ P
cikarildiginda,
ho= o, [ 2H, Oy (0 (4.4.1.15)
2 \p) im 877 B
k n
hO :—;77 WO#[EJ (44116)

elde edilir. Bu esitlikler kiimesi, dalga fonksiyonunda yazilirsa;

sl )3
2 W im 877 B

L Ww(ﬁj
¥(x,1)= % ’Z (n j " (4.4.1.17)
ma 7 Wou E

57



bulunur. Bu fonksiyonda bulunan Whittaker fonksiyonunun tiirevi yerine kendi
cinsinden degerinin yazilabilmesi i¢in agagidaki degisken degisimi yapilir:
T e o0 _10

y=—ise
g on ondy oy

QWOH(EJZLQWM(E] (4.4.1.19)
o \p) poy T\p

Denklem (4.3.1.19)’in sag tarafi icin Whittaker fonksiyonlarinin tiirev indirgeme

(4.4.1.18)

bagintis1 kullanilirsa,

Ty, ”(ij - 1{LW0 ”(lj W, ”(EJ} (4.4.1.20)
o \pB) t\28 T\p MV

olur. Bu esitlik her bir bilesen i¢in uygulanirsa asagidaki sonuglar elde edilir:

2 imf3 Np) im B
2 imf3 N\ B) im M\ B

Bu esitlikler, dalga fonksiyonunda yerine yazilirsa,

sl 3)
2 imf N p) im B

ko (1}
m77 0.1 ; N
¥(x,t)= (4.4.1.21)

flo
3
N
3
N
=
VR
|
N—
Q

olur.

4.4.2. Asimptotik Coziim

Denklem (4.4.1.21)’de verilen dalga fonksiyonunun sonsuzdaki davranisi
Whittaker fonksiyonu aracilifi ile belirlenir. Whittaker fonksiyonunun sonsuzdaki

davranisi agsagidaki bigimde verilir:

W, ,(v)=y"e

B4
2
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Buna gore dalga fonksiyonunda yer alan Whittaker fonksiyonlarinin asimptotik

ifadeleri,

(4
M ﬂ ﬂ

olur. Bu nicelikler denklem (4.4.1.21)’deki her bir bilesen icin kullanilirsa, asagidaki

ifadeler elde edilir:

12
2 imﬁn
_k
C mn eiﬁeikx
N2 _ k n
ma,
1 H
—-1-——n
2{ im3 }

4.4.3. Boylandirma Katsayisinin Bulunmasi

(4.4.2.1)

(4.4.2.2)

(4.4.2.3)

Bosluk baskin evren modeli i¢in denklem (4.2.3.2) asagidaki bi¢cimde olur:

(\Pk’\Pk'):I

Burada;

ll//+k(}/(0) RI+I® y(o))//k,dx
n

—+

7,0 @70 4y @ 0,00, gy
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v, (7(0) QI +1 ®7(0))/,k‘ - 25;77[ (ﬂl ﬂj|c| ix(k=k) (4.4.3.2)

(/7k(7(0) ®7(O))ﬂ(l)§”k‘ :2_]’;|C|277eix(kk') (4.433)

Bu esitlikler denklem (4.4.3.1)’ de yerine yazildiginda;

H (1 1) w2k :
(\Pk,wk‘)=|c|2j(2imﬂ[ﬂ* _ZJe (‘ k)dx+ﬁne “ “dtJ:ia(k—k)

elde edilir. # —>oc limitinde 7 — 0 limitine yaklasir. Bu durumda yukaridaki

denklemin ikinci parcasi diiser ve asagidaki sonug elde edilir:

1 1
v, ¥ )=|C +] 4434
(e, )-[cf 2 -2 - 4439

Bu sonu¢ Im S pozitif ve negatif degerlerine bagli olarak degerlendirilir ve asagidaki
sonuclar bulunur:

e Img >0 icin;

(W, )=|cf lm(; ;J 1 (4.43.5)
c:% % (4.4.3.6)

e Imp <0 igin;

(¥, ¥, )=-cf’ lm(; ;J -1 (4.43.7)
c:% % (4.43.8)

4.4.4. Akim Yogunlugunun Hesaplanmast

Denklem (4.2.4.1)’de vektor bozonlart i¢in tanimlanan akim yogunlugunu
ifadesi bosluk baskin evren i¢in yeniden diizenlenir.

I. Akim yogunlugunun sifirine1 (¢ = 0) bileseni:

T = W (" @y )pO W (4.4.4.1)
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Bu denklemde gerekli olan ifadeler kullanilirsa dalga fonksiyonunun bilesenleri

cinsinden akim yogunlugunun sifirinci bileseni asagidaki bigimde elde edilir:
J° =2/l (b —hyh}) (4.44.2)

Burada dalga fonksiyonunun bilesenlerinin agik ifadeleri asagidaki bicimdedir:

. _n
h, _1 1—i77 e pr=L 1+L,7 e (4.4.4.3)
2 imf 2 imf*
.
h, _1 _1_i,7 h, N nle (4.4.4.4)
2 imf 2 imp*
Bu bagintilar kullanilirsa
L1 H H H’ 2H’
hlh] = 1 - 2 % 772 % 2 77
4 imB* imf - m”pp p m
.1 H H H’® 2H*
hohy =— 1= ——n+——n+— 0’ +——— 7
4 imf imfB -~ m” [ p m

bulunur ve bu esitliklerin farki alinirsa asagidaki sonuglar elde edilir:

hhy —h,h; = H n 1* -1 (4.4.4.5)
2im \ B~ B
Hlcl’
J' = L(L— i} n (4.4.4.6)
im \ g p

elde edilir. Bu sonu¢ Im f pozitif ve negatif degerlerine bagh olarak degerlendirilir ve

asagidaki sonuclar bulunur:

e Img >0 icin;

JOZM 1_1), (4.4.4.7)
o

J'=n (4.4.4.8)

e Imf <0 kosulunda J° degeri;
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J'=n (4.4.4.10)
II. Akim yogunlugunun birinci( ¢ = 1) bileseni;
2 * * *
T =2/l n[n; (hy = b))+ hy (B =y ) (4.4.4.11)
Bu denklemde gerekli olan ifadeler kullanilirsa akim yogunlugunun birinci bileseni igin
asagidaki ifade elde edilir:

J'= %|C|2772 (4.4.4.12)

e Img >0 icin;

J'=n (4.4.4.13)
e Imp. <0 i¢in;

J'=-n’ (4.4.4.14)

burada 1 = e dir.

4.4.5. Frekans Araliginin Belirlenmesi
Harmonik salinici i¢in tanimlanan denklem (4.2.5.1) ile denklem (4.4.1.6)

karsilastirildiginda;

o (EY [ m )
e (n)—(Hj +(2Hnj 4.4.5.1)

bulunur. Harmonik salinici olarak davrana bilmesi i¢in

w*(n)= [ijz +(LJ2 >0 (4.4.5.2)

2Hn

kosulunun saglanmasi gerekir. Bu bagintidan asagidaki sonug elde edilir:

-——<—e " <— (4.4.5.3)

4.4.6. Kuantumlanma Kosulu
Whittaker fonksiyonlarindaki degiskenin alabilecegi tim degerler igin

fonksiyonun sinirl olma kosulu asagidaki bi¢cimde verilir:
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1
K‘—/J+5=—I’l (4.4.6.1)
Bu kosul kullanilarak, bosluk baskin evren modeli i¢in kuantumlanma kosulu elde
m 2
edilir. k=0 ve u== 1_(Ej dir. Her iki nicelikte de pargacigin momentumunu

betimleyen bir nicelik olmadig1 i¢in momentumun kuantumlanmasi s6z konusu degildir.

Yukarida verilen x ve u’iin degerleri denklem (4.4.6.1)’de yerine yazildiginda

asagidaki ifade elde edilir:

+ 1—(ﬁj :2(n+l) (4.4.6.2)
H 2

Gortildiigii gibi burada momentumu tanimlayan simge yer almamaktadir.
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5. SONUC ve ONERILER

Cizelge 5.1: Schrodinger evren modeli i¢in elde edilen sonuglar.

Evren Modeli alt)=a,t
0’ 1 )1 m?
Denklem [57 (Z EJ? TJUO)_O
1
- 1 1 2
h(t)==t 2| J1+—- w,, L +—W,, L
imt imp| "\ p) imt p
1 -5 11 2
I 7 N U S I PR (0 e
Coziim 2 imt imf)] "\ pB) imt T\ p
3
R0~ [ 2] k0, pos s
ma, p m a,
1 _r
hl(t)~lt {1+L+;} 2h
2 imt imf
h(0)
Asimptotik ho(t)~ . t% 258 ‘P(x,t)_ A ho([) ok
Cozim o 27| (1)
20
1 - 1 2
hy(t)~—t {—1+.—+. :|e 2p
imt impf
Boylandirma (¥, %, )= [¥p ¥ |-g do, =+5(k-K')
Kosulu
Imf >0 durumu igin; Im S >0 durumu igin,
Boylandirma
_2ao|A|2=_1 A=— o=t o1 L
Katsayisi \2a, a,t ma’o t’
ve Im 3 <0 durumu igin; Im B <0 durumu igin,
Akim
2 _ __1 oIl e p 1
Yogunluklar 2a0|A| =1 A= \/E /= a, t ve s = ma’o t’

Frekans araligi
ve

K. Kosulu

2 2
- 4+%<imt< /4+ 42k2 1
do do k = iiao(n +5]
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Cizelge 5.2: Isinim baskin evren modeli i¢in elde edilen sonuglar.

Evren Modeli 1
alt)=a,t>
2 2 2 1
a—ﬁ 32 m—+kT— U(t)=0
Denklem ot~ 16t 4 aot
1 - 1 4x+1 2
hl(t)z_t ! 1__+ K+ WK/J L +._WK+I/1 L
2 imf 2imt N B) ime B
1
- 1 4x+1 2
h2(l):_l ¢ -+ ’(:+ WK,u L +._WK+1,u i
Coziim imB  2imt B ) imt yij
ko= t ik’ i 1
h t___t 4W - ; =T 5 :i—, :1—
o(t) ma, K’”(ﬂ} ma’o d m =7y
1 Kot
n)=Loihy Ll
imfB  2imt |\ S
Asimptotik ] t h, Ef g
. 1 2 2 | hie
Cozim hz(t):lt " _1+L+4K+1 t T ‘P(x,t)— o
2 imB  2imt |\ S 27 | hyt)
hy(¢)
3 L
ho(t):_ tie?
ma,
Boylandirma (\yk,\ykv): J'qﬂmp —gdo, :ié(k—k')
Kosulu
Imfg >0ve Imx >0, Imp >0 ve Imx >0
Boylandirma Ak : 3 0 o 3
Katsayisi J2a, m”ag a, ma’o
ve Imp <0 ve Imx <0
Al Imp<0 ve Imx<0
1m i¢in Jo__ 2 k2 I%_Lt% i 2% [%
Yogunluklar K’ 2 3 J mao

1 67 2mag

24,

B=

m”a, a,

Frekans aralig1

2 2
m

3m
<—t+
16 2

)

3m?

16

-

Kuantumlanma
Kosulu

Pozitif momentum igin,

ik* = —maé(n + lj
4

Negatif momentum igin,

ik* = mag(n + Ej
4
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Cizelge 5.3: Bosluk baskin evren modeli i¢in elde edilen sonuglar.

Evren Modeli a(t) = el
0’ m> 1 Kk
+—— X(n)=0
Denklem (6772 4H2 772 HZJ (77)
1 2H
hl(ﬂ):_ l+——n Wo,y 71- . Lu 7
2 imf p im p
1 n)| 2H n
L R )
k n iH 1 m’
hy\n)=—n W, | —=| ; k=0, f=t— , u=t—.1-—
o)== °”(ﬂj 2k A NNE
1 H 25
h(n)=—11-——ple
1(77) 2{ imp 77}
Asimptotik ) I (17)
Céziim ho(n)__ n eiﬁ , ‘P(x,t):i ho(n) o
m 2z ho(ﬂ)
h(17)
1 H 35
h(n)==1-1-——nte
2(77) 2{ imp 77} e
Boylandirma (¥, 9, )= [¥p ¥ |-g do, =+5(k-K')
Kosulu
Im/g >0 igin;
Boylandirma C—l m Irf)lﬂ >0 1(;1r:, ,
Katsayisi AN Jo=nveJ =7
ve Im S <0 igin; o
Alam 1 Imf <0 i¢in
Yogunluklar C=— m 0 _ 1 _ 2
% J =nveld n

Frekans araligi
ve

K. Kosulu

—— <<= Momentum siirekli degerler alir.
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SONUCLAR: Cizelge 5.1, cizelge 5.2 ve cizelge 5.3’den asagidaki sonuglar elde edilir:

1.

Ele alinan her {i¢ evren modeli i¢in ¢6ziimler Whittaker fonksiyonlari cinsinden
ifade edilebilmektedir.
Schrédinger evren modelini betimleyen 6l¢ek ¢arpani ile 1s1n1m baskin evren
modelindeki d6l¢ek ¢arpani arasinda
as(t)=--a,’(0)
ay

seklinde bir iligki vardir.

. Schrodinger evren modelindeki 6l¢ek ¢arpaninin degisim hizi sabittir. Buna

karsin 1g1n1m baskin evren modelindeki 6l¢ek ¢arpanin degisim hizi zamanla
azalmaktadir. Oysa bosluk baskin evren modelini betimleyen dlgek carpanin
degisim hizi zamanla artmaktadir:

dag da,

da
=a0’ S=Hth

—_ 2 — ao
dt dt 2t dt

Tartisilan her iic evren modeli i¢in elde edilen dalga fonksiyonlarinin birinci ve
ikinci bilesenleri pargacigin momentumunu gosteren & ‘dan bagimsizken
sifirinct bilesenleri & ’ye bagli olarak gelmektedir.
Schrédinger evren modelini betimleyen dalga fonksiyonun boylandirma katsayisi
yalnizca evrenin Olgek carpaninin katsayisina baglidir. Oysa 151nim baskin evren
modelindeki boylandirma katsayisi evren 6l¢ek carpanin katsayisina bagli oldugu
gibi ayn1 zamanda pargacigin durgun kiitle enerjisi ve momentumuna da baglhdir.
Oysa bosluk baskin evren modelini betimleyen dalga fonksiyonundaki
boylandirma katsayisi evrenin dzelliginden bagimsiz olup yalnizca pargacigin
durgun kiitle enerjisine ve momentumuna baglidir.
Schrédinger ve 1smim baskin evren modellerinde pargacigin momentumu
kuantumlanmaktadir. Buna karsin bosluk baskin evren modelinde ise parcacigin
momentumu  kuantumlanamamaktadir. Isimim baskin  evren modelinde
Schrodinger evren modelinden farkli olarak kuantumlanan momentum evrenin
acilim katsayisina bagli oldugu gibi pargacigin durgun kiitle enerjisine de

baglidir.
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7. Her li¢ modelde akim yogunun sifirinci bileseninin isareti f ve & ’in isaret
degisimine bagl olarak degismezken akim yogunlugunun birinci bileseni ise S

ve x ' isaret degisimine bagl olarak isaret degistirmektedir.

ONERILER:

1. Madde baskin evren modelini betimleyen metrik icin DKP denklemi ¢oziilerek
spin—1 pargacigin (1+1) boyutlu egri uzay-zamandaki davranis1 hakkinda bilgi
edinilebilmesi i¢in bu ¢alisma Onciiliik edecektir.

2. Bu galisma baska evren modellerini betimleyen metrikler icin DKP denkleminin
coziilebilecegini gostermektedir.

3. Bu calismanin ayrica (1+2) boyutlu egri uzay-zamanlarda yapilacak ¢alismalara

da temel olusturacag diisiiniilmektedir.
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