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0z

Bu tezde, diferansiyel denklemin ve her iki smir kosulunun spektral
parametre igerdigi smr deger probleminin Ozfonksiyonlar sisteminin L, (0,1)
(1< p<o) uzaynda tabanlikla bagh 6zellikleri verilmistir. Bunun igin 6ncelikle,

Ozfonksiyonlarin salinim 6zellikleri kanitlanmig, 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar i¢in

asimptotik formiiller elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel operatdr, 6zdeger ve 6zfonksiyon, salinim,

biortogonal ve minimal sistem, taban.



ABSTRACT

In this thesis, the basis properties in the space L, (0,1) (1 <p <oo) of the

system of eigenfunctions of spectral problem for ordinary differential operator of
second order with the spectral parameter in the equation and in both boundary
conditions is investigated. At first, the oscillation properties of eigenfunctions are
established and the asymptotic formulas are derived for eigenvalues and

eigenfunctions.

Keywords: Differential operator, eigenvalue and eigenfunction, oscillation,

biorthogonal and minimal system, basis.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

{1, 2,3, } dogal sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi

R ’nin kendisiyle n kez kartezyen carpimi

Kompleks sayilar kiimesi
k=1,2,..n

{f:[a,b] > R:f,[a,b] desiireklidir }

{f :[a,b] — R:[a,b] da f in n mertebeden tiirevi siireklidir }

Karakteristik determinant

U matrisinin ranki
U matrisinin determinanti
Birim operator

Wronskiyen

a+a,+..+a,

{f ::[‘f (x)‘pdx<oo}

z kompleks sayisinin eslenigi

f ile g vektorlerinin bulunduklari uzayda i¢ ¢arpimi
Uc noktalar1 0 ve 1 olan agik aralik

Ug noktalar1 a ve b olan yar1 agik aralik

I, x>0ise,
0, x=0ise,
-1, x<O0ise.

Landau semboli

k=1,2,..,n
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1.GIRIS

Lineer diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde diferansiyel denklemin ve
siir kosullarinin spektral parametreyle bagli oldugu problemler, bu teorinin 6nemli
bir sinifin1 olusturur. Lineer diferansiyel operatdrlerin spektral teorisinin dnemli
problemlerinden bazilar1 asagidaki gibi siralanabilir:

1) Spektral problemin 6zdegerlerinin varliginin ispatlanmasi ve onlarin bazi

ozelliklerinin incelenmesi ( 6zdegerlerin reelligi, basitligi v.s.).

2) Spektral problemin 6zfonksiyonlarinin salinim 6zelliklerinin ispatlanmasi.

3) Spektral problemin 06zdegerlerinin  ve 6zfonksiyonlerinin  asimptotik
formiillerinin elde edilmesi.

4) Spektral problemin 6zfonksiyonlarinin farkli uzaylarda tabanlik 6zelliklerinin
arastirilmasi.

Bu teorinin temelleri gegen yiizyilin baslarinda verilmistir. Son yillarda bu
teorinin 6nemli bir kismini, denklemin ve sinir kosullarinin ayni spektral parametreyi
icerdigi smir deger probleminin kok fonksiyonlarmin farkli fonksiyonel uzaylarda
tabanlik 6zelliklerinin incelenmesi olusturur.

Bu tez ¢alismasinin esas amaci,

—y"+q(x)y=Ny, 0<x<l (1.1)
(ao)‘+bo)J’(O):(Co)‘""do)yl(o) (1.2)
(aX+b)y(1)=(cA+4d,)y'(1) (1.3)

spektral probleminin,
a) spektrumunun incelenmesi (6zdegerlerin reelligi, basitligi v.s.),
b) 6zfonksiyonlariin salinim 6zelliklerinin verilmesi,
¢) Ozdegerlerinin ve Ozfonksiyonlarinin asimptotik formiillerinin elde

edilmesi,

d) ozfonksiyonlar sisteminin L (0,1)(1< p <o) uzaymnda bazi spektral

ozelliklerinin ve bununla bagli olan tabanlik kosullarinin arastirilmasidir.

Burada A spektral parametre, q(x) [0,1] araliginda siirekli ve reel degerli bir

fonksiyon, a,, b,, ¢, d, (k=0,1) belirli reel sayilardir. Arastirmalar,



o, =a,d, —by,c, <0, (1.4)
o,=ad —bc, <0 (1.5)

kosullar1 dahilinde yapilacaktir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Lineer diferansiyel operatorlerin spektral 6zelliklerinin incelenmesi hakkinda
yapilan ilk temel ¢aligmalar [1,2] kaynaklarinda diizenlenmistir. Bu tiir problemlerin
fiziksel uygulamalarina iliskin bazi ¢aligmalar [6-8] makalelerinde yapilmustir.

(1.1)-(1.3) smur deger probleminin spektral o6zelliklerine dair yapilan
calismalar adim adim olgunlastirilmistir. Bu ¢alismalar (1.2)-(1.3) sinir kosullarinin
6zel durumlarinda yapilmistir.

[11,12] makalelerinde, (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin, o, <0 ve o, >0
kosullar1 dahilinde, Ozdegerin dizisinin sayilabilir ve alttan sinirli oldugu,
Ozdegerlerin reelligi ve basitligi gosterilmis, ¢, =0 durumunda Ozdegerler ve

ozfonksiyonlarin sifirlari i¢in asimptotik formiiller elde edilmistir.

[14] makalesinde,
—y"+q(x)y=4%, 0<x<1,
(o + A+, 47) y(0)+y'(0) =0, 2.1)
(ﬂo +BA +,8212>y(1)+y'(1) =0,

sinir  deger probleminin 6zdegerlerinin reelligi ve basitligi ispatlanmus,

Ozfonksiyonlarinin salinim 6zellikleri verilmis, 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin

asimptotik formiilleri elde edilmistir, burada q(x) [O,l] araliginda negatif olmayan
siirekli bir fonksiyon, a,, B (k =0,1, 2) reel sabitler ve

a,<0,a,>0,8,>0, 3, <0,

al|+|ﬂ1|¢0 dir.

[15] makalesinde,

{y"+/1y:0, 0<x<l, 22)
y(1)=0, (a—4)y'(0)+2by(0)=0, ‘
ve,
"+1y=0,0 1,
{y +Ay | <x< 23)
y(O)zO, y (l)zdly(l),

sinir deger problemlerinin 6zfonksiyonlar sisteminin L, (O,l) uzayinda tabanlik

ozellikleri verilmistir, burada a, b ve d pozitif sayilardir.



Belirtelim ki, (2.2) siir deger problemi (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin
q(x)=0(0<x<1), a,=¢,=d,=b,=0, a,=b, ¢,=1 ve d,=a igin; (2.3) sinir
deger problemi (1.1)-(1.3) smir deger probleminin q(x) =0 (0 <x< 1) ,
a,=c,=d,=b =c,=0, a,=d ve d =1 i¢in 6zel durumudur. Ayrica (2.2) sinir
deger problemi i¢in o, =ad >0, o, =0 ve (2.3) smur deger problemi i¢in o, =0,
o,=d >0 d.

[16] makalesinde,

u'—{/'t+P(x) w=0, W'+{/'L+R(x)}u =0, 0<x<1,
(Acosa+a,)u(0)—(Asina+b,)w(0)=0, (2.4)
(AcosB+a, )u(l)—(Asin B+b)w(1)=0,
sinir  deger probleminin 6zdegerlerinin reelligi ve basitligi ispatlanmus,
Ozfonksiyonlarinin salinim 6zellikleri verilmis, 6zdegerlerinin asimptotik formiilleri

elde edilmistir, burada P(x) ve R(x), [0,1] araliginda sirekli reel degerli

fonksiyonlar, a,,b, (k=0,1),a, f reel sabitler, ayrica ——<a< ve

oy
N

Vs r . .
—Eﬁﬂgz, o, =a,sina—b,cosa >0 ve o, =a,sin f—b,cos f<0 dir.

[17] makalesinde, (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin, ¢, =0 oldugunda,
Ozfonksiyonlar sisteminin salinim o6zellikleri ve L, (O,l) uzaymda minimalligi

ispatlanmugtir.

[18] makalesinde,
—y"+q(x)y=2y, 0<x<l,
by (0)=d,y'(0), (2.5)
(a,A+b)y(1)=(c,A+d,)y'(1),

smir deger probleminin 6zfonksiyonlar sisteminin L, (0,1) uzayinda minimallik ve
tabanlik 6zellikleri verilmistir, burada q(x) [0,1] araliginda siirekli reel degerli bir
fonksiyon, a,, by, b,, c,, d, ve d, reel sabitlerdir ve,

|bo| +|d,y| %0, o =ad —bc, >0

dir.



Belirtelim ki, (2.5) sinir deger problemi (1.1)-(1.3) simir deger probleminin
a, = c, =0 i¢in 6zel bir halidir ve 6, =0, o, = o dur.

[19,20] makalelerinde (1.1)-(1.3) smir deger probleminin, o, <0 ve o, >0
kosullar1 dahilinde, 6zdegerinin ve 6zfonksiyonlarinin spektral 6zellikleri incelenmis
ve bu problemin 6zfonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1< p <o) uzayinda minimallik
ve tabanlik kosullar1 verilmistir. Ayrica bu ¢alismalar c,c, =0 ve ¢,c, #0 olan tiim

durumlar gozetilerek yapilmstir.

[21] makalesinde,

—y"+q(x)y=/1y, 0<x<l,
¥(0)cos f="(0)sin 3, (2.6)

M),

»(1)

simir deger probleminin 6zfonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1< P <oo) uzayinda

minimalligi ve bazi tabanlikla bagl oOzellikleri verilmis, p=2 durumunda
Ozfonksiyonlar  sisteminin  trigonometrik  sistemlere = karesel  yakinsakligi
ispatlanmistir, burada 0 f <7z ve h(/l) Nevanlinna tipinde rasyonel bir
fonksiyondur.

[22] makalesinde,

Y'+Ay=0, 0<x<l,
y(0)=0, 2.7)
y'(0)=dAy(1)=0, d>0.

sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1 <p< oo) uzayinda

tabanlikla bagl 6zellikleri verilmistir.



3. MATERYAL ve METOT

3.1. LINEER DIFERANSIYEL OPERATOR

Tanmm 3.1.1 [1]. p, e C[a,b], j =0,n ve 1 e C[a,b] olmak iizere,

0

[:C" [a,b]—)C[a,b]

I(J’):po(x)y(")+p] (x)y("_])+...+pn (x)y (3.1)

seklindeki ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. p,, j=0,n fonksiyonlarina

ifadenin katsayilari, n sayisina mertebesi denir.
(3.1) ile tanimli [/ donisimi iyi tanimhdir ve tiirev operatoriiniin

lineerliginden, / donilisiimiiniin lineer bir doniisiim oldugu agike¢a elde edilir.

Belirtelim ki, ileride p,, j=0,n fonksiyonlarina daha fazla kosullar

yiiklenecektir.

Tamm 3.1.2 [1]. U(y),

y(a), y'(a), s y("_l)(a), y(b), y'(b), .y y("—l) (b)
degiskenlerine bagl lineer bir ifade, yani,
n—l1 n—1
U(»)=Y ay" (a)+Y. g™ (b) (3.2)
k=0 k=0

olsun. Burada, ¢, ,f, €R, k=0,n—1 dir. Eger (3.2) seklinde birka¢ tane

U(y), j= 1,m ifadeleri verilmisse,

U,(y)=0, j=Lm (3.3)

J

kosullarma sinir kosullar: denir.

D:{yed")[a,b]: U, (y)=0, jzl,m} (3.4)

kiimesini tanimlayalim. D, c [a,b] uzayinin lineer bir alt uzayidir. Eger (3.3)
kosullart yoksa (veya (3.3) kosullarinin tiim katsayilar1 sifirsa), o zaman
D=c™ [a,b] olur.

Tamm 3.1.3 [1]. l(y) (3.1)ile D (3.4) ile tanimlansin.



L:D—>C[a,b], L(y):l(y)
seklinde  tanmimlanan L  operatoriine, l( y) diferansiyel ifadesi ve

U, ( y) =0, j =1,m smr kosullartyla tanimlanan bir lineer diferansiyel operator
denir.

Belirtmek gerekir ki, U, (y), J =1,m ifadelerinin her birini bu ifadelerin

2n
katsayillarindan olusmus ve R™ wuzayindan olan (aj,o,...,aj,m, Bgseees ,BLH),

Jj =1,m seklindeki bir vektdrle eslestirebiliriz. Tersine, R*" uzaymndan olan bir
vektorle bir U ( y) lineer ifadesi tanimlayabiliriz. Biz U, ( y), J =1,m ifadelerinin

lineer bagimsiz oldugunu kabul edecegiz. O zaman R uzaymin boyutu 2n
oldugundan, lineer bagimsiz siir kosullarinin sayist en ¢ok 2n olur. Ayrica lineer
bagimsiz sinir kosullarinin sayis1 2z ise bu kosullarin katsayilar matrisinin rank1 2n

olacagindan sinir kosullari,

kosullaria denk olur [1].

3.2. HOMOJEN SINIR DEGER PROBLEMI

Tamm 3.2.1 [1]. L diferansiyel operatérii, /(y) diferansiyel ifadesi ve (3.3)
sinir kosullartyla olusturulsun.
L(y)=0 (3.5)

seklindeki bir probleme homojen sinir deger problemi denir. Bu problem daha acik

olarak,

{l(y)zo

U.(y)ZO, j=1m

J
seklinde yazilabilir. Agiktir ki, y =0 fonksiyonu (3.5) probleminin ¢6ziimiidiir. Bu

¢Oziime homojen smir deger probleminin agsikar ¢oziimii denir. (3.5) problemini

saglayan her bir fonksiyona bu problemin bir ¢éziimii denir.



Simdi homojen smir deger probleminin (3.3) kosullar1 altinda asikardan farkl

¢Ozlimlerinin varligini arastiralim.

Vs k=ln I ( y) =0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
olsunlar.  Lineer diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi, / ( y) =0
denkleminin her bir ¢éziimii ve bundan dolay1, homojen sinir deger probleminin her
bir ¢oziimii,

y= chyk
pam

seklindedir. Burada ¢, k =1,_n reel sabitlerdir. Bu ¢6ziim (3.3) sinir kosullarinda

saglatilirsa,
{zckUj(yk)zoa jzlam (36)
k=1
homojen lineer denklemler sistemi elde edilir.
Ul(yl) Ul(yn)
U= : : 3.7

u,(») - U,(n)

matrisinin ranki 7 olsun. O zaman c¢,, k=1,n sabitleri i¢in tam n—r sayida

lineer bagimsiz ¢éziim vardir. Bunlar sinir deger probleminin n—r sayida lineer
bagimsiz ¢oziimiine uygundur. Boylece su sonuglara varilabilir [1]:

1. r<n ise ve yalniz bdyle ise (3.5) probleminin asikardan farkli ¢oziimii
vardir.

2. m<n ise, (3.5) probleminin agikardan farkli ¢6ziimii vardir.

3. n=m ise (3.5) probleminin agikardan farkli ¢6ziimiiniin olmas1 i¢in gerek
ve yeter sart detU =0 olmasidir.

U matrisinin rankina, sinir deger probleminin rank: denir.



3.3. ESLENIK DIFERANSIYEL iFADE

1(y)=p, (x)y(") +p (x)y(”fl) +..4+p,(x)y diferansiyel ifadesinin p, (x)
katsayilari, p, € ct" ) [a,b], k=0,n kosullarini saglasinlar. y,z e c [a,b] keyfi

iki fonksiyon olsun. k kez kismi integrasyon ile,

b

ipn_k 2y Wdx = {pn_ﬁy("” ~(pz) Pt () (pz) y} =

(3.8)
elde ederiz. (3.8)’de k=n,n—1,..,1,0 alip elde edilen denklemleri taraf tarafa
toplarsak,

b _ b
[1(y)zde=P(n,$)+ [yl (z)dx (3.9)

elde ederiz, burada,

— \() — \(»)

I'(z)=(-1) (poz) -1-(—1)"_1 (plz)

+otpz (3.10)
ve P(U,C),
n=((a).y ()ses " (@), 3 (8), 5 (B) sy (8))

¢ =(z(a).2'(a)ors 2" (a).2(b).2' (). 2" (b))

degiskenlerine bagl bilineer bir ifadedir [1].
Tamm 3.3.1 [1]. (3.10) ile tanimh l*(z) ifadesine, I(y) diferansiyel

ifadesinin eslenigi, (3.9) formiiliine Lagrange formiilii denir.
b pa—
I I (Z) ydx

ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa,

b

J-l* (Z);dx :Q(n,§)+j.zl(_y)dx

a



seklinde bir esitlik elde ederiz. Bdylece /(y), I'(z)’nin eslenigi olur. Yani,

I"(y)=1(y) dir [1].

Eslenik ifadenin (3.10) tanimindan, hemen,

*

(L+L) =4 +1, (3.11)
(M) =" (3.12)
elde edilir [1].
Eger, I" =1 ise I(y) ye dzeslenik diferansiyel ifade denir.
(3.11) ve (3.12)’den su sonuglara varilir [1]:
1. Aym tanim kiimesine sahip 6zeslenik diferansiyel ifadelerin toplami da
Ozesleniktir.
2. Ozeslenik bir diferansiyel ifadenin bir reel say1yla carpimi da 6zesleniktir.

Asagidaki teorem 6zeslenik bir diferansiyel ifadenin en genel seklini verir:

Teorem 3.3.1 [1]. Herhangi bir 6zeslenik diferansiyel ifade,

L) = ()" ()= i) ()|

seklindeki 6zeslenik diferansiyel ifadelerin toplamidir. Burada p, [a,b] araliginda
reel degerli bir fonksiyondur.
ispat [1]: y,zeC" [a,b] olmak iizere,

b

— b —
jle (y)zdx, JIZU_I (y)zdx

integrallerine ayri ayr1 kismi integrasyon uygulanarak, 1, (y) ve 1, ()

ifadelerinin 6zeslenik diferansiyel ifadeler oldugu elde edilir. Dolayisiyla bunlarin

toplam1 da 6zeslenik bir diferansiyel ifadedir. Tersine,
1(¥)= Py ()" 4, (x) "+t p, (x)
Ozeslenik bir diferansiyel ifade olsun. Biz, l( y) ‘nin 1, ( y) ve 1, , ( y) seklindeki

ifadelerin toplam1 seklinde yazilabilecegini gosterecegiz. Tanimdan [/ ( y) ‘nin

eslenik ifadesini,

10



% n{— (Vl) n-1(— (n—l) R
F(n)=(0)"(py) +(1)"(py)  +etpy=
_ (_l)n p_oy(n) l:(_l)nl np_o + (_l)nfl ;1:| y(nfl)
seklinde yazabiliriz. / 6zeslenik oldugundan, 6zellikle,
po=(-1)"p, (3.13)
yazilir.
Simdi n=2u 1ise, p, :p_o yazilir ki bu p,’m yalmz reel degerler aldigini
gosterir. Eger /() den,

(v) )(”) (n)

Ly (»)=(py") " ="+ (u=1)p, 5"+

Ozeslenik ifadesini cikartirsak, (n —1). mertebeden / ( y) —1, ( y) 0zeslenik
diferansiyel ifadesini elde ederiz.
Eger n=2u—1 1se (3.13)’den p, = —p_o elde edilir. Buradan p, =ip yazilir.

Burada p, yalnizca reel degerler alan bir fonksiyondur.
R e e Al
Ly (y)—E[( oy D) (i) | =

gl
= oy s up, Y

0zeslenik ifadesini / ( y) ’den ¢ikartirsak, (n—l). mertebeden / ( y)—l2 ﬂ_l( y)

0zeslenik diferansiyel ifadesini elde ederiz.

Bu tartisma diferansiyel ifadeye ardisik olarak uygulanirsa, geriye sifirinci

mertebeden /; ( y) = ];y seklinde 6zeslenik bir diferansiyel ifade elde edilir. Burada

p , yalnizca reel degerler alan bir fonksiyondur. Bdylece teorem ispatlanir.

(3.13) esitligi bize reel katsayili 6zeslenik bir diferansiyel ifadenin genel
seklini vermek i¢in yol gosterir:
Sonuc [1]: Reel katsayili bir 6zeslenik diferansiyel ifade,
(#) -
1(y)=(p") " +(p"?)

(u-1)

+...+(pﬂ_1y')' +Dp,y

seklinde yazilabilir. Burada p,, k=0, reel degerli fonksiyonlardir.
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3.4. ESLENIK SINIR KOSULLARI ve ESLENIK DIFERANSIYEL
OPERATOR

U (), j=1m lineer bagimsiz ifadeleri verilsin. Burada m<2n dir.

Lineer uzaylar teorisinden bilindigi gibi bu ifadeleri, 2n sayida lineer bagimsiz

ifadeye tamamlayabiliriz. Bu ifadeleri (3.9) Lagrange formiiliinde yazarsak,

b

J.l(y);dx =U, (y)VZn (Z)+U2 (y)VZH_1 (Z)+...+U2n (y)V1 (Z)+j.ymdx (3.14)

a

esitligini elde ederiz. Yani P(7,¢) ifadesinin katsayilart U, (y), j=1,2n dir.

Simdi Vj(z), j =1,2n ifadelerinin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in,

P(n,8)=B,(n.5)-P,(n.£) (3.15)
yazalim. Burada ,P,(7,{) ve P, (7,{) sirasiyla, 9,9 e " 22 2

fonksiyonlarinin x=a ve x =», noktalarindaki degerlerini igerir. (3.8) esitliginden

P(n,é’ ) ‘nin 2n boyutlu matrisini,

A, O 3.16
o A (3.16)

seklinde elde ederiz. Burada, A, ve A, sirasiyla, P,(7,{) ve P,(,¢) ifadelerinin

matrisleridir. © ise 7 boyutlu sifir matristir. Ozellikle A, ve A,,
n—1
(=) p,

Dy 0
seklindedir. Burada p,, A, ve A, icin sirasiyla, x=a ve x=», noktalarinda

degerlenmistir. A, ve A, matrislerinin determinantlar1 sifir olmadigindan, (3.16)

matrisinin determinanti da sifir olmaz. Fakat bu matris v, (z), j =1,2n ifadelerinin

de katsayilar matrisidir. Yani, V, ( y), j =1,2n ifadeleri lineer bagimsizdir [1].

Tamm 3.4.1 [1].

12



V.(z)=0, j=12n-m (3.17)
sinir kosullarina (ve bunlara denk tiim sinir kosullarina),
U,(y)=0, j=Lm (3.18)
sinir kosullarinin eslenik simir kosullar: denir.  Eger, (3.17) kosullar1 (3.18)
kosullarina denkse, o zaman (3.17) kosullarina ozeslenik sinir kosullar: denir.

L, I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.18) smir kosullartyla belirlensin. /" (z)

eslenik diferansiyel ifadesi ve (3.17) eslenik siir kosullariyla belirlen operatore,

L ’nin eglenik operatorii denir ve L ile gosterilir.

b

(y,z) = J.y;dx

a

isaretlemesini yaparsak, (3.14), (3.17) ve (3.18)’den,

bLyde= byde (3.19)
Jtrzde=]

veya,
(Ly.z)=(y.L'z) (3.20)
yazilir.

Belirtelim ki, eslenik operatorlerin tammindan L, L operatdriiniin eslenigi
olur. Yani, L” =L olur.

Eger, L =L ise L operatdriine ozeslenik operator denir. Bir L
operatoriiniin 6zeslenik operatér olmasi i¢in yalniz ve yalniz 6zeslenik diferansiyel
ifade ve Ozeslenik sinir kosullariyla olusturulmasi gerekir. L Ozeslenik ise (3.20)
esitligi,

(Ly,z)z(y,LZ) (3.21)

seklini alir.

3.5. ESLENIK SINIR DEGER PROBLEMI

13



Tamm 3.5.1 [1]. L', L ’ye eslenik operatdr ise,
Lz=0 (3.22)
homojen sinir deger problemine,
Ly=0 (3.23)
sinir deger probleminin eslenik sinir deger problemi denir.

(3.22) problemi daha agik sekilde,
I'(z)=0
( ) - (3.24)
Vj(z):O, j=L2n—-m

olarak yazilabilir.
Simdi amacimiz eslenik sinir deger problemlerinin ranklar1 arasinda bir iligki

elde etmektir.
z,, k= I,_n I (z) =0 denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleri ve ', (3.22)
probleminin ranki olsun. O zaman bu problemin tam n—7' sayida lineer bagimsiz

¢Ozlimii vardir.

Ote yandan y, (3.23) probleminin keyfi bir ¢oziimiiyse, (3.14) Lagrange
formiiliiniin ~ sol tarafi, z=z,, kzl,_n fonksiyonlart i¢in  sifir  olur.

U,(y)=0, j=1,m oldugundan (3.14)’ten,

J

(U, (D)W (20) 404U, (9)V1(2,) =0, k=1n (3.25)
homojen denklemler sistemini elde ederiz. Eger (3.23) probleminin ranki r» ise,
(3.25) sisteminin en azindan n—r sayida lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir. Bu yiizden
(3.22) probleminin ranki »', 2n—m-— (n - r) =n—m+r sayisindan biiylik degildir.
Yani,

rr<n-m+r (3.26)
dir. Hatirlatahm ki, (3.22) ve (3.23) problemleri karsilikli eslenik oldugundan,

ranklarin rolleri degistirilirse,
r< n—(2n—m)+r/
ve dolayisiyla,

r<m—n+r (3.27)
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elde edilir. Sonugta (3.26) ve (3.27)’den,
F=n-m+r (3.28)

bulunur [1].

Boylece agagidaki sonuglara varabiliriz [1]:

1. Bir homojen siir deger probleminde, siir kosullarinin sayisi diferansiyel
ifadenin mertebesine esitse, bu problemin ranki esleniginin rankina esittir.

2. Bir homojen sinir deger probleminde, sinir kosullarinin sayis1 diferansiyel
ifadenin mertebesine esitse ve bu problemin yalnizca asikar ¢éziimii varsa, bu

problemin esleniginin de yalnizca agikar ¢6ziimii vardir.

3.6. LINEER DIFERANSIYEL OPERATORUN OZDEGERLERI ve
OZFONKSIYONLARI

Tamm 3.6.1 [1]. A € C bir parametre olsun. Eger,
L(y):/iy (3.29)
denklemini saglayan asikardan farkli bir y ¢Oziimii varsa, A parametresine L
operatdriiniin bir 6zdegeri, y fonksiyonuna da A ’ya uygun bir ézfonksiyon denir.

Tanimdan agik¢a denilebilir ki, bir L operatoriiniin 6zdegerleri A

parametresinin dyle degerleridir ki,
I(y)=Ay, U,(y)=0, j=1m (3.30)

homojen siir deger problemi asikar olmayan ¢oziime sahiptir. Her bir agikardan

farkli ¢6ziim ise, A ’ya uygun bir 6zfonksiyondur.

Ayni A 6zdegerine uygun 6zfonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu da A ’ya
uygun bir ozfonksiyondur. O halde, L(y,)=Ay, ve L(y,)=2y, Iise,
L(ey, +¢,v,)=A(cy, +¢,y,) dir. Burada ¢, ve ¢, keyfi sabitlerdir.

l( y) = Ay diferansiyel denklemi, verilen bir A parametresi i¢in #’den ¢ok

lineer bagimsiz ¢éziime sahip degildir. O halde ayn1 4 6zdegerine uygun tiim lineer

bagimsiz Ozfonksiyonlar sistemi, / ( y)=ﬂ,y diferansiyel denkleminin lineer

bagimsiz ¢oziimlerinin gerdigi uzaydan, boyutu »’den biiylik olmayan bir alt uzay
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ayirir. Bu uzayin boyutu, verilen 4 6zdegeri i¢in (3.30) probleminin lineer bagimsiz
¢Oziimlerinin sayisidir. Bu sayiya A 6zdegerinin geometrik kati denir.
Simdi verilen bir A parametresi i¢in, (3.30) probleminin agikardan farkli

¢Oziimlerinin varligini arastiralim.
Vy (x, /1), k=1n fonksiyonlari, l( y) = Ay diferansiyel denkleminin,

0, k=j

U (@, 2) = k,i=1 331
v a,2) {1’ ko Fd=b (3.31)

baslangi¢ kosullarin1 saglayan c¢oziimlerinin temel bir sistemi olsun. Lineer

diferansiyel denklemler teorisinden belirtelim ki, [a,b] araliginda sabitlenmis her bir

x degeri igin, y, (x,/I), k=1,n fonksiyonlari, A ’nin analitik fonksiyonlaridir.

Boliim 3.2°nin sonuglarina gore, (3.30) probleminin asikardan farkli bir ¢6ziimiiniin

olmasi icin gerek ve yeter sart,

Ul(yl) Ul(.yn)

U= . :
U,(») = U, ()
matrisinin » rankinin 7z’den kiigiik olmasidir. Ayrica belirtmek gerekir ki, U
matrisinin  tim karesel alt matrislerinin determinantlari, A’nin analitik
fonksiyonlaridir [1].

Bu bilgiler 1s181nda asagidaki sonuglar verilebilir [1]:

1. U ’nun, derecesi n olan tiim alt matrislerinin determinantlar1 6zdes olarak
sifirsa, A parametresinin her bir degeri 6zdeger olur.

2. U ’nun, derecesi n olan en az bir alt matrisinin determinant1 6zdes olarak
sifir  olmasin. Bu durumda A’nin, U matrisinin derecesi n olan tim alt
matrislerinin determinantlarini sifir yapan degerlerinin her biri 6zdegerdir.

Boylece L operatoriiniin 6zdegerleri igin olast iki durum mevcuttur [1]:

a) Her bir A sayis1 L operatoriiniin 6zdegeridir.

b) L operatorii en fazla sayilabilir sayida 6zdegere sahiptir ve bu 6zdegerler
sonlu y1gilma noktalarina sahip degildir.

m =n durumu ayrica incelenmesi gereken bir durumdur.
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Ul(y]) Ul(yn)
A(A)=| (3.32)
Un(yl) U’l(y")

ile tanimli determinanta, L operatoriiniin karakteristik determinanti denir.

Yukaridaki tartismadan bu determinantin, A’nin analitik fonksiyonu oldugu
sOylenebilir. A(/l) icin agagidaki sonuglar verilebilir [1]:
1. L operatriiniin dzdegerleri, A(A)’mn sifirlardir.  A(A) 6zdes olarak

stfirsa, her bir 4 sayist L operatoriiniin 6zdegeridir.

2. A(/l) 0zdes olarak sifir degilse, L operatorii en fazla sayilabilir sayida
ozdegere sahiptir ve bu 6zdegerler sonlu y1gilma noktalarina sahip degildir. Ustelik
bu 6zdegerler , A(/”L) ‘nin sifirlaridir.

Eger A(A)’nin hig sifir yoksa, L operatoriiniin de hi¢ 6zdegeri yoktur.

3. Eger 4,, A(l) ‘nin v kath sifirtysa, o zaman A "1 geometrik kat1 v ’den
biiyiik degildir.

Ispat [1]: r, A(ﬂo) determinantina karsilik gelen matrisin ranki olsun. O
zaman A, Ozdegerinin geometrik kati n—r olur. Ote yandan determinantlarin
diferansiyellenebilmesine dair verilen kurallara gore, A(/I) ‘nin (n—r—l).
mertebeye kadar tiirevleri, A = 4, noktasinda sifirdir. Ote yandan,

A (2)=0, k=Lo, AY(4)=%0

oldugundan, n—r—1<ov—1 olur ve buradan, »—r <o bulunur.

Ozellikle A, basit sifir ise, o zaman n—-r<1 olur ve n-r>1 de
saglandigindan, n—r =1 elde edilir.

4. Eger 4,, A(/l) ‘nin basit sifirtysa, o zaman A4, ‘in geometrik kati tektir.
Yani A, a bir tek lineer bagimsiz 6zfonksiyon karsilik gelir.

Tanmm 3.6.2 [1]. A4, A(/l) ‘nin basit sifirtysa, 4, 6zdegerine basit 6zdeger

denir.

Ly =0 homojen sinir deger probleminde, diferansiyel ifadenin katsayilar1 ve

belki de sinir kosullarimin katsayilari, A parametresinin analitik fonksiyonlari
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olabilirler. Bu durumda incelenen 6zdeger problemi, (3.29) probleminden daha
geneldir. Yine de, boyle genellestirilmis 6zdeger problemleri icin yukarida elde
edilen sonuclarin tiimii gecerlidir.

Teorem 3.6.1 [1]. A L operatoriiniin geometrik katt p olan bir
0zdegeriyse, AL eslenik operatoriiniin geometrik kati p olan bir 6zdegeridir.
Ispat : L operatorii, /(y) diferansiyel ifadesi ve U,(y)=0, j =1,n sinir

kosullariyla olusturulsun. O zaman L operatdrii, l*(z) diferansiyel ifadesi ve

U,(z)=0, j=1,n smirkosullariyla olusturulur.

A L operatoriiniin geometrik kat1 p olan bir 6zdegeriyse, o zaman, Ly = 1y
probleminin p sayida lineer bagimsiz ¢oziimii vardir. Boliim 3.5.°in sonuglariyla,
Lz=2z eslenik probleminin de p sayida lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir. Buradan,

A parametresinin L operatdriiniin geometrik kati p olan bir 6zdegeri oldugu

anlaslir.
Uyan1 : Teorem3.6.1’in, sadece, siir kosullarinin sayisinin diferansiyel

ifadenin mertebesine esit oldugu durumda gegerli oldugunu belirtelim.

Teorem 3.6.2 [1]. L ve L eslenik operatdrlerinin sirastyla, 4 ve u
0zdegerlerine uygun 6zfonksiyonlar1 A # ; ise, ortogonaldir.

Ispat [1]: y ve z swasiyla, L ve L eslenik operatorlerinin A ve u
ozdegerlerine uygun Ozfonksiyonlar1 olsunlar. O halde, Ly=Ay ve Lz=puz

yazilabilir. Buradan,
(Ly,z)=(Ay,z)=A(y,z)
Ve,
(1L2)= (v, uz) = u(.2)
yazlabilir. (Ly,z)=(y,Lz) oldugundan, A(y,z)=u(y,z) ve buradan da,
(2-1)(y,2)=0
veya,

(»,2)=0
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yazilabilir. Bu da ispat1 bitirir.

Teorem 3.6.2 [1]. Ozeslenik bir operatdriin 6zdegerleri reeldir.

ispat [1]: L Ozeslenik bir operator ise, (Ly,z) = ( y,Lz) yazilir. Ozellikle,

(Ly,y)=(».Ly)

dir. Ayrica, (Ly,y)=(y,Ly) oldugundan (Ly,y) reeldir. Simdi, A L operatoriiniin
bir Ozdegeri; y, bu Ozdegere karsilik gelen bir 6zfonksiyon olsun. Ly=Ay

denkleminden (Ly, y) = /1( v, y) yazilir. ( v, y) >0 ve (Ly, y) reel oldugundan,

_(Ly.y)
47 00)

0zdegeri de reeldir.

Teorem 3.6.1 ve teorem 3.6.2°den su sonu¢ hemen verilir:

Sonug [1]: Bir 6zeslenik diferansiyel operatdriin farkli 6zdegerlerine karsilik
gelen 6zfonksiyonlar1 ortogonaldir.

Ayn1 Ozdegere uygun lineer bagimsiz Ozfonksiyonlardan Schmidt
ortogonallestirme yOntemiyle ortogonal 6zfonksiyonlar elde edebiliriz. Bdylece,
aynt Ozdegere ait olan O6zfonksiyonlarin olusturdugu uzayda ortogonal bir taban

secebiliriz.
3.7. L, UZAYLARI

1
Tamm 3.7.1 [2]. L, (0,1):{f:f‘f(x>“’ dx<oo} kiimesi, fonksiyonlar

0
tizerinde tanimli toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir lineer uzaydir.

(Buradaki integral Lebesque anlaminda integraldir.)

1

I<p<oo ise, L, (0,1) uzayinda ||f||p = if‘f(x)‘p dxr ile tanimli ||||p

0

ifadesi bir normdur. L, (0,1) (1§ p<oo) uzaylr bu norma gore normlu lineer
uzaydir [2].
Teorem 3.7.1 (Riesz-Fischer) [2]. L, (0,1) (1< p <oo) uzay: tamdur.
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3.8. HILBERT UZAYLARINDA TABANLAR

Tamm 3.8.1 [4]. B bir Banach uzayi, {¢j}w bu uzaydaki vektorlerin bir

J=1

dizisi olsun. Eger her bir x € B vektori i¢in,
x=Yc,8, (3.33)
j=1
seklinde tek yolla belirli, B uzayindaki norma goére yakinsak olan bir seri ayrigimi

varsa, {¢j}: dizisine B wuzaymmn bir tabam denir. (3.33) aynsiminda c,

katsayilari, x € B vektoriine bagli lineer fonksiyonellerdir:

¢, =y, (x) (3.34)
Bu tanim bir H Hilbert uzayi i¢in uygulanirsa (3.34) esitligi,
¢, =(xy;) (v, eH;j=12,.) (3.35)

seklinde yazilir. Ayrica x =g, (k =1, 2,...) yazilirsa,

(¢k"/’/) =6, (k,j=12,..)

elde edilir, burada 5;{,- Kronecker deltasidir.

Tamm 3.8.2 [4]. {xf}él ve {a)j}ofjl, H Hilbert uzaymin elemanlarindan
= J=

olusan iki dizi olsun. Eger,
(x.0;)=6, (k.j=12..)
ise, bu dizilere biortogonal diziler denir.

H Hilbert uzayinin {¢f}f1 tabanina biortogonal olan {Wj}w dizisi tek
i

j=
sekilde tanimlidir [4].
(3.33) ve (3.35) esitliklerinden , (j=12,...) vektorlerinin her birine
ortogonal olan herhangi bir f vektoriiniin 6zdes olarak sifir oldugu soOylenir.

Sonugta herhangi bir tabana biortogonal olan dizi, H Hilbert uzayinda tamdir [4].
Teorem 3.8.1 [4]. H Hilbert uzayimnin herhangi bir tabanina biortogonal olan

dizi de bu uzayin bir tabanidir.
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Tanim 3.8.3 [5]. B bir Banach uzayz, {x ]}w 1 bu uzayda bir dizi olsun. Eger,
=
X, & span {xz,x3,...}

X, & Span{xl,xz,...,xk_l,xk+],...} (k = 2,3,...)

o0
ise, {x j} iy dizisine bu uzayda minimal bir dizi denir, burada span{a)l,a)z,...} uzayl,
i

{a)l}w 1 dizisinin B uzayindan gerdigi alt uzaydir.
7 -

Teorem 3.8.2 [5]. B bir Banach uzayi, {xj}ofj

1 bu uzayda bir dizi olsun.
=

{xj}o'o1 dizisinin minimal olmasi icin gerek ve yeter sart bu diziye biortogonal olan
i -

o0
bir {coj} ~ dizisinin var olmasidir.
J=

0

Tanim 3.8.4 [4]. B bir Banach uzay, {g‘j}, ve {f/}w

bu uzayda iki dizi
Jj=1 Jj=1

olsun. Eger,
> 2
2 g =] <o
j=1
ise, bu dizilere karesel yakinsak diziler denir, burada |||| B uzayindaki normdur.

J

Tamm 3.8.5 [4]. B bir Banach uzayi, { g }w 1 bu uzayda bir dizi olsun. Eger,
=

Z ¢,g;=0
J=1
esitligi,

ks 2 2
<3 e[fle | <=
Jj=1

0

esitsizligi oldugunda saglanmiyorsa, { g j} . dizisine @ -lineer bagimsiz dizi denir.
=

Teorem 3.8.3 [5]. Bir Banach uzayinda bir dizi minimal ise, bu dizi o-

lineer bagimsizdir.

Tanmim 3.8.6 [4] (Riesz Tabam). {¢j}%1 dizisi, H Hilbert uzayimin
j=

ortonormal bir tabani, 4 smirli ve tersi olan lineer bir operator olsun. Bu durumda

keyfi bir f € H vektori i¢in,
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A=Y (41.8)8,=2(1.479)9,

J=1 J=1

ayrigimi dogrudur. Sonugta,

F=3(r2)v,

Jj=1

yazilir, burada,
w,=4¢, 1,=4" ¢ (j=12..) (3.36)
dir. Acikea,
()=, (jok=12...)

dir. O halde, eger,
f:icjwj (3.37)
=
ise,
¢, =(f,;(j) (j=1,2,...)
dir. Ustelik c; katsayilar1 (3.37) aynigimuinda tek tiirlii belirlidir.

Boylece her sinirli ve tersi olan lineer operatér H Hilbert uzayinin herhangi

bir ortonormal tabanini bu uzayin baska bir tabanina doniistiiriir. H Hilbert uzayinin

yukaridaki doniisiimle elde edilen {w].}ofj1 tabanina ortonormal bir tabana denk
i e

tabani (veya Riesz tabant) denir.

Teorem 3.8.4 [4] (Bari, N.K.). Asagidakiler denktir:

1) {y/]. }; dizisi, H Hilbert uzayinin bir Riesz tabanidir.

2) {l//j}j;l dizisi, H uzaymin ( 1, g) i¢ carpimina topolojik denk olan uygun bir
( fs g) , 1¢ carpiminin olusturdugu uzayda ortonormal bir tabandir.

3) {l//j}j:l dizisi, H uzaymnda tamdir ve dyle a,, a, pozitif sayilar1 vardir ki,

herhangi bir pozitif » tamsayisi ve herhangi y,, 7,,..., 7, kompleks sayilari i¢in,

2
“zZIW S‘Z‘m”j
J= J=

n
2
SC’IZ‘%“
=
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esitsizligi dogrudur.
4) {y/ ]}w 1 dizisi, H uzayinda tamdir ve onun Gram matrisi,
j=

0

H('//_,- Wi )

Jsk=1

[, dizi uzayinda sinirli ve terslenebilir bir lineer operator iiretir.

5) {W_,-}; dizisi, H uzayinda tamdir, bu diziye biortogonal olan uygun { Z,j}j tam

-1

dizisi vardir ve herhangi bir /' € H vektori igin,

) ®
2 <. 2,
j=1

o 2
=

<0

(f’lj)

(£:v))

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 3.8.5 [4] (Bari, N.K.). H Hilbert uzayinin {wi}w Riesz tabanina

) j=1
karesel yakinsak olan @ -lineer bagimsiz {gf}dfl dizisi de bu uzaym bir Riesz
i
tabanidir.

Son teoremden sonug olarak asagidaki 6nerme verilebilir [4]:

H Hilbert uzaymin o -lineer bagimsiz { Z}}w 1 dizisi bu uzayn ortonormal bir
if e

tabanina karesel yakinsak ise, bu dizi H uzayinda bir tabandir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1. (1.1)-(1.3) SINIR DEGER PROBLEMININ OZDEGERLERININ BAZI
OZELLIKLERI

Lemma 4.1.1. ¢, #0 olmak iizere, (1.4)-(1.5) kosullar1 altinda (1.1)-(1.3)

siir deger probleminin sonlu sayida 6zdegeri harig¢ diger tiim 6zdegerleri reeldir.

Ispat : A, sayist (1.1)-(1.3) smnir deger probleminin reel olmayan bir
ozdegeri, y(x,4,) fonksiyonu ise bu ézdegere uygun ozfonksiyon olsun. ¢(x)
fonksiyonu reel degerli bir fonksiyon ve sinir kosullarinin katsayilar1 reel sayilar
oldugundan 1_0 sayist (1.1)-(1.3) smir deger probleminin 06zdegeri,
y(x,/I_o)Ey(x—,iO) fonksiyonu ise bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon olur. Bdylece
(1.1)’den,

—y"(x,/'to)Jrq(x)y(x,/?,o)=/10y(x,/10)
=" (3.2) +q (%) y(x.2) = Ay (2.4

yazilabilir. Son iki esitlikten ilkini y(x, /10) fonksiyonuna ikincisini ise y(x,ﬂo)

fonksiyonuna carpip taraf tarafa ¢ikartirsak, kolayca,

%{y'(x, 2o )y (3,25 ) = ¥ (2,2, )y (%, 2, )} = (/10 —Z)‘y(x, /10)‘2

elde edilir. Bu esitligi x =0 ’dan x =1 e kadar integre edersek,

(L2 )y (1) =y (LAY (1 40)} = {37 (0, 4 )(0, ) = (0.4, )"0, ) =

1 4.1
:(ZO—A_O)J‘y(x,lo)‘zdx D

olur. (1.4)-(1.5) kosullarina gore |co|+|d0|¢0 ve |c1|+|dl|¢0 dir. 4, reel olmayan
sayt oldugundan, c A, +d,#0 ve c¢A4,+d, #0 elde edilir. Demek ki, (1.2)-(1.3)

sinir kosullart A, 6zdegeri igin,

a, A, +b aA, +b
!0: 070 0 0 , !1 — 1770 1 1
y( ) c0/10+d0y( ) () clﬂ,0+d1y()
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bi¢iminde yazilabilir. Son iki esitlikten ve (4.1)’den kolayca,

GO ‘y(oa ﬂ‘o )‘2 Gl ‘y(la 2’0 )‘2 1 2
- = Ao )| 4 4.2
|Coﬂuo ‘+‘do|2 |Clﬁ~o +d1|2 .([‘y(x 0)‘ ) 2

elde edilir.

Re 12> 0 olmak iizere, A =z’ olsun. Belirtelim ki, A parametresinin her bir

degerinde (1.1) denkleminin y = y(x,4) ¢dziimii igin,

[, = e (1 ) (1 ftm )2 1 (43)

esitsizligi dogrudur, burada ¢ A4 ’dan bagimsiz pozitif bir sayidir ve

(] \y<x,z>\2f

Y

=max

¢ 0<x<1

y y(x,i)

b

dir [9].
(1.4)-(1.5) kosullarina ve (4.2), (4.3)’e gore,

2
|0'|(n}a<x y(x, 4 )‘) (| (1.4 2
M OCAN B v
1770 1 1770 1 0
(max |y (e 2)]
2 (1+ ,u0|)2 (1+|Im,u0|)

olur, burada 4, =u," (Rey,20) dir. max|y(x,4,)|#0 oldugundan sonuncu

0<x<1
esitsizlik,
5 2
‘Clﬂo +d, ‘

(1+|et])” (14 Em )

< |<71|c2 (4.4)

biciminde de yazilabilir. Bu esitsizliklerden kolayca elde edilir ki, dyle ¢ pozitif
sayis1 vardir ki, her bir reel olmayan A, 6zdegeri i¢in | ,u0| <c veya bagka bir deyisle
|ﬂo| < esitsizligi dogrudur. Yani, (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin (varsa) reel

olmayan 6zdegerleri P yarigcapl dairede yerlesir. Bu dairedeki 6zdegerlerin sayisi
sonlu olmalidir, ¢iinkii 6zdegerler 4 parametresine gore tam olan bir fonksiyonun
stfirlaridir ve analitik fonksiyonlarin teklik teoremine gére bu fonksiyonlarin sinirl

bir bolgede sonlu sayida sifirlar: vardir.
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Lemma 4.1.2. ¢, #0 olmak iizere, (1.4)-(1.5) kosullar1 altinda (1.1)-(1.3)

sinir deger probleminin 6zdegerleri en fazla sayilabilir sayidadir, bu 6zdegerlerin

sonlu y1gi1lma noktalar1 yoktur ve modiilii yeterince biiyiik 6zdegerler basittir.

Ispat: y(x,1) fonksiyonu (1.1) denkleminin,
w(0,4)=c,A+d,, v'(0,4)=a,A+b, (4.5)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢éziimii olsun. y/(x,/i) fonksiyonu her bir x e [0,1]

icin A parametresinin tam fonksiyonudur. Bu iddia, [2,syf.14]’deki teorem 1.1°¢
tamamen benzer sekilde ispatlanabilir.
(1.1)-(1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri,

(a,A+b)y (LA)—(¢A+d,)y'(LA)=0 (4.6)
denkleminin ¢oziimleridir. Lemma 4.1.1°¢ gore bu denklemin mutlak degerce
yeterince biiylik reel olmayan 6zdegeri yoktur. Demek ki, (4.6) denkleminin sol
tarafindaki tam fonksiyon 6zdes olarak sifir degildir. Buna gore bu denklemin en
fazla sayilabilir sayida kokii vardir ve bu koklerin sonlu yigilma noktalart yoktur.
Lemma 4.1.2’nin ilk kism1 ispatlandi.

Simdi ispat edelim ki, (4.6) denkleminin mutlak degerce yeterince biiyiik
kokleri basittir.

Farzedelim ki, A =A4" (4.6) denkleminin ¢ok kath kokiidiir. Bu durumda,
(a2 +b )w (LA")=(cA" +d,)y'(1,27)=0 (4.7)
olur. Ote yandan A parametresi mutlak degerce yeterince biiyiik oldugunda (4.6)

denklemi,

'//’(1’/1) _ad+h
w(L,A) cd+d,

(4.8)

denklemine denktir.  Gergekten, A’nin biiylik bu degerlerinde c¢A+d, #0
oldugundan 1//(1, /1) # (0 olmalidir. Aksi halde, w (1,/1) =y’ (1,/1) =0 elde edilir. Bu
durumda y (x,4)=0, 0<x<1 olur. Bu ise geliskidir.

Boylece A" (4.8) denkleminin gok katli kokii olur. Yani,

o LA 0 Jad+h
oA lw(LA) || . oalga+d,

A=1 a=1"
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olur. Sonuncu esitlik,

«\ O % «\ O . 0'1'#2(1,,1*)
LA )—v' (LA )-v' (LA ) —yw (LA |=————2 4.9
l//( )aﬂw( ) W( )6/1l//( ) (Clﬂ*+dl)2 ( )

biciminde yazilabilir.
v (x,2), (1.1) denkleminin ¢oziimii oldugundan kolayca,

Lty e A (o) v (e A ()} = (=2 (5. 2 (1)

elde edilir, burada x keyfi bir reel sayidir. Bu esitligi x=0’dan x=1"e kadar
integre edip her iki tarafi gz # A i¢in x— A ile bolersek ve (4.5) baslangi¢ kosullarinm

kullanirsak,

V/'(M)*//(Lﬂ;z:‘/;(l’ﬂ)‘/"(l’”)—ao =iz//(x,z)~//(x,ﬂ)dx

bulunur. Burada z — A iken limite gegersek ve sonugta A= A" yazip (4.9) esitligini

g6z Online alirsak,

(LA7) L .
%:!l//z(x,ﬂ )dx (410)
1 1

Oy

elde ederiz.

Belirtelim ki, A" reel oldugundan (4.3) esitsizligi,

C Sc(l+\/W)||y/||2 .11)

v
bi¢iminde olur.
(4.4) esitsizligini elde ettigimiz yontemi kullanarak (4.10) ve (4.11)’den,

(c|7]+a,)
<o’ (4.12)

(1+ p )2 )

alinz. ¢, #0 oldugundan ‘/1‘ yeterince biiylik oldugunda (4.12) esitsizligi dogru

*

olmaz. Boylece lemma 4.1.2’nin ispat1 tamamlandi.

42. PARAMETREYE BAGLI BIR BASLANGIC DEGER PROBLEMININ
COZUMLERININ  ve (1.1)<(1.3) SINIR DEGER PROBLEMININ
OZFONKSIYONLARININ SALINIM OZELLIKLERI
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(1.1)-(1.3) smir deger probleminin 6zfonksiyonlarinin farkli uzaylarda
tabanligini incelemek i¢in 6nce A parametresine bagli,

—V"+qg(x)y=A4y, 0<x<l
g q( )y g (4.13)
y(0,4)=c,A+d,, ¥'(0,4)=a,A+b,
baslangi¢ deger probleminin y(x, /”L) ¢Oziimiiniin salinim 6zelliklerini bilmek gerekir

[19].

Bu problemle birlikte asagidaki iki sinir deger problemini goz oniine alalim:

{—y"+q(x)y:/1y, 0<x<l1 “.14)
»(0)=0, y'(1)=0

—y"+q(x)y=/1y, 0<x<1
(a,A+by)y(0)=(c,A+d,)y'(0) (4.15)

y(1)=0
(4.14) sinir deger probleminin dzdegerlerini ' (n= 0,1,...) ile gosterelim:

/ / /
Uy <pl <..<p <.

¢, # 0 durumunda negatif olmayan N, tamsayisini,

d
ﬂ/NO—l <-=t<uy (4.16)

)
esitsizligiyle tespit edelim.

[13]’de ispat edilmistir ki, (4.15) sinir deger probleminin 6zdegerleri sonsuz
biiytik { ll’ln}:O:() ( Mo <ty <..<pu, < ) reel say1 dizisi olusturur ve bununla birlikte
asagidaki iddialar dogrudur:

A.  ¢,=0 ise, p, Ozdegerine uygun y,(x) O6zfonksiyonunun (0,1)
araliginda tam » tane sifir1 vardir.

B. ¢, #0 ise, p, Ozdegerine uygun y,(x) Ozfonksiyonunun n<N,

oldugunda (0,1) araliginda tam n tane, n> N, oldugunda (0,1) araliginda tam

o d
n—1 tane sifin vardir.  Bununla birlikte, g’ Nyt << ,u/NO oldugunda

0
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d e d . d .
ty <——L<p, . esitsizligi ve ——2=4', oldugunda ise, ——>=y, ,, esitligi
0 CO 0 CO 0 CO 0
dogrudur.

my(A) ile (4.13) baslangi¢ deger probleminin y(x,1) ¢6ziimiiniin (0,1)

araligindaki sifirlarinin sayisin1 gosterelim.

Lemma 4.2.1 [19]. Asagidaki iddialar dogrudur:

(@) c,=0ve Ae(p,,u,] ise, my(A)=n dir.
(b) ¢, #0, Ae(p, . u,] ve n<N, ise, my(A)=n dir.
(€) ¢,#0, Ae(p, . u,] ve n=N,+2 ise, my(A)=n—1 dir.

d) ¢, =0 Ve/“te(,uNo,—%j ise, my(1)=N,+1 dir.

0
d, . .
() ¢, #0ve Ae|——L, 1, |ise, my(A)=N, dir.
Co
Lemma 4.2.2 [19]. Asagidaki iddialar dogrudur:
y'(1,4)
y(1,2)

@ (-,4), (#,.4,) (n=1,2,...) arahklarmm her birinde, fonksiyonu

A parametresinin kesin azalan fonksiyonudur;

(b) lim YA _

A= y(l,/l)
© fim 2R g, YOA) (n=0,1,...).
A=, -0 y(l’/l) A u,+0 y(l,/l)

Teorem 4.2.1. ¢ =0 oldugunda, (1.1)-(1.3) smur deger probleminin
n=1,2,.. i¢in (g, ,,u,) arah@inda en az bir dzdegeri vardir. A, (1.1)~(1.3) sinir
deger probleminin ( J7HR ,un] araligindaki bir O6zdegeri ise, asagidaki iddialar

dogrudur:

(@) c,=01ise, Ae(u, ,p1,) ve my(A)=n dir.
(b) ¢, #0 ve n< N, ise, Ae(u, . u,) ve my(A)=n dir.

(€) ¢,#0 ve n>N,+2 ise, Ae(p, ., u,) ve my(A)=n—1dir.
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d) ¢, %0 Vele(y%,—%j ise, m,(A)=N,+1 dir.

0

(e) c,#0 ve le{—%,u%“} ise, le{—%,y%ﬂl ve m,(A)=N, dir.

0 0

Ispat : y(x,/I) fonksiyonu (4.13) baslangi¢c deger probleminin ¢dziimii
olsun. Bu durumda (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri,

(a,A+b)y(L,A)=dy'(1,A) (4.17)
denkleminin kokleridir.

A (1.1)-(1.3) smr deger probleminin 6zdegeri oldugunda, y(1,A)#0 dur.
Gergekten, y(1,4)=0 olsaydi (4.17)’den d,»'(1,4)=0 olurdu. Ote yandan
o,=ad <0 oldugundan d,#0 dir. Demek ki, y'(1,A)=0 olmahdir, yani
y(x,4)=0 (0<x<1) olur. y(x,1) ozfonksiyon oldugundan geliski elde edilir.

Boylece (4.17) denklemi,

=P(2) (4.18)

denklemine denktir, burada P(/”t) = M dir.

1

y'(l,/I)

Lemma 4.2.2°ye gore W fonksiyonu (—oo,z4,), (1,1, 4,) (n=12,...)
YL

araliklarinin her birinde kesin azalan fonksiyondur ve

VOA o Y (2)

A T A gy T =0k 49

esitlikleri dogrudur.

P'(ﬂ)z% ve o,=ad <0 oldugundan P(A) fonksiyonu (—o0,o0)

1

araliginda kesin azalan bir fonksiyondur. P (/1) fonksiyonu A parametresinin tiim

degerlerinde siirekli oldugundan ve (4.19) Ilimitlerinden (4.18) denkleminin

(#,,14,) (n=1,2,...) araliklanimin her birinde en az bir kokiinin olduguna
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hiikkmedilebilir. Demek ki, ¢, =0 oldugunda (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin
(#,.,14,) (n=1,2,...) araliklarinmn her birinde en az bir 6zdegeri vardur.

Boylece A sayist (1.1)-(1.3) simir deger probleminin (g, ,x,] (n=1,2,...)
araligindaki bir 6zdegeri ise, lemma 4.2.1°e gore (a)-(e) iddialarinin dogrulugu elde
edilir. Teorem 4.2.1 ispatlandi.

Not 4.2.1.  (1.1)-(1.3) smir deger probleminin (-o,z,) arahginda
Y (1,4)
y(L,2)

fonksiyonlarinin her biri s6z konusu aralikta azalan fonksiyonlardir ve buna gore de

0zdegerlerinin varlig1 hakkinda kesin bir hiikiim verilemez, zira P(/l) ve

(4.18) denkleminin bu aralikta kokleri olabilir de, olmayabilir de. Gergekten,

asagidaki gibi {i¢ sinir deger problemine bakalim:

V'+Ay=0,0<x<I, V'+Ay=0,0<x<I, y'+Ay=0, 0<x<I,
Ap(0)+ 5/ (0)=0, (1), 1Ar(0)+1(0)=0,  (2). 14y(0)+5(0)=0,  (3)
y(l):O, ﬂy(1)+y'(l):O, (l—l)y(1)+y’(1)20.

Kolayca gosterilebilir ki, (1) sinir deger probleminin 6zdegerleri

A=s" (s>0) seklindedir ve burada s,

cots=s

denkleminin herhangi pozitif kokiidiir. Bu denklemin en kiiglik pozitif s, kokii

S, <% esitsizligini saglar, yani (1) smir deger probleminin ilk g, 6zdegeri i¢in

2
0< g1y < [%) esitsizlizi dogrudur.

A =0 sayisinin (2) sinir deger probleminin 6zdegeri oldugu agiktir. Boylece
(2) smir deger probleminin (-, 1) araliginda 6zdegeri vardir.

(3) smur deger probleminin 6zdegerleri de A=17° (r>0) seklindedir ve
burada 7,

cotr =—7°
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denkleminin herhangi pozitif kokiidiir. Bu denklemin en kiiciik pozitif 7, kokii

7, >% esitsizligini saglar, yani (3) smir deger probleminin ilk 4, 6zdegeri icin

2
A =1, > (%) esitsizligi dogrudur. Boylece (3) sinir deger probleminin (—oo, 1)

araliginda 6zdegeri yoktur.

43. (1.1)«(1.3) SINIR DEGER PROBLEMININ OZDEGERLERI ve
OZFONKSIYONLARI ICIN ASIMPTOTIK FORMULLER

n yeterince bilylik dogal sayi, A4 (1.1)-(1.3) smir deger probleminin
(#4,.,,1,) arahigindaki herhangi bir 6zdegeri ve y(x,4,) fonksiyonu bu suur deger
probleminin A, 6zdegerine uygun 6zfonksiyonu olsun.

Bundan sonra her yerde ¢, =0 kabul edecegiz.

Aile a;,A+b,, cA+d, (j=0,1) fonksiyonlarmmn sifirlarmmn olusturdugu

J
ajﬂ,+bj

_cj/’t+d.

kiimenin en biiyiilk elemanmi isaret edelim. P, (/”t) fonksiyonunun

J
(A,0) arahiginda isaretinin sabit oldugu agiktir. p, = lim sgn P, (4) ve N, yle bir

q(x)‘ ve A,=max{A,2c+1} olmak iizere n>N,

dogal say1 olsun ki, ¢=max

0<x<1

oldugunda A4 > A, esitsizligi saglansin.
Bu béliimde her yerde n > ]70 oldugunu varsayacagiz.

0 (x) fonksiyonunu,

n

0, (x)= Arctan y’(x, %)
y'(x.4,)
veya daha acik olarak,
0,(x)=arg{y'(x,4,)+iv(x,4,)} (4.20)

seklinde tanimlayalim.

(1.2) smir kosuluna gore 6, (0) baslangig degerini,
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0,(0) =arctan oty +dy +1—p0 r (4.21)
a,A, +b, 2

bi¢giminde belirtelim.

0 (x) fonksiyonu x’in sifirdan farkli degerlerinde de (4.20) ile verilir ve bu

n

durumda 27 sayisinin kat1 dyle secilir ki, €

n

(x) fonksiyonu (4.21) kosulunu saglar

ve x degiskeninin siirekli bir fonksiyonu olur. y(x,4,) ve y'(x,4,) aym anda sifir

olmadiklarindan bu se¢im miimkiindiir.

Lemma 4.3.1 [11]. 6, (x) fonksiyonu [0,1] araliginda artandir ve,
0, (x)=cos’ 6, (x)+(4,—q(x))sin’ 6, (x) (4.22)
diferansiyel denklemini saglar.

(4.20)’den agiktir ki, 6

n

(x) fonksiyonu y(x,4,) fonksiyonunun sifirlarinda
7 nin kati olur. Ote yandan 0<6,(0)<z oldugundan x degiskeni 0’dan 1’e

arttiginda 6, (x) fonksiyonu ardisik olarak sonlu sayida z,2x,... degerlerini artarak

alr.

X, 4 (kzl,mn) ile y(x,4,) fonksiyonunun (0,1) araligindaki sifirlarim

isaret edelim.
(1.1)-(1.3) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlarinin teorem 4.2.1°de ifade
edilmis salinim 6zelliklerine gore,
m, =n-—sgn |co| (4.23)
olur.

Kolayca goriiliir ki,

0, (1) = arctan alxller ; +7(m, +1) (4.24)

dir.
Lemma 4.3.2 [10,11]. (1.1)-(1.3) smur deger probleminin A (nZ]VO)
0zdegeri i¢in,

en® <A <en’ (4.25)

degerlendirmesi dogrudur, burada ¢, ve ¢, belirli pozitif sabitlerdir.
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Teorem 4.3.1. (1.1)-(1.3) smir deger probleminin 4, 6zdegeri ve uygun

y (x, A, ) ozfonksiyonu igin,

2, =(z(n-0)) +0(1) (4.26)

n

1

2 2y(x,4,)=sgn|c,|cos(n—o)7x+(1-sgn|c,|)sin(n— o) zx + O(n*1 ) (4.27)
asimptotik formiilleri dogrudur, burada
o= %sgn|co| (4.28)

dir.
Ispat : Bu teoremin ispatin1 yapmak igin [19] makalesindeki lemma 2.3’iin
ispatinda izlenen metot kullanilacaktir.

¢, =0 olsun. Budurumda m, =n dir. Ag¢iktir ki,

0,(x,,)=7k (1<k<n) (4.29)

n

dir. (4.22) ve lemma 4.3.2°den,

0, (x) 2
E =1+0
cos’ @, (x)+4,sin’ 0, (x) ’ (n )

elde edilir. Bu esitligi 0’dan x,, ’e kadar integre edersek,

x'nrl 6, (x) dx =x,, (1+0(”72))

{ cos’ 6, (x)+4,sin’ 0, (x)

bulunur. 6, (x) = ¢ degisken degistirmesini yaparsak (4.29)’a gore,

x do ) _
.9;([0) cos’p+ A sin’ @ s (1+ O(” 2 )) (4.30)

elde edilir.
Tamamen benzer yolla,

9’7(1)

d —
J. c052§0+i sinzgo:(l_x”»”)(lJrO(” 2)) (4.31)

n

7z(k+l)

J o5’ (Dfﬁ o (%00~ %, )(140(n?)) 1<k <n-1)  (432)

k

elde edilir.
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1

cos’ p+a’sin’ @

a #0 oldugunda fonksiyonunun ilkel fonksiyonlarindan

biri - arctan (atan @) seklindedir. Buradan,
a

T do 1
=— arctan| /4 tan@ (0)|=
Jatm g fmee
dy\J7, '
———L arctan O\/_" _o| L |- 0(”2)
JA a,A, +Db, A,
elde edilir.
[19]da,
7r(k+1)
do Vd
= 1<k<n-1 4.34
7;[{ cos’ g+ A, sin’ ¢ \/Z ( ) (4.34)
oldugu gosterilmistir.
(4.24)’e gore kolayca,
6’1(1)
9 T vo(n?) (4.35)
J cos’ g+, sin’ @ \/—n
elde edilir.
(4.30) ve (4.33)’1, (4.31) ve (4.35)’1, (4.32) ve (4.34)’1i karsilagtirirsak,
x,,=0(n7) (4.36)
- :T o(n”) (4.37)
V4
Xy i =X _F O(n”) (I1sk<n-1) (4.38)
bulunur.
(4.38)’den,
w(n-1 ~
xnn_xnl: (/1 )+0(l’l 2)
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ve buradan da, \/ZZI’UT-I-O(I’Z_l) veya A =(n7z)2+0(1) bulunur. ¢, =0

oldugunda (4.26) ispat edildi.

¢, # 0 olsun. Bu durumda m, =n—1 dir. Agik sekilde,

0 (xn,k)zfzk (I<k<n-1)

n

olur. Yukarida uygulanan yontemlerle,

VA

d -
6!0) COSZ(D+ZI Sinz(/) =x"’1(1+0(n 2)) (4.39)

(1)

d —
(j_l) cos’ (p+§ sin’ @ B (1 RS )(1 + 0(” ’ )) (4.40)
7(k+1) d¢
| cos’ g+ 4, sin’ g (3 =20 )(140(n7)) 12k <n-2)  @4D)
Tk "
yazilabilir.

p,=1 olsun. O halde, 0<8, (0)<% yazilabilir. Buradan yine ayni

yontemlerle,
T do 7 5
- +0(n 4.42
HnJ(‘O) cos’ g+ A, sin’ ¢ 2\//1_,1 ( ) (442)
6,(1)
do Ve 5
-~ _40(n 4.43
ﬁ(;!.n cos’p+4,sin* o \[2, () (4.43)

ﬂ(k+1)

I do oz
o cos’ g+ 4, sin’ ¢ \/Z
esitlikleri elde edilir.

(4.39) ve (4.42)’y1, (4.40) ve (4.43)’1, (4.41) ve (4.44) 1 karsilastirirsak,

(1<k<n-2) (4.44)

%5 ﬂﬂn +0(n”) (4.45)
1-x,,, = %* o(n™) (4.46)
X =X =i/1+0(n3) (1<k<n-2) (4.47)

buluruz.



(4.47)den,
_rn=2), o(n?) (4.48)

elde edilir. (4.45), (4.46) ve son esitlik kullanilirsa,

1=@+0(n2)

A

n

2
ve buradan da, \[4, = (n —%)7[ + O(nfl) veya A = [(n —%)7[} +0(1) bulunur.

p, =—1 ise (4.42) esitliginin seklinde bir degisiklik olmaz. Bu yiizden

Ozdegerler icin elde edilen son asimptotik formiil bu durum i¢in de gecerlidir.

Boylece (4.26) formiilii tamamen ispatlandi.

v, (x, 1) ve w, (x, 1), u"—q(x)u+ p’u=0 denkleminin,
0,u)=1, y, (0,u)=i
v, (0, 1) V/I'( H)=iu (4.49)
v, (0,)=1, v, (0, 1) =~ip

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri olsunlar.

4 parametresinin yeterince biiyiik degerleri icin,
v, (x,u)=e"" (1+0(;ﬂ)) (j=12) (4.50)
asimptotik formiilleri dogrudur, burada @, = -, =i [1].
y(x,4,) 6zfonksiyonunu,
X H, XA,
reA)=S.l, (Z&iaﬂi{)?uﬂz) U (ngz)(c,utl),)uf) #2D

seklinde arastiracagiz, burada u, = \/ﬂ_n ,
U(w(x,4),2)=(a,d+b,)w (0,2)—(c,A+d, )w'(0,4),

! c, #0 ise
\/Eic 0
S = 10” (4.52)

\/Eiao uw ,

¢, =0 ise
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dir. (4.49)-(4.52) esitlikleri ve pu, = \//l_n = ﬂ(n—a)—i-O(n’l) formili kullanilarak

kolayca,
\/Ecos(n—ljﬂx+0(nl), ¢, # 0 ise
2

x/zsinmrx+0(n’l), ¢, =0 ise

y(x.4,)=

oldugu goriiliir. Boylece (4.27) formiilii ispatlandi.
Teorem 4.3.1 ispatlandi.

4.4. (1.1)-(1.3) SINIR DEGER PROBLEMININ OZEL SECILMIS BIR
OZFONKSIYONLAR  SISTEMININ L (0,1)(I<p<ow)  UZAYINDA

MINIMALLIGI

Teorem 4.2.1°den dolay1, (g, ,,u,)(n=12,..) araliklarmin her birinde

(1.1)-(1.3) smir deger probleminin en az bir 6zdegeri vardir. S6z konusu araliklarin

her birinden (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin herhangi bir 6zdegerini segelim ve

onu 4, (n=1,2,...) ile isaret edelim. Bdylece,
Ay e(p i) (n=1,2,..)
olur. y,(x), (1.1)-(1.3) suur deger probleminin 4, 6zdegerine uygun dzfonksiyonu

olsun.

Varsayalim ki, (—oo,,) araliginda da (1.1)-(1.3) smr deger probleminin
Ozdegerleri vardir (Bkz.: Not 4.2.1). Bu 6zdegerlerden herhangi birini 4, ile, uygun
ozfonksiyonu ise y, (x) ile isaret edelim.

A, ve B, (k=0,1,...) sayilarim asagidaki gibi tanimlayalim [20]:

A = Vi (O)yk (1)

“ (e +d,)d,]

__w (9x ()

B
‘ 0,d,

(A4, ’nin taniminda ¢ 4, +d,, # 0 kabul edilir.)
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Lemma 4.4.1 [20]. Asagidaki iddialar dogrudur:

(_l)k sgn(dodl), Cy = 0 ise,
A =
sgn A, (_1)k+1 Sgn(codl)’ C =0 ve /lk ;é_ﬁ ise,
Co

sen B, =(~1)""'sgn(c,d,) (co #0 ve A, __ 4 isej.

Co

A, (r,s)(r,s=0,1,...; j =1,2) sayilarim1 asagidaki gibi tanimlayalim [20]:

| 5. (00 5,(0) |

cA, +d, c,A +d,

A, (r,s)= (4.53)
5w )
dl dl
6. (0)  »,(0)
A(rs)=| G0 Gkt (4.54)
2) v, (1) », (1)
dl dl

( A/(r,s) nin tanmunda (c A, +d,)(c, A, +d,)#0, A,(r,s)’nin tammnda ise
c A, +d, # 0 kabul edilir.)

Lemma 4.4.2 [20]. » ve s, biri tek digeri ¢ift negatif olmayan herhangi iki

tamsay1 olsun. Bu durumda asagidaki iddialar dogrudur:

(@) (coh, +d,)(coh, +dy)#0 ise, A (r,s)#0 dir;

(b) ¢, 20, 4 _ 4 e A, By ise, A, (r,s)#0 dir.
o =0

||||2 e L, (0,1) uzaymdaki normu  gosterelim. F, (x;l,r,s)
(I,r,s=0,1,..;j=12), 0<x<1 fonksiyonlar1 ve o,;, (/=0,l,..;j=12) sayilari

asagidaki gibi tanimlansin [20]:
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y(x)  x(x) y(x)

»(0)  »(00)  »(0)

F(xlrs)= , 4.55
l(x ' S) ch+d, A +d, A +d, ( )
»(1) oy (1) w(Y)
d] d] d]
v(x)  oy(x)  y(x)
F,(x;0,r,s)= % (0) _coy,'(O) 7, (0) (4.56)
e c A, +d, o, c A, +d, ’
v (1) v, (1) v, (1)
dl dl dl
(0 (1
o=l 22 ) @57
Coly T4y 1
2y"2(0) o2 (1
o, =, == y(; ), 12’ 2( ), (4.58)
0 1

(F (x;0,r,s) nin tamminda (c,4, +d,))(c A, +d, )(cpA +dy)#0, F,(x;l,r,s) nin
tamminda (¢4, +d, )(c, A, +d,)#0, o,,’in tammunda ise ¢,4, +d, # 0 oldugu kabul

edilir.)
Lemma 4.4.3. Asagidaki iddialar dogrudur:
(@) ¢,=0, byd, >0, bd, <0 ve g(x)=0 (0<x<1)ise, o, 0 (/=0,1,...) dur;

(b) ¢, =0, b, =0, bd, <0 ve g(x)=0 (0<x<1)ise, o, #0 (/=0,1,...) dir;
(€) ¢, =0, by=b=0, g(x)=0(0<x<1) ve g(x) dzdes olarak sifir degilse,

o, #0(1=0,1,.) dr;

d ¢, #0, by, <0, ac,>0, bd <0, l,;zr&—ﬁ ve ¢(x)=0 (0<x<I) ise,

o
o, #0 dir;
d, |
(€) ¢, #0,b,=0, ac,>0, bd, <0, 4, #——2 ve q(x)>0 (0<x<1) ise, 0, #0

Co

dir;
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(0 ¢, %0, b=b=0, ac,>0, 4 %0 ¢(x)20 (0sx<1) ve q(x) dzdes
=)

olarak sifir degilse, o, # 0 dir;

@ ¢, 20, ¢d, <0, bd <0, 4, /I g(x)=0 (0<x<1) ise, o,,>0 dir;

Co

(h) ¢,#0, ¢d, <0, =0, 4, __4 , ¢(x)=0 (0<x<1) ve g(x) dzdes olarak
o

sifir degilse, o,, >0 dir.
Ispat : (1.1) diferansiyel denkleminin her iki tarafini y(x, ﬂ) fonksiyonu ile
carpip 0°dan 1’e kadar integre edersek,
1
y(0,4)y'(0,4)-y(1,2)y'(LA)+ Iy'z (x,A)dx+
! 1 (4.59)
+J’q(x)y2 (x,/i)dx = )tjyz (x,/i)dx
0 0

elde edilir.

(a)’nmin kosullar saglansin. ¢, =0 oldugundan (1.2)-(1.3) sinir kosullari,

_4Ath

Y(0)="7(0), ()=

. »(1) (4.60)

kosullarmma denktir, burada o,=q,d,<0 oldugundan d,#0, o,=ad <0

oldugundan d, # 0 dir. (4.59) esitligine (4.60) kosullarini uygularsak, kolayca,

1 b b
AV (x4 abc—ﬁy2 0 +&y2 1}:—0)/2 0)——Ly*(1)+
{20007 = 22 (0)- 20

vt'(i).y’2 (x,/i)dx+.:[q(x)y2 (x,A)dx

elde edilir.  A4,, (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin herhangi bir 6zdegeri, y, (x) bu

0zdegere uygun 6zfonksiyon ise, son esitlik,
) b 1

1
Aoy, = d—Oy,2 (0) —jy,z (1)+J‘y,'2 (x)dx+ jq(x)y,z (x)dx (4.61)
0 1 0 0
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seklinde yazilabilir. (a)’nin kosullarma gore (4.61) esitli§inin sag tarafi pozitif
oldugundan o,; #0 olur. (b) ve (¢) iddialarinin dogrulugu da (4.61)’den kolayca

elde edilir.
(d)’nin kosullar1 saglansin. A # _d oldugunda cyA+d, #0 olacagindan
)
(1.2)-(1.3) smir kosullari,
a,A+b, aA+b
"(0)=—"—"2y(0), y'(1)=—""+—Ly(1 4.62
VO)= e PO (=== () (4.62)
kosullarma denktir. Ote yandan,
aA+b, o h . a,c, A’ + 2bocolz+ b,d, (4.63)
c()ﬂ“+do (CO/I‘FdO) (Col‘i‘do)

esitligini yazabiliriz. (4.59) esitligine (4.62) kosullar1 uygulanir ve (4.63) de goz

Oniine alinirsa, kolayca,

oy’ (0) a4 ayc N+ 2bc A+ byd,
/\ 0 +1 1:00 0~0 0~"0 O_
fy'x CO)\—l—d) d1y<> (COA—i—d)z ()
bl 2 1
——Ly (1)+ x)\dx+ qlx x)\d
0 [ () [ (o) ()

elde edilir. A, (1.1)-(1.3) siur deger probleminin 4 sayisindan farkli herhangi bir
o

dzdegeri, y,(x) fonksiyonu bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon ise, son esitlik,

aoco)\,2 +2b,c N\, +b,d, b
0)—=2+ 1)+
(Co)‘1+do)2 Vi ( ) Vi ()

dl
+ jy,/z (x)dx+ j q(x)y” (x)dx

seklinde yazilir. (d)’nin kosullarina gore (4.64) esitliginin sag tarafi pozitif

/\101,1 =

(4.64)

oldugundan o,, =0 olur. (e) ve (f) iddialarinin dogrulugu da (4.64)’den kolayca
elde edilir.

(g) ’nin kosular1 saglansin. A\ = 4 oldugunda (1.2)-(1.3) sinir kosullari,
G

AT L) (4.65)

¥(0)=0, y(1)==~
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kosullarina denktir. (4.59) esitligine (4.65) kosullarini1 uygularsak, kolayca,

1 1
2 a4 o S| b o,
v (AN dx+—y (1)=——3——"Fy" (1)+ x)\dx+ qlx x)\d
7 a2 0)= S ) [ e[l )
elde edilir. )\1:—ﬂ (1.1)-(1.3) smir deger probleminin Ozdegeri, Y, (x)
)

fonksiyonu bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon ise, son esitlik,

2. 12 1
¢, v, (0
0, :_%()()_d_{__yl +fy, cz’)c—kj(;q()c))/l2 (x)dx} (4.66)

seklinde yazilir. (g)’nin kosullarina gore (4.66) esitliginin sag tarafi pozitif
oldugundan o,, >0 olur. (h) iddiasinin dogrulugu da (4.66) esitliginden kolayca

elde edilir.

Lemma 4.4.3 ispatlandi.

Teorem 4.4.1. r ve s, biri tek digeri ¢ift negatif olmayan iki tamsay1 olsun
ve asagidaki kosullardan biri saglansin:

(@ ¢,=0,0,,=0 (n=0,1,..);

®) =0, ), =-% (1=0,1...), 0, =0:

Co

© ¢, =0, /\l:—ﬁ(IENU{O} belirlibirsayldlr.), l=r,s, 0, =0 (nzl),
0
0,=0;

(d) ¢, =0, A= —ﬂ (l eNU {0} belirli bir Sayldlr.) , I=r, o

Co

=0

n,l

(n =0,1,...n= r,s).
Bu durumda (1.1)-(1.3) smir deger probleminin seg¢ilmis { v, (x)}
(n =0,1,..;n= r,s) Ozfonksiyonlar  sistemi L, (O, 1) (1 <p< oo) uzayinda

minimaldir.

(1.1)-(1.3) smur deger probleminin segilmis {yn (x)} (nzO,l,...;n:tr,s)
ozfonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1 <p< oo) uzaymda minimalligini gdstermek

icin bu sisteme biortogonal olan {un (x)} (n=0,1,..;n=r,s) sisteminin varhgim
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ispatlamak yeter. Biortogonal {un (x)} (n=0,1,..;n=r,s) sisteminin varhg ve
insasi, [20] makalesindeki teorem 4.1 ile tamamen aynidir ve asagidaki gibi verilir:
(a) veya (b) saglansin. O halde,

( ) F (x;n,r,s)
u (x)=——+=.
! A, (r,s)an,l

(c) saglansin. O halde,

[ K (x;n,r,s)
A, (r,s)an,l
F, (x; r,n,s)

——— . n=1 ise
A, (r,s)an’z ’

n=1 ise,

3

u, (x)=

(d) saglansin. O halde,

4.5. (1.1)-(1.3) SINIR DEGER PROBLEMININ OZDEGERLERININ
DAGILIMI ~ ve OZFONKSIYONLAR SISTEMININ L (0,1)(l1< p <o)

UZAYINDA TABANLIK KOSULLARI

¢, =0 oldugunda (1.1)-(1.3) sir deger probleminin (g, ,,4,)(n=0,1,...)
araligindan segilmis A, 6zdegerine uygun y, (x) Ozfonksiyonu i¢in # 'nin yeterince
biiylik degerlerinde,

sinn;zx+0(n"l), ¢, =0 ise,
(4.67)

¥ (x)

B cos(n—ljﬂx—kO(nl), ¢, # 0 ise.
2

asimptotik formiilleri dogrudur (teorem 4.3.1).
[20] makalesindeki smir deger probleminin tiim 06zfonksiyonlarinin

olusturdugu sistemden tek ve ¢ift indisli herhangi iki 6zfonksiyonun atilmasiyla elde

edilen 6zfonksiyonlar sistemi, L,(0,1)(1< p <o) uzaymda taban olusturuyordu

(bkz. [20],teorem 5.1) ve bu hiikiim, secilmis Ozfonksiyonlarin bas kisimlarinin

olusturdugu sistemin L, (0,1) (1< p <) uzayinda taban olmasinin sonucuydu.
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(1.1)-(1.3) smir deger probleminin se¢ilmis { v, (x)}jzo ozfonksiyonlar

sisteminin herhangi tek ve ¢ift indisli elemanlarinin atilmasiyla elde edilen sistem,

L,(0,1) (1< p <o) uzaymnda minimaldir (bkz. teorem 4.4.1), fakat taban degildir.

Zira bu durumda (4.67)’ye gore, {sinnzx}  veya {cos(n —%) ﬂx} sistemlerinin

n=2

her biri L, (0, 1) (1 <p< oo) uzayinda taban olustururdu. Bu ise ¢eligkidir.

Teorem 4.5.1. (1.1)-(1.3) siur deger probleminin segilmis A (n = 0,1,...)
0zdegerlerinden farkli en ¢ok bir reel 6zdegeri vardir.

Ispat: Varsayalim ki, (1.1)-(1.3) smir deger problemininA, (nzO,l,...)
ozdegerlerinden farkli A, ve A" gibi iki reel dzdegeri daha vardir. Bu dzdegerlere

uygun dzfonksiyonlart sirastyla y, (x) ve y*(x) ile isaret edelim.

{ y*(x)} u{ v, (x)}:0 . sistemini géz Oniine alalim. Basitge ispatlanabilir ki

(bkz. teorem 4.4.1), r ve s biri tek digeri ¢ift negatif olmayan herhangi iki tamsay1
olmak iizere {y* (x)} u{yn (x)} (n=0,1,..;n#r,s) sistemi, L (0,1) (1<p<o)

uzayinda minimaldir. Ote yandan (4.67)’ye gére sonuncu sistem ¢, =0 oldugunda

. o . g . 1 . .
{smmzx}n:1 sistemine, ¢, # 0 oldugunda ise, {cos n—o | sistemine karesel

n=1

yakinsaktir. Buradan ve [20] makalesindeki teorem 5.1’in ispatinda kullanilan

yontemden yararlanirsak {y* (x)} U {yn (x)} (n=0,1,..;n#r,s) sisteminin L, (0,1)
(1 <p<o) uzaymnda tabanlifi kolayca ispatlanabilir. Aynt  hiikiimler
{y* (x)} u{yn (x)} (n=0,1,..;n#r,s) sistemi i¢in de gegerlidir.

Uygun biortogonal sistemlerin insa edilmesi yontemine gore (bkz. teorem
4.4.1), {y* (x)}u{yn (x)} (nzO,l,...;n;tr,s) ve {y*(x)}u{yn (x)}

(n =0,1,...n# r,s) sistemlerine  biortogonal olan  sistemler  sirasiyla

{u*(x)}u{un(x)} (n=0,1,..;n#r,s) ve {u(x)}u{un(x)} (n=0,1,..;n#r,s)

bigimindedir. Demek ki,
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Vs (x)z z (y*,un)yn (x)+(y*,u*)y* (x) (4.68)
=0
olur. Ote yandan, (y.,u,)=0(n=0,1,..;n#r,s) dir. Boylece (4.68) esitligi,
v (x) =y’ )y (x)
seklinde olur. Yani, y.(x) ve »(x) fonksiyonlari lineer bagimhidir. Bu ise

celiskidir.
Teorem 4.5.1 ispatlandi.

Sonuc 4.5.1. (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin segilmis A, 6zdegerlerinden
farkli reel 6zdegeri A~ ve bu ozdegere karsilik gelen Ozfonksiyon y° (x) ise,
{y* (x)} U{yn (x)} (n=0,1,..;n#r,s) sistemi L, (0,1) (I<p<ow) uzaymnda
tabandir. (1.1)-(1.3) smur deger probleminin segilmis A, 6zdegerlerinden farkl reel
ozdegeri yoksa {yn (x)} (n=0,1,..;n#r,s) sistemi L (0,1) (1< p <o) uzaymnda

taban degildir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

(1.1)-(1.3) smir deger probleminin spektral ozellikleri i¢in elde edilen
sonuclar agagidaki dort asamada verilmistir:

1) ¢ #0 oldugunda, (1.1)-(1.3) smur deger probleminin mutlak degerce

yeterince biiyliik Ozdegerleri reel ve basittir.  Boylece, (1.1)-(1.3) simir deger
probleminin ancak sonlu sayida reel olmayan 6zdegerlerinin oldugu elde edilir. (bkz.
lemma 4.1.1 ve lemma 4.1.2). Belirtelim ki, bu 6zelliklerin saglanmasindaki en
bliylik pay, (1.1) diferansiyel denkleminin y = y(x,/'t) ¢Oziimi igin (4.3)
esitsizliginin saglanmasidir.

¢, =0 oldugunda, (1.1)-(1.3) smnir deger probleminin reel 6zdegerlerinin

siirsiz artan bir dizisinin varligi ispatlanmistir (bkz. teorem 4.2.1). Bu sonucun

y'(l,/i)
y(l,/i)

ortaya ¢ikmasinda (4.18) denkleminin sol tarafindaki fonksiyonunun lemma

4.2.2°deki ozelliklerinin 6nemli bir pay1 vardir.

2) ¢ =0 oldugunda, (1.1)-(1.3) siur deger probleminin reel dzdegerlerine

uygun Ozfonksiyonlarinin salinim 06zellikleri teorem 4.2.1 ile verilmistir. Bu
ozellikler lemma 4.2.1’in dogal sonuglaridir.

Bir smir deger probleminin 6zfonksiyonlarinin salinim 6zelliklerinin
ispatlanmasi, bu problemin 06zdegerlerinin ve 0Ozfonksiyonlarinin asimptotik
gosterimlerinin elde edilmesi ve Ozfonksiyonlar sisteminin farkli fonksiyonel
uzaylarda tabanlik 6zelliklerinin arastirilmasi i¢in gereklidir.

3) ¢, =0 oldugunda, (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin reel 6zdegerleri ve
uygun O6zfonksiyonlart i¢in teorem 4.3.1 ile asimptotik gosterimler elde edilmistir.
Bu formiillerin elde edilmesinde (4.20) ile tanimh Hn(x) fonksiyonunun ve
0zfonksiyonlarin salinim 6zelliklerinin 6nemli bir pay1 vardir.

Bir smir deger probleminin 6zdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 igin verilen
asimptotik formiiller, 6zdegerlerin dagilimi hakkinda bilgi verir ve 6zfonksiyonlari,

bir fonksiyonel uzayda ozellikleri iyi bilinen fonksiyonlarla karsilagtirmamizi

saglarlar. Ozellikle 6zfonksiyonlarm bir fonksiyonel uzayda 6zellikleri iyi bilinen
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fonksiyonlarla karsilastirilmasi, 0zfonksiyonlarin bu uzayda 6zelliklerinin
(minimallik, ortogonallik, tamlik, tabanlik v.s.) arastirilmasi agisindan énemlidir.

4) ¢, =0 oldugunda, (1.1)-(1.3) smir deger probleminin 6zdegerlerinin
dagilimi teorem 4.5.1 ile ispatlanmug ve Ozfonksiyonlar sisteminin L, (0,1)
(1 <p< oo) uzayinda taban olmasmin kosullar1 verilmistir.  Bdylece ¢, =0
oldugunda, “(1.1)-(1.3) smir deger probleminin secilmis A, (n =0, 1,...)
0zdegerlerinden farkli reel 6zdegeri ya yoktur ya da varsa tektir.” hiikkmiine varilir.

Bu tezde, arastirmanin amacinda belirtilen ana hedeflere sinir kosulundaki c,
sayisinin durumuna gore ulasilmistir. ¢, # 0 oldugunda, 6zdegerlerin spektrumu
(reelligi, basitligi v.s.) hakkinda iki lemma verilmistir (lemma 4.1.1 ve lemma 4.1.2).
¢, =0 oldugunda, reel ozdegerlerin sinirsiz artan bir dizisinin varhigi gosterilip
Ozfonksiyonlarin salinim ozellikleri ispatlanmis, 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar i¢in
asimptotik formiiller elde edilmis ve 6zfonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1 <p< oo)
uzayinda tabanlik kosullar1 verilmistir.

(1.1)-(1.3) smur deger probleminin spektral 6zelliklerinin incelenmesi bazi
problemleri de yaninda getirmistir. Bu problemler agsagidaki gibi siralanabilir:

(a) (1.1)-(1.3) siir deger probleminin reel olmayan 6zdegerleri var midir?

(b) (1.1)-(1.3) smir deger probleminin reel 6zdegerlerinin bazilar1 ¢ok katl
olabilir mi?

(¢) (1.1)-(1.3) smur deger probleminin ¢, # 0 oldugunda reel 6zdegerlerine

uygun 6zfonksiyonlarinin salinim 6zellikleri ile 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin
asimptotik ifadeleri nasil verilir?

(d) (1.1)-(1.3) simir deger probleminin ¢, # 0 oldugunda tabanlik kosullart
nelerdir?

Lemma 4.1.1°e gore, ¢, #0 oldugunda (1.1)-(1.3) smir deger probleminin
ancak sonlu sayida reel olmayan 6zdegerleri vardir. Bundan dolay1 (a) sorusunu
sormak ve bu soruya yanit aramak dogaldir.

Lemma 4.1.2°ye gore, ¢, #0 oldugunda (1.1)-(1.3) smur deger probleminin

mutlak degerce yeterince biiylik 6zdegerleri basittir. Bundan dolay1 belli bir aralikta
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kalan sonlu sayida 6zdegerin basit olup olmadigina hiikkmedebilmek i¢in (b) sorusunu
sormak ve bu soruya yanit aramak dogaldir.

¢, =0 oldugunda, (1.1)-(1.3) smur deger probleminin 6zfonksiyonlarinin
salinim Ozellikleri ispatlanmis, ©6zdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 igin asimptotik
formiiller elde edilmis ve 6zfonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1 <p< oo) uzayinda
tabanlik kosullar1 verilmistir. ¢, #0 oldugunda da bu 6zelliklerin incelenmesi i¢in

(c) ve (d) sorularin1 sormak ve bu sorulara yanit aramak dogaldir.
Bu baglamda, (1.1)-(1.3) smir deger problemi i¢in Ongoriilen (a)-(d)

sorularinin cevaplandirilmasi 6nerilir.
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