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oz
Bu tez calismasinda belirli fonksiyonlarin olusturdugu bir sinifta, Zygmund
toplam1 ile yaklasim ele ahnmustir. Ozellikle, cesitli kosullar1 saglayan

fonksiyonlarin bu smifi icin belirli bir uzayin verilen bir metriginde Kolmogorov-

Nikol’skii probleminin ¢oziildiigii asimptotik formiiller verilecektir.

Anahtar Kelimeler: E -integrali, Zygmund toplami, Fourier serisi, periyodik

fonksiyon.



ABSTRACT

In this thesis we investigate the approximation by the Zygmund sums in a
given class of certain functions. Especially, we get asymptotic formulas which the
Kolmogorov-Nikol'skii problem is solved in a given metric of the certain space for

the given class of functions which satisfy the various conditions.

Key Words: 1_b -integrals, Zygmund sums, Fourier series, periodic function.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

N Dogal sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
C [a, b] [a, b] — R siirekli fonksiyonlarin kiimesi
C 27 -periyotlu siirekli fonksiyonlarin kiimesi
L(a,b) (a,b) tizerinde, toplanabilir fonksiyonlarin kiimesi
L (0,27) tizerinde, 27 -periyotlu toplanabilir fonksiyonlarin kiimesi
M 27 -periyodik h.h.h.y. sinirl fonksiyonlarin kiimesi
|1, max |f (1)
7, esssulr(o)
27 p
171, ( i fmrdtJ g pe
0

= Tanim olarak esittir
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1. GIRIS

Bir f() fonksiyonunun yaklagimi igin, P,(-), ne N, polinomlar dizisi insa

etmek gerekirse, bu durumda
S[f]:%+i(akcoskx+bksinkx)EiAk(f;x) (1.1)
k=1 k=0

serisinin 7 -inci mertebeden Fourier toplami denen S, (f;x) kismi toplami dogal

olarak incelenecektir. Yaklasan polinomlar olarak Fourier toplaminin se¢imi genelde

belirli anlamda en iyi ya da ideale yakin olan bir se¢imdir.

Fourier seri teorisinde aragtirmalarin standart hedefleri olan S, (f;x)

toplamlari; iyi yaklasim ozelliklerine sahip olduklarindan, ayni zamanda yaklagim
teorisinde de en etkili araglardan birisi olmustur [12]. Biliyoruz ki, Fourier seri
teorisinde en onemli sonuglardan biri Fejér teoremidir. Bu teorem gz Oniinde
tutularak, Fourier seri teorisinde yaklasimla ilgili olarak yapilmis olan bazi
caligmalar asagida verilmistir.

1.1.Teorem

[, 2z periyodik her yerde siirekli ve x noktasinda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ise, f nin Fourier serisi x noktasinda f (x) e yakinsar.

Yukandakine benzer bir teorem Dirichlet tarafindan 1829 yilinda

kanitlanmistir. Bu teorem araliklarda monoton ve siirekli olan bir f fonksiyonunun,

siireksizligin bir noktasinda
1
5[f(x+0)+f(x—0)]
olarak tanimlandiginda, f (x) fonksiyonunun Fourier serisinin her bir x noktasinda

f(x) e yakinsadigimi gdstermistir.  Yaklagik 50 yil sonra her siirekli fonksiyonun

onun Fourier serisi ile gosterilebilecegi varsayimi ortaya atilmistir. Ancak 1876’da
Du Bois-Reymond, Fourier serisi bir noktada 1raksak olan siirekli bir fonksiyonun
Ornegini insa ederek bu varsayimin yanlis oldugunu ortaya koymustur. 1965 yilinda
Carleson, siirekli bir fonksiyonun Fourier serisinin, 6l¢iimii sifir olan kiime hari¢ her

yerde yakinsak oldugunu ispatlamistir [14].



Aslinda, bu negatif sonuclara ragmen Fourier serisinin ¢ok basit bir yontemi
ile, biitiin siirekli fonksiyonlara keyfi kesinlikte diizgiin yaklasimlar saglanilabilirdi.
Fakat bu nasil olacakti? Bu kesif 1900 yilinda Fejér tarafindan yapilmistir. Fejér,
siirekli bir fonksiyonun Fourier serisinin birinci Cesaro ortalamasinin fonksiyona
diizgiin yakinsadigin1 ispatlamistir. Fejér teoremi olarak bilinen bu meshur teorem,
Fourier serisi belirli noktalarda iraksak olan C kiimesinde bile fonksiyonlarin
varligim1 ortaya koymasi agisindan bir doniim noktasi olusturur. Buna gore Fejér
teoreminin ortaya koydugu sonucu goz Oniinde tutarak, bu tez calismasinda A.L
Stepanets tarafindan tanimlanan; bir f € L fonksiyonu i¢in ﬁ—integrali kavrami
verilecek ve daha sonra bu smiftan olan fonksiyonlara Zygmund toplam ile
yaklagimin nasil olacagi sorusuna cevap aranacaktir.

Keyfi toplanabilir ¢ekirdekli biiriinmeler ile tanimlanan fonksiyonlar sinifi
kadar iyi bilinen 6zel olarak Weyl-Nagy ve Sobolev siniflarini igeren fonksiyonlarin
genel bir siifi icin yaklasim teorisinin geleneksel problemlerini ele almak, genel bir
yaklagim tarzi i¢inde bu problemleri ¢ézmeye imkan veren metotlar: tespit etmeye
degerdir. Boyle bir metodun kullanilmasi ile elde edilen sonuglar ayn1 zamanda yeni
sonuglar ortaya cikartacaktir.

Bu yondeki sistematik incelemeler B. Nagy, S. M. Nikols’skii, S. B.
Stechkin, V. K: Dzyadyk, N.I. Akhiezer, N. P. Korneichuk, A. V. Efimov, S.A.
Telyakovskii,...vb bilim insanlar tarafindan yapilan ¢alismalarin etkisi altinda 1980

yilinda A. 1. Stepanets tarafindan baslatilmistir. Aym yillarda, A. 1. Stepanets

tarafindan B ve Vv =1(k), k=12,...,sayllarmin verilen bir dizisi ile bir f
fonksiyonu i¢in (11), B ) - tiirevi kavrami tamimlanmistir.  » =1,2,..., i¢in periyodik bir
fonksiyonun bilinen r-inci tiirevi ¥(k)=k"" ve S=r igin (\,[)-tiirevinin 6zel
bir halidir. Ay zamanda, Weyl ve Weyl-Nagy anlamindaki tiirevler de (v, /) -

tiirevinin 6zel durumlaridir. Genel olarak konusmada gecen tiirevlerin tanimindaki

(k) dizileri keyfi olabilir. Ancak, genel durumda sadece asagi biikey olan ve

kiimesi 91 ile gosterilen Oyle dizileri gbz Oniinde tutmak yetecektir. Bu biiylik

olciide genelligi kaybetmeksizin incelemeleri basitlestirir. Bundan baska, verilen 1

ve B icin (1, ) -tiirevi olan periyodik fonksiyonlarin kiimesi Lj ile gosterilirse, bu



durumda, L bir periyot lizerinde integrallenebilen 27 -periyodik fonksiyonlarin

kiimesini gostermek iizere, asagidaki esitlik dogrudur:

b
UL=L.

PeM

Bu esitlikten L deki bitin fonksiyonlarin, (1,/)-tiirevine gore

siniflandirilabilecegi anlagilir.  be 9 igin, tim L, kiimelerinin biiyiik Kkismi

yalnizca trigonometrik polinomlardan meydana gelir. Bu siniflandirma altinda, her

f € L fonksiyonu sadece kendi L'j;. kiimesinde yer alir ve sadece kalan polinomlar

siniflandirilamaz (onlar bu kiimelerin her birinde igerilir). Acgikca, fonksiyonlarin
herhangi bir siniflandirmasi, onun etkisini ortaya koydugu olciide anlamhidir. Yani
siniflandirma yaklagimda belirleyici oldugu 6l¢iide anlamlidir [12].

Acikca yaklagim teorisinin temel problemi, bu fonksiyonlarin kabul edilen
ozelliklerinin kokeni iizerinde bir fonksiyonun yaklasim karakteristiklerinin
ozelliklerini ortaya koymaktir. Buradan ortaya ¢ikar ki, 27 -periyodik fonksiyonlarin
yaklagiminda da; interpolasyon polinomlar1 ile yaklasimlar, Fourier serilerinin
toplaminin lineer metotlar ile iiretilen polinomlar ile yaklasimlar, trigonometrik
polinomlar ile en iyi yaklasimlar gibi karekteristiklerin, bilinen Fourier serisi
yakinsaklik cesitlerini kullanmaktir. Aym 6zellige sahip olan fonksiyonlar igin
ortaya koyulan bilgilerin fonksiyon siniflarinin her temsilcisi icin gecgerli olmasi
gerektiginden, aymi Ozellikteki fonksiyonlar bir araya getirilir. Bu durumda,
fonksiyonlarin elde edilen biitiin siniflar1 i¢in yeni problemlerin formiillestirilmesi
olasilign ortaya cikar.  Boyle problemler arasinda, verilen smiflarin gesitli
genigliklerinin problemi, lineer metotlar ile yaklasimlar, en iyi yaklagimlar, Fourier
toplamlarinin sapmalarinin verilen bir siif i¢in {ist simirlarmin  6zelliklerinin
incelenmesi, vb. problemler ele alinabilir. Boylece, fonksiyonlarin siniflanmasinda
elde edilen basar1 oncelikle, onun temel olarak kullanilan ozelliklerinin objektif
secime uygun olup olmadigina baglidir. Bu bakimdan goz Oniinde tutulan
siniflandirmalar, fonksiyonlarin siniflarin1 belirleyen parametrelere gore, incelenen

biitiin yaklasim ozellikleri tam olarak ifade edildiginden giiclii elestirilere bile

dayanabilir. Ornegin, (1, ) -tiirevleri smirli olan fonksiyonlarin simfinda n—1



dereceli trigonometrik polinomlar ile en diizgiin yaklasgimlarin iist siirlarinin

mertebesi \(n) ye esittir.
Bir f fonksiyonu bir F fonksiyonunun (), f) -tiirevi ise, bu durumda dogal
olarak F’ye f fonksiyonunun (1, /?)-integrali denir. Buna gore, L kiimesi biitiin

f € L fonksiyonlarinin (1, /) -integrallerinin koleksiyonudur. Agik¢a, bunun temel

tiirev veya integral kavramlarindan farki yoktur. Uzun bir zamandan beri, tiirev
kavrami fonksiyon siniflarinin taniminda temel olmustur. Ancak, son yillarda
yaklagilmak istenen hedefler integraller oldugundan, integral kavramina oncelik
verilmektedir.

Yukandakiler goz Oniinde tutularak bu tez calismasinin ana konusunu

(1, B) -integrallerinin siifindan daha genig bir sinifta, bir degerli 27 -periyodik

fonksiyonlara Zygmund toplami ile yaklagim problemi olusturmaktadir.
3. Boliim’de, ilk olarak periyodik fonksiyon simiflar1 ve Fourier serilerinin

yakinsakligr ele alinarak; periyodik fonksiyonlarin siniflandirilmasi, siireklilik
modiiliiniin gosteriminden E -integrallerinin 6zelliklerine kadar sistematik bir sekilde
verilmigtir. Daha sonra Fourier seri toplami teorisinin genel problemi ele alinarak,
E—integrallerinin kiimesinde Fourier seri toplaminin lineer yontemi ile iiretilen

polinomlarin sapmasinin integral gosteriminden bahsedilmistir. Ozellikle burada
tiim reel eksen lizerinde alinan integraller ile biirtinmelerin kullanim ile elde edilen
integral gosterimleri lizerinde durulmustur. Ayrica, bu boliimde bahsedilen siniflarda
Zygmund metodu ile yaklasimla ilgili olarak daha O©nceden yapilmis olan

calismalarin bir 6zeti verilmistir.

4. Bolim’de, 1) -integrallerinin sinifindan olan fonksiyonlara Zygmund

toplam1 ile yaklasim problemi ele alinmis ve bu yaklasim ile ilgili elde edilen
sonuclar verilmistir.

5. Boliim’de, bu ¢alismada elde edilen sonuglarin degerlendirilmesi verilerek,

1_p -integrallerinin sinifinda arastirilmasi gereken bazi problemlerden bahsedilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

L, 21 periyodik toplanabilir fonksiyonlar uzay1 ve bir f € L fonksiyonunun

Fourier serisi (1.1) formunda olsun. Yani, V k£ =0,1,2,---, i¢in

V4 V4

a, :=ak(f)=%'|.f(t)cosktdt, b, ::bk(f)=%Jf(t)sinktdt.

-7

Ayrica b =(V,,0,), ¥, (k) ve ¥,(k), k=1,2,3,... sayilarindan olusan keyfi sabit
sistemlerin bir ikilisi olsun. A, belirli bir say1 ve Xk (f;x)=a, sinkx—b, cos kx
olmak iizere

A+ T (0 () A (£5) 40, (0) & () e

serisini goz Oniinde tutalim.

(2.1) serisi bir f(:) fonksiyonu ve bir E ikilisi i¢in belirli bir Fe L

fonksiyonunun Fourier serisi ise F ye f fonksiyonunun 2)—integrali denir ve

F()=79"(f:") ile gosterilir. L, biitin f e L fonksiyonlarmm 1~ integrallerinin
kiimesini, LISI(‘; ise Sl(lil = {(p : ”(p”M = ess Sup|(p(l)| <1, J (p(l)dl = O} olmak tizere,

f e S, fonksiyonlarinin E—integrallerinin kiimesini gosterir.

W (x), Fourier serisi
D" (W (k) coskx+b, (k) sin kx)
k=1
formuna sahip olan belirli bir fonksiyon ve @€ S}, olmak iizere, CE siiflari

17 _
f(x)=%+;:[r(0(x—t)‘l’(t)dt:%+(f¢*\P)(x)

biirlinmesinden olusan bir gosterime sahiptir.  Burada ¢ fonksiyonuna f

fonksiyonunun E—tﬁrevi denir ve f v ile gosterilir



wl(v):lb(v)cos% ve wz(v):w(v)sin% alinirsa, CE siniflar CE’W

siniflari ile gakisir. Son yazilan ifadelerde de {(v)=v™" alinirsa, CE siiflart Weil-

Nagy smufi denilen, W, _,r >0, simflari ile ¢akigir.

Zi(f;X)=%+§(1—(SjsJAk(f;X) 550

formuna sahip olan polinomlara Zygmund toplami denir. Zygmund toplamu biitiin
s >0 i¢in Zygmund tarafindan tanimlanan bir toplamdir [1]. Bu toplamda s=1

aliirsa, bu durumda olusan polinoma (1.1) serisinin Fejér toplami1 denir.

Bu tez caligmasinda amacimiz 1, (-) ve ,(-) fonksiyonlarimin cesitli
kosullar altinda 9t = CE alindiginda
& (M2 (f;x))c = sup”f(x)—Z,‘zY (f;x)”c (2.2)
fen

degeri icin asimptotik esitligin elde edilmesidir.

Farkli fonksiyon smiflarinda, (2.2) degeri bircok matematik¢i tarafindan
incelenmistir. Zygmund toplamu ile ilgili W' ve W'H_, r >0, siiflar iizerinde
(2.2) degeri i¢in kesin sonug¢lar A. Zygmund tarafindan ortaya konulmustur [2].

Zygmund tarafindan yapilan incelemeler daha sonra B. Nagy [3] ve S. A.

Telyakovskii [4,5] tarafindan devam ettirilmistir. Telyakovskii r>0, s>0 ve
pe R olmak iizere, W; simflarinda (2.2) degeri igin kesin sonuglar elde etmistir.

Telyakovskii tarafindan elde edilen sonucglar Nagy’'nin elde ettigi sonuglar

icermektedir.

WsH , smiflarinda Zygmund toplamu ile yaklagimda (2.2) degeri i¢in kesin
sonuglar A.V. Efimov tarafindan elde edilmistir [6].

C}jﬁgw siniflarinda ise (2.2) degeri icin degerlendirmeler D. N. Bushev [7] ve

AL Stepanets [8] tarafindan yapilmistir.

CY smifinda Zygmund toplami ile yaklasgimi, () ve U,(¢)

oo

fonksiyonlarinin ¢esitli kosullart altinda ilk olarak A. S. Fedorenko ele almistir
[9,10].



CY smifinda (2.2) degeri, yukar1 ya da asag: biikey olan g,(v)=v'1,(v),
i=1,2, fonksiyonlarina baghdir. = Bu fonksiyonlar i¢in asagidaki durumlar
miimkiindiir:

a. g, (v) fonksiyonu lim g, (v) =00 ile agag biikey,
b. g (v) fonksiyonu limg, (v)=c >0 ile asag biikey,
c. g (v) fonksiyonu lim g, (v)=0 ile asag biikey, (2.3)

d. g (v) fonksiyonu limg,(v)=c>0 ile yukan biikey,

y—>o0

e. g (v) fonksiyonu lim g, (v)=oo ile yukar bikey, i=1,2.

Dikkat edilmelidir ki, b)-d) durumlar1 s>0 iken, a) durumu ise s>1

oldugunda miimkiindiir. 9%, v>1 i¢in lim{(v)=0 ile asag1 biikey olan siirekli

v—ro0

fonksiyonlarin kiimesini ve 9" kiimeside

kosulunu saglayan 9 kiimesinin alt kiimesini gostersin [11, Cpt IV]. A. S.
Fedorenko, \, € MM (=, € M) ve |, e M’ (-, e M) fonksiyonlar i¢in b)-d)
durumlarina gore (2.2) degeri icin kesin asimptotik esitlikler elde etmistir. Bu tez

caligmasinda \, € M (=P, € M) ve 1, € M (=, € M) olmak iizere a), d) ve e)

durumlari incelenmis ve bu durumlarda (2.2) degeri i¢in kesin asimptotik esitlikler

elde edilmistir.



3. MATERYAL VE METOT
3.1. TEMEL KAVRAMLAR

3.1.1. f(x) ve g(x) reel eksen iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar

oo

olsun. J f(x=¢&)g(&)dé integrali varsa, f(x) ve g(x) fonksiyonlarmnin

—oco

biiriinmesi

(f*g)(ﬂ=ﬁif(x—§)g(§)d§

esitligi ile tanimlanir. Burada carpani secime baglidir. Biiriinme ile ilgili

1
N2z
calismalarda, bu carpan biiriinmenin Ozelliklerini etkilemediginden genelde goz

oniinde bulundurulmaz. Biiriinme ile ilgili baz1 6rnekler asagidaki gibidir [15]:
3.1. Ornek f(x)=cosx ve g(x)=exp(-alx]), a>0, fonksiyonlarmmn

biirlinmesi tanima gore,

oo oo

(f#8)(x)= [ f(x=&)g(&)d& = [ cos(x—¢&)e Mdé =

—o0 —o0

T » 2acos x
=2cos xz[cos e dE = (1+a2)

olacaktir.

3.2. Ornek g, (x),

Xy (%) ={

1, as<x<bh
0, diger

ile tanimlanan [a,b] c R araliginin karakteristik fonksiyonu olmak iizere

f (%)= 2, (%) ve g(x)=x" fonksiyonlariimn biiriinmesi

oo

(£ #8)(0)= [ £(x-8)8(E)dE = [ 11, (- )£ = [£a=L (5~

dir.
f(x) ve g(x) reel eksen iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar olsun. &

ve [ sabit sayilar olmak iizere, biiriinme asagidaki cebirsel 6zelliklere sahiptir:



i. fxg=g%*f(DegismeOzelligi)
il. fx(gxh)=(f*g)*h(Birlesme Ozelligi)
iii. (af+pg)xh=a(f*h)+p(g*h)(Dagima Ozelligi)

iv. fx\278=f =\278* f (Birim Déniigiim)
Burada, bu 6zelliklerin ispatina girilmeyecektir.
3.1.2.
Analizde ve uygulamali matematikte, bir dizinin indeksi sonsuza yaklasirken
o dizinin davraniginin belirlenmesi veya bir fonksiyonun parametrelerinden birinin
ozel bir degere yaklasirken o fonksiyonun davramisinin belirlenmesi hakkindaki
problemlerle sik sik karsilagilir. Matematigin bu tip problemlerini inceleyen dalina

asimptotikler denir.

Buna gore,
1 1 . -
logn!~| n+ Y logn—n+ Elog 27 (Stirling formiilii) 3.1)
1 1 1 :
I+ —+—+---+—~logn (Harmonik sayilar) 3.2)
2 3 n
ve
: 1
L sin (n + 2} 4
_J.—ldt ~— logn (Lebesgue Sabiti) (3.3)
T sin—t d
2

gibi ornekler bu konunun ana kisminmi olusturmaktadir. Buradaki ~isareti n — oo
iken sag taraf ile sol tarafin boliimiiniin 1 e yaklagmasi anlaminda kullanilir. (3.1)-
(3.3) ifadelerindeki gibi formiillere asimptotik formiiller veya asimptotik esitlikler
denir [16].

~,0 ve O Sembolleri
x—>oo iken bilinen bir ¢(x) fonksiyonuna gore arastirilan bir f(x)

fonksiyonunun davranigini anlatmak i¢cin Bachmann ve Landau’ya gore bilinen ~,0
ve O sembolleri kullanilir. Ilk olarak x in reel bir deger oldugunu kabul edelim.
Sonsuzda ¢(x) fonksiyonu sifira, sonsuza veya diger davranislara sahip olabilir

[17]. Buna gore,



i f(x)/o(x)—>1 ise,
f(x)~¢(x) (x =)
ya da kisacasi belirsizlik olmadiginda f ~ ¢ ile gosterilir ve “ f, ¢ ye asimptotiktir”

veya “¢@, f’ye bir asimptotik yaklagimdir” seklinde okunur.
ii. f(x)/¢(x)—>0 ise,
£ (x)=0{o(x)) (x)
ya da kisacast f =o(¢) ile gosterilir ve “ f, ¢’den daha kii¢iik mertebedendir”
seklinde okunur.
iii. |f(x)/¢(x)| stnirli ise,
f(x)=0{¢(x)} (x o)
yada f=0(9) ile gosterilir ve “ f , ¢’yi asmayan mertebedendir” seklinde okunur.
Bu tanimlarin 6zel durumlari olan f =o0(1) (x —>e0); x—>eo iken f nin
sifira yaklasugi anlaminda ve f=0(1) (x >o0) ise, x —>oco iken |f| nin simrh
oldugu anlamindadir.

¢(x) fonksiyonunun reel ve pozitif olmadigi durumda, baz1 yazarlar tanimi

verirken modiil isaretini kullanir. Bu durumda Tamim (ii)-(iii), f(x)= 0(|¢(x)|) ve

£(x)=0(|¢(x)|) seklinde verilir.

Ornek olarak asagidakiler verilebilir:

(x+1)2~x2, %zo(lj, sinhx:O(e”)
X X

3.1.3.

[a,b] araliginda siirekli bir f fonksiyonu i¢in birinci mertebeden siireklilik

modiilii veya basit olarak siireklilik modiilii u [O,b - a] olmak iizere

o(u)= o filab])= sup |f (x+h)=f(2]= suw
e ]

f(xl)_f(x2)|

esitligi ile tammlanir.
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Bu tamma gore, sabit her bir ue[0,b—a] i¢in bir f fonksiyonunun

@(u; f3[a,b]) siireklilik modiili, [a,b] arahiginda olan u uzunlugundaki keyfi bir
parcada fonksiyonun maksimal salintminin genisligini gosterir.
Buna gore,
|f (x+h)-f(x)<w(h), x x+helab];
|f()€2)—f(Jc1 )| < (0(|x2 —xl|), X, X, € [a,b].
esitsizlikleri saglanir.
Bu tanim fonksiyon (—co,0) araliginda diizgiin siirekli ise yine gegerlidir.
Bununla ilgili baz1 6rnekler asagidaki gibidir [18]:
3.3. Ornek xe(—o0,o0) igin f(x)=Ax+B olsun. Bu durumda, herhangi

bir u >0 igin,

o(u)= sup |A(x+h)+B—Ax—B|=sup |Ah|=|Alu.
—co<x<oo 0<h<u
0<h<u

3.4. Ornek
x ,0<x<1 u ,0<u<2
f(x)=11 ,1<x<2 olmak iizere @(u) =12 ,2<u <3 olacaktr.
x=1 ,x22 u-1 ,ux3

3.5.Ornek xe (—o,) icin f(x)=sinx olsun. Herhangi bir u >0 igin

' : h). h
@(u)= sup [sin(x+h)—sinx{=2 sup |cos| x+— |sin—
2 2
—co< X< o0 —00< X< o0
0<h<u 0<h<u
.U
. h 2sin— ,usnx@
=2 sup[sin—|=
0<h<u

2 JUST
Siireklilik Modiiliiniin 6zellikleri agagidaki gibidir.
i. 0(0)=0
ii. @(u), [0,b—a] iizerinde azalmayan bir fonksiyondur.
iii. ®(u), [0,b—a] iizerinde siirekli bir fonksiyondur.
iv. ®(u) yar toplamsal bir fonksiyondur. Yani herhangi bir u, 20 ve

u, 20 igin

11



a)(u1 +u2) < a)(ul)+a)(u2) ,
ozellikleri saglanir.
Bir f fonksiyonu [O,b—a] araligi tizerinde bu dort ozellige sahipse, f
fonksiyonunun a)(u; f ,[O,b—a]) siireklilik modiili f(u) ile cakisir. Yani
a)(u; f ,[O,b—a]) = f(u) olacaktir [11]. Bununla ilgili bilinen bazi érnekler asagida

verilmistir:
3.6. Ornek K >0 sabit bir say1 ve 0<a <1 olmak iizere >0 icin Kr*
formundaki biitiin fonksiyonlar siirekliligin modiiliidiir.

3.7.Ornek 0< <1 icin,

0 u=0

ou)=1u*  ,ue(0,e")
1 u>eVe
ae

siirekliligin bir modiiliidiir.
@(u) sireklilik modiiliiniin yar1 toplamsallik 6zelliginden herhangi bir
ne N i¢in
a)(nu) < na)(u) ,
ve keyfi >0, (A+1)ue[0,b—a] i¢in
o(Au) < (A+1)o(u)
oldugu kolayca elde edilir [11].

3.1.4. x>0 olmak uizere,
six = —jSI—m dt
" t

integraline sine integrali denir. Bu integral k€ N olmak iizere, her ((k—1)7,k7)
araliginda

x, =(k=12)z+y, 0<y <z/6
esitligini saglayan tek bir x, sifirina sahiptir.

x>0 olmak iizere,

12



cix= —]:%S’dr
integraline cosine integrali denir. Bu integral k£ =0,1,... olmak iizere, her
(kz,(k+1)7) araliginda
x, =kz+y, 0<y <76
esitligini saglayan tek bir x, sifirina sahiptir [11].

sine ve cosine integralleri ile ilgili ayrintili bilgi [13] de bulunabilir.
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3.2. TOPLANABILIR FONKSIYONLAR KUMESI
Bu boliimde verilen tanmimlar, onermeler ve teoremlerin geneli A.l. Stepanets
tarafindan yazilan “Methods of Approximation Theory” adli monografiden

alinmustir.

3.2.1. (0,27) iizerinde, 27 -periyodik toplanabilir fonksiyonlarn kiimesi
L(0,27) olsun. L(0,27) nin alt kiimeleri olan temel fonksiyonel uzaylar asagidaki
gibidir [11]:

1. C, || f || o= mrax| f (t)| normu ile tiim eksen iizerinde siirekli 27 -periyodik

f (¢) fonksiyonlarinin uzayini

2. M,

71, = esssup| f (t)| normu ile 27 -periyodik A.hh.y. sl f(7)

fonksiyonlarinin uzayimi
27 ip
3. L, 1<p<eo, ”f”L,, ::(“f(t)r dtJ normu ile (0,27) iizerinde p -inci
0

kuvvetten toplanabilir 27 -periyodik f(¢) fonksiyonlarinin uzayini gosterir.

Gosterim olarak bundan sonra ||f||L yerine ||f||p ve ||f||m:||f||Lw :||f||M
»

esitligini goz Oniinde tutarak,

f ||M yerine || f ||w alinacaktir. Buradan anlasilir ki M
uzay1 yapisal olarak L_ uzayi ile aymdir. Agiktir ki, herhangi p, p’ sayilar i¢in
1< p< p’<oo olmak iizere,

Ccl.cL,cL,cl
saglanir [19, syf. 205]. Bu c¢alismada ozellikle L_uzayr 6nemli bir yere sahip

oldugundan L_(E) uzay: daha ayrintili olarak ele alinacaktir.

3.1.Tamm

f,m(E)>0 ile bir E kiimesi iizerinde 8l¢iilebilir, reel degerli bir fonksiyon

olsun. E iizerinde h.h.h.y. | f (x)| <k olacak sekilde bir k reel sayis1 varsa, bu k

sayisina f fonksiyonu icin esasl sinirdir denir.
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Bir f fonksiyonu bir esasli sinira sahip ise, f fonksiyonuna esasli sinirlidir
denir. Bagka bir deyisle f, E {lzerinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere, f
fonksiyonu ol¢iimii sifir olan kiime hari¢ sinirli ise, f ye esash simirhidir denir. E

izerinde f nin esasli supremumu

esssup|f(x)| =inf{k: h.hh.y. |f(x)| <k}

ya da buna denk olan
esssup|f(x)| :inf{k :m({xe E: |f(x)| > k}) = 0}

ile tammlanir. Buna gore L_(E) uzayi, E iizerinde tammli esash sinira sahip olan
biitiin dlciilebilir fonksiyonlar sinifidir ve bu fonksiyonlar sinifi
L_(E)={f :esssup|f| <o}

ile gosterilir [19].

3.8.0rnek

E iizerinde sinirlt her fonksiyon L_(E) uzayindandir.

3.9.0rnek
1 xeQ

olmak tizere, f e L_ [a,b] dir.
oo ,XE

f:lab] >R, f(x)z{
3.1.Lemma [19]
fel, [a,b] olsun. Bu durumda,

a) E iizerinde h.h.h.y. |f(x)| 5||f||m

b) ||f||m = sup{k :m({xe E:|f(x)| > k}) # 0}.

3.1.Teorem

m(E)<e ile E &lgiilebilir bir kiime olsun. Bu durumda her bir
p.1< p<oo,saywsiicin L_(E)c L,(E) dir. Aynica fe L (E) ise |f||. = 1im||f||p
p—ee

[19].
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3.2.2. X, C veya L , 1< p<eco,uzaylarindan birini gostersin. X den olan

f(+) fonksiyonlarinin en basit simiflandirmasi asagidaki gibidir [11]: pS,, X de

pSy =S|/l <)
ile p, p>0, yaricaph bir topu gostersin. Bu durumda p nun her bir degeri oS,

topuna ait olan fonksiyonlarin belirli bir kiimesi ile eslestirilir. Boylece, X uzay1

pS, kiimelerine ayristinilir. Agiktir ki, 0< p < p” iliskisi ile verilen herhangi bir p

ve p’ icin pS, c p’S, .

3.3. DIFERANSIYELLENEBILIR FONKSIYONLAR SINIFI

A.L. Stepanets tarafindan yapilan fonksiyonlarin simiflandirilmas: fikri, B.
Nagy, S.M. Nikol’skii, V. K. Dzyadyk, N.P. Korneichuk, S. B. Stechkin, ve diger
matematikcilerin yapmis oldugu arastirmalarin etkisi altinda ortaya cikmistir [12].
Bu yonde elde edilmis olan ilk sonuglar 1983 yilinda Kiev’de Yaklasim Teorisi
Uzerine Uluslararas1 Konferansta sunulmustur. Simdiye kadar diferansiyellenebilir
fonksiyonlar sinif1 i¢in daha 6nceden ortaya cikarilan yaklasim teorisinin neredeyse
biitiin problemleri yeni siniflarda da coziilir. Elde edilen sonuglar, kesirli Weil
tiirevleri ile tamimlanan fonksiyonlar sinifi icin dnceden bilinen sonuglar ile ayni
kesinliktedir. Yaklasimlar iizerine sonuglar, siniflar1 belirleyen parametrelere gore
formiillestirilir. Bu parametreler, diferansiyellenebilir fonksiyonlar sinif1 i¢in iyi
bilinen nitelikleri ortaya koyar ve yeni etkiler ortaya ¢ikarir. Bu sonuglarin bir kismi1
[11] de verilmistir.

Buna gore, bu boliimde tez calismasinin temelini olusturan fonksiyon siniflart

verilecektir.

3.3.1. H,[a,b] ve H, Smuflari

3.3.1.1. C[a,b], [a,b]iizerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesi ve @= (1)
[0,6—a] iizerinde tanimlanan siirekliligin keyfi sabit bir modiilii olsun. f € C[a,b]
olmak tizere, Vte [O,b—a] icin f nin siireklilik modiilii

o(f.1)<o(t)
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kosulunu saglarsa, f Hw[a,b] sinifindandir denir. Bagka bir deyisle;
feH,lab]le Vit elab] igin|f(1)-f(t,)|<o(n 1))
K pozitif sabit bir say1 olmak iizere, @(r)=Kt“ ,0<a <1, alimrsa H,[a,b]

sinifina o -mertebeden Holder sinif1 denir. Bu durumda

H,[a,b]=KH,[a,b]=K Lipar yazilir. a=1 ise KH [a,b] smfi [a,b] iizerinde

mutlak siirekli olan, yani h.h.hy. |f '(x)| < K, fonksiyonlar sinifi ile cakisir. Buna

gore, 0 <a <1 olmak iizere H, c H, c C c H,, bagintist vardir [11].

3.3.1.2. 3.3.1.1. deki ifadenin benzeri 2z periyotlu siirekli fonksiyonlar

uzay1 olan C iginde yapilabilir. Buna gére @(r), [0,00) iizerinde tanimlanan

stireklilik modiilii ve f € C olmak lizere, V ¢t 20 icin f nin siireklilik modiilii
o(f.1)<o(t) (of,r)<Ke")

kosulunu saglarsa, f, H, (KH,) siifindandir denir. o =1 ise, KH, smif1 27

periyotlu mutlak siirekli fonksiyonlar sinif1 ile ¢akisir.

3.3.2. L, Uzaylarindaki Sureklilik Modilii: H, Siufi

1< p<eo olmak iizere bir fe L, fonksiyonunun L, uzayinda siireklilik

modiilii 0 <f <o olmak iizere,

@, ()=, (f.0)=sup f (-+h) =7 ()]

p

fonksiyonudur.

@(t), [0,00) iizerinde tanimlanan siireklilik modiilii ve fe L, olmak iizere
V t20 icin f nin stireklilik modiilii
o,(f.1)<o(r) (of.r)<Ke")

kosulunu saglarsa, f, Hw7 sinifindandir denir. Baska bir deyisle,

feH, ©Vi,eR igin ||f(-+t1)—f(-+t2)||p <w,(|n-1)).
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3.3.3. Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar Sinifi

3.3.3.1. A mutlak siirekli fonksiyonlar kiimesi olsun. f e L(0,27) olmak
lizere, f fonksiyonu re N icin (r—1)-inci mertebeye kadar mutlak siirekli

tirevlere sahip ise f fonksiyonu A" smifindandir denir. 91, 3.3.1.-3.3.2. de

gosterilen siniflardan biri olmak iizere, re N icin fe A" ve f'e ise f, AN

sifindandir denir. Ornegin A’S,, :={ f:feA vehhh.y.

£()|<1} dle ifade
edilir ve bu simf genellikle W ile gosterilir. S. M. Nikols’skii tarafindan literatiire

giren A'H, ::{ f:feA ve f'e Hw} fonksiyon kiimesi, r-inci tirevi H

smifindan olan 27 periyotlu fonksiyonlar sinifim1 gosterir ve genellikle A"H ,, yerine

W'H, gosterimi kullamlir. Ozel M smiflari ile olan birlesimlerde A" yerine W’

yazilir.

3.3.3.2.

L‘)z{f;Tf(t)dt:O, fe L(O,zfz)} ve ao(f)=%jf(t)dt

olmak iizere, re N i¢in

f(x):#+§#]igo(x—t)cos(kt—%}dt; xeR, pel’ (3.4)

esitligi ile gosterilebilen f e L(0,27) fonksiyonlarinin kiimesi A ile gosterilir [11].

3.1. Onerme re N olmak iizere, A" kiimesi, f e L(0,27) fonksiyonlarinin

A’ kiimesi ile cakisir [11, Chp III].

A=A olmasi, A"(ya da Zr) kiimesi iizerinde tamimlanan re N
mertebeden D" diferansiyel operatoriiniin her bir f e A” fonksiyonunu bir @e I’
fonksiyonu ile birlestiren bir operator olarak da tanimlanmasini saglar. Bu yaklagim
asagidaki gibi r, r >0, nin kesirli degerleri i¢in diferansiyel operatorii genisletmeye

1zin verir.
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(3.4) ifadesindeki seri herhangi bir » >0 ve @e L’ igin bir anlama sahiptir.
Sabit r>0 icin J! ile S[f] in (3.4) iin sag tarafi ile cakisug1 fe L(0,27)
fonksiyonlariin kiimesi gosterilir ve ona @e I’ fonksiyonlarinin 7 -inci periyodik

integrallerinin kiimesi denir. J kiimesi lizerinde, D] operatorii

S[f]:a‘)(zf)+gﬂzr jf(p(x—t)cos(kt—%)dt (3.5

bagntist ile bir f e J! fonksiyonunu bir @e I’ fonksiyonu ile birlestiren operator

olarak tanimlanir. Boylece herhangi bir r>0 icin D’ diferansiyel operatorii
tanimlanabilir.

Bu durumda, ¢(-) fonksiyonuna, f(-) fonksiyonunun r-inci Weil tiirevi

denir ve ¢(-)=D!(f)=f'(-) gosterimi kullanilir.

3.3.3.3. J] kiimesi f(-) fonksiyonlarinin yani sira dlgiimii sifir olan keyfi
bir kiime iizerinde f(-) fonksiyonundan farkli biitiin fonksiyonlar1 icerir. Bdylece,
genel konugsmada re N icin A" < J! dir. (3.5) deki seri yakinsak ise J kiimesinin
bir eleman gibi goriilen bir f fonksiyonu olarak onun toplami alinir. Bu durumda
reN i¢in A"=J], D/ =D" veburadan f’(-)=f"(-) olacakur.

Weil anlaminda diferansiyellenebilir fonksiyonlar sinifi, kismi anlamda

diferansiyellenebilir fonksiyonlarin siniflari ile benzer olarak tanimlanabilir. fe J’
ve bundan baska f’e 91 ise, bu durumda f fonksiyonu J 91 smifindandir denir.
M, fonksiyonlarm o6zel bir simift ise, 3.3.3.1. de oldugu gibi J 9 =W'I ile
gosterilir. Ornegin, W'H,, f’ € H, oldugu f fonksiyonlarmin sinifidir. Bundan

baska, W'S,, smifi, hemen hemen her yerde

fr’(~)‘S1 saglayan f fonksiyonlarinin
smufin gosterir. Bu son sinif ayn1 zamanda W ile gosterilir. Agiktir ki, re N i¢in
W' siiflan alt boliim 3.3.3.1. de gosterilen W'D smuflart ile ¢akisir. Boylece,
r=1 i¢in fe J/ ise, bu fonksiyon en az mutlak siirekli bir fonksiyondur. Fakat

€(0,1) ise f(-) fonksiyonunun J; simfina ait olmasi, onun siradan siirekliligini
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bile garanti edemez. J’ fonksiyon sinifi hakkinda daha ayrintili bilgi [11, Sect.7-8]

de bulunmaktadir.

3.3.4. Eslenik Fonksiyonlar ve Siniflari

f e L(0,27) ve bilindigi gibi

oo

S[f]=—"2~ Z( f)coskx+b, (f)sinkx) (3.6)

k=1
onun Fourier serisi olsun. z=¢" birim ¢ember iizerinde, a, (f) ve b,(f), (3.6)

serisindeki katsayilar olmak iizere,

oo

Z( f)+ib (f))* 3.7)

k=1

kuvvet serisini goz 6niinde tutalim. (3.6) serisi, (3.7) serisinin reel kismdir.
S[£]1=>.(a, (f)sinkx—b, (f)coskx) (3.8)
k=1

serisi ise (3.7) serisinin sanal kismmdir. Buna gore, bu seriye (3.6) serisine eslenik

olan bir seri denir. Dikkat edilmelidir ki § [ f ] de serbest terim yoktur. Boylece,
S [ f } =S[f] kosulunu saglayan f e L(0,27) fonksiyonuna f(-) ye basit eslenik

ya da trigonometrik olarak eslenik olan fonksiyon denir. f(-) ve f(-) fonksiyonlari

integralin esas degeri anlaminda, yani

- - £

Tf(x+t)ctg dt—hm(J.+T J X+t ctgzdt (3.9)

anlaminda

/4

f(x) :_LJ. f(x+t)ctg%dt

esitligi ile birbirine baghdir.
f(-) fonksiyonunun varligi problemi S[f ],S[ f ] ve S[f] arasindaki

iliskiye baghdir [11].
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3.2. Teorem

(3.9) daki limit sonlu ise f(x) var ve S[f] serisi f(x) fonksiyonuna
yakinsar [11].

Daha ayrintili bilgi [20] ve [21] kaynaklarinda bulunabilir.

3.3.4.1. Eslenik fonksiyonlar simif1 asagidaki kurala gére olusturulur: 91,
27 periyodik fonksiyonlarin bir sinifi ise, bu durumda oM, N simfindaki
fonksiyonlara eslenik f() fonksiyonlarinin siifim1 gosterir. Boylece, I:Iw, H,

sinifindaki fonksiyonlara eslenik olan fonksiyonlarin kiimesini gosterir. Benzer

mantik diger fonksiyon siniflar i¢inde yapilir.

f € J] ise bu fonksiyonun Fourier serisi (3.5) formuna sahiptir. Buna gore
feL(0,27) ise pe [’ olmak iizere S[ ] S[f] ve (3.8) esitligini goz oniinde

tutarak,

S[f]=§[f]=i 1 'T(p(x—t)cos(kt—rTH?[)dt (3.10)

olacaktir. Buna gore J !, Fourier serisi (3.10) formuna sahip fonksiyonlarin

kiimesidir. Bu W' simiflarinin, @€ 9 olmak lizere, Fourier serisi (3.10) formuna
sahip fonksiyonlar sinifi ile cakistigi anlamina gelir. Boylece, (3.10) bagintisina

gore, [’ da J' =J’

r+l

yi esleyen bir D’ = D’,, operatorii ele alinirsa, bu durumda

“ﬁ W' N smflann D, f = f/ €N saglayan f(-) fonksiyonlarimin kiimesi

olarak da karakterize edilebilir.

3.3.5. Weil-Nagy Siniflari

Sabit r>1 ve fe& (—oo,00) olmak iizere, Fourier serisi

s[f]= o(f) Ji:?;{jq; (x- tcos(kt—%jdt (3.11)

k=1 g

0 f 16_ TS 1 ¢
:a(z )+cos( 2r) Z”kr[r¢x tcos(kt—jjdt+

k=1

+ SlIl

<\~I
Ma

! jgox tcos(kt—jﬂ')dt (3.12)
o Tk < 2
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bi¢iminde gosterilen f e L(0,27) fonksiyonlarinin kiimesi J 5 1le gosterilir. Burada
pe L’ dir. Ayrca (3.11) esitligine gore, J; den L’ a giden bir Dj operatorii
tanimlamak uygun olacakur. Agikur ki, S=r+2k, ke Z, Jj, kimesi 3.3.3.2. alt
boliimde ele aliman J; kiimesi ile ¢akisir. S =r+1+2k icin 3.3.4.1. altbolimde
bahsedilen J; ve J;, kiimelerini olusturan fonksiyonlar sadece sabit terimler ile
birbirinden farkli olabilir. S nin diger degerleri i¢in Jj kiimesindeki fonksiyonlar

sirayla J] ve J/,, kiimelerine ait olan eslenik fonksiyonlarmn bir ¢iftinin lineer
kombinasyonlaridir.
J 5 kiimeleri ilk olarak Nagy tarafindan goz oniinde tutulmustur. Bu yiizden,

(3.11) ayrisiminda ki ¢(-) fonksiyonuna Weil-Nagy (r,/) tiirevi denir ve bazen

f5 (¢) ile gosterilir yle ki f; = Dyf seklindedir. Kolayca goriiliir ki,

s[f;]= Zk"( cos(kx—%j+b(f)sm( ﬁ”D (3.13)

3.3.5.1. J;, kiimesi (3.13) esitligi ile de ifade edilebilir. Yani; J ;3 kiimesi,
Fourier serisi (3.13) ifadesindeki seri biciminde olan bazi toplanabilir f ()

fonksiyonlarindan meydana gelir. Bunu onaylamak i¢in (3.11) esitliginde ¢(-) icin,
(3.13) aynsgimimi kullanmak ve baz1 elemanter doniisiimleri gerceklestirmek

yeterlidir. Boylece, herhangi bir r >0 ve f& (—o0,0)

Jy={f():Dyf =£;()e L'} (3.14)
olur. 3.3.3.3. altbdliimde oldugu gibi, (3.11) deki seri yakinsak ise, J; kiimesinin
bir elemani olan bir f fonksiyonu gibi onun toplami1 alinir.

Weil-Nagy diferansiyellenebilir fonksiyonlardan olusan siniflar bilinen
yontemler ile tammlanir.  feJ, ve f,eN ise f, J O smufina aittir denir.
3.3.3.3. altboliimdeki gibi 91 fonksiyonlarm 6zel smiflarindan biri olmak {iizere,

J ';’ﬁ = Wﬂ".)’t olarak alinacaktir. Aciktir ki, B =r+2k igin Wpf‘ﬁ =W, keZ,

ve B=r+1+2k igin WN =W N = W”ﬁ

r+l
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3.3.6. L;.‘ﬁ Simiflan

Diferansiyel operatorlerin ardi ardina daha genel durumunu ele alarak,
(D", D; ve sonra Dj) fonksiyonlar smmfini gittikce daha genis olarak
siniflandirabiliriz.  Ustelik re N i¢in WN=W'N vef=r icin W, =W
anlaminda bir sira vardir. Ayrica, ele alinan bu genel durum, verilen bir f ()

fonksiyonu icin bu fonksiyonu iceren en dar kiimeyi gostermeyi de miimkiin kilar.
Boylece bu siniflandirma, fonksiyonun yaklasim problemini c¢alismak icin farkli
ozellikleri kullanmamaiza izin verir [11].

Bu amag ile diferansiyel operatorlerin baska bir genellemesini gdz Oniinde
tutalim. Bigimsel olarak, bu genisleme k =1,2,... i¢in (k) dogal degiskenli keyfi
bir fonksiyon olmak iizere, w(k) carpani ile (3.11) ve (3.13) esitliklerindeki k™"
carpaninin yer degistirmesine indirgenir. Bu islem temelde, fonksiyonlarin belirli
parametrelerinin  sabit degerleri i¢in W91 smiflari ile ¢akisan periyodik

fonksiyonlarin  smmiflarim1  ele alir ve bilinen fonksiyon smiflarima gore

tanimlanamayan fonksiyonlarin 6zelliklerinin gbz oniinde tutulmasina izin verir.

3.3.6.1. feL(0,27) ve S[f] bu fonksiyonun Fourier serisi olsun. Ayrica,
U(k) dogal degiskenli keyfi bir fonksiyon ve Se (—oo,00) ile sabit bir reel say1

olsun. Kabul edelim ki,

i ( cos(kx+ﬁ—2”j+b (f)sin(kx+%j} (3.15)

k=1

serisi, L(0,27) deki baz1 fonksiyonlarin Fourier serisidir. Bu fonksiyon fj (-) ile
gosterilir ve bu fonksiyona bir f(-) fonksiyonunun (1, ) tiirevi denir. Bu kosulu
saglayan fonksiyonlarin kiimesi Ly ile gosterilir.

fe L;. ise, bu durumda Fourier serisinin 6zelligi ve elemanter doniisiimler ile

S[f]:iAk(f;x):ao(zf)Jriw (k) Tf (x— tcos(kt—%jdt (3.16)

k=1 z

elde edilir. Diger yandan, @€ L’ olmak iizere, Fourier serisi
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S[f]:ao(zf)+zlb(k)f¢(x_;)cos(k;_%jdr (3.17)

[

-

formuna sahip olan her f(-) fonksiyonu L, ya aittir [11-Chpt. III]. Bdylece, L}g

kiimesi @e I’ ile Fourier serisi (3.17) formuna sahip olan L(0,27) deki

fonksiyonlarm Lp kiimesi ile cakigi. ~ Bu baglantida, bir fe L(0,27)
fonksiyonunun Fourier serisi (3.17) formuna sahip ve ¢e L’ ise, ¢(-) ye f(-) nin
(W, B) tiirevi denir. O halde, (3.17) bagintisina gére Ly y1 L’ a gétiiren operatdr Dy
ile gosterilir dyle ki, D}’ =1
Agiktir ki, >0 icin {(k)=k" alinrsa, L}g :J}’ olur. (3.16) daki seri
yakinsak ve L kiimesinin bir elemani olarak onun toplamim alirsak, S =re N igin,
Vo AT
Ly=A
O, L(0,27) deki fonksiyonlarmn bir alt kiimesi olsun. f e Lj; ve f/}J" eMNn
ise, bu durumda f(-) fonksiyonu L"j’,‘ﬁ simifina aittir denir. Bdylece, her bir )

fonksiyonu, e R sayisi ve 91 kiimesi bir L;.‘ﬁ sinifina karsilik getirilir.
3.3.7. C;M Siniflart

Cj, siirekli fe L; fonksiyonlarimn alt kiimesini gosterir. Ayrica, C}"ﬁ
siniflart Cr',f‘ﬁ = { f:fe C'/‘f ve f; € ‘ﬁ} ile tammlanan fonksiyonlar sinifidir.

C, kiimeleri (k) fonksiyonu, k mn herhangi bir kuvvetinden daha hizl

sifira azaldig1 durumda goz Oniinde tutulur. Yani Vre R igin
ll_l)gk V(k)=0. (3.18)
Bu durumda, (3.16) istege gore pek cok kez diferansiyellenebilir. Dolayisiyla

diizgiin yakinsak seri elde edilir. Buradan ortaya cikar ki, (3.18) kosulu altinda C}f

kiimeleri ve buradan CyM simflar1 sonsuz diferansiyellenebilir fonksiyonlardan

meydana gelir.
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Keyfi pozitif & ve r sayilar ile w(k)zmbw(k):exp(—ak’) fonksiyonlar1

(3.18) kosulunu saglayan fonksiyonlardir.
3.3.8. LM Sumflart

L, kiimelerinin ve L9 smiflarmin taniminda, S parametresi R deki sabit
bir deger olarak alinmisti. Simdi, dogal degerli (k) ve ﬁzﬁ(k) =p., ke N,
fonksiyonlariin ikisi ile belirlenen L% kiimeleri ve L%‘ﬁ siniflarin ele alalim. Bu

siniflarin tanimlanmasi fikri, (3.15) ifadesindeki S sayisiin g, sayilan ile yer

degistirmesine dayanir. Boylece,

211) ( cos(kx+ﬁ; j+bk(f)sin(kx+%D (3.19)

serisi, L(0,27) den olan bir fz,” fonksiyonunun Fourier serisi ise, (3.6) kosulunu
saglayan bir f € L(0,27) fonksiyonu L; kiimesine aittir denir.
Bununla beraber fe L}; ve fg"e N ise, f (), L%"‘n siifina aittir denir.

Agikca, Vke N icin S =f ise, bu durumda L =L, ve buradan LN =LMN

olacaktir.

3.2. Onerme

L, kiimesi, pe I? olmak iizere, Fourier serisi

S[f]:a(’(zf)+i¢£[k T(p (x—1t cos(kt—%}dt, (3.20)

k=1 g
formuna sahip olan L(0,27) deki fonksiyonlarin Zi kiimesi ile cakigir [11].

Gercektende, f e L%, icin (3.16) bagintistnin bir benzeri kolayca elde

edilebilir.

aO(f)+il|)(k)]{fﬂ”( )cos(kr—'gk j iAk(f;X)=S[f] (3.21)
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Buradan, L}; Cﬂﬂ’ olacaktir. Aym zamanda, (3.20) esitligi f(-) icin elde edilirse;

bu durumda,

a (f) l|)(k)(a/< (qD)COS(ﬁkﬂ/Z)—bk (go)sin(ﬁkfr/Z))

(3.22)
b (f)=0(k)(a, (@)sin(B.x/2)+b, (¢)cos(B.7/2))
olacaktir. Boylece,
- a cos(B. 7 sin( 8.7«
ak(¢)_ﬂ)(k)( k(f) (:Bk /2)+bk(f) (:Bk /2)) .
- cos(B.x/2)—a sin( 8.7« . '
bk((/))—w(k)(bk(f) (Br/2)-a(f)sin(Bx/2))

elde edilir. Buda s((o) serisinin (3.19) formuna sahip oldugunu ortaya koyar.
v T
Buradan, fe Lﬁ, yani Lﬁ = LB .
f(*), (3.20) kosulunu saglarsa, ¢(-) fonksiyonuna f(-) fonksiyonunun bir
(xb,z) - tiirevi denir ve (3.20) formiiliine gore, L% dan I’ a giden operator D?“ ile

gosterilir, dyle ki D%,’ f= fg’ dir.

3.3.8.1.

Zlb(k)cos(kx—ﬁkﬂj (3.24)
k=1 2

serisi bir D ;(x) fonksiyonunun Fourier serisi ve ¢(-) hemen hemen her yerde
fg() ile cakisan L’ ait bir fonksiyon olmak iizere, asagidaki integral gosterimi

hemen hemen biitiin x noktalarinda L% kiimesinin elemanlari i¢in gegerlidir [11]:

£(x) =@+% [ o(x=n)D,_, (1)ar. (3.25)

Cg ile L% dan olan siirekli fonksiyonlarin alt kiimesi ve C;‘ﬁ ile fg’ eNn
olan fe CBU fonksiyonlarinin sinif1 gosterilir.

(3.22) esitliklerine gore, (3.18) kosulu 6yle ¢ fonksiyonu icin f e C[l;’ﬁ

fonksiyonlariin sonsuz diferansiyellenebilir oldugunu garanti eder.
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3.3.9. Periyodik Fonksiyonlarin E Integralleri

Altboliim 3.3.8 den biliyoruz ki, (3.20) esitligindeki ¢ fonksiyonuna f

fonksiyonunun (ﬂ),ﬁ) -tiirevi denir. Buradan, dogal olarak f fonksiyonuna da ¢
nin (ﬂ),ﬁ) - integrali denir. Bu durumda, L}; kiimesi, biitiin @€ I’ fonksiyonlarinin

(w,z)- integrallerinin kiimesidir. Bu notasyonu g6z Oniinde tutarak asagidaki

tanimlar verilecektir [11].

3.2. Tanim

L, 2x periyodik integrallenebilen f e L fonksiyonlarimin uzay1 ve

NgE

S[f]=@+g(ak(f)coskx+bk(f)sinkx)s A (f3x) (3.26)

k

Il
(=]

bir f fonksiyonunun Fourier serisi olsun. Ayrica, x_b:(lbl,wz), k=12,... olmak
tizere U, (k) ve 1, (k) sayilarinin keyfi sabit sistemlerinin bir ikilisi olsun. A,

belirli bir reel say1 ve Ax ( f ;x) =a, sinkx—b, coskx olmak lizere,
A+ D0, (K)A, (f 1)+, (k) Ac (1) (3.27)
k=1

serisini goz Oniinde tutalim. (3.27) serisi verilen bir f () ve E ikilisi i¢in belirli bir
F e L fonksiyonunun Fourier serisi ise, bu durumda F ’ye E ikilisi ile tiretilen f
fonksiyonunun integrali ya da basit olarak f fonksiyonunun E—integrali denir ve
F()= g° (f;-) ile gosterilir.

Biitiin f e L fonksiyonlarinin 1_p -integrallerinin kiimesi L ile gosterilir.
91, L nin alt kiimesi olmak iizere, f € O fonksiyonlarinin E -integrallerinin kiimesi
L'N ile gosterilir.

3.3. Tanim

fe L olmak iizere, (3.26) serisi f nin Fourier serisi olsun ve bir
= (1,0, ikilisi

U (k) =02 (k)+V3 (k)20 , keN (3.28)
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kosulunu saglasim. Buna gore,

> lbl(k)Ak(J‘;x)—l_l)i—(k)ﬁk(f;x) (3.29)

—2

e\ b (k) b (k)

serisi bir ¢e L fonksiyonunun Fourier serisi ise, bu durumda ¢ fonksiyonuna f

fonksiyonunun 1 -tiirevi denir ve @(-)=:D"(f;-)=f"(-) yazhr. L' ile, 1 -tiirevi
olan f e L fonksiyonlarinin kiimesi gosterilir. 9t1e L olmak {iizere, Zw‘ﬂ kiimesi

fe L ve f “e M olan fonksiyonlar kiimesini gosterir.

3.1. Not: < -integralinin tanimindan da goriilecegi gibi, bir fonksiyon bir

F(-) 1 -integraline sahipse, dl¢timii sifir olan herhangi bir kiime iizerinde F(-) den

farkli herhangi bir F,(-) fonksiyonu da onun E -integralidir. Diger taraftan, verilen

bir f(-) fonksiyonunun herhangi bir F(-) 1 -integrali, 6l¢iisii sifir olan keyfi bir

kiime iizerinde f(-) den farkli olan herhangi bir f,(-) fonksiyonunun 1)-
integralidir.
3.3.9.1. Bu boliimde :p—integrallleri ve :p—tﬁrevleri arasindaki iliski

verilecektir.

3.3. Onerme

feL ve (3.26) serisi f ’nin Fourier serisi olmak {iizere, (3.28) kosulu
saglanirsa, bu durumda jB ( f ;x) fonksiyonu bir E -tiirevine sahiptir ve

_%

5 (3.30)

D (7°(f+))=1()

esitligi saglanir. Ayrica, f el ve (3.26) serisi f ’nin Fourier serisi ise bu
durumda, DE( f3x) fonksiyonu bir x_b—integraline sahiptir ve A, belirli bir sabit

olmak iizere,

7°(D(f3)) = £ () + 4, (3.31)
esitligi dogrudur [11, syf 45].
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3.2. Not: (3.30) esitligine gore, (3.28) kosulu saglansa da saglanmasa da

f (x)—% fonksiyonu bir F(x)=7"(f:x) fonksiyonunun t-tiirevi olacaktr.

Boylece, daima D'(7°(f1))= f(-)—% oldugu kabul edilir.  Yani,

FO)=F0)-%

(3.30) ve (3.31) bagmtilar bizi asagidaki 6nermeye gotiiriir.

3.4. Onerme

(3.28) kosulunu saglayan herhangi bir 1_|) ikilisi i¢in

L'=r (3.32)
esitligi saglanir [11].

Boylece (3.28) kosulu saglanirsa, biitiin  fe L fonksiyonlarmin 1 -
integrallerinin kiimesi, E -tiirevlerine sahip olan fonksiyonlarin kiimesi ile cakisir.

3.3.9.2.

3.4. Tamm
Bir  ikilisi icin
D (0, (k) cos kx+1, (k) sin kx) (3.33)
k=1
serisi belirli bir W(x) fonksiyonunun Fourier serisi ise, bu durumda e L denir
[11].
3.5. Onerme

Ee L ise, her fe L fonksiyonunun 1_|)—integrali var ve hemen hemen her

yerde
T (fi0) =+ [ =) (1) (334)

esitligi saglanir [11].
Boylece L’ kiimesinin elemanlari f €L olmak iizere A)+ f*¥ biirlinmesi

ile gosterilebilen fonksiyonlardir. Ozellikle asagidaki 6nerme burada 6nemli bir yere

sahiptir.
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3.6. Onerme
e L olsun. Bu durumda, herhangi bir f € L fonksiyonu icin, a, bir f(-)

fonksiyonunun Fourier serisinin serbest terimi olmak {izere, h.h.h.y.
N Y _ Gy (4
f(x)_§+;_jﬂf (x—r)ly(r)dz_§+(f #9)(x) (3.35)

esitligi gegerlidir [11, Chpt. IV].
E— tirevleri kavrami, belirli parametrelerin ilgili degerleri ile digerinin

varligim1 gosteren Gyle tiirevlerden birinin var olmasi anlaminda 3.3.8. alt boliim de

bahsedilen (1|),,§) -tiirevlerinin kavrami ile ¢cakisir. Bu, (3.29) ve (3.19) bagitilarini

kullanarak 1, (k) ve 1, (k) verildiginde, verilen \(k) ve (k) ya gore

wl(k)=; OSIBZ

T w@ A

ouk) 1 . x b (k) £0, 0(k)#0 (3.36)
Ok vk Ay

sisteminin 1, (k) ve 1,(k) fonksiyonlarina gore ¢oziilebilir oldugunu gostererek

kamitlamir. {(k) ve B(k) verilirse,

(k) =b(k)eos 5,7 by (k) =0(k)sin 5, (3.37)

segeriz. Aciktr ki, bu degerler (3.36) sistemini saglar. 1, (k) ve ¥, (k) ikilisi,

verilirse, bu durumda gerekli olan degerler

__ T lJr)l()
lb(k)— ( ) IBk E( )

esitlikleri ile belirlenir. Boylece asagidaki onerme dogrudur.

r_ 5

3.38
) 339

sin 5,

3.7. Onerme

V¥, (k) ve ,(k) bilesenleri (3.37) esitliklerine gore segilirse, bir fe L
fonksiyonunun herhangi bir (11),,?) -tlirevi ayn1 zamanda bir E— tirevidir. Ayrica

U(k) ve PB(k) parametreleri (3.38) bagntilari ile belirlenirse, herhangi bir -

30



tiirevi bir (1|),,§) -tiirevidir. Her iki durumda da, asagidaki esitlikler elde edilir:

r :{q)e L: J¢(t)dt=0} olmak iizere,

L =L, LN=LMN VN c [ (3.39)
saglanir [11].
Dikkat edilmelidir ki,
T . T
wl(k):xb(k)cosﬁg,xl)z(k):w(k)sm,BE (3.40)

secilirse, (3.37) bagmtlari, bir (m,ﬁ)— tirevinin ayni zamanda bir E— tiirevi

oldugunu gosterir. Bir f(-) fonksiyonunun bilinen r-inci (r>0) f£(-) Weil

tiirevi \(k)=k"" ve B =r kosulu altinda bir (1, 5) -tiirevidir. Sonug olarak,
0, (k) =k cosr%, 0, (k) =k sinr%

secilirse, (3.40) ifadesine gore, r-inci (r>0) £ (-) Weil tirevi f"(-) ile cakisur.

(3.28) kosulunda,
2.(6)=0,(1)/ (k) . (k) =, (k)T () (3.41)
olmak iizere, ¢ = (¢, @, ) ikilisi secilirse, ), (k) ve 1, (k) degerleri
(k)= (k)@ (K) o 0y (k) ==, (k)/@" (k) .
® (k) =7 (k) + 3 (k). (3.42)
esitlikleri ile belirlenir.
Bu durumda, f e r icin, (3.29) serisi
3 (A (k) A (f:2) 40, (k) A, (£:1) (3.43)
formuna sahiptir ve (3.27) serisi
% ¢, (k) ~
f A S (3.44)
P k) I
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formuna sahip olur. Bu, (3.28) kosulu saglanirsa ]5( f ;-) integralinin I’ kiimesi

iizerinde D" (f;-) tiirevi olarak ele alinabilecegini ve D" (f;-) tirevinin de 7" ( f;-)

integrali olarak ele alinabilecegini gosterir. Diger bir deyisle, genel konusmada, bu

kavramlardan sadece birinin g6z oniinde tutulmas yeterlidir. Ornek olarak, sadece
E - integralinin kavrami ya da bu kavramlarin adlarin yer degistirmesi verilebilir.

Bununla birlikte bir fonksiyonun &zelliklerinin onun integrasyonundan sonra
daha iyi ve diferansiyellenmesinden sonra daha kotii oldugu bakis acis1 géz Oniinde

tutulursa, bu kavramlari birbirinden ayirmak uygun olacaktir. Bu gercek goz oniinde

tutularak ', (k) ve ,(k) dizilerinin sonsuz kiigiik ve sonug olarak (3.41) deki
¢, (k) ve @, (k) dizilerinin sonsuz bilyiik oldugu kabul edilecektir. Buradan bir
f € L fonksiyonu icin bir E—integralinin varlig1 kolayca ortaya koyulabilir. Aym
zamanda, verilen bir fonksiyonun :p-tﬁrevinin varlig1 bu fonksiyon iizerine dnemli

sartlar yiikler: Bu durumda 1, (k) ve 1, (k) fonksiyonlar: daha hizli azalir ve -
tiirevine sahip olan bir fonksiyon i¢in L (Z“") kiimesinin elde edilmesi daha zordur.

Farkli 1_|) ve 5’ ikilileri farkli L° ve L' kiimelerine karsilik gelir. Yukarida

verilen 3.7. Onerme 6yle kiimeler arasindaki iliskileri ortaya koyar.

3.3.9.3.
Biitiin f € L fonksiyonlar1 en az bir E - tiirevine sahip midir? Eger
li_rgmbl(k) :y_{{}wl(k) =0 (3.45)
kosuluna gereksinim olmazsa, bu soruya cevap pozitif olacaktir. Gercekten de,
VkeN icin U, (k)=1,(k)=1 segilirse, f"(-)=f(-) elde edilir. Boylece,

yukaridaki sorunun cevabinda (3.45) kosulunu saglayan durumu g6z 6niinde tutmak
ilgi cekici olacaktir. Bu durumda cevap yine pozitiftir ancak acik degildir.

3.5. Tanim

A=A4(k), k=1,2,..., reel sayilarn bir dizisi olmak iizere,

NA(k)=A(k)=2A(k+1)+ A(k+2)20 (3.46)
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kosulunu saglarsa, bu diziye konveks (asagi konveks) dizi denir. Eger A’A(k)<0
ise A(k) dizisine konkav(yukari konveks) denir.

lim A(k)=0 (3.47)

k—oo

kosulunu saglayan asag1 konveks A(k) dizilerinin kiimesi 9 ile gosterilir.

3.8. Onerme

f (), C (yada L) kiimesindeki herhangi bir fonksiyon ve

S[f]:%+ (@, coskx +b, sin kx)

k=

onun Fourier serisi olsun. Bu durumda, daima konkav bir A=A(k) dizisi

tanimlanabilir 6yle ki, onun terimleri azalmaksizin sonsuza yaklasir ve

ay

31(0)+Zi(k)(ak cos kx + b, sin kx)

k=1

serisi siirekli (ya da toplanabilir) bir F () fonksiyonunun Fourier serisidir [11].
Varsayalim ki bu durumda, A(k)>1 dir. Boylece, wl(k)sl//i(k) ve
1, (k)=0 olmak iizere bir U =(,,,) ikilisi igin, ,,,e M oldugunu goz

Oniinde tutarak, herhangi bir f € L fonksiyonu i¢in (3.29) a gore,

S[fs} =Zm‘4k (f;x),

olur. Buna gore asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

3.9. Onerme

Her feC (yada fe L) fonksiyonu C (ya da L) ye ait olan en az bir

fa(‘) W - tiirevine sahiptir. Bu durumda, 1,1, € 9 olmak iizere 1_|)=(“%1|)2)
ikilisi secilebilir [11].
Bu 6nermeye gore her fe C (yada fe L) fonksiyonu 91 ye ait olan 1), ve

1, bilesenlerini belirleyen v - tiirevlerinin sonsuz bir kiimesine sahiptir ve onlarin

tiirevleri de siireklidir(ya da toplanabilirdir). Bundan bagka, iyi bilindigi gibi,

iw (k)coskt, (3.48)
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serisi, daima toplanabilir bir ¥ () fonksiyonunun Fourier serisidir.

Bu durumda, 3. 5. Onerme’ye gore asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

3.10. Onerme
Her fe C (yada fe L) fonksiyonu; W(t), Fourier serisi (3.48) formuna

sahip bir fonksiyon ve g€ C (ya da @€ L) olmak iizere,
1 VA
f(x)zAO+;j¢(x—t)\P(r)dr, (3.49)

biiriinmesi olarak gosterilebilir. Ayrica, =1 (k)e 9 dir [11].

Boylece, asagidaki esitlikler elde edilir:

U L'=L U C'=C, (C"=L'nC), (3.50)

Py, 0,eM Py, 0,eM
ve L™, (3.49) esitligi ile gosterilebilen fonksiyonlarin kiimeleri olmak tizere

ulh=L uCh=C, (C"=L"nC). (3.51)
VeM Ve

dir.

3.3.94.

F, biitiin trigonometrik polinomlarin kiimesi olsun. Aciktir ki, (3.28)
kosulunu saglayan herhangi bir = (1,,%,) ikilisi i¢in her fe F fonksiyonu bir
E—tﬁrevine sahiptir. Ozellikle bu, L' kiimesinin daima bostan farkli oldugunu
gosterir.  Ayni zamanda E, (3.28) kosulunu saglayan ikililerin kiimesi boyunca
secilirse, aciktir ki E‘]LE = F olacaktir. Bundan baska, asagida daha giiclii bir ifadeyi
iceren Onermeyi verebiliriz:

3.11. Onerme
Asagidaki esitlik dogrudur [11]:

N L'=F (3.52)

(3.50) esitligi gosterir ki, 1=(1,,,) ikilisi x9N kiimesi boyunca

secildiginde, L ya da C kiimeleri L ya da C" alt kiimelerine aynistirilir.  (3.52)
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esitligi, sadece trigonometrik polinomlarin 6yle bir siniflandirma altinda ayirt

edilmedigini ortaya koyar. Boylece, L’ kiimelerindeki fonksiyonlar i¢in yaklagim

teorisinin ¢esitli problemlerinin incelenmesinde, esas dikkat edilmesi gereken nokta,
k=1,2,... icin 90 kiimesinden segilen 1 (k) ve ,(k) dizileridir. Buna gore,
simdiye kadar bu smmiflar ile ilgili verilenler, Weil anlamindaki tiirevler ile

tanimlanan fonksiyonlarin siniflarinda oldugu gibi L' siniflan icin hemen hemen
ayn1 derecede sonuglar elde etmeye imkan saglar. Bu nedenle konveks

fonksiyonlarin bazi 6zellikleri bu siniflandirmada en 6nemli elemanlardan biridir.

3.4. FOURIER SERISi TOPLAMININ LINEER METODUNUN
DUZGUNLUGU

feL ve

oo =

S[f]za—zo+2(akcoskx+bksinkx)EZAk(f;x) (3.53)

=0 k=0
onun Fourier serisi olsun. Yani, V k£ =0,1,2,---, i¢in

V4 V4

ak=ak(f)=%ff(t)cosktdt, bk:bk(f):lj.f(t)sinktdt. (3.54)

- -

S.(f3x), (3.53) serisinin n-inci mertebeden kismi toplamini gosterir.
Bundan baska, n=0,1,..., k=0,1,2,...,n igin A:H/i,f”)u keyfi sonsuz tiggensel bir
say1 matrisi olsun. Her fe L fonksiyonuna Fourier serisinde onun genislemesine
gore

Un(f;x;A)::%/ié") +3 AMA(f3x), (3.55)
k=1

formundan olusan U, ( f ;x;A) polinomlarinin dizisi karsilik gelir [11, Chpt. I].
Baoylece her iicgensel A matrisi U, (f;x;A) polinomlarinin ingast i¢in bir

metot belirler. Diger bir deyisle, U, (f;A) polinom operatorlerinin belirli bir dizisi

L kiimesi tizerinde tanimlanir. Bu durumda A matrisi, belirli bir lineer metot veya

Fourier serisi toplaminin yontemini belirler denir. Aciktir ki, herhangi bir ne N
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i¢in, U, (f;A) operatorleri lineerdir. Boylece, A-metotlarina ayni zamanda lineer

metotlar veya Fourier serisi toplaminin yontemi de denir.

(3.55) de, (3.54) deki Fourier katsayilar yerine yazilirsa,
(m) n
U,(1)=U,(1;A)= %+ A" cos ke
k=1

U,(f;A) operatoriiniin ¢ekirdegi denen n-inci mertebeden bir trigonometrik

polinom olmak iizere,

T

U,(f:x)=U,(f;x:A) =% J. f(t+x)U, (t:A)dt

-

elde edilir.
A matrisinde /?75") =1 olursa, bu durumda agiktir ki; U, (f;xA)=S, (f;5x)

olacaktir. Asagidaki terminolojiye gore, bu metoda kismi Fourier toplaminin bir

metodu denir. Bu durumda,
U,(:A)=2,(t)= %+Zcos kt
k=1

n -inci mertebeden bir Dirichlet ¢ekirdegidir.
Kismi Fourier toplamlarinin metodundan baska Lineer metodlar arasinda ilk

siray1 alan diger bir metot, Fejér metodu olarak bilinen klasik aritmetik ortalama

metodudur. Bu metot k£ =0,1,...,n—1 i¢in /1,5”) =1-k/n olmak iizere A matrisi ile

belirlenir. Bu durumda U, (f;x;A) polinomlar: Fejér toplami denen
n—1

1ZS,((J‘;X)

U,(f;x:A)=0,(f:x)=—
n =
formuna sahiptir.
Fejér teoremi biliyoruz ki; f(x), 27z periyodik siirekli bir fonksiyon ise,
onun Fourier serisi Fejér metodu ile diizgiin toplanabilirdir. Yani herhangi bir fe C
icin periyot iizerinde diizgiin olarak
limo, (f:x)= 1 (x)
dir.
Bu teorem gecen yiizyilda Fourier serisi teorisinde var olan siipheyi ortadan

kaldirmistir.  Yani, Fourier serisi belirli noktalarda iraksak olan C kiimesinde bile
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fonksiyonlarin varligin1 ortaya koymasi acisindan 6nemlidir. Fejér teoremi Fourier
serisi toplamimin cagdas teorisinde bir baslangi¢c noktasidir. Daha sonraki yillarda
de la Vallée Poussin, Riesz, Rogosinski, Zygmund, Bernstein, vb. gibi
matematikciler tarafindan toplamin diger belirli lineer metotlar1 6nerilmistir. Burada
sadece Zygmund metodu ile ilgili toplam ele alinacaktir. Diger toplamlar ile ilgili
bilgiler [11, Chpt. I] de bulunabilir.

s>0 olmak iizere, i,f") :1—(Ejs secerek, Zygmund metodu elde edilir.

n

Buna gore,
n—1
Un(f;X;/\)= f x)=—2 Z( (—j J a, coskx+b, sin kx)

polinomlarina Zygmund toplami denir. s =1 icin Z'" (f;x)=0, (f;x) olacaktir.

Bu metotlarin her biri Fourier seri teorisi ve fonksiyonlarin yaklasimi
teorisinde onemli bir kisma sahiptir. Bu metotlarin farkli 6zellikleri en biiyiik
matematikciler tarafindan yillarca incelenmistir. Ayrica esas dikkat, metotlarin
yaklagim yeteneklerini karakterize eden oOzelliklere ayrilmistir.  Belirli lineer
metotlarin incelemelerinin bir sonucu olarak, ayn1 zamanda genel lineer metotlar i¢in
karsilasilan problemleri ¢6zmeye ve dogru formiile etmeye imkan veren yaklagimlar
tiretilmistir. Yani toplam metodu keyfi A say1 matrisi ile belirlendiginde ve ﬂqf") nin
belirli kosullar1 sagladig1 bilindiginde problemleri ¢6zmeye imkan verir. Genel

lineer metotlar ¢alisildigi zaman karsilasilan ilk soru; dogal olarak, “U, ( f ;x;A)

dizisinin biitiin C uzay1 iizerinde diizgiin yakinsamasi i¢in ﬂqf") sayilar iizerindeki

kosullar ne olmalidir?” sorusudur. Yani biitiin f € C icin

lim||f (x)-U, (f::A)], =0

saglanmast i¢in kosullar ne olmalidir? Bu bagint1 elde edilirse, U, (f;A) metodu C

uzaymda regiilerdir denir. Bununla ilgili calismalar S.N. Nikol’skii, B. Nagy, A. L
Stepanets, vb matematikg¢iler tarafindan yapilmistir [11, Chpt. I].
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3.5. FOURIER SERiSI TOPLAMININ LINEER METOTLAR ILE
URETILEN  POLINOMLARDAN OLUSAN SAPMASININ INTEGRAL
GOSTERIMI

k,n=0,1,... ,ve /10(”) =1 olmak iizere, A = H/i,f”)

keyfi bir dikdortgensel say1

matrisi olsun. Fourier serisi
S[f]=ZAk(f;x)
k=0

formuna sahip olan her f e L fonksiyonuna

U, (f;xA)=2 +Z/y n=12,.. (3.56)

serisinden olusan dizi karsilik getirilir.
Bu bsliimde f (-) bir e L fonksiyonunun 1 -integrali olmak iizere,
O,(fsxA)=f(x)-U,(f;x:A) (3.57)
farki icin integral gosterimi verilecektir.
3,(f;x;A) farks tiim reel say1 ekseni iizerindeki integrasyonu ile belirlenen

bir biiriinme olarak gostermek miimkiindiir [1, Chp IV].

3.2. Lemma

7,(v) ve 7,(v) biitiin v>0 igin siirekli fonksiyonlar ve onlarin

=—[z,(v)cosvidv, £, (t)=—=]7,(v)sinvedv (3.58)
0 0

NI~
§\|~

doniisiimleri tiim say1 ekseni iizerinde mutlak toplanabilir olsun (7,,, %, € L(R)).

1+

Herhangi bir ge M :{ . zessup|¢(.)|<oo} i¢in 2(1)=1,(¢)+ 7%, (1)

olmak iizere,

oo

@, (x)=(pr2)(x)= [ p(x—1)2(r)dr (3.59)

—o0

biirliinmesi g6z Oniinde tutulsun. Buradaki integral genisletilmis simetrik araliklar

tizerinde integrallerin limiti olarak alimir. Yani
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o0 A

j =lim
A—e0
—oo —A

dir. Buna gore, (3.59) daki biirlinme 27z periyodik siirekli bir fonksiyondur ve

A (@;x)=a, (@)coskx+b, (x)sinkx, Ak(go;x):UAk(q);x) ve a, (@) ve b(9)

@(-) fonksiyonunun Fourier katsayilar1 olmak iizere,

Slo*#]=3 (5 (k) A, (¢:x)+7, (k) &, (¢:)) (3.60)

k=0

esitligi dogrudur [11,Chp IV].

3.12. Onerme

7(v), biitiin v >0 igin siirekli bir fonksiyon ve onun

oo

7.(1)= ]: y(v)cosvedv, 7 (1)= J. y(v)sinvtdv

0
dontigiimleri R {izerinde mutlak toplanabilir olsun. Bu durumda, herhangi bir

ve [0,0) noktasinda,

oo

[ 7,(t)cosvde = 7 (¢)sinvedt = y(v)

—oco

veE

I 7. (¢)sinvedt :'[ 7 (t)cosvtdt =0

—oc0

elde edilir [11, Chpt. IV].

Varsayalim ki, ,(k), ¥, (k) ve /1,5”),k:1,2,..., sayilar sistemi pozitif

tamsayilar kiimesine belirli ¥, (v), ),(v) ve A,(v) siirekli fonksiyonlarinin

kisitlamasidir.
32, Lemma' da 7,(v)=(1-4,(1)6,(v), ()=(1=4"("))b.(v) ve

A, (k)= 4, (k)= A" secerek asagidaki teorem elde edilir.
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3.14. Teorem

Farzedelim ki,
7 (1)=(1-4() 6, (v) ve ()= (1= () (v)

3, (k)= 4, (k) = A" (3.61)

fonksiyonlari 3.2. Lemma’ nin kosullarini saglasin. Bir f(-) fonksiyonu bir pe M

fonksiyonunun E integrali ise, bu durumda

@(;)=%T(1-4ﬂ(v))(lpl(v)cosw+(1—,z;(v))¢2(v)smw)dv

0

olmak iizere
@, (f8,:x)= [ p(x=1)2,(1)dt (3.62)

27 periyodik siirekli bir fonksiyondur. Ayrica,

S, (£:2,5)]= 2 (1-A7) (0 ()4, (g2x) +1 (K) A 9:) =

=5[6,(f:x:A)] (3.63)

dir [11, Chpt. IV].
Simdi ¢e L olmak iizere (3.59) biirtinmesini goz oniinde tutalim. Aciktir ki,
bu durumda (3.58) kosulu herhangi bir xe R noktasinda (3.59) integralinin varligini

garanti etmez. Fakat bu kosullar ®_(x) fonksiyonunun 27 periyodik hemen her

yerde var ve toplanabilir fonksiyon olmasi i¢in yeterlidir. Ciinkii

T|‘I’ |dX<H|¢’x 1) 2 (1)|didx < g, HT )|t (3.64)

— T —o0

dir. (3.64) den ortaya ¢ikar ki, ¢(x—1)#(r) carpim xe[-7,7], te R bolgesinde

mutlak integrallenebilirdir. Bdylece, 3.12. Onerme’yi gbz oniinde tutarak, @, (x)

fonksiyonunun Fourier katsayilarini ortaya koyan asagidaki durum elde edilir.
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3.3. Lemma

i=1,2 igin z',.(v) fonksiyonlar1 3.2. Lemma’ nin tiim kosullarim1 saglasin.
Bu durumda, her @< L i¢in (3.59) biiriinmesi (3.60) esitligini saglayan L deki bir
fonksiyonu gosterir [11, Chpt. IV].

3.15. Teorem

(3.61) ifadesindeki 7,(v) ve 7,(v) fonksiyonlar1 3.2. Lemma’ nin tiim
kosullarmi saglasin. Bu durumda, L deki bir ¢ fonksiyonunun bir E-integrali olan
herhangi bir f(-) fonksiyonu igin (3.62) ifadesindeki fonksiyon L ye aittir ve (3.63)
esitligi elde edilir [11, Chpt. IV].

fe LM ve 3.14. Teorem’in kosullart saglanirsa, bu durumda herhangi bir

ne N igin, ®, (f;7,;x) fonksiyonu C ye aittir. Bdylece (3.63) iin sol tarafi siirekli
bir fonksiyonun Fourier serisidir. Buradan f(-) ve U,(f;x;A) fonksiyonlar: da

stirekli ise, bu durumda (3.63) den dolay1 herhangi bir xe R noktasinda
f(x)-U fozj (x—1)2,(¢)dt (3.65)

esitligi elde edilir. Sonug¢ olarak C'M=L'MnC secerek, 3.14. Teorem’den

asagidaki sonug elde edilir.

3.16. Teorem

feC’M ve i=1,2 igin 7,(v) fonksiyonlar1 3.2. Lemma’nn tiim kosullarini
saglayan (3.61) esitlikleri ile belirli olsun. Bu durumda, U,(f;3A)e C (A bir

licgensel matris ise daima dogrudur) ise her xe R noktasinda (3.65) esitligi

dogrudur [11, Chpt. IV].
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3.17. Teorem

fe L' ve i=12 icin 7, (v)fonksiyonlar: 3.2. Lemma’mn tiim kosullarini

saglasin. Bu durumda (3.65) esitligi R {iizerinde hemen hemen her yerde elde edilir
[11].
Bir sonraki boliimde, Zygmund toplami ile yaklasimda daha ©nceden

yapilmig olan calismalarin 6zeti verilecektir.
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3.6. ZYGMUND METODU ILE YAKLASIM

Bu béliimde, /l,f”) elemanlarinin

A =20 (s) :l—m k=0,1,.on—1,5>0 (3.66)
n

esitligi ile tanimlandigl; A = H/l,f”)u iicgensel matrisleri ile iiretilen Fourier serilerinin

toplaminin lineer metotlarinin yaklasim oOzellikleri goz Oniinde tutulacak ve

Zygmund toplamimin yaklasim 6zellikleri ile baglantili bilinen sonuglar verilecektir.
A", (3.66) daki gibi alimirsa, verilen bir f € L fonksiyonu igin U, (f;x;A)

polinomlart
(g) a n-1 k s
Z’ (f;x)z—‘W—Z(l—(—) jAk(fQX)
2 = n

ile gosterilir ve bu polinomlara Zygmund toplami denir. Zygmund toplami, iyi
yaklagim Ozellikleri ve /?75") carpanlarinin kolayca belirlenmesinden dolayr dikkate
deger polinomlardir. Bu iki 6zelligin birlesimi, fonksiyonlar teorisinde o6zellikle
Fejér ve Riesz toplamlarinin yillarca incelenmesine katkida bulunmustur. Bununla
ilgili en 6nemli calismalardan biri, farkli metriklerdeki cesitli fonksiyon siniflar
lizerine dyle toplamlarin yaklasim 6zelliklerinin aragtirilmasidir.

Burada 6zellikle Kolmogorov-Nikol’skii problemleri ile ilgili olan ¢oziimlere

cevap veren

£,(MU, (f:x))=sup|f (x)-U, (£

fem X

degeri icin elde edilen asimptotik esitlikler verilmistir. Yani, X uzaymnda 91 sinifi
lizerinde verilen bir U, (f;A) metodu igin, @(n)=e@(n,A;MN) fonksiyonu agik
formda belirlenir ve dyle ki n — o iken

E(MU,(f3x)) =§gg||f(X)—Un(f;x:A)||X =¢(n)+0(o(n))

seklinde yazilirsa, Kolmogorov-Nikol’skii problemi ¢oziiliir.
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Asagidaki teoremlerde Zygmund toplamu ile ilgili olarak, Zygmund'un W’
ve W'H, smiflan iizerinde bu toplamin sapmalarinin kesin mertebelerini ortaya
koydugu sonuclar verilmistir [2].

3.18. Teorem

s negatif olmayan ¢ift bir sayt olsun. Bu durumda, herhangi bir fe W’
icin,

| (x)=2Z; (£:%)),, < An™, (3.67)
ve @(t) siirekliligin keyfi bir modiilii olmak iizere, herhangi bir f € W'\'H , icin,
| (x)=2; (£:%)], < An™ 0o (27/n). (3.68)

s bir tek sayi ise, bu durumda herhangi bir f € W.' icin,

5

£ (x)=2Z; (£:%)), < A~ In(n+2), (3.69)

ve 0< a <1 olmak iizere herhangi bir f e W' 'H" icin,

| (x)=2; (£55)) . < An . (3.70)
(3.67)-(3.70) bagintilarinda, A, , n ye gore diizgiin sinirl degerlerdir.

3.19. Teorem

s bir tek sayt olsun. Bu durumda herhangi bir f e W, icin,
| (x)=2Z; (£:%)),, < An~,
ve (1) siirekliligin keyfi bir modiilii olmak iizere, herhangi bir f € WoH ., icin,

| (0)=2;(£:)|. < An~@(27/n).

Zygmund tarafindan yapilan incelemeler, sonra Nagy[3] ve daha sonra da
Telyakovskii[4] tarafindan devam ettirilmistir. Telyakovskii tarafindan elde edilen
sonuclar, Nagy tarafindan elde edilen sonuglart igerdiginden asagida sadece

Telyakovskii tarafindan elde edilen sonuglar verilmistir.

44



3.20. Teorem

r>0,5s>0 ve fe R olmak iizere
E(Wy.2))=sup|[f (x)=Z; (f:x)),
feWwy

degerleri icin asagidaki asimptotik esitlikler dogrudur:

i. r<s ise, bu durumda,

v ,0<v<1
ﬂr (V) = —r 4
% ,v=>1
ve
=—j jﬂ cos (vi+ Br/2)dv|dt (3.71)
—oo |0
olmak tizere,
E(Wy.z))=A(u,)n +0(n ™). (3.72)
ii. r=s ise, bu durumda,
e(wy.z2)=2kinPH" | o). (3.73)
n n

Ek olarak, sin(fz/2)=0 ise, A(y,) (3.71) baginusi ile tammh olmak
lizere,
E(Wy.Z))=A(u,)n +0(n ™).
iii. r>s ise, f; (x) Fourier serisi
Dk A(fsx)
k=1
formuna sahip olan siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

E(Wy.z;)= sup (x)n+0(n). (3.74)
€W

(3.73) ve (3.74) bagmtilar1 Nagy tarafindan elde edilen bagintilardir.
S(WB’Hm,Zj) = sup Hf(x)—Z,f (f;x)”c
feWgH,,

degerleri icin en genel sonuglar, asagida verilen teoremi kanitlayan Efimov[6]

tarafindan elde edilmistir.
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3.21. Teorem
Asagidaki iddialar dogrudur:

i. s <r ise, bu durumda k =0,...,n—1 icin

d,,= sup{
n/2]

2|Smn—ﬁf/2)2(k +1)A’ (k7 )d,, (w)+0(n™).

1k+1
,[ (1) P il
1/n

pe H,, ¢(~1)= ¢(f)},

olmak iizere,

E(WyH,.2})=

ii. s=r ise, bu durumda

2|sin(Bn/2)|

E(W/H,.2))= ——1d,,(0)+0(n7").

T
iii. r<s<r+1 ise, bu durumda

n/2}-

E(WJH,,Z)="———

A (k7 )d,, (w)+

k=0
21 (r+l1+s) 1
+0|n Y (k+1) (—j +0(n"w(1/n)).
= k+1
iv. s=r+1 ise, bu durumda

2|COS Bn/2)| j’ mt(zt)dHO(n_’w(l/”))'

EWH,,Z,
( ) nnr+1 1/("+1)

V. s>r+1 ise,

E(WyH,.Z})=0(n"o(1/n)).
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3.6.1. Cy;_, Simflarinda Zygmund Metodu

Bu boliimde
£(Gy.z)=sw{|f (x) -2 (3)]: F e G}
degeri icin, D.N.Bushev ve A. I.Stepanets tarafindan elde edilen asimptotik esitlikler

verilecektir.

7(v), v=0 yan ekseni iizerinde tanimlanan bir fonksiyon ve dyle ki, onun

#(1) = 2(1:8) =~ [ (v)cos (v + Br/2) dv

ﬂ:()

doniisiimii R iizerinde mutlak integrallenebilir olmak iizere, (3.71)’e gore;

A(7)= T

#(0)far (3.75)

olsun. & (C“’ ZS) degeri icin asimptotik esitlikler, esas olarak sonsuzda

Boo®Ln
g(v)=v"{(v) fonksiyonunun davramigina baghdir. Burada, bu fonksiyon biitiin
v>1 igin yukari bikkey ya da asagi biikkey olarak kabul edilmistir. g (v)
fonksiyonunun ~ digbiikeyliginin  (convexity) kosulu (aym zamanda {(v)
fonksiyonunun da ) biitiin v >1 kiimesi ilizerinde saglanamayabilir. Fakat, v, >1 ile

keyfi bir reel say1r olmak iizere, v=v, kiimesi iizerinde saglanir. Bu durumda,

yukarida bahsedilen calismalara benzer asimptotik esitlikler burada da elde edilir.

Ancak burada ayrintiya inilmeyecektir.

g(v) fonksiyonu v>1 igin konveks ise, asagidaki durumlar miimkiindiir:

(a) g(v) fonksiyonu lim g (v)=oo ile agag biikey,

y—so0

(b) g(v) fonksiyonu limg(v)=c>0 ile asag biikey,

y—so0

(c) g(v) fonksiyonu lim g (v)=0 ile asag biikey, (3.76)

v—ye0

(d) g(v) fonksiyonu limg(v)=c>0 ile yukan biikey,

v—ye0

(e) g(v) fonksiyonu lim g (v)=oo ile yukari biikey.

v—ye0
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O(1), n ye gore diizgiin siirh bir 6zdeslik olmak iizere, asagidaki durumlar
dogrudur.
3.22. Teorem
sin fr/2=0, beIM ve g(v), (3.76) daki (a)-(e) kosullarindan birini
saglasin. Bu durumda n — o iken,
£(Cy..Z;)=0(n)A(z,)+O(1)(n)/n (3.77)
elde edilir. Burada

)+ (1) (=)o)

n* "\ (n) " n*H(n O0svsl

7, (v)= vsw(nv)/lb(n) JA/n<v<l
w(nv)/w(n) =1

olmak iizere A(t,)), (3.75) esitligi ile tammlanan bir ézdesliktir.  Ayrica

P(v)=v",0<r<s, ise, bu durumda (3.77) esitligi (3.72) esitligi ile cakisir.
Ek olarak r<s<r+1 oldugu durumda (3.77) deki kalanin degerlendirmesi (3.72)
dan biraz daha iyidir. 3.22. Teorem’i saglayan fonksiyonlara drnek olarak re (0,s),

¢>0 ve herhangi bir a@eR i¢in V(v)=v'In*(v+c) fonksiyonu,

V(v)=v~arctgv ve b(v)=v" (C —e") , C >0 vs. fonksiyonlar1 verilebilir.
3.23. Teorem
sin Br/2=0, he M ve limk"w(k) =0 ile kP(k), k=1,2,..., dizisi asagi

biikey olsun. Bu durumda n — oo iken, f°(-) siirekli bir fonksiyon ve
S[F]=2 kA (fix) (3.78)
k=1

olmak iizere,

c‘f(CU Z“):n"‘ sup ‘

B.o>“n
feqy..

Iz

HO()(V(n)+n0(v),

elde edilir.
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Aciktir ki 3.23. Teorem, 3.20. Teorem-iii kisminin bir benzeridir.
Asagida verilecek olan durumlar, sin f7/2# 0 oldugu durumda & (ngm,Z;)
degeri ile ilgili asimptotik sonuglar icerir.
3.24. Teorem
Varsayalim ki sin fr/2#0, ve Mve g(v) (3.76)-(a) kosulunu saglayan
bir fonksiyon olsun. Bu durumda n — oo iken,
£(Cy..2))=0(n) A(1)+0 (1) v (n)/n

elde edilir. Burada,

(-Du+ () 5 E-e)-v )

n' 7 (n) " n* " (n) 0<vsl

()= v (nv) /0 (n) J/n<v<l
b(nv)/b(n) V21

olmak iizere A(T,(,l)), (3.75) esitligi ile tammlanan bir ozdesliktir. Ayrica,

2|ga P71 _jol) )27 ()
”‘sm 2‘1|)(n)£ t dt<A(Tn)<l|)(n)£ t dr+0(1). (3.79)

V(v)=v", r>0, alinirsa

o -r

~r n
jt(+l)dt=
r

n

oldugundan (3.79) bagintisindan (3.72) ve (3.73) bagintilar elde edilir. Buradan da,
TU(r
j%x =0(1)\(n) (3.80)
bagintisi elde edilir.
Ancak, (3.80) esitligi biitin e M igin dogru degildir. Ornegin, herhangi
bir >0 i¢in {(v)=In"*(v+e) fonksiyonu 9" simfina ait olmasina karsin, ayni

zamanda,
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3.25. Teorem
Varsayalim ki sin fr/2#0, ve M ve g(v) yukari biikey bir fonksiyon ve

ek olarak

J't“‘lmb(r)dr =0(1)n*¥(n),
1
kosulu saglansin. Bu durumda n — o iken,
£(¢y..z))=v(n)A(F)+o(1)n™

elde edilir. Burada,

% N L U Py
T,(Iz)(v): v“lb(nv)/lb(n) J/n<v<l
lb(nv)/lb(n) w21

olmak iizere A(T,(lz)), (3.75) esitligi ile tammlanan bir ozdesliktir. Ayrica,

2| . Br|130(r) 27 F(h)
;‘SIHT‘;;[TdZ < A(Tfl )) <W;[Tdt+0(l) .

3.25. Teorem’i saglayan fonksiyonlara oOrnek olarak O<s—1<r<s ve
aeR igin, U, (v)=v'In“(v+e)c>0 ve a>1 igin s<1 olmak iizere,
1, (v)=In"*(v+e) vs. fonksiyonlart verilebilir.

sin B7/2 # 0 oldugu durumda asagidaki teoremler de verilebilir:

3.26. Teorem
Varsayalim ki sin fz/2+#0, ve M ve limv*H(v)=C>0 ile g(v) yukar

ya da asagt biikey bir fonksiyon olsun. Bu durumda n — o iken,

£(cy.:z) =%|sian/2|%J.t“"lx|)(t)dt+O(I)w(n) (3.81)

elde edilir.

limv*(v)=oo ile g(v) yukar: biikey oldugu durumda (3.80) ve

v—ro0
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Hmnw j“w t)dt =

esitlikleri saglandigr durumda da , (3.81) esitligi dogrudur.

a20 igin {(v)=v"In“(v+e) fonksiyonu ve {(v)=v *arctgv fonksiyonu
bu teoremin kosullarim saglayacaktir.

3.27. Teorem

Varsayalim ki, limk‘mb(k):oo ile k*G(k), k=12,..., dizisi belirli bir k,

sayisindan baslayarak agagt biikey ve

serisi iraksak olsun. Bu durumda n — o iken,
£(cy.:z) =iy|sian/2|Zk“"‘x|;(k)+0(1)n“‘
nn k=1

elde edilir.

Bu teoremin kosullarini saglayan orneklerden biri; ae (0,1] olmak iizere
V(v)=v~*In""(v+e) fonksiyonudur.

3.28. Teorem

Varsayalim ki, v'"{(v) fonksiyonu [1,e0) araligu iizerinde integrallenebilir ve
biitin v=a>1 icin g(v)=v'(v) fonksiyonu asagi biikey olsun. Bu durumda

£ (x), (3.78) esitligini saglayan siirekli bir fonksiyon olmak iizere;

1)(Hf-np(f)dz+¢(n)J

S(C[;"m; “):i sup

I’lfc‘lf

f ot 0
elde edilir.
3.6.2. CE Sinifinda Zygmund Metodu

Bu boliimde
5(C§,Z,f)=sup{‘f(x)—z,f(f;x)‘: fe COE}

degeri icin, A.S. Fedorenko tarafindan elde edilen asimptotik esitlikler verilecektir.
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Daha 6nceden de bahsedildigi gibi, C;E siiflarindaki fonksiyonlara Zygmund
toplami ile yaklasimda &, (CS,Z;) degerinin asimptotik gosteriminin hesaplanmasi,

yukari ya da asagi biikey olan g, (v)=v",(v), i=1,2, fonksiyonlarina bagldir.

Bu fonksiyonlar i¢in (2.3) durumlar1 s6z konusudur. A. S. Fedorenko [9] ve [10] da

tiim durumlar1 ele almis ancak b)-d) durumlar icin kesin yaklasimlar elde etmistir.
3.29. Teorem
Y eM, b, e M ve limg, (v)=co, i=12, ile g (v)=v',(v), s>0,

fonksiyonlar asagu biikey olsun. Bu durumda 0 (n)= (7 (n)+1] (n))l/2 ve O(1),

n ye gore diizgiin sinirlt bir ozdeslik olmak iizere, n — oo iken;

£,(ct.z) :l_p(n)A(Tn)+0(l)M.
c n
Bundan baska i =1,2, i¢in;

(S_l)w’(_1)+1bi,(1)u2+(2_s)w'(_1 _wi,(l)u 0<u<l/n

n5_21|)(n) ns_llb(n) '
7, (u)= MSE"(ESM), n<u<l
wl(nu) IfSu<eo
G(u) ’

ve C = const olmak iizere,
2
7

dir. Burada n=1,2,..., icin A(Tn) asagidaki esitlik ile belirlidir:

U 7, (u)cosut+7,, (u)sin utj du

0

T, () 7|0, ()
n):!'| > |du<A(Tn)<C+7FE4(n)J.| > |du

Alz)=L ]

—oc0

dt. (3.82)

3.30. Teorem
b, e M, b,e M, u', (u) fonksiyonu yukar: biikey ve i=1,2 igin

[, (u)du =0 (1) (n).

1
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olsun. Bu durumda E(n) = (11)? (n)+3 (n))l/2 ve O(1), n ye gore diizgiin sturl bir

ozdeslik olmak iizere, n — o iken;

£,(ch.z;) =0(n)A(z,)+0()—-.

n n‘
Bundan baska i =1,2, i¢in;

B (1) o, (s} s <u<ln

W " | Osus

7, (u)= ut—t(() ), n<u<l
U, (nu) <o

o) fsuee

ve C, =const olmak iizere,

j|ﬂ>2 |du<A( )<l bt
zd(n zb(n)y  u

dir. Burada A(t,), (3.82) ile belirlidir.

3.31. Teorem

P, e M, b,e M ve 1i_1£gi(v)=C>0, i=12,ile g (v)=v'1,(v), s>0,
fonksiyonlart ~ yukart  ya da asagt  biikey olsun. Bu  durumda
E(n)z(wf(n)+w§(n))l/2 ve O(1), n ye gore diizgiin suurl bir ézdeslik olmak

iizere, n — oo iken asagidaki asimptotik esitlik elde edilir:

5,1(C:,z,j)0=7; j A, () du+0 (1) (n). (3.83)

3.32. Teorem
D, eM, b,eM ve limg,(v)=0, i=12, ile g (v)=v"y,(v), s>0,

fonksiyonlart asagu biikey olsun. Bu durumda O(1), n ye gore diizgiin simrl bir

ozdeslik olmak iizere, n — oo iken asagidaki asimptotik esitlik elde edilir:

n

e,(C1.22) =2 fur b () dur 0 (1)
1
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4. BULGULAR VE TARTISMA
Bu bolimde C’ simfinda EH(CS,Z;) degeri i¢in elde edilen asimptotik

esitlikler ele alinmustir.

4.1. ANA BULGULAR

[Ik olarak g(v), i=1,2, fonksiyonlarinin limg, (v)=c ya da

y—>o0

limg,(v)=c>0 ile yukan bikey oldugu durumda EH(CS ,Z‘) degeri ic¢in

n
v—roo

asimptotik formiiller verilecektir.

4.1. Teorem ), € M, P, € M’ ve limg, (v)=co ya da limg,(v)=c>0,
i=12, ile g (v)=v'{,(v), s>0, v2b21 iizerinde yukari biikey olsun. Bu

durumda E(n) = (1|)f (n)+1|)§ (n))l/2 ve O(1), n ye gore diizgiin sumrli bir dzdeslik

olmak iizere, n — o iken;

T\ 2 2
5n(cw,z”)_m1s! W, (v)dv + j¢2 )dv+0(1)(n). (4.1)
veM ve t=1 igin a(t):M olsun.  Eger lima(t) varsa,
l‘l]r)(l)| t—00

lima ()= a, (V) ile gosterelim. Boylece asagidaki sonuglar elde ederiz.

4.1 Sonug },€ M ve limg, (v)=co ile g (v)=v'1;(v), s>0, i=12,
v2b>1 iizerinde yukari biikey olsun. &, (\,)=c ise, bu durumda
:b(n):(lbf (n)+) (n))l/2 ve O(1), n ye gore diizgiin suurl bir ézdeslik olmak
lizere, n — oo iken asagidaki asimptotik esitlik elde edilir:

£,(cl.z)= ij )dv+0(1)1(n). 4.2)

U, (t)=In"%(t+e), @ 21, i=1,2, fonksiyonlar1 4.1. Sonu¢’un kosullarini

saglayacaktir.
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3.6.2. boliimde de bahsedildigi gibi, A.S. Fedorenko, [9] da, D.N. Busev’de
pr . pr . .
VY, (v)= lb(V)COST ve 1, (v)= xl)(v)smT oldugu durumda ayni problemi [7] de
incelemistir. Ancak tam asimptotik esitlikler elde edememislerdir.
4.2.Sonug. , €M, e M ve limg,(v)=o0 yada limg, (v)=c>0 ile
g(v)=v'U,(v), s>0, i=12, v>b=1 Iizerinde yukari biikey olsun.
&, (,)=1/s ise, bu durumda 1_|)(n) = (ﬂ)f (n) +) (n))l/2 ve O(1), n ye gore

diizgiin sumirly bir 0zdeglik olmak iizere, n — oo iken asagidaki asimptotik esitlik elde

edilir:

£,(C2.22) == [y, (v) dv+ O (1) B(n) . 43)
an’
In(" +e) f_e
w,(t):t—S, O<r<s, O<r<l, i=12, ve wi(t):tTﬂ’, g >0,

¢, 20, i=1,2, fonksiyonlar1 4.2. Sonu¢’un kosullarin1 saglayacaktir.

Bu sonug 1i_r)2gi(v):ci >0 ile g, (v)=v'1,(v), s>0, i=12, v=b21
tizerinde yukari biikey oldugu durumda (3.83) ile cakisir.

4.3. Sonug |, € M, Ve M ve 1i_r)2g,.(v):oo ile g,(v)=v'1,(v), s>0,
i=1,2, v=b>1 iizerinde yukar: biikey olsun. o, (\,)e (1/s,0) ise, bu durumda
:b(n):(lbf (n)+) (n))l/2 ve O(1), n ye gore diizgiin siurlt bir ézdeslik olmak

lizere, n — oo iken,

£,(Ct.z;)=0(1)(n). (4.4)

U, ()= %, O<e, <s<eg, , i=1,2, fonksiyonlar1 4.3. Sonu¢’un kosullarin
t 1

i+1°

saglayacaktir.

Simdi de, 4.1.Teoreme benzer olarak limg, (v)=co ile asagi biikey oldugu

v—ro0

durumda &, (CE,Z ;) degeri icin elde edilen asimptotik formiilleri verelim.
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4.2. Teorem 1 eM, P,e M  ve 1i_r)ggi(v)=oo i=12, ile

g, (v)=v'U,(v), s>1, v=2b21 iizerinde asagr biikey olsun. Bu durumda

E(n):(wf(n)+w§(n))l/2 ve O(1), n ye gore diizgiin suurl bir ézdeslik olmak
lizere, n — oo iken;

270, (v —

£,(c. ;):—j I, (v dv+;;':lpzT()dv+0(l)w(n). (4.5)

4.4.Sonu¢. €M, P, e M ve 1i_r£gl.(v)=oo ile g,(v)=v'{,(v), s>1,

i=1,2, wv=b21 iizerinde asagi biikey olsun. ise, bu durumda

1_|)(n) = (wf (n)+) (n))l/2 ve O(1), n ye gore diizgiin suurl bir ézdeslik olmak
iizere, n — oo iken asagidaki asimptotik esitlikler elde edilir:

1. o, (V,) =00 ise,
£,(cl.z))= ij )dv+0(1)(n)

2. () e (1fs,00) ise,
£,(¢l.z;)=0(1)4(n)

3. o, (V,)=1/s ise,

£, (cl.z)= 7; jv"_le(v)dv+0(l)E(n)
i=1,2 i¢in &, >1 olmak iizere wi(t):; ve 1<r <s, ¢, >0 i¢in
In% (1+2)
1pz(l‘) . ln(\/;-’_ci) .
) #const olmak iizere ,(r)=———— fonksiyonlar1 bu sonuglarin
1 X'

kosullarmi saglayacaktir.
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4.2. YARDIMCI BULGULAR
Bu boliimde teoremlerin ispatinda kullanilacak olan yardimci sonuglar

verilmistir.
4.1.Onerme ), e M ve limg (v)=c ya da limg (v)=c>0 ile

g (v)=v'{,(v), s>0, v=b21 iizerinde yukari biikey olsun. Bu durumda O(1),

n ye gore diizgiin sinirli bir ozdeslik ve

rwi 0<v<l
n' '
7,(v)= @ d<v<n (4.6)
U, (v) v=n
olmak iizere, n — « iken;
| % [z cosvedv|dr = 01y, (). 4.7)
—oco 0

4.2. Onerme ,e M ve limg,(v)=c ya da limg,(v)=c>0 ile

g (v)=v'U,(v), s>0, v=b21 iizerinde yukar: biikey olsun. Bu durumda O(1),

n ye gore diizgiin sinirli bir ozdeslik ve

—v%(l) 0<v<l
e ,0<
Tz(v): % JA<v<n 4.8)
P, (V) RV

olmak iizere, n — o iken;

oo

J

—oco

_ 20 270,(v)
dt‘,ms !v lbg(v)dv+ﬂ_ !—v dv+ 0y, (n)  (4.9)

lJ.’L'z(v) sin vt dv
T 0
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4.3. Onerme P, eM ve limg (v)=o, ile g (v)=v'U,(v), s>1,

v>b 21 iizerinde asagi biikey olsun. Bu durumda O(1), n ye gore diizgiin sumirl

bir ozdeslik ve
) ,0<y<1
nS
Tl(v): v‘tl‘;(‘)) Jd<v<n
b, (v) v=n
olmak iizere, n — oo iken;
j-%jq(wcomndvdz=cxnwgny
—o0 0

4.4.Onerme Ve M ve limg,(v)=oo, ile g, (v)=v'U,(v), s>1,

v>b 21 iizerinde asag: biikey olsun. Bu durumda O(1), n ye gore diizgiin surl

bir ozdeslik ve
LLAC) 0<v<l
n' '
7,(v)= % J<v<n
P, (V) ,V=n

olmak iizere, n — « iken;

oo

Il

—oc0

.[T (v)sinvtdv|d

I K l’l.\)Q +£T,¢J2—(v)dv+0(l)w2(n)
s v
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4.3. TEMEL VE YARDIMCI BULGULARIN ISPATI
Oncelikle yardimer bulgularin ispati verilecek, daha sonrada temel bulgular

ispatlanacaktir.

4.3.1. Yardimci1 Bulgularin Ispati

4.1. Onerme’nin ispati.

Kismi integrasyon ile,

JTI (v)cosvidy = —%J.Tl (v)sin vtdv——IT sin vidv
0 0

n

esitligi elde edilir. Buradan,

J Ifl(v)cosvtdv dr < I %J.Tl,(v)sinvtdv dt+
—o0 —|” 0
)sinvedv|dt =1, +1,, (4.10)
dir. (4.10) ifadesindeki, 7, integralinin
=0(1)y, (n) 4.11)

oldugunu gosterelim. Herhangi bir sabit ne N igin 7, (v) fonksiyonu [0,7]

tizerinde artmayan bir fonksiyon oldugundan, biitiin # > 0 i¢in

% [# (v)sinvedv=0 (4.12)

0

dir. (4.12) ifadesi goz 6niinde tutularak

Ll n

—ZJ JT smvtdvdt —I

J'Sll’lvl dtdv =

0

n

jTlf(v)dv =7,(n)=7,(0) =, (n).

0

olacaktir. Buradan da (4.11) elde edilir. [11] de Lemma 4.3.1’in ispatindan
=0(1)v, (n) (4.13)
oldugunu biliyoruz. Boylece (4.11) ve (4.13) e gore (4.7) elde edilir. 4.1.

Onerme’nin ispati tamamlanir. |
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4.2. ve 4.4. Onerme’nin ispat1

7,(v) fonksiyonu [0,7] aralig: iizerinde artan ve

limz, (v) =limz, (v)=0

kosulunu saglayan bir fonksiyon olmak {izere, [0,oo) araligr iizerinde negatif

olmayan siirekli bir fonksiyondur. Islemlerde kolaylik saglamasi agisindan

oo

1
I(t)=—]|7 invid
(1) 75’0[ L (v)sinvedy

olarak alalim. Buna gore, I(¢) integraline iki kez kismi integrasyon uygulayarak,

2

1 , ’ .
—JT smvtdv—jz—t[(r2 (1-0)-7, (1+O))smt+

+(z) (1-0)-2, (n+0))sinne -

_Uz'z”( )51nvtdv+J.T )sin vtdvj:l 4.14)

elde edilir. g,(v)=v"1,(v) artan oldugundan, (4.14) den

<L2 zswz(n)+¢2(1)JS(2S+1)w2(n) (4.15)

Tt n n' t*

sm vidy

olacaktir. Boylece (4 15) e gore,

| jr )sinvidvide < 2", (n) = O (1), (n) (4.16)

[ \>7r/2

elde edilir. Simdi  /(7) integralinin orijinin komsulugunda iistten

degerlendirilmesini inceleyelim. Buna gore, kismi integrasyon ile

—J.T sin vtdv ——(JT cos vtdv+jf cos vtdvj “4.17)
Tt

dir. (4.17) esitliginin sagindaki integrali degerlendirmek icin ilk olarak [O,n] aralig

tizerindeki integrali ele alacak ve bu aralik {izerinde ele alinan integral icin

/2

]

7/2n

1
-z td
tj 5 (v)cosvidy

dt=ijvs-lmp2(v)dv+0(w2(n)) (4.18)
n 1
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esitliginin dogru oldugu kanitlanacaktir. Bu durumda (4.18) in sol tarafindaki

ifadede integral igareti altindaki fonksiyonu asagidaki formda ele alalim:

n /2t n
%ITZ’(V)COSVICZV—% j T,(v)cosvtdv+% j 7, (v)cosvedv = 1,(t)+1,(t). (4.19)
0 0 )2

(4.18) esitligini kanitlamak icin asagidaki esitlikleri kanitlamak yetecektir:

/2 n
[ |Il(t)|dt=%Jv“lx|)2(v)dv+0(ﬂ)2(n)) (4.20)
/2n 1
ve
/2
[ |1 (1) dr <0(v,(n)). (4.21)
z/2n

Tz’(v), [O,n] izerinde negatif olmayan ve artmayan fonksiyon oldugundan,
te[r/2n,7/2] i¢in I,(1)20 ve te[x/2n,7/2] i¢in I,(r) <0 olacaktur. Bdylece

integrasyon mertebesi degistirilerek,

/2 171’/2[
j |1, (¢)|dt = j P j 7, (v)cosvtdvdr =

z/2n z/2n” 0

:j-”f cos vt dtdfz(v)+j.”fv co:vt drdz, (v) =

0 7/2n 1 7z/2n

—I I Coszdzdf ]1. J/.z Coszdzdrz(v)z

0 7v/2n 1 7zv/2n

/2
COSZ
z[fz(v)j . dzJ
0

v/2n

zij{vs—lﬂ? ( )cos wzg )j.(cosﬂ—cos%jd":

2n noy 2n

:_jv‘ ", (v cos—dv+0( lyj (4.22)
2 n

n

elde edilir. Simdi

61



1 17

—jvé W, (v)cos 2 dy = — [V, (v)dv+0(, () (4.23)
n 2n n'

asimptotik esitligin dogrulugunu gosterelim. Bunun i¢in Oncelikle asagidaki
degerlendirmeyi goz oniinde tutalim.

n

1t v 2 sinzv/4n & . 7y
— 1—cos— |dv=— T sin—dv<
n“!Av wZ(v)( 2nj Y ns-!v 02(v) mv/dn 4n  4n Y

4n

S%wz (n)nsljsinﬂdv <24, (n).
n 4n -

Buradan (4.22) ve (4.23) ii birlestirerek (4.20) elde edilir. Simdi (4.21) esitsizligini
gosterelim. t€ [7/2n,7/2] icin 1,(¢) <0 oldugundan,

7/ 7/ n /2
f |1, ()| dr =~ f [ 2/ (v)cosveavar = jr j COSV it dv =
7/2n 7r/2n /2t
n v/ n
=—[7(v) jz COZSZ dzdv < 2ci(%jjrz’(v)dv <0(,(n)). (4.24)
1 /2 1

Boylece (4.20) ve (4.24) ii goz 6niinde tutarak, (4.18) elde edilir.

Simdi (4.17) nin sag tarafindaki [n,oo) araligindaki integrali degerlendirelim.

7,(v) fonksiyonunun [n,) araligi iizerinde limz,(v)=0 ile asagi biikey ve

y—so0

- n$2 ((];) < s oldugunu goz Oniinde tutarak, kismi integrasyon ile
,(n
iTZ',Z,(v)cosvtdv —L( v)sinvt j .[T v)sinvtdv| <
mt | xt?
2 nb, (n 2s
s 2|l ()< 2e0eln) (4.25)
znt ¥, (n) znt
olur. (4.25) e gore de
f LIz (v)cosvedugdr < 2545, (n) =0 (1), () 4.26)
z/2n 7t n 7[2

asimptotik degerlendirmesi elde edilir.

Buradan (4.18) ve (4.25) ifadeleri birlestirilirse
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1_[1'2’(v)cosvtdv
0

=2 [v 0, () dv+ 00 (n)  (427)
zn' Y

7/2n<t<z/2

dir.
Simdi orijinin komsulugundaki degerlendirmeye bakalim. Buna gore, [n,c><>)

tizerinde 7,(v)=11,(v) oldugundan, [11, syf. 204] den biliyoruz ki, Vn>1 i¢in

a >0 sayis1 vardir 6yle ki,

| ljrz(v)sinwdv dt:gj%—(v)dwo(l)x_p(n) (4.28)
|f|<a/n n 7[11 v
saglanir. Ayrica
o) ZT/2n oo o) ﬂ/an (I’l)
= T invtdv|dt <=| | —===dif|<0(1 4.29
- ” , (v)sinvedv)dr <= e (1), (n) (4.29)

olacaktir. Son olarak

/2n 1 n /2n 1 n
I —jrz(v)sinvtdv t=2j —jfz(v)sinvtdv t
-7/2n 7[ 0 0 4 0

integralini degerlendirelim. 7,(v) fonksiyonunun [O,n] aralig1 lizerinde artan

siirekli bir fonksiyon oldufunu gz oniinde tutarak, |1'2(v)|£w2(n) oldugunu

biliyoruz. Buradan da,

z/2n n

_J.Tz (v)sinvedv
0

dt <2, (n) = 0(1) b, (n) (4.30)

-7/2n
dir.
4.4. Onerme’nin ispatinda (4.21) degerlendirmesi hari¢ geriye kalan durumlar

4.2. Onerme’nin ispatina benzer sekilde yapilir. Simdi 4.4. Onerme icin (4.21)

degerlendirmesini gosterelim. Bunun igin, ¢@(v) biitiin v>1 i¢in negatif olmayan ve

azalmayan bir fonksiyon olmak iizere,

g (x)= ji @(v)cosvtdv ,x>0,1>0 (4.31)

/2t

fonksiyonunu ele alalim. ¢, (x) fonksiyonu sabit V' ¢ igin siirekli bir fonksiyondur.
Ayni zamanda cosvt fonksiyonunun ardisik v, ve v,,, sifirlart arasindaki her aralik

lizerinde ¢, (x) fonksiyonu basit bir z, sifirina sahiptir [11,Chpt.III]. Bdoylece z,
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N 9 2z .
niin n noktasmna soldan en yakin sifir oldugunu varsayarak n—v, <— oldugu
t

bulunur. Bunu dikkate alarak, (4.31) de @(v)=17, (v) secilirse,

%IT/( )cos vidy = — '[T )cos vidv
/2t
olur. Buradan da,
/2 n , /2 i _ -1
[ 1jr2 (v)cosviav|di < [ 7, (n)" PIRADIG )S4s1|)2(n) (4.32)
7/2n t;r/Zt z/2n t n
olacaktir.

Boylece, n>1 icin (4.18), (4.26)-(4.30) ve (4.32) ifadelerini gdz Oniinde
tutarak (4.9) asimptotik esitligi 4. 2. Onerme ve 4. 4. Onerme icin elde edilir ve ispat

tamamlanir. |

4.3. Onerme’nin ispati.

[O, oo) tizerinde tanimlanan
Hn(v):{vwl,(n)+1bl(n)—mbl’(n) ,0<v<n
v, (v) ,v=n
fonksiyonu goz oniinde tutahm. H, (v) fonksiyonu [0,e0) iizerinde monoton azalan
ve asagi biikey olan siirekli bir fonksiyondur. Diger yandan, [n,c><>) aralig1 iizerinde
7,(v) fonksiyonu ile cakisir. 7,(v) fonksiyonu da, [0,n] aralifi iizerinde artan,

[O,oo) araligi izerinde pozitif olan siirekli bir fonksiyondur.

Ayrica 7, (v), [0,n] araligi iizerinde pargali siirekli olmak iizere, [n,00)

araligi iizerinde limz,(v)=1limz, (v)=0 olsun. '[T )cosvidv integraline iki kez

y—yo0 y—yo0

kismi integrasyon uygulayarak,

.[T Cosvtdv_t—[ —, (1) +, (n)cosnt =, (1)cost

n

“z’ cosvtdv+_[z' cosvtdvj:l (4.33)

n
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olur. g (v) limg,(v)=eo ile asag1 biikey oldugundan, (4.33) den

S%{wl(l)w;(l)J @
Tt

n

oo

1
—\7 td
ﬂ_! \(v)cosvidv

elde edilir.

Boylece (4.34) e gore, c, :§ M olmak iizere,
z\ ()

oo

ljrl(v)cosvtdv

oo

r
dr=2 | ;'([Tl(v)cosvtdvdtﬁcllbl(n) (4.35)

|t}2n/2n-1 o n/2n-1
dir. Simdi

1/n 1 o0

2| |=[ 7 (v)cosvedvidt = 0 (1), (n), (4.36)
0 7 0

n/2n-1 oo

2 [ =] Tl(v)cosvtdv}dt=0(l)wl(n) (4.37)
I/n 0

asimptotik gosterimlerinin dogrulugunu gosterelim. Ilk olarak, (4.36) ifadesini

kanitlayalim. Islemlerde kolaylik saglamasi acisindan

1/n
1

21 == td

Jz;'). L (v)cosvidy

0

1/n

1}1
—\7 tdvidt + 2
7[_([ L (v)cosv v}d _([

gosterimi kullanilacaktir. Buna gore I, integrali i¢in degerlendirme yapilirsa, g,(v)

oo

1/n
dtS2j —Irl(v)cosvtdvdtzzll+12
z
0 n

[0,n] tizerinde asag: biikey oldugundan, bu aralik iizerinde |1'1 (v)| <, (n) dir. Bu

durumda,

2 1 2
L <—mp (n)—=—1,(n 4.38
<2t ()L =20, 0 (439
esitligi elde edilir. I, integrali i¢in H, (v) fonksiyonuna gore
In
L=2

2
0

oo

1
—|H td
”I . (v)cosvedy

n

/n oo
dr <2 | inn(v)cosvzdvdH
0 7[0

1/n
+2 I
0

1 n
;_([Hn (v)cos vtdv}dt =1, +1,

yazilabilir. Basitlik i¢in
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1, : '[H cos vtdy

olmak iizere, I,, = O (1), (n) oldugunu gosterelim. 1,,, i¢in kismi integrasyon ile,

oo

L, = j )cos vedv
0

dir. H,(v) konveks artmayan bir fonksiyon oldugundan, (—Hn’(v)) negatif

olmayan ve artmayan bir fonksiyondur. Boylece herhangi bir ¢ > 0 icin,
| B
. [-H, (v)cosvidv >0 (4.39)
0

olacaktir. (4.39) a gore,

1/n 1/ n

121—2“1211|df ZJ I H v)cos vidvdt .

esitligi yazilirsa, Fubini teoremi ile,

21:_ ( )Jcoswdtdvs

<H,(0) =0, (n)+nP, (n) < (1+5)b,(n) (4.40)

oldugu elde edilir. Diger taraftan H,(v) fonksiyonunun monoton azalanligindan,

Inn

%IH (v )cosvtdv}dt<—'”|H |d dt <— TH

Vn
L,=2

0

b, (n) (4.41)

1|)1,(n) ) < 2(1;S)

:%(ﬂ)l(”)+”

esitsizligine gore I,, =0(1)4,(n) olacaktr. Dolayisiyla (4.38), (4.40) ve (4.41) e

gore (4.36) elde edilir. Simdi (4.37) deki esitsizligi kanitlayalim. Kismi integrasyon
ile

_.[T cosvtdv—i 7/ (v )sinvtdv%—L (—”L'l,(v))sinvtdv::Jl+J2
aty atd

dir. Buna gore,
n/Zn -1

2 [ J|dr=0(1) 0, (n) (4.42)
Vn
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ifadesinin dogrulugunu kamitlayalim. Bu amag i¢in, ¢(v) biitiin v>1 icin negatif

olmayan ve azalmayan bir fonksiyon olmak tizere,

£(x)=[p(v)sinvidv x>0,1>0 (4.43)
0

fonksiyonunu goz oniinde tutalim. f,(x) fonksiyonu sabit V ¢ igin siirekli bir
fonksiyondur. Aym zamanda sinvt fonksiyonunun ardistk v, ve v, sifirlan
arasindaki her aralik iizerinde f,(x) fonksiyonu basit bir x, sifirina sahiptir [11].

< 2z
Boylece x,. niin n noktasina soldan en yakin sifir oldugunu varsayarak n—v, <—

t

oldugu bulunur. Bunu dikkate alarak, (4.43) de ¢(v)=17(v) segilirse,

ML j 7, (v)sinvrdv

olur. Buradan da Tl,(v), [O,n] aralig1 iizerinde azalmayan bir fonksiyon

oldugundan,

n/2n-1 n/2n-1 n/2n-1
2 , , dt

2 J |Jl|dtS— J. 7, (n)(n—x,)dt <4z, (n) J. =

1/n 4 1/n 1/n 4
O (n)=nfb (n) |(n=1)?

=4 — V= g () (4.44)
n n

dir. Boylece (4.42) elde edilir. Simdi de

n/2n—1
2 [ |1|de=0(1)v,(n) (4.45)
/n

degerlendirmesini elde edelim. (4.42) deki degerlendirmeye benzer olarak, ¢(v)

biitiin v >1 icin negatif olmayan ve artmayan bir fonksiyon olmak iizere,

oo

8. (y)=[o(v)sinvidv x>0, 1>0 (4.46)

3
fonksiyonunu goz Oniinde tutalim. Bu fonksiyon sabit V ¢ ig¢in siirekli bir

fonksiyondur. Ayrica sinvt fonksiyonunun ardisik v, ve v, sifirlar1 arasindaki her

aralik lizerinde g, () fonksiyonu basit bir y, sifirina sahiptir [11]. Boylece y,. niin

67



n noktasmna sagdan en yakin sifir oldugu varsayilirsa, n<y, < n+2—” oldugu
t
bulunur. (—Tll (v)) negatif olmayan ve artmayan bir fonksiyon oldugundan (4.46) da

p(v)=-1, (v) segilirse,

1 ot , ) n+27/t , 2‘11)1,(”)
A E.!:(_Tl (v))smvtdv SE 7, (v)|dv < 3
elde edilir. Buradan da
”/Zn -1 n/2n ldl'
2 [ |di <4‘w1 [ S <dsv,(n) (4.47)
In 1/n

oldugundan (4.45) gosterilmis olur. Boylece (4.44) ve (4.47) dan (4.37) ifadesi
ispatlanir. (4.36) ve (4.37) ye gore de (4.7) kanitlanmis olur. n

4.3.2. Temel Bulgularin Ispati

4.1. - 4.2. Teorem’in Ispat1
[11, Chp. IV] den biliyoruz ki, herhangi bir f e C;E icin,

t(t)=%, (1) + =—jr )cos vidy +— jr )sin vidv (4.48)

olmak iizere,

oo

f(x)=2,(f:x)= jf (x—1)2,(t)dr (4.49)

esitligi dogrudur. Burada, i=1,2 i¢in sirasiyla (4.6) ve (4.8) ile belirli olan 7, (v)
fonksiyonlar1 biitiin v>0 igin siirekli ve onlarin 7, (7) ve 7, () doniigiimleri tiim
reel eksen iizerinde mutlak toplanabilirdir.

CEj siniflar1 bir arglimentin sag kaymasi altinda degismezdir. Yani, fe CE

ise bu durumda herhangi bir sabit e R icin f,(x)= f(x+h) fonksiyonu da c’

sinifina aittir. Buna gore (4.49) dan,

oo

< [ I8 ()

—o0

€, (CS,Z;) = sup

feC‘

jf“ 1)%,(1)dr

—oc0

|dt (4.50)
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olacaktir.
Diger taraftan CE sinifinda hemen hemen her yerde |¢(t)|£1 dogru
oldugundan, f°(x)=@(x) esitligini saglayan bir f(x)=f(@:x) fonksiyonu

vardir. Buradan, C! da bir fi.(t) fonksiyonu vardir, &6yle ki

{t:|t| S%} { |t| } kiimesi iizerinde

ey s®
£ = 4.51)
periyodik ,|

formuna sahiptir. Bu durumda (4.51) e gére,

£(0)=Z (£.:0) = (|2, (¢)|dr - |dz+j Fo(=0) %, (1) de >
—o0 \t\Zfr/z [>7/2
> j )|t (4.52)
= H>fr/2

(4.50) ve (4.52) esitsizliklerini goz oniinde tutarak, n — o iken,

el -k

elde edilir. Buraday(n)<0 ve

(t)|dt+y(n ,5>0 (4.53)

J

|t}z7/2

|7(n)| = 0[ An(r)|er

dir. Teoremin ispati i¢in Oncelikle |7(n)| <0(1)¥(n) oldugunu gosterelim. Buna

gore,
7] <o) [ |2, ()]dr<o(1) | qu(v)coswdv dr +
7/ /2| 0
+0(1) ljrz(v)sinwdv dt =, +7,
[(]27/2 4

olarak yazilabileceginden (4.7) ve (4.16) degerlendirmelerine gore, sirasiyla

=0(1)Y,(n) ve 9 =0(1)V,(n) oldugu kolayca goriilir. ~ Buradan da
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|}/(n)| <0(1)y(n) olur. Dolayisiyla bu son degerlendirmeyi goz oniinde tutarak
(4.53) ve 4.1.-4.2. Onermeler kullanilirsa (4.1) ve 4.3.-4.4. Onermeler kullanilirsa
(4.5) elde edilir. Boylece 4.1.-4.2. Teorem ispatlanir. |

4.1.-4.4. Sonuclarn Ispati.
L’Hopital’s ve Leibniz kurali ile asagidaki bagintilar elde edilir.

isjiv“_lwz (v)dv sjvs"lmbz (v)dv
lim "L =—l+limL— =
o I¢2(V) dv X 1|)2(x)
S \%
= —1+1im R C) = —1+1lim ! R— (4.54)
e st_lll)z (x)_xs b, (x) X_ml X b, (x)
Swz(x)
s 'Ll)z,
lim— b, (%) :lirgs—x—(X)‘, (4.55)
Lprea T 0
X 1
ve
dev _%(X)
lim>—"— —fim—% =gim—2() (4.56)
o wZ(x) TP, x) mewz (x)

Buna gore, (4.1) ve (4.54)-(4.56) bagintilarindan (4.2)-(4.4) asimptotik

degerlendirmeleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. |
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5. SONUCLAR VE ONERIiLER

Bu boliimde oncelikle, bulgular ve tartisma boliimiinde ele alinan sonuglar
ozetlenerek verilecek ve daha sonra bu tez calismasinda ele alinan problemle
baglantili olarak baska neler yapilabileceginden bahsedilecektir.

5.1. SONUCLAR
Bu tez calismasinda ozellikle 3. ve 4. Boliimde bahsedilen Kolmogorov-

Nikol’skii problemleri ile ilgili ¢dziimlere cevap veren

<‘3ﬂ(‘ﬁ’Un(f;X))=§gg||f(X)—Un(f;X)||X 5.1)

degeri icin asimptotik esitlikler elde edilmistir.  C. smifindaki fonksiyonlara

U, (f:x:A)=2Z"(f:x), s>0, Zygmund toplamu ile yaklagimda &, (CS,Z;') degeri
icin asimptotik gosteriminin hesaplanmasi, yukar1 ya da asagt biikkey olan
g (v)=v"1,(v), i=1,2, fonksiyonlarina baghdir. 9, v>1 i¢in }1_)r21b(v) =0 ile
asag1 biikey olan siirekli fonksiyonlarin kiimesini ve 9" kiimeside

o0
1

kosulunu saglayan O kiimesinin alt kiimesini gostermek iizere, ,(v) i=1,2,
fonksiyonlart; ¥, € M (=, € M) ve ), e M (-, € M) oldugu durumlarda ele
alinmustir.

Buna gore, 4. Boliimde g, (v), i=1,2, fonksiyonlarinin limg, (v)=c ya da

V—ro0

limg, (v) =c>0 ile yukari biikkey ve s>1 i¢in lim g, (v) =0 ile agag1 biikey oldugu

durumda &, (CE,Z;) degeri i¢in asagidaki sonuglar elde edilmistir:

A. 4.1. ve 4.2. Teorem’ de elde edilen sonuclar kesindir. Yani (4.1)-(4.5)
asimptotik ifadelerindeki ana kisim iyilestirilemez. Ancak (4.1)-(4.5) ifadelerindeki
ana kisim iki integralden meydana gelmektedir. Bu durumda dogal olarak karsimiza

“Bu integrallerden hangisi ana kismi olusturur?” sorusu c¢ikar. Bu problem

incelendigi zaman; bu integrallerin, g, (v) fonksiyonuna ve 7 — oo iken limiti var
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t
v(1) fonksiyonuna bagli oldugu belirlenmistir. Buna gore lim(r)

tw’(t) t—>00

var ve lima (1) = ¢, () ile gosterilmek iizere, asagidaki sonuglar elde edilmistir:

t—o0

olan a(r)=

Al a,(,)=c ise (4.1) asimptotik ifadesinde ana kisim 2 J U, (v)dv
T

integralinden olusur.

A2, oa,(v,)=1/s ise (4.1) asimptotik ifadesinde ana kisim

LS I v, (v)dv integralinden olusur.
zn

1

A3, a,(,)e (1/s,) ise (4.1) asimptotik ifadesi O(1)W(n) ifadesine
esittir.
Dikkat edilmelidir ki, burada elde edilen sonuglar kesindir. Dolayisiyla, 4.1.

ve 4.2. Teorem ve onlarin sonuglart; CE sinifindaki fonksiyonlara Zygmund toplami

ile yaklasimdaki sapmalarin kesin mertebelerini ortaya koyar.

5.2. ONERILER
_ o7 Vp
o C! smfinda, L,, 1<p<es, |f], =(I|f(t)|pdtJ normu ile (0,27)
g 0

lizerinde p -inci kuvvetten toplanabilir 27 -periyodik f (7) fonksiyonlari i¢in
(5.1) degerlendirmesi nasil olacaktir?

e Keyfi periyotlu fonksiyonlar sinifina gore 1 -integrali nasil olacaktir? Bu s -
integral sinifina gore (5.1) ifadesinin diizgiin norm altinda asimptotik ifadesi

ne olacaktir?

® (5.1) degeri i¢in ayni problemin 4.1. Bolimde bahsedilen bes durum altinda

C'H , siniflarinda degerlendirmesi nasil olacaktir?
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