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Hill operatorii olarak da bilinen periyodik katsayili diferansiyel operatdrlerin
spektral analizi son yillarda matematikte hizli gelisen alanlardan biri olmustur.
Ozellikle genellesmis potansiyele sahip periyodik diferansiyel denklemlerin spektral
analizi fizik ve matematigin ortak ilgili alanlarindandir.

Bu calismada katsayilar1 genellesmis fonksiyonlar olan Sturm-Liouville
operatorlerinin kuadratik demetinin spektral 6zellikleri incelenmistir. Buradaki
onemli nokta verilen potansiyelin birinci dereceden genellesmis fonksiyon olmasidir.

Yapilan ¢alisma sonucunda incelenen denklemin spektrum araliklari tespit
edilerek, spektrum yapisi hakkinda bilgi verilmis ve daha sonra 6zfonksiyonlar

tizerine acilim formiilleri bulunmustur.

Anahtar kelimeler: Periyodik Katsayili Diferansiyel Operatorler, Spektrum,

Ozfonksiyonlar Cinsinden A¢ilim Formiilleri.



ABSTRACT

The spectral analysis of differential operators with periodic coefficients also
known Hill operator is the one of the branch rapidly improving in mathematics.
Especially, the spectral analysis of periodic differential equations with generalized
potential is a common interest branch of physics and mathematics.

In this study, the spectral properties of pencil of Sturm-Liouville operator
with generalized potential was investigated. It is important here that the potential is
generalized function.

In the result of studied, the spectral intervals were determined and given an
information about the structure of spectrum and then eigenfunction expansions were

found.

Key Words: Differential Operators with Periodic Coefficients, Spectrum,

Eigenfunction Expansions.
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1. GIRIS

Atomlar, operatorler veya cebirler gibi birgok farkli kavram bir spektruma
sahiptir. Bu yiizdendir ki; spektral teori modern matematigin tarihi icerisinde fiziksel
ve matematiksel yapilar hakkinda en bilgi verici ara¢ olmustur. Son altmis yildaki
matematiksel yayinlarla bu konu, 6zellikle de 6zdegerler ve spektral teori oldukca
hizli bir gelisim gostermistir. Kat1 hal fiziginde ve kristallerin kuantum mekanigi ile
ilgili metallerin teorisinde ortaya ¢ikan periyodik katsayili diferansiyel denklemlerin
spektral analizi fizik¢ilerin ve matematikgilerin ortak ilgi alanlarindan biri olmustur.

Genel olarak periyodik katsayili diferansiyel operatorler Hill denklemi olarak

bilinir. Bu denklem P (x) ve @ (x) reel degerli ve aym periyoda sahip periyodik

fonksiyonlar olmak {izere

/
{P@y @} +Q@y@ =0

bicimindedir. Bu operatdr ile ilgili ¢alismalarin biiyiik bir kismu 1952 yilinda W.
Magnus ve S. Winkler tarafindan o6zetlenmis ve bu ¢alismada denklemin
karakteristik degerleri ve diskriminant:1 incelenmis, kararlilik ve kararsizlik araliklari
tespit edilmistir. 1973 yilinda M.S.P. Estham Magnus ve Winkler’in de
calismalarindan faydalanarak periyodik katsayili diferansiyel operatorlerin spektral
teorisi iizerine bir kitap yazmis ve bu kitabinda periyodik katsayili diferansiyel
operatorlerin kararlilik ve kararsizlik araliklar1 {izerinde durmus, c¢oziimlerin
stfirlarint incelemis ve asimptotik formiilleri elde etmistir. Diger taraftan E.C.
Titchmarsh yine bu tiir operatorlerin 6zfonksiyonlari iizerine agilim formiillerini elde
etmistir. Daha sonra G.S. Guseinov [1] ile D. Buschman, G. Stolz ve J. Weidmann
[2] yine bu tiir denklemleri ancak bu defa kuadratik demet olarak spektral
ozelliklerini incelemistir. V.A. Mikhailets, A.V. Sobolev [3], M.M. Hechtman, 1.V.
Stankevich [4], V. A. Dmitrushchenkov [5] ve M. Dzh. Manafov [6] katsayilari
genellesmis fonksiyonlar olan ancak kuadratik demet olmayan diferansiyel
operatorleri incelemistir.

Bu caligmada

Eﬂ[y]z—y”—f—Qa)\i S@—my+qg@my=Ny, —oo<z<00

n=-—00



biciminde katsayilar1 genellesmis periyodik fonksiyonlar olan ikinci mertebeden

periyodik diferansiyel denklemin spektral yapisi incelenmistir. Burada q(x) reel,
periyodik, pargali siirekli bir fonksiyon, (¢(z +1)=g®)); &(z) Dirac delta

fonksiyonu, o = 0 reel say1 ve A spektral parametredir.

Ik boliimde ¢alismada oncelikle inceleme igin gerekli olan tamim, teorem ve
yontemler iizerinde durulmustur. Bu boliimde sunulan teoremlerin ispatlari tezde
verilmemis sadece kaynak gdstermekle yetinilmistir.

Ikinci boliimde ise denklemin incelenmesine baslanmis ve birinci kisimda
probleme kisa bir giris yapilarak ikinci kisimda Floquet teorisinden de yararlanilarak
ele alinan denklemin diskriminanti bulunmus ve A nin durumuna goére ¢oziimlerin
kararlilik, kararsizlik araliklari tespit edilmistir. Sonraki iki kisimda ise 6zdegerlerin
katlilik durumlart incelenmis ve spektrumun yapist analiz edilmistir. Daha sonra
Ozfonksiyonlar iizerine agilim formiilleri elde edilmis ve son kisimda da spektrum

i¢inde bosluklarin bulunmamasi kriterleri verilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

20. yiizyihn baglarina kadar ne spektral teori ne de ‘spektrum’ kelimesi
matematik literatiiriinde bulunmaktaydi. Ancak ge¢miste derin kokleri bulunan bu
konu 20. yiizyilin bir fenomeni olmustur. Spektral teorinin ge¢misten gliniimiize
siirekli gelisimini anlamak i¢in onun tarihten gelen derin koklerinden kisaca
bahsetmek gerekir. Modern spektral teorinin merkezi ¢ikis noktasi, sonsuz boyutlu
uzayda ‘kosegensel’ formda gosterilebilen belirli lineer operatdrler olmustur. Sonlu
boyutlu lineer denklem sistemlerinin ¢oziim yontemleri ¢ok eski tarihlerde bulunmus
olmasina karsin ancak 18. ve 19. yiizyillarda diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin
belirsiz katsayilar yonteminde sonsuz boyutlu denklem sistemleri kullanilmis ve en
nihayetinde, 1877 yilinda, Amerikal1 gékbilimci ve matematikci George William Hill
(1838-1914) sonsuz boyutlu sistemleri determinantlar teorisine tagimay1 bagarmistir.

Ilk spektral teorem sonsuz boyutlu determinantlarin integral denklemlere

uygulanmasindan sonra ortaya ¢ikmis ve 1900’ de Ivar Fredholm (1866-1927)
1
o@+ [K(xy)o(y)dy=v@, (0<z<)
0

integral denkleminin ¢ ¢6zlimii ile ilgili linlii ‘alternative’ teoremini ortaya atmistir.

Daha sonra David Hilbert (1862-1943)
1
0@~ [ K (@y)é(w)dy = v @)
0

integral denklemi {izerinde c¢alismus ve K kuadratik formun spektrumunu
tanimlamig, nokta spektrumu ile siirekli spektrumu birbirinden ayirmustir. 1905
yilinin baglarinda Edhard Schmidt’in (1876-1959) Hilbert’in danismanliginda
hazirladig1 doktora tezinde Hilbert’in ¢alismalarini genellestirmis ve 1907 de bugiin

‘Hilbert uzay1’ olarak adlandirilan ¢, uzaylarini tanimlamistir. Boylece 20. yy. n ilk
on yili biterken Hilbert ve 6grencisinden ¢, de sinirli lineer doniisiimlerin spektral

teorisi hakkinda cokca bilgi elde edilmistir. Ayn1 yillarda Henri Lebesque (1875-
1941) adiyla anilan Lebesque integrallerini tanimlarken, Friedrich Riesz (1880-1956)
Stieltjes integralleri hakkinda ¢aligmalar yapmistir. Boylece Hilbert ¢, de spektral



teoremi elde etmek i¢in Stieltjes integralini kullanirken Hilbert’i takip eden Riesz L,

de spektral teoriyi gelistirerek Lebesque integralini 6liimsiizlestirmistir.

20. yy. ikinci on y1il1 spektral teori agisindan daha sakin yillar olmustur. Ta ki
1925-1926 yillarinda Werner Heisenberg (1901-1976) ve Erwin Schrodingerin
(1887-1961) kuantum mekanigi teorisini ortaya atana kadar. Heisenberg Max Born
ve Pascual Jordan ile birlikte doniisiim olarak adlandirilan ve (sonlu veya sonsuz)
matrislerle birbirinden ayrilan her bir fiziksel niceligin miimkiin olan degerler
kiimesinin o doniligiimiin spektrumu oldugunu yani atomun enerjisinin belirttigi
doniigiimiin spektrumu tam olarak atomun spektrumu oldugunu gostermistir. Bdylece
spektral teoriye olan ilgi bir kez daha artmistir.

1927 yilina gelindiginde John von Neumann (1903-1957) spektral teoriyi
Hilbert uzayinda lineer operatdrlerin soyut kavramlariyla devrim niteliginde yeniden
tanimlamig ve 1927-1932 yillart arasinda Marshall H. Stone (1903-1989) ile birlikte
Von Neumann- Stone spektral teorisini olusturmustur.

John von Neumann ve J. Murray ilk defa operatorleri farkli topolojilerle
cesitli halkalar iizerinde tanimlamis ve ayni zaman diliminde, 1936-1940 yillar
arasinda W. P. Steen Ingiltere de operatdrlerin teorisine dair bes adet makaleler serisi
yayinlamistir. Ancak spektral teori hakkinda en 6nemli makaleler 1941 ve 1943 de
S.S.C.B. de Israel M. Gelfand, Mark A. Naimark ve George E. Silov tarafindan
yaymlanmistir. Gelfand ve ¢alisma arkadaslari normlu halkalar teorisini olusturmus
ve daha sonra bu ¢alismalar Stone ve Shizuo Kakutani tarafindan A.B.D. ne
tasinmustir. 1958-1971 yillar1 arasinda Nelson Dunford ve Jacob Schwartz spektral
teori hakkinda yaklasik 3000 sayfalik bir derleme yapmustir [7], [8].

Periyodik katsayili diferansiyel denklemler ise ilk olarak 19. yiizyilin
sonlarinda Mathieu, Hill ve Floquet tarafindan incelenmeye baslanmistir. Daha sonra
A. M. Lyapunov periyodik katsayili Sturm-Liouville denkleminin kararhilik
araliklarinin kurulusu hakkindaki klasiklesmis makalesini yayinlamistir.

Sonraki yillarda periyodik katsayili diferansiyel denklemler [9-12]
makalelerinde incelenmistir. Periyodik katsayili diferansiyel denklem sistemleri i¢in
esas sonuglar ise M. G. Krein tarafindan verilmistir [13]. Bu teorinin biiyiik bir kism1
Wilhelm Magnus ve Stanley Winkler [14] tarafindan 6zetlenmis, 6zfonksiyonlariyla

ile ilgili sonuglar ise E.C. Titchmarsh [15] tarafindan verilmistir. M. S. P. Eastham



[16] yine bu denklemin spektrum araliklar1 ve spektral yapisini etraflica ele almistir.
1950 yilinda I. M. Gelfand n boyutlu uzayda keyfi mertebeli periyodik katsayili
0zeslenik diferansiyel operatorlerin 6zfonksiyonlar1 cinsinden agiliminin kurulmasi
icin bagka bir yontem vermistir [17].

Daha sonra periyodik katsayili 6zeslenik olmayan diferansiyel operatorler M.
I. Serov [18], F.S. Rofe-Beketov [19], V.A. Tkachenko [20] ve D.C. Mc Garvey [21-
23] tarafindan incelenmistir.

D.C. Mc Garvey’in [23] ve F.S. Rofe-Beketovun [19] ¢alismalarinda ispat

edilmistir ki; L, (—oo,00) uzayimnda

Uy)=y" +p,@y" "+ +p, @y

2.1)
p.(z+1)=p, (@, k=12..n

diferansiyel ifadesinin olusturdugu 7' operatorii

(y) = Ay
denkleminin ¢0zlimiinlin —oco < x < oo gergel ekseninde sinirli oldugu A
degerlerinin kiimesiyle iist-iiste diisen analitik egrilerden ibaret mutlak siirekli

spektruma sahiptir. Eger L, (0,1) uzayinda (2.1) diferansiyel ifadesinin ve
M) = ey (0), k=0,12...,n—1
siir deger kosullarinin olusturdugu operatorii 7, ile gosterirsek, bu durumda

o(1)= | o(T)

t€[0,27)
olur.

Periyodik katsayil1 diferansiyel operatdrlerin spektrumunun potansiyele
bagimhiligi M.G. Gasymov’un [24-26] calismalarinda incelenmistir. Oyle ki
potansiyelin 6zel se¢imi siirekli spektrum tizerinde spektral 6zelligin olusmasina yol
agcmustir.

M.G. Gasymov’un [26] ¢alismasinda L, (—oo,00) uzayinda

2m—2

g(y) — (_1)71,y(2n) + Z D, (1) y(u) (1)

v=0
diferansiyel ifadesinin olusturdugu L maksimal operatoriiniin spektral 6zellikleri

incelenmistir. Burada p, () katsayilari



p@ =3 p,e"

n=1

2m—2 oo
seklindedir ve Z Z n’ ‘ pm‘ serisi yakinsaktir. Ispat edilmistir ki; L operatdriiniin

v=0 n=1
spektrumu [0,00) yari eksenini doldurur ve siireklidir. Stirekli spektrum iizerinde
n/?m
[5] , n=12,... gibi spektral 6zellige sahiptir.
O.A. Veliev’in [27, 28] calismalarinda periyodik katsayili, kompleks degerli
diferansiyel operatdrlerin spektral analizi yapilmistir.

G.S. Guseinov [1] ¢alismasinda

y" + [N+ 20p@) +q@]y =0, —oo<z <00

diferansiyel ifadesinin olusturdugu 7 (\) operatorler demetinin spektrumunu
incelemistir. Burada p () ve ¢ (x) reel eksende tanimli periyodik fonksiyonlardir.

Daha oncede belirttigimiz iizere genellesmis katsayili Sturm-Liouville
operatorii ve onun ¢ok boyutlu durumundaki genellesmesi fizikte bir cok uygulama
alanlarinda kullanilmigtir. Bu tiirden fizik problemlerinin matematiksel incelenmesi
1960 larda F.A. Berezin, L.D. Fadeev, R.A. Minlos [29, 30] tarafindan yapilmistir.
Bu konu son 20 yilda daha da gelistirilmis ve Berezin—Fadeev—Minlos teorisinin
cagdas durumu ve bu teorinin yeni yonleri S. Albeverio, F. Gestey, R. Hoegh-Krohn,
H. Holden [31] ’in kitabinda ve S. Albeverio, P. Kurasov [32]’un makalesinde ele
alimmustir.

Sinirl salinimhi fonksiyonlarin tiirevi olan ve adi olmayan fonksiyon katsayili
Sturm-Liouville operatorii ve bu tiir potansiyelli daha yiiksek mertebeli diferansiyel
operatorler icin diger calismalar ise M.G. Krein [33], I.S. Kats [34], F.V. Atkinson
[35], M. Dzh. Manafov [36] tarafindan yapilmistir. Bu tiir operatdrlerin tanimi igin
baska bir ¢alisma da A.M. Savchuk, A.A. Shkalikov [37], M.I. Neyman-Zade [38],
tarafindan yapilmistir. Katsayilar1 Delta fonksiyonu olan operatorler ise [39-41] de
incelenmistir.

Tezin genel sonuglar ise [42-44] makalelerinde yayina sunulmustur.



3. MATERYAL ve METOT

Bu boliimde bulgular ve tartisma kisminda kullanilacak olan bazi temel tanim
ve teoremler verilecektir. Oncelikle bir diferansiyel operatdriin olusturulmasinda
temel yap1 taslart olan diferansiyel ifade ve smir sartlar1 kavramlarindan
bahsedilecektir. Daha sonra diferansiyel operatorlerin 6zdeger ve Ozfonksiyonlari
tanitilarak buradan hareketle spektrum kiimesi tanimlanacaktir. Son kisimda ise
Green fonksiyonundan bahsedilecek ve 6zfonksiyonlar cinsinden agilim formiilleri

verilerek bu boliim sonlandirilacaktir.
3.1. LINEER DIFERANSIYEL OPERATORLER
3.1.1. Lineer Operatorler

D, R kompleks lineer uzaymin bir alt kiimesi olsun. D nin her z elemanini
R nin bir 2’ = A(z) elemanina esleyen bir A fonksiyonuna R kompleks lineer
uzayinda bir operator denir. Burada D kiimesine operatdriin tanim kiimesi ve tiim
Az, (z € A) elemanlarinin olusturdugu kiimeye de operatoriin deger kiimesi denir.
D, bir alt uzay olsun. Eger z,y € D, ve herhangi bir A sayis1 i¢in asagidaki
bagintilar saglaniyor ise A operatoriine /ineerdir denir.
A(A\z) = MA(z)
Az +y) = Alz) + Ay)
A ve B operatorleri ayn1 D tanim kiimesinde tanimlanmis ve Vx € D ig¢in

Ax = Bz ise bu operatorlere egit operatorler denir.
3.1.2. Lineer Diferansiyel ifadeler

Asagidaki formda verilmis esitliklere /ineer diferansiyel ifadeler denir.
Uy) = p, @y 4+ p @y ™+ 4 p, @y
Burada p, (2),p, (2),...,p, (x) fonksiyonlarina katsayilar, n sayismna da

diferansiyel ifadenin derecesi denir. Simdi [a,b] araligindan. mertebeye kadar tiim



tirevleri stirekli fonksiyonlar uzaymm C ile gosterelim. Her y € C™ fonksiyonu
icin ¢(y) diferansiyel ifadesi iyi tammlidir ve [a,b] aralig1 tizerinde siirekli bir

fonksiyondur.

3.1.3. Sinir Sartlar

y ve onun ilk (n—1). ardil tirevlerinin [a,b] araligmmn a ve b
noktalarindaki sinir degerlerini asagidaki bicimde gosterelim:
YorYnseos Uy 5 Yy Ypners U 3.1)
Ul(y), (3.1) deki degerlerle asagidaki bigimde tanimlanan lineer bir form olsun.
U(y) = ag, +ay, + ...+ o,y + By, + By + .+ By
Eger bu tiirden birgok U, (y), v = 1,...,m formlar segilir ve

U (y)=0, v=1..m (3.2)

sartlarmin y € C™ fonksiyonlari tarafindan saglanmasi istenirse, bu sartlara y
fonksiyonlarinin saglamasi gereken sinir sartlar: denir.

D ile (3.2) formundaki smir sartlarinin 6zel bir sistemini saglayan y € C"
fonksiyonlarinin olusturdugu kiimeyi gosterelim. D nin C'™ de bir lineer alt uzay
oldugu agiktir ve eger (3.2) sartlar1 hi¢ yoksa veya tiim katsayilari sifir ise 0 zamanda
C™ ile gakisir.

Belirlenmis bir {¢(y) diferansiyel ifadesi ile (3.2) formundaki sartlarla
tanimlanmig 6zel bir D alt uzayir verilsin. Her bir y €D ig¢in u = {(y)
fonksiyonunu karsilik getirelim. Bu baginti tanim kiimesi D) olan bir lineer
operatordiir ki biz bunu L ile gosterecegiz ve asagidaki gibi yazacagiz

u=Ly.

L operatoriine, ¢(y) diferansiyel ifadesi ve (3.2) siir sartlari ile olusturulan
diferansiyel operatér denir.

Bu yolla herhangi bir diferansiyel ifadeden, (3.2) sinir sartlarinin degisik
secimleriyle bircok diferansiyel operator elde edilir. Eger 6zel olarak (3.2) sinir

sartlar1 hi¢ yoksa o zaman tanim kiimesi D = C"™ olan ve L, ile gdsterecegimiz



diferansiyel ifadeyi elde ederiz. Bu durumda L, aym {(y) diferansiyel ifadesi ile
olusturulmus tiim diger L operatdrlerinin genisletilmisi olacaktir. Burada L, en

genis tanim kiimesine sahip operator degildir, ancak yukarida bahsedilen tiim

operatorler L, operatdriiniin kisitlanisidir.

3.1.4. Homojen Sinir-Deger Problemi

((y)=0 (3.3)
U (y)=0, v=12..m 3.4

sartlarin1 saglayan y € C” fonksiyonunun bulunmasi problemine homojen sinir-
deger problemi denir. Eger L, ((y) diferansiyel ifadesi ve (3.4) sir sartlari ile

olusturulan bir operatdr ise, o zaman homojen sinir-deger problemi; L operatdriiniin
D tanim kiimesi icinde L yi sifir yapacak bir y fonksiyonun bulunmasidir.
Herhangi bir homojen sinir-deger probleminin en az bir y = 0 ¢dziimiiniin
var oldugu agiktir. Bu ¢oziime agikdar ¢oziim denir. Homojen sinir-deger problemi
asikar olmayan ¢oziimlere de sahip olabilir.
Simdi hangi sartlar altinda homojen sinir-deger probleminin asikar olmayan
¢Ozlime sahip oldugunu bulmaya ¢alisalim.

Yy Yp,---Y,» L(y) =0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
olsun. Bu durumda lineer diferansiyel denklemlerin bilinen teorisinden, ¢(y) =0

denkleminin herhangi bir ¢6ziimii (bu ayni zamanda homojen sinir-deger

probleminin de ¢ozlimidiir) ¢,c,,...,c, sabitler olmak iizere asagidaki formda

yazilabilir.
y=cy +cy, +...+cy, (3.5)
Bu sabitleri belirlemek i¢in (3.5) ¢oziimii (3.4) sinir sartlarinda yerlestirilirse,

asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.
al, (yl) + U, (yz) +--+cU (yn) =0 |
0

Uy () + &0y () + -+ ey (y,) = (3.6)

clUm (yl) + CZUm (yZ) + T + cnUm (yn> = 0



Simdi bu denklem sisteminin katsay1 matrisi olan asagidaki matrisin rank1 7 olsun.

U1(y1> U1<y2) Ul(%)
Uy(v,) Us(y) - Usl(y,)

U, () U,(v) U, (v,)

Bu durumda ¢,,c,,...,c, sabitleri igin (3.6) denklem sisteminin tam olarak (n —r)
tane bagimsiz ¢6ziimii olacaktir ve bunlar simir-deger probleminin (n —r) tane y

¢cozlimiine denk gelecektir.
Buradan asagidaki sonuglar elde edilir:

1) Eger U matrisinin ranki r ye esit ise homojen siir-deger problemi (n — r) tane

bagimsiz ¢6ziime sahiptir.

2) (a) Homojen simir-deger problemi asikdr olmayan ¢oziime sahip olmasi icin
gerekli ve yeterli sart, U matrisinin r rankmin ¢ diferansiyel ifadenin n
derecesinden kiiciik olmasidir.

(b) m < n i¢in, homojen siir-deger problemi her zaman agikar olmayan ¢oziime
sahiptir.

(¢) m =n i¢in, homojen sinir-deger probleminin asikar olmayan ¢oziime sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter sart U matrisinin determinantinin (ki bu durumda kare
matris olusur) sifir olmasidir.

U matrisinin rankina smir-deger probleminin rank: denir ve y,,7,,...y, ¢Ozim

sisteminin se¢imine bagli degildir.
3.1.5. Eslenik Operatorler

Asagidaki diferansiyel ifadeyi ele alalim.

n n—1

dy
Uy) = p, (@) —+ p, (D)
(y) po dmn pl dxnfl

+"'+pn (IL’)y

Burada p, (z), k= 0,1,...,n, fonksiyonlar1 (n — k). mertebeye kadar [a,b]

araliginda siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar olsunlar. Ayrica y ve z, C™ de keyfi

iki fonksiyon olsun. Bu durumda % defa kismi integrasyon sonucunda asagidaki

esitlik elde edilir.
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b /
[rozyde=|p, zy"" = (p7 ) o7+

(kD) r=b b B
. (p,l,,kz) y] + (=1 f y(p, )" d. (3.7)

Burada z, z nin kompleks eslenigidir. £ = n,n —1,...,0 degerleri (3.7) esitliginde

yerine yazilirsa asagidaki formiil elde edilir.
b b
fﬁ(y)?dx = P(n,C)—i—f yl (2 da (3.8)

Burada
C@=0" ()" + 07 (me) ) (3) T B (39)

ve P(n,()
R RV R Sl

_ / (n—1), / (n—1)
(= (za,za,...,za S Yps Zpseees 2

bigimindeki 7 ve ¢ degiskenli bilineer formdur. (3.9) formiilii ile tammlanan ¢ (2)
diferansiyel ifadesine /((y) diferansiyel ifadesinin eslenigi ve (3.8) formiiliine de
Lagrange formiilii denir. Bir diferansiyel ifadenin eslenigi ile ilgili asagidaki
ozellikler vardir.

{(y) bir diferansiyel ifade olmak tizere

* %k

¢ (y) = €y)
esitligi dogrudur. Yani £(y) ve ¢ (y) diferansiyel ifadeleri birbirinin eslenigidir.
herhangi bir say1 olmak iizere (3.9) denkleminden, agagidaki esitlikler vardir.
(6, +¢,) =T +0
(A) = XC
Eger (" = ( esitligi saglamyor ise ¢(y) diferansiyel ifadesine dzeslenik denir.

Ozeslenik diferansiyel ifadelerin toplami da Ozesleniktir. Ayrica 6zeslenik

diferansiyel ifadelerin herhangi bir reel say1 ile ¢arpimi da yine 6zesleniktir.
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n—1)

simdi U,,....U,, 4,4 sy 5000y degiskenlerini igeren lineer

bagimsiz formlar olsunlar. Eger m < 2n ise lineer bagimsiz 2n tane U,,U,,...,U,,

formlarm elde etmek i¢in bunlara U, ,,.

.U,, bi¢ciminde baska formlar ekleyebiliriz.

(n—1

Bu formlar lineer bagimsiz oldugundan %,,9/,....,y" sy, y,., 9

degiskenleri bu formlarin lineer kombinasyonlari olarak yazilabilir.
Bu agilimlar (3.8) Lagrange formiiliindeki P (7,¢) bilineer formunda yerine

yazilirsa, P (n,¢) U,,U,,...,U,, degiskenli lineer homojen bir form olur. Dolayistyla

U,U,,...,U, degiskenlerinin V, .V, ...V, ile gosterecegimiz z,,z/,...,2"";
2, 2..,20" " degiskenli 2n tane katsayisi olacaktir. Sonug olarak Lagrange
formiilii agagidaki bicimde elde edilecektir:
b b
f C(y)zde = UV, +UV,  +..+U,V, + f yl (2dz (3.10)
Burada V,,V,,...,V,, formlari lineer bagimsizdir.
V,=0V,=0,..,V, . =0 (3.11)
sinir sartlarina
U, =0U,=0,..,U, =0 (3.12)

orijinal simwr sartlarimin eslenigi denir. Eger smir sartlari, eslenigine denk ise o
zaman da bu sinir sartlarina ozesleniktir denir.

Simdi L, ¢(y) diferansiyel ifadesi ve (3.12) sinir sartlar1 ile tretilen bir
operatdr olsun. L ile gdsterecegimiz, 0" (y) diferansiyel ifadesi ve (3.11) siir

sartlari ile iiretilen operatore L operatdriiniin eslenik operatorii denir.

(3.10) formiilii ile (3.11) ve (3.12) simir sartlarindan
b b .
f Lyzdx = f y.L zdx

esitligi L ve L operatorleri i¢in ve L nin tanim kiimesindeki her y ile L in tamim
kiimesindeki her z i¢in saglanir. Bu esitlik

(Ly,2) = (y.L'z) (3.13)
biciminde de gosterilir. Eslenik operatorlerin tanimindan burada da yine

*

I =1
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esitligi vardir ve ayrica L' = L ise bu operatdre ozeslenik operator denir.

L operatorii Ozesleniktir, ancak ve ancak bu operator Ozeslenik bir
diferansiyel ifadeden ve dzeslenik bir sinir sartindan iiretilir. Ozeslenik bir operator
i¢in (3.13) formiilii asagidaki bicimde olur.

(Ly,z) = (3, Lz)

3.2. DIFERANSIYEL OPERATORLERIN OZDEGERLERI VE
OZFONKSIYONLARI

L operatoriiniin tanim kiimesinde bulanan y = 0 fonksiyonu i¢in
Ly=\y (3.14)
esitligi saglaniyor ise A\ degerine L operatoriiniin ozdegeri, y fonksiyonuna da A
0zdegerine karsilik gelen ozfonksiyon denir.

L operatorii £(y) diferansiyel ifadesi ve
U (y)=0,..,U, (y)=0 (3.15)
siir sartlarindan dretilsin. y fonksiyonu L operatoriiniin tanim kiimesinde olmasi
gerektiginden (3.15) sartlarini da saglamalidir. Ayrica Ly = ¢(y) dir ve buradan

(3.14) esitligi asagidaki denkleme denktir.

C(y)= Ay (3.16)
Dolayisiyla L operatoriiniin 6zdegerleri 6yle A degerleridir ki, bu degerler icin
(y)=XNy, U,(y)=0 v=12..m (3.17)

homojen smir deger problemi asikar olmayan ¢éziimlere sahiptir ve her bir asikar
olmayan ¢6ziim de A\ 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur.

Ayni1 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin lineer kombinasyonlar1 da yine
ayn1 6zdegere karsilik gelen bir 6zfonksiyondur.

Verilen bir A degeri i¢in (3.16) homojen denkleminin lineer bagimsiz
cozlimlerinin sayist en fazla n tane olabileceginden, ayn1 6zdegere karsilik gelen
0zfonksiyonlarin timii boyutu < n olan sonlu boyutlu bir uzay olusturacaktir. Bu
uzayin boyutu tabii ki verilmis bir A degeri i¢in (3.17) sinir deger probleminin lineer
bagimsiz ¢oziimlerinin sayisidir. Bu saytya dzdegerin kati denir.

Ozdegerleri belirlemek igin bazi sartlar bulmaya c¢alisacagiz. Bu amagla
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yl(:E?A)?yQ (3:7)\)7"'73/” (x;)\) (318)

ile (3.16) diferansiyel denkleminin asagidaki baslangi¢ sartlarini saglayan temel
¢Oziimlerini gosterelim:
0, 7=wv

(v-1) _ S
v, (a,\) = L = jv=1L12,...,n (3.19)

Diferansiyel denklemlerin genel teoremlerinden, [a,b] deki her z igin (3.18)

fonksiyonlart A ya gore tam fonksiyonlaridir. Béliim 3.1. in sonuglarindan (3.17)

sinir deger problemi asikar olmayan ¢6ziime sahiptir, ancak ve ancak

Ui(y) - Uily,)
U=

U, (y) - U,(y,)

matrisinin r ranki n den kiigiiktiir. Eger m < n ise, r <n ve bu durumda (3.17)
sinir deger problemi herhangi bir A degeri i¢in asikar olmayan ¢6ziime sahiptir.
Dolayisiyla eger m < n ise herhangi bir A\ degeri 6zdegerdir.

Eger m > n ise U matrisinin rankinin n den kii¢iik olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul onun biitlin n mertebeli mindrlerinin sifir olmasidir. Ancak bu
mindrlerin her biri A nin tam analitik fonksiyonlaridir, dolayisiyla asagidaki
durumlar s6z konusudur:

1) U matrisinin n. mertebeden mindrlerinin hepsi sifira denktir. Bu durumda daha
onceki sonugtan, herhangi bir A degeri 6zdegerdir.

2) U matrisinin en az bir n. mertebeden mindrii sifira denk degil ise bu durumda da
sadece bu mindrlerin sifirlart 6zdeger olabilir ve ayrica 6zel bir mindriin sifirt
eger U nun diger biitlin n. mertebeden sifir olmayan mindrlerini 6zdes sifir
yapiyorsa 0zdeger olabilir.

Sifir olmayan bir tam fonksiyon en fazla sayilabilir ¢coklukta sifira sahiptir
(hepsi sahip olmak zorunda degil) ve bu sifirlar sonlu bir limit noktasina sahip
degildir. Dolayisiyla 2. durumda, L operatorii en fazla sayilabilir coklukta 6zdegere
sahiptir (hepsine sahip olmayabilir) ve bu 6zdegerler sonlu bir limit noktasina sahip

degildir. Sonug olarak asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 3.2.1. Herhangi bir L operatorii i¢in iki durum s6z konusudur:
1) Her \ sayist L nin 6zdegeridir.
2) Operator en fazla sayilabilir ¢oklukta 6zdegere sahiptir, (6zel durumda hepsi
degil) ve bu 6zdegerler sonlu bir limit noktasina sahip degildir. [45]

m = n durumunu ise 6zel olarak inceleyelim. Bunun i¢in

U (y) - U(y,)
A(N) =

Un, (yl) Um (yn)
olsun. Daha once de belirtildigi tizere burada yine A(A), A nin tam, analitik

fonksiyonudur ve L operatoriinin (veya Ly =0 smir deger probleminin)

karakteristik determinanti olarak adlandirilir. Bununla ilgili olarak asagidaki

teoremler dogrudur:

Teorem 3.2.2. L operatdriiniin 6zdegerleri A(X) fonksiyonun sifirlaridir.
Eger A(M) sifira denk ise, o zaman A\ nin herhangi bir degeri L operatoriiniin
ozdegerleridir. Ancak A()) sifira denk degil ise L operatorii sayilabilir sayida

0zdegere sahiptir ve bu 6zdegerler sonlu bir limit noktasina sahip degildir. [45]

Herhangi bir A degeri A(\) fonksiyonunun katl sifiri olabilir. Bu durumda

Teorem 3.2.3. Eger \,, A(\) karakteristik denkleminin v kath sifir1 ise, o

zaman ), O0zdegerinin kat1 v den bilyiik olamaz. [45]

Teorem 3.2.4. Eger )\,, A()\) karakteristik denklemin basit sifir1 ise, o

zaman L operatoriiniin )\, 6zdegeri tek kathidir. [45]

Bir 6zdeger A()) karakteristik denkleminin basit sifir1 ise bu 6zdegere basit

ozdeger denir.
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3.3. DIFERANSIYEL OPERATORLERIN SPEKTRUMU

Bu bolimde A kompleks say1 olmak iizere A, = A — Al operatorler ailesini

ele alacagiz. E, ile, A 6zdegerine karsilik gelen
Ax = Mz
denkleminin tiim ¢6ziimlerinin olusturdugu alt uzayr gosterelim. Oncelikle A
0zeslenik operatdriin 6zdegerlerinin bazi1 6zelliklerini verelim.
1) Eger z, A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon ise, o0 zaman
(Az,z) = Nzl
olur ve ozel olarak ||z =1 ise
(Az,z) = X

elde edilir. Bu da asagidaki sonuglar1 dogurur:
2) A Ozeslenik operatoriin 6zdegerleri reel sayilardir.
3) Farkl1 6zdegerlere ait 6zfonksiyonlar diktir.

4) G, ile A, operatdriiniin deger kiimesini gosterelim. Yani
y=Azx

esitligini saglayan tim y € H fonksiyonlarinin olusturdugu kiimeyi gosterelim. G,
alt uzayr F, nin ortogonal tiimleyenidir. Yani A Hilbert uzay1 olmak tizere

H=G, +E, (3.20)
dir. Eger y € G, ve z € E, ise, 0 zaman

y=Ax2, Axz=20
olur ki bu da
(y,z) = (A@’,x) = <x', AAJT) = <x',0) =0
demektir. Eger y € @ ise 0 zaman y, € (G, olmak iizere y = liTan y, dir ve tim
z € E, i¢in (y,,z) = 0 oldugundan
(y,z) = lign (y,,2)=0

olur. Tersine z, tim y € G, igin

(y7$) =
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sartin1 saglayan bir eleman olsun. Keyfi bir z, € H igin Az, € G, olur ve buradan
(Az,,z) =0 ve (z,Az)=0

olur. z, keyfi oldugundan A,z = 6 elde ederiz. Yani z, E, dadir.

Teorem 3.3.1. Eger A\, A 0Ozeslenik operatoriin 6zdegeri degil ise, o zaman
(3.20) esitligi asagidaki gibi olur. [46]

H =G,

Simdi asagidaki denklemi ele alalim.

Az — Xz =y veya (A— X))z =y (3.21)
A — I operatorii verilmis bir A\ degeri igin (A — A\ )71 = R, tersine sahip olsun.
R, ya (3.21) denkleminin resolvent kiimesi denir ve o’ ile gosterilir. Bir A degeri
icin eger (3.21) denklemi her y igin asikar olmayan ¢oziime sahip ise o zaman bu A
degerine (3.21) denkleminin (veya A nin) diizgiin noktas: denir.

R =A"=(A- ) )7l operatdriiniin ~ var olmadigt A  degerlerinin
olusturdugu kiimeye ise spektrum kiimesi denir ve o ile gosterilir. Bu durumda, tiim
0zdegerler spektruma aittir. Ancak spektrumun her noktasi 6zdeger degildir.

A" smirli operatoriiniin varhgr igin gerekli ve yeterli sart H den kendi

tizerine bire-bir drten bir doniigiim olmasidir, yani

G=G, =H

Teorem 3.3.2. \, Ozeslenik A operatoriiniin diizgiin noktasi olmasi igin

gerekli ve yeterli sart tim z € F degerleri i¢in
[Az] = 4z = Aa] > Clzi

olacak bigimde bir C' pozitif sabitinin bulunmasidir. [46]

Teorem 3.3.3. A, D, iizerinde tanimli bir operatér, o da bu operatoriin

A
I(A—=AI) f| — 0 olacak sekilde D, dabir {f,} sonsuz dizisi varsa o zaman X, o’

spektrum kiimesi olsun. Eger her n igin =1, ve n—oo iken f, =0 ve

resolvent kiimesi i¢indedir. [46]
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Teorem 3.34. A=a+ (i (6=0) kompleks sayilar1 0Ozeslenik A

operatoriiniin diizgiin noktalaridir. [46]

Teorem 3.3.5. Ozeslenik A operatdriiniin spektrumu reel eksendeki [m, M]

araliginda bulunur. Burada M = sup (Az,z) ve m = inf (Az,z) dir. [46]

lzl=1 lzli=1

Teorem 3.3.6. M ve m spektrumun noktalaridir. [46]

Sonuc 3.3.1. Her 6zeslenik operator bos olmayan spektruma sahiptir. [46]

3.4. LINEER DIFERANSIYEL OPERATOR ICIN GREEN FONKSIYONU

3.4.1. Ters Operatoriin Genel Tanimi

A ve B iki operatdr olsun. Eger B operatoriiniin D, tanim kiimesi, A
operatoriiniin R, deger kiimesi ile ¢akisiyor ve Vz € D, i¢in
B(Az) ==

esitligi saglanir ise, B operatoriine A operatoriiniin tersi denir.

Teorem 3.4.1. A operatorii terse sahip olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul

Az = 0 denkleminin sadece x = 0 asikar ¢6ziimiine sahip olmasidir. [45]

3.4.2. Green Fonksiyonu Anlaminda Diferansiyel Operatoriin Tersi

L operatorii icin Green fonksiyonu, asagidaki sartlari saglayan G (z,()
fonksiyonu olarak tanimlanir:
1) G(z,§), [a,b] araligindaki tim z ve ¢ ler i¢in siirekli ve (n — 2). mertebeye
kadar x e gore siirekli tiirevlere sahip,

2) (a,b) arahigindaki sabit bir £ i¢in G (z,§), (n —1). mertebeden siirekli tiirevlere

sahip ve n . tirev z’e gore [a,&) ve (&, b] bicimindeki her bir aralikta siirekli,
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(n—1). tirevi ise x =¢ de sigrama siirekliligine sahip ve sigrama miktari

pol(f) dir. Yani
anfl 8n71 B 1
WG(g + Oag) - 8.%"71 G(g - 0,5) - T(f)

3) Her bir [a,§) ve (&b] arahiginda z’ in fonksiyonu olarak distinilen G (z,§),

[(G) =0 denklemini ve U, (G) =0, v = 1,2,...,n smur sartlarini saglar.

Teorem 3.4.2. Eger Ly = 0 smir-deger problemi sadece asikar ¢oziime sahip

ise, 0 zaman L operatorii bir ve yalniz bir Green fonksiyonuna sahiptir. [45]

Teorem 3.4.3. Eger Ly = 0 denklemi sadece asikar ¢oziime sahip ise, o
zaman [a,b) arah@mnda strekli herhangi bir f(z) fonksiyonu igin,

Ly = f denkleminin ¢dziimii vardir ve bu ¢dzliim agagidaki bicimde yazilabilir. [45]

y@ = [ G(n.0f()ds

Burada G (z,&) ye L operatoril igin Green fonksiyonu denir.

3.4.3. L — \1 Operatérii Igin Green Fonksiyonu

L, I(y) ifadesi ve U, (y)=0, v=12...,n smir sartlar1 ile verilen bir

operatdr olsun. Burada L — Al operatoriiniin Green fonksiyonu ig¢in bir ag¢ilim
bulmak istiyoruz. Baska bir ifade ile L — A1 operatdriiniin tersinin formunu bulmak
istiyoruz. y, =y, (z,\), v =1,2,...,n ile [(y) = Ay denkleminin (3.19) baslangi¢

sartlarini saglayan ¢oziim sistemini gosterelim.
ly)=ry=Ff

denklemi i¢in sabitlerin degisimi metodu kullanilarak
b
y@ = [ G (a6 f(€)E (322)

¢Ozlimii elde edilir. Burada
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Goen = n e (.23)

(A)
vE
S G P 7/
o w
Y Yo Y,
Y, (T) Y, (x) ... Yy, (2)
(n-2) (n-2) (n-2)
1 Y (5) Yo (6) e Y, (5)
v (8) (&) w9
U, (y1) U, (y2> U, (f‘/n)
U. U. ... U
A()\): z(%) 2(%) 2(%) (3.24)
Un, (yl) Un (yZ) te Un (yn,>
y@ @ oy, @ g(r,f)
Ui(n) U(y) - Uly,) Ulg)
H(:E, C7>‘) =U, (y1> U, (3/2) e Uy (yn> U, (g> (3.25)

U, <yl) U, <y2) .U, <yn) U, (9)

dir. Eger A, Loperatoriiniin 6zdegeri degil ise, o zaman A (M) = 0 olur ve bu da
(3.22) ve (3.23) formiillerini anlaml kilar. (3.22) formiili gosterir ki G (z,§,\)

L — A1 operatoriiniin - Green fonksiyonudur. Buradan L — A1 operatoriiniin

G (z,€,\) Green fonksiyonu (3.22), (3.23), (3.24) ve (3.25) formiilleri ile elde edilir.

3.4.4. L — A\l Operatoriiniin Green fonksiyonunun Analitiklik Durumu

Yukarida tanimlanan A(\) ve H(z,§,\) fonksiyonlar1 A parametresinin tam,

analitik fonksiyonlaridir. Boylece (3.23) den denilebilir ki; L — A1 operatoriinii igin
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G (z,§,\) Green fonksiyonu A\ parametresinin meremorf fonksiyonudur ve onun

kutup noktalar1 sadece operatdriin 6zdegerleri olabilirler.

N> A(N) fonksiyonunun basit sifirt olsun. O zaman ), G(z,§)\)
fonksiyonunun da sadece basit kutbu olabilir ve A(\) fonksiyonunun her ), basit

sifir1 i¢in

Clogn) = —— W@ o ey
<)‘ - )‘o)fyo (€)z, (€)d

esitligi yazilabilir. Burada G, (z,&,)), A\, in komsulugunda diizenlidir. [45]

3.5. OZFONKSIYONLAR CINSINDEN ACILIM FORMULU
3.5.1. Fourier Metodunun Temeli
Kismi diferansiyel denklemlerin Fourier metoduyla ¢oziimii bizi ‘verilen

fonksiyonun diferansiyel denklemin 6zfonksiyonlari cinsinden agilim formiiliinii elde

etmek’ gibi ¢ok dnemli bir problemle kars: karstya birakmaktadir. Ornegin

O’u  0'u 0" 'u
e ) +otp,mu, a<z<b 3.26
o az" o P (.26)
denkleminin
0
[uli—o = f(2); l—u} = @) (3.27)
6 t=0
baslangi¢ sartlarini ve
n—1 alfu] n—1 [8’/'”] .
Q. + , =0, =12,...,n 3.28

sinir sartlarini saglayan ¢éziimiinii bulalim. Bunun icin (3.26) denkleminin (3.28)

sinir sartlarini saglayan ¢oziimiinii agagidaki formda arayalim:

u =y (@) (Acos pt + Bsin pt) (3.29)
Bu ¢6ziimii (3.26) ve (3.28) de yerine yazarsak
dn dn71
(W)= "2+ p@—L++p,@my=—p%y (3.30)
dx dz"

diferansiyel denklemini ve
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n—1 n—1

Uj (y) = Zajyy;”) + Z/Bjuy;u) = 0 (3'31)
v=0

v=0

sinir sartlarini elde ederiz.
Simdi eger y = 0 ise, o zaman y (3.30), (3.31) smir deger probleminin —p°
0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonudur. Bu problemin 6zdegerleri
S S SN
ve bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar1 da

yl (‘,L.)7y2 ('II’.)7 y3 (x),-..

olsun. Burada her bir 6zdegerin kat1 kendisine ait lineer bagimsiz 6zfonksiyon sayisi

kadardir. Bu durumda

U = i Y, ) (An COoS pnt + Bn sin pnt>

n=1
sonsuz serisi, en azindan bigimsel olarak, (3.26) denklemini ve (3.28) sinir sartlarini
saglar. Dolayisiyla bu ¢6ziim baslangig sartlarini da saglamak zorundadir. Buradan

ilk baslangi¢ sartindan
fa=> Ay, @ (3.32)
n=1

elde edilir. Bu denklem verilmis bir f(z) fonksiyonunun, sinir-deger probleminin

0zfonksiyonlari cinsinden seri ac¢ilimini ifade eder.
Buradan Fourier metodunun temel sorunu ortaya ¢ikar ki o da sudur: Hangi

sartlar altinda verilmis bir f(z) fonksiyonunun, ele alinan sinir-deger probleminin
Ozfonksiyonlar1 cinsinden seri agilimi yapilabilir.

Bu sorunun cevabi ozeslenik operatorler (£(y) ifadesi ve U, (y)=0,

7 =12,...,n smir sartlar1 6zeslenik olan bir operatdr) i¢in kolaydir:
Teorem 3.5.1. Ozeslenik diferansiyel operatdriin tanim kiimesinde bulunan
herhangi bir fonksiyon, bu operatoriin 6zfonksiyonlar1 cinsinden genellestirilmis

diizgiin yakinsak Fourier serisine sahiptir. [45]

Sonug¢ 3.5.1. Ozeslenik diferansiyel operatdriin 6zfonksiyonlari L, (a,b) de

tam sistem olusturur. [45]
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Teorem 3.5.2. Diizgiin sinir sartlar ile iiretilmis L diferansiyel operatoriiniin
Green fonksiyonu

G(z,8) = _iw

v=1 v
bi¢iminde diizgiin yakinsak seri agilimimna sahiptir. Burada H,(z,¢), G(z,&N)
fonksiyonunun A\ kutup noktasindaki rezidiisiidiir. [45]

d"y

n

Teorem 3.5.3. Eger ((y) = diferansiyel ifadesi ve diizgiin sinir sartlari

ile tretilmis L Ozeslenik operatoriiniin tim 6zdegerleri A fonksiyonunun ((3.24)
denklemine bakiniz) basit sifirlar1 ise, o zaman onun Green fonksiyonu asagidaki

diizgiin yakinsak seri a¢ilimina sahiptir.

Y (DZ, ()
G(z,s) = Z)\—

v=1 v
Burada y, () ve z, (z), swrasiyla L ve L operatorlerinin )\, ve )\, 6zdegerlerine
karsilik gelen 6zfonksiyonlaridir. [45]

n

Teorem 3.54. L, ((y) = y Y diferansiyel ifadesi ve diizenli siur sartlari ile

n

tiretilmis, 6zeslenik operatdr ve bu operatoriin tiim 6zdegerleri A fonksiyonunun
basit sifirlar1 olsun. O zaman L operatoriiniin tanim kiimesinde bulunan herhangi bir

f(x) fonksiyonu asagidaki bicimde oOzfonksiyonlar cinsinden yakinsak bir seri

acilimina sahiptir.

0

Burada yine y, (z) ve z, (x), swasiyla L ve L operatorlerinin A\, ve A

v

0zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlaridir. [45]
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3.5.2. Sturm-Liouville A¢ilimi1

q (@), (a,b) araligmin her noktasinda siirekli z in reel bir fonksiyonu olmak

uzere

% =@}y =0 (333)
denklemini ele alalim. (a,b) nin sonlu aralik ve  — a,  — b iken ¢(z) in sonlu
olmast durumunda bu denklem klasik Sturm-Liouville diferansiyel denklemi olarak
adlandirilir.
Simdi 6(z,\) ve ¢(z,\) (3.33) denkleminin asagidaki sartlar1 saglayan
¢Oziimleri olsun:
0(z,\)=sina, ¢'(z,\)=—cosa

_ (3.34)
0'(z,\)=sinB, ¢(z,\)=—cosp

Boylece W (6,¢), 6 (z,\) ve p(x,\) fonksiyonlarinin wronskiyeni olmak {izere

d
d—W(G,go) =0@" @ —p@ 0" @
T

={qg@ - A 0@p@ —{qg@ — A}p@ @
=0

olur. Yani z den bagimsiz olan W (6,¢) ifadesi sadece A nin bir tam fonksiyonudur

ve W (0,¢) = w(A) ile gosterilir. Simdi asagidaki fonksiyonu tanimlayalim.

b

Y&Q) [ o) £ (w)dy

w(A)
Eger f (x) stirekli bir fonksiyon ise her A degeri i¢in @ (z,\), (3.33) denklemini ve

(o) = 223 [0 )y +

®(a,\)cosa + P (a,\)sina =0
, (3.35)
® (b,\)cos B+ @' (b,\)sin3 =0

siir sartlarini saglar.

Simdi w () nin sadece reel eksen tizerindeki A, \,... basit sifirlarma sahip
oldugunu kabul edelim. Bu durumda 6 (z,\) ve ¢(z,\) min wronskiyeni sifirdir ve

dolayistyla ¢ (z,\,) fonksiyonu 6(z,)\,) fonksiyonunun sabit bir katidr.
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o(z,N,)=k0(z,\,) (3.36)

2

Sinir sartlarindan £, ne 0 ne de co olur. Buradan ®(z,\), A = A\, noktalarinda

kn
w' ()

0(2,) [ 0(y\,)f (w)dy

rezidiisiine sahiptir. Sonug¢ olarak yukaridaki islemlerden agilim formiilii asagidaki
gibi elde edilir.
Eger biz 0, (z,\) ve ¢, (z,\) gibi (3.33) un iki lineer bagimsiz ¢oziimlerleriyle

baslar ve w, (A) = W (6,,¢,) yazarsak, o zaman

Oy @{p, (@cosa+ ¢ @sina} — @, @) {0, (@ cos B + 0, (@) sina}

oA Y

olur ve ¢ (z,\) da a,v nin b, 5 ile yer degistirilmesi ile bulunur. Buradan

0, (b, A, )cos B+ 6, (b,N,)sin 8 @, (b, )cos B+ g (DA, )sin g
0, (a,\, )cosa + 0y (a, ), )siner o, (a,),)cosa + @f (a,\, )sina

77 77

n

bulunur ve yukaridaki iglemler yapilir. [15]

3.6. BAZI TANIM ve TEOREMLER

g, x in her reel degeri i¢in tanmimli (reel veya kompleks) degerli bir
fonksiyon olsun. Ayrica q(x), a periyotlu periyodik ve her sonlu aralikta pargali
stirekli olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda tiim z degerleri i¢in

qg(x+a)=q@
dir ve eger p, 0 < p < a olan bir say1 olmak tizere en az bir I reel aralig1 vardir ki
z €1 igin g(xz+ p) = q(x) dir.
Simdi g (z) yukaridaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyon ise o zaman
Y +q@y=0 (3.38)
diferansiyel denklemi

Yy (0) =1, y1l (0) =0, (0) =0, ygl (O) =1
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sartlariyla bir tek sekilde belirlenecek iki siirekli, diferansiyellenebilir y, (z) ve
Y, () c¢ozlimlerine sahiptir. Floquet teoreminin ifadesini vermeden once (3.38)

denklemi ile ilgili karakteristik denklem ve karakteristik {ist gosterimlerini

tanimlayalim. (3.38) denkleminin karakteristik denklemi
P =y @ +y@]p+1=0 (3.39)
bi¢imindedir ve karakteristik tistii de
exp(iaa) = p,, exp(—iaa) = p,
denklemlerini saglayan « sayisidir. Burada p, ve p, (3.39) karakteristik

denkleminin kokleridir.

Teorem 3.6.1. (Floquet Teoremi)
1) Eger (3.39) karakteristik denkleminin p, ve p, kokleri ayrik ise, o zaman (3.38)

denklemi asagidaki sekilde iki lineer bagimsiz ¢6ziime sahiptir.

f@=e"p (x), f@=e"""p, @
Burada p, () ve p, (z) a periyotlu fonksiyonlardir.
2) Eger p, = p, ise, o zaman (3.38) denklemi a periyotlu asikar olmayan p(x)
¢Oziime sahiptir. y (), p(z) ¢oziimi ile lineer bagimsiz olan diger ¢éziim olsun. Bu
durumda

y(z +a)=py@ + kp), k sabit

olurve £ =0

Yy, (@) + 1y, (@ =£2, y,(@ =0, y (@=0

esitliklerine denktir. [14]

Tamm 3.6.1. (Kararhhk ve Kararsizhk Arahklar1) Herhangi bir

diferansiyel denklemin tim ¢oziimleri (—oo,00) da sinirlt ise, bu denkleme kararl:
ve tim agikdr olmayan ¢oziimleri (—oo,00) da smrh degil ise kararsizdir denir.
Eger bu denklemin en az bir asikir olmayan ¢oziimii (—oo,00) da smrh ise, o

zaman da bu denkleme sartli kararlidir denir. [16]
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4. BULGULAR ve TARTISMA
4.1. PROBLEME GIRiS

Bu bdliimde 3. Boliimdeki tanim, teorem ve yontemlerden de faydalanarak
kuantum mekaniginin bircok problemlerinde ortaya c¢ikan asagidaki diferansiyel

denklemin spektral yapisi incelenecektir:

Y=y +220 ) b —my+q@wy=Ny, —co<z<oco (41

Burada ¢ () reel, periyodik, parcal siirekli bir fonksiyon, (¢(z +1) = q(@)); 6@
Dirac delta fonksiyonu, a = 0 reel say1 ve A\ spektral parametredir.

(4.1) denklemi ¢ mnin bulundugu bir seri icerdiginden, bu denkleme
matematiksel bir tanimlama yapmamiz gerekir. Bu tanimlamay1 yapmak i¢in birkag
yontem vardir. Bunlardan biri Berezin-Fadeyev-Minlos teorisidir [29, 30], [47]
Daha sonra bu teori Albeverio-Gesztesy-Krohn tarafindan bagka problemler i¢inde
daha derin incelenmistir, [31]. Diger yontem ise sinirlt salinimli fonksiyonlarin tiirevi
olan potansiyeller i¢in [33]-[35] de verilmistir. [36] da ise daha yiiksek mertebeli 6z
eslenik formdaki diferansiyel denklemler i¢in yine bu yontem kullanilarak incelenen

operatoriin tanim kiimesi elde edilmistir.

Oncelikle I ile ¢, [y] diferansiyel denkleminin olusturdugu operatdrii
gosterelim. Ikinci ydntemi kullanarak (4.1) denkleminin z degiskenine gore her iki
tarafinin [n —~,n + 7| araliginda integrali alinir ve  — 0 iken limite gegilirse
¢ [y] diferansiyel denklemine denk olan I operatdrii asagidaki bigimde elde edilir.

Ly@ — —y" @ +q@y@
dyle ki y () € W, (R\Z)NW, (Z) ve n € Z igin
ym) =y(n+0)=y(n-0)
y' (n+0)—1y'(n—0)=2a\yn)

Bu boliimde Floquet teoreminden de faydalanarak oncelikle (4.1) denklemin

kararlilik ve kararsizlik araliklar1 belirlenecek ve buradan hareketle L' operatdriiniin

spektrum araliklar1 tespit edilecektir. Daha sonra (4.1) denkleminin spektral yapisi
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hakkinda bilgi verilecek, 6zfonksiyonlar lizerine ac¢ilim formiilleri elde edilecek ve

en son kisimda ise spektrum iginde bosluklarin bulunmama kriterleri verilecektir.

4.2. FLOQUET TEOREMI

Bu kisimda spektrum araliklarinin belirlenmesinde kullanacagimiz (4.1)
diferansiyel denkleminin kararlilik ve kararsizlik araliklar1 tespit edilecektir.
Periyodik katsayili diferansiyel denklemlerin ¢ogu aragtirmalarinda énemli bir role
sahip olan Floquet teorisi burada da kullanacagimiz en 6nemli ara¢ olacaktir. Bu
boliimde, dncelikle z yerine z + 1 alindiginda (4.1) denkleminin degismezliginden
bahsedilecektir. Yani ¢ (z,\), (4.1) denkleminin ¢6ziimii oldugunda, ¢ (z + 1,\) da
bu denklemin ¢6ziimii olacaktir. Ancak, genel olarak bu ¢dziimler birbirine esit
olmak zorunda degildir. Burada gosterecegiz ki; (4.1) denkleminin asikar olmayan

bu iki ¢oziimil arasinda asagidaki esitlikleri saglayacak sifir olmayan bir p = p(\)

sayis1 bulunabilir.
Wz +1A) = pul,\)
(4.2)
W' (2 +1,A) = 2aXMp(z +1LA) = pp'(z,\)

Bu ozellik, (4.1) denkleminin asagidaki teoremde verilecek olan, 6nemli 6zel bir
forma sahip iki lineer bagimsiz ¢ézliimiin varligina igaret etmektedir. Bu sonuclar ve
ispatlar1 Floquet teori olarak adlandirilir ve ilk defa G. Floquet tarafindan

bulunmustur, [16, 48].

Teorem 4.2.1. Oyle bir p sabiti ve (4.1) in asikdr olmayan 1 (z) ¢dziimii

vardir ki, (4.2) 6zelligi saglanir.

Ispat: 0(z,\) ve ¢(z,\) —y” +q@y= )Ny denkleminin asagidaki
sartlar1 saglayan iki lineer bagimsiz temel ¢oziimleri olsun:
0(0,\)=¢" (0,A)=1, 0 (0,\)=p(0,\)=0 (4.3)
Bu durumda genel ¢ozliim ¢, ve ¢, sabit sayilar olmak iizere

U(xA) = af(z,7) + e (z,A) (4.4)
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bi¢iminde yazilabilir. 6 (z,A +1) ve ¢ (z,A+1) de (4.1) in ¢oziimleri oldugundan
oyle A, (1 <14,j <2) sabitleri vardir ki,

O(z+1LN)=A4,0(z,\)+ A,o(z,\)

o(z 4+ 1LA) = A,0(z,\)+ A,o(z,\)

esitlikleri saglanir. (4.5) de (4.3) kosullar1 kullamlarak A, (1 <1i,j <2) katsayilari

(4.5)

asagidaki bigimde elde edilir.
A, =0(LN) A,=0" (L))
Ay =pLA) A, =¢' (1))
Simdi (4.4) ifadesi (4.2) esitliklerinde yerine yazilirsa
af(z+LA)+ (@ +1LX) = p(af(z,N) + e (z,N))

(4.6)

af' (z+LA)+ 6 (2 +LA) = 22X (c0(z + L)+ co(z +1LN))

= p(cf (z,0) + e’ (z, 1))
denklemleri bulunur. Bu denklemlerde (4.5) deki degerler yerlerine yazilir ve elde

edilen denklem ¢, ve ¢, ye gore yeniden diizenlenirse asagidaki esitliklere ulagilir.
¢ [(Ay = p)0 (2, A) + Ay (@, M)] + ¢, [ 4,0 (2,0) + (A, — p) e (z,M)] =0
¢ [(A11 —p)0' (z,\) + Ay’ (1,2) — 20X (A0 (z,\) + Ay (:v,)\))]
+, [Agﬂ'(x,)\) + (A, — p)@’ (2,A) — 20X (4,0 (z,\) + AQQQD(x,)\))] =0

Bu denklem sisteminin asikar olmayan ¢oziimiiniin olmasi i¢in katsay1 matrisinin

determinantimin stfir olmas1 gerektiginden
(4 = p) A0 (2, 2)0" (2,7) + (A, — )0 (2,0)¢ (2,0)
— (A, = p)20AA0% (2, ) — (A, — p)2aAA,0 (2, 7)o (z,\)
+A4,4,0" (2, 2) 0 (2,7) +4, (A, — p) e (2,2)¢" (2,1)
— A, A, 2000 (2,\) @ (7,\) —A, A, 2a00" (7,))
—(Ay = p) (A = )0 (2 ))p(2,0) = (A, — p) A (2,0) @' (2 2)
+ (A, — p)20AA,0 (2,2 ) @ (2,0) + (A, — p) 200 (2,))
—A, (A, = p)0(z,2) 0" (2,X) —A, A0 (2,0) @ (2,\)

+4,,2a00% (2,\) +A,,A,2a00 (2,\) o (2,\) = 0
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esitligi elde edilir ve baz1 diizenlemeler yapilirsa asagidaki denkleme ulagilir.
P = A+ Ay =200 (4,07 (2,0) = Ay9" (2,0) = (4, — 4,)0 (2, 0) (2, 0))] p
+A4,4, — A4, =0
Diger taraftan (4.3) deki degerler kullanilarak
W10,0] = 0(x,\) ¢ (2,2) — 0" (2,\) o (z,A) =1 4.7)
esitligi kolayca yazilabilir. Simdi (4.6) daki degerler yukarida bulunan son

denklemde yerlerine yazilir ve (4.7) esitligi dikkate alinirsa

p* =[0(LA)+ ¢ (LA) —2adp(LA)p+1=0 (4.8)
biciminde p ya bagh ikinci dereceden bir denklem elde edilir. Bu denklem her
zaman p kokiine sahiptir ve p = 0 dir. Bu ise (4.1) denkleminin (4.2) kosulunu
saglayan, asikar olmayan ¢oziime sahip oldugunu gosterir. 0

Simdi A parametreli F'(\) fonksiyonu

FA)=0(LA)+ ¢ (L) —2aAp (L) (4.9)
biciminde tanimlanirsa (4.8) denklemi asagidaki bi¢imde yazilabilir.
pQ—F()\)p—l—lz(J (4.10)
Bu denklemin kokleri
F()\ FOY
pm(}‘): é)j: [ é)J —1 (4.11)

bicimindedir ve asagidaki esitligi saglar
p (M), (A) = 1 (4.12)
Verilmis bir A degeri igin F* ()\) = 4 ise (4.10) denklemi iki farkli p, ve p,
koklerine sahiptir ve dolayisiyla Oyle iki asikdr olmayan o, (z,A) ve ), (z,A)

¢Oziimleri vardir ki; bu ¢oziimler (4.2) 6zelligini saglar. Buradan (4.2) esitlikleri de

kullanilarak asagidaki esitlik yazilabilir.
W[4 (2 +1LA), ¢, (2 + LA)] = pip, [wl (@M 8 (2,0 =, (2,3 (23)| = pp, =10
Dolayisiyla boyle tanimlanmis 1), (z,A\) ve ¥, (z,A) ¢Oziimleri lineer bagimsizdir.

p, ve p, sifir olmadigindan €™ = p, ve €™ = p, olacak bigimde m, = m, (\) ve

m, = m, (\) sayilart tanimlanabilir ve buradan
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P (x+LA)=e"Y (x,A), ¥, (z+LA)=e™, ()
esitlikleri elde edilir. Simdi kabul edelim ki;
p (T, A) =€ ™Y (2,A), p, (2, \)=e """, (x,\)
olsun. Bu durumda p, (z,A) ve p,(z,\), = degiskenine gore 1 periyotlu
fonksiyonlardir. Boylece F”()\) = 4 oldugunda (4.1) in Floquet formundaki genel
¢Oziimii asagidaki bigimde olur.
y(z,\) = ce™'p, (z,\) + c,e™ p, (z,\)

Eger A\ € (—o0,00) ise, « € R ve ¢(x) fonksiyonu reel degerli oldugundan
0(z,\), o(z,)\), ¢ (z,\) fonksiyonlar1 ve dolayistyla F'(\) fonksiyonu reel degerli
olacaktir. Simdi F'(\) nin agagidaki durumlarini inceleyelim:

1) F(A\)>2 ise (4.11) den p, ve p, 2 den farkls, reel, ayrik ve pozitif sayilardir.
Dolayisiyla (4.12) den sifirdan farkli reel bir m sayis1 vardir, dyle ki
e" =p, e" =p,

yazilabilir. Boylece (4.1) denkleminin genel ¢6ziimii asagidaki bigimde olur.

y(z,\) = ce™p, (z,\)+ c,e " p, (T, \)
Burada p, (z,\) ve p,(z,\), 1 periyotlu fonksiyonlardur.
2) F(\) < —2 iseyine (4.11) den p, ve p, —2 den farkli, ayrik ve negatiftir ve 1.
durumdan farkli olarak m yerine m + iw olur. Boylece (4.1) denkleminin genel
¢Oziimii asagidaki gibidir.

y(z,\) = ™" p (z,)) + e " p, (2,0)

3) 2<F(\)<2 ise p, ve p, ayriktir ve birbirinin eslenigi olan iki karmagik
sayidir. Ayrica (4.12) den bunlarin normu 1 dir. Buradan yle bir ~ sayis1 vardir ki,
0<vy<m veya —m<~y<0 olmak iizere (4.1) denkleminin genel ¢oziimii
asagidaki formdadir.

y(r,\) = c,e™p, (2,\) + ce " p, (2,N)
4) F?(\) =4, yani F()\)= %2 ise, bu durumda

L, F(A\)=2

== 4.13
A TN (4.13)
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olur. Dolayisiyla (4.1) denkleminin (4.2) kosullarin1 saglayacak en az bir asikar
olmayan v, (z,A) ¢Oziimii bulunacaktir. ¥, (z,A), (4.1) in 1t (z,\) ile lineer
bagimsiz bagka bir ¢oziimii olsun. Bu durumda ), (x + 1,\) da (4.1) denkleminin
¢oziimii oldugundan 6yle d;, ve d, sabitleri vardir ki;

U, (z+ L) =d, (z,\) + dya, (2, ) (4.14)
esitligi yazilabilir. Burada (4.2) ve (4.14) kullanilarak

W[w1 (x +1L,N), 0, (z + 1,)\)] = pd,lW Wl (z,A), 1, (x,)\)]

esitligine ulasilir. (4.1) denkleminin iki ¢Oziimiliniin wronskiyen’i x’e bagh
olmadigindan bu son esitlikten pd, =1 elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi p ile
carpilir ve (4.13) dikkate alinirsa d, = p bulunur. Boylece (4.14) esitligi

Uy (2 4+ L) = d, (z,)) + piy (z,X) (4.15)
halini alir. Burada iki durum s6z konusudur.

a) d, = 0 ise (4.15) asagidaki bicimde olur.
U, (x4 LA) = p, (z,0) (4.16)
Dolayisiyla (4.13), (4.2) ve (4.16) dikkate alindiginda (4.1) denkleminin tim
¢oziimleri F'(A) =2 iken genellesmis periyodik, F'(A\) = —2 iken genellesmis anti-
periyodiktir.
Kolayca gosterilebilir ki; d, = 0 esitligi ancak ve ancak
0’ (LA) =2a)\, ¢(LA)=0 (4.17)
oldugunda saglanir. Ger¢ekten de d, =0 ise yukarida bahsedildigi lizere (4.1)

denkleminin tiim ¢oziimleri ya genellesmis periyodik ya da genellesmis anti-

periyodik olacaktir. Dolayistyla 6zel olarak 6 (z,\) ve ¢(z,A) da boyledir. (4.2) ve
(4.3) den ¢ (L,A) =¢(0,\) =0 bulunur. Diger taraftan 6(L,A\)=6(0,A\)=1 ve
0’ (0,A\) =0 oldugundan, bu degerler ¢’ (1,\)—2aXd(L,A)=0"(0,\) esitliginde
yazilirsa 0'(1,\) = 2a)\ elde edilir. Tersine varsayalim ki, (4.17) saglansmn. Bu
durumda  (4.13) den 20=FA) =01\ + ¢ (L) —2alp (1) ve
[0(LA) + @' (LA) — 2020 (LA)] =4 yazilabilit. ¢(1L,A\) =0 oldugundan ve (4.7)

den
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(0N + ¢ (LA = 4[0(LA)¢" (LA) — 6" (LA) o (LA)]
02 (LA) 4+ 20 (L) " (LA) + @ (LX) = 40 (L)' (LX) — 40" (LX) o (1, \)
[BLN) ¢ (LA =0
bulunur. Dolayistyla 6 (1,\) = ¢’ (1,\) esitligi elde edilir ve yukaridaki esitlikten de
0(1,\) = ¢’ (1,A\) = p sonucuna varilir. Bdylece bu esitlikten ve (4.3) ile (4.17) deki
esitliklerden (4.1) denkleminin ¢oziimlerinin (4.2) 6zelligini sagladig1 gosterilir. Ozel
olarak v, (z,\) da bu 6zelligi saglar. O halde (4.15) esitliginden d; = 0 olmalidir.
b) Kabul edelim ki; d; = 0 olsun. Yani (4.17) esitliklerinden en az biri saglanmasin.

Bu durumda (4.13) den

0, F(\)=2
" i PO = -2 (4.18)

bicimde tanimlanmis bir m sayisi vardir, dyle ki; p = €™ dir. Simdi
—mz —mz d
b (.’L‘,)\) =e " (.’L‘,)\), Dy (:C,)\) =e ", (557)‘) - jl'pl (.’L‘,)\)

diyelim. Kolayca goriilebilir ki, p, (z +1LA) = p, (z,A), p,(z +LA)=p,(z,\)

dir. Boylece (4.1) denkleminin temel ¢oziimleri asagidaki bigimdedir.
mzxr mx d
AN =), 0= (b @)+, )]

5) Simdi de A nin reel say1 olmadigi durumu inceleyelim. Burada da iki alt durum

vardir. Eger F()\) reel say1 ise yukaridaki dort durumdan biri s6z konusudur. F'(\)
reel sayr degil ise, o zaman (4.11) den p, ve p, farkli degerlere sahip olacaktir.
Bunun yam swra p, ve p, mutlak degerce 1’e esit olmayacaktir. Ciinki

p, =€,y €(—00,00) ise (4.12) den p, = ¢ ve F(\) = p, + p, = 2cosy olacak

dolayistyla F'(X) reel ¢ikacaktir ki, bu da yukaridaki kabulle celisecektir. Boylece

Rem = 0 kosulunu saglayan dyle m sayis1 vardir ki;

m

pp=€, p,=¢€

m

dir ve (4.1) denkleminin asagidaki gibi lineer bagimsiz iki ¢6ziimii bulunur.

U (zA) =€e"p (z,0), (z,A)=e""p,(z,})
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Tanim 3.6.1. den ve yukarida yaptigimiz incelemelerden su sonuca ulasiriz:

Sonu¢ 4.2.1. \ € (—oo,00) olmak iizere |F'(A)>2 ise (4.1) denklemi

kararsiz,

F(X)| <2 ise kararhdir. [F (X)) =2 ise bu durumda 6'(1,\) =2,
©(1,\) = 0 esitliklerinin her ikisi de saglantyor ise (4.1) denklemi kararli, en az biri

saglanmryorsa sartli kararli olup, kararli olmayacaktir.
4.3. t-PERIYODIK SINIR DEGER PROBLEMI

0 <z <1 araliginda
y" + [N —q@]y =0 (4.19)
denkleminin ve
y(1)=¢"y(0), y'(1)=e"[y(0)+2aMy(0)] (4.20)

sinir kosullarinin olusturdugu ¢ -periyodik sinir-deger problemini ele alalim. Burada

t verilmis bir reel sayidir. Kabul edelim ki; y(z) = 0 ve

1
| {\y’(w)\z - q(I)|y(x)|2}dx >0 4.21)
0

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. (Burada (4.21) esitsizliginin

saglanmast i¢in ¢ (z) > 0 olmas: yeterlidir).

Bu kisimda (4.19), (4.20) sinir-deger probleminin asagidaki bazi 6zelliklerini

verecegiz.

Lemma 4.3.1. F()\), (4.9) formili ile tanimlanan fonksiyon olmak tizere

(4.19), (4.20) sinir-deger probleminin 6zdegerleri asagidaki denklemin sifirlaridir.

F(X\)—2cost=0 (4.22)

Ispat: Daha 6nceden biliyoruz ki, (4.19) denkleminin ¢dziimleri
y(z,A) = c,0(x,\) + o (z,\)
bicimindedir. Bu ¢6ziim (4.20) smir kosullarinda yerlerine yazilir ve (4.3) deki

degerler kullanilirsa asagidaki denklem sistemi bulunur.
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(LA —€e")e, +9(LA)e, =0
(6" (LX) —e"2a)) ¢, + (9" (LA)—€")e, = 0
Bu sistemin asikar olmayan ¢6ziime sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
(O(LA)—e") (L)
(' (LA) = e"2a)) (¢ (LA)—e") B

olmasidir. Buradan
O(LA)¢ (LA)—e"[0(LA) + @' (LA)] 4 € — 0" (LA) @ (LA) + 2are"o (LA) = 0
denklemi elde edilir ve (4.7) kullanilirsa

2it
BLA) + o (LA) — 2ahp(1LA) = S L — ot ot — 9oy

6175

F(X\)=2cost

esitligi bulunur. 0

Lemma 4.3.2. (4.19), (4.20) sinir-deger probleminin 6zdegerleri reeldir ve
stfirdan farklidir.

Ispat: Varsayalim ki; X, (4.19), (4.20) smir-deger probleminin 6zdegeri ve

y(z) de bu dzdegere karsilik gelen ve (y,y) = 1 sartin1 saglayan 6zfonksiyon olsun.

Bu durumda (4.19) denkleminin her iki tarafina y (z) ile i¢ carpim uygulanirsa
(v @+ [N —g@]y@,y@) = (0,y@)

esitligi elde edilir ve buradan
1
A+ 2aly (0)f A — f{‘y/(x)r + q(x)|y(x)|2}dx =0 (4.23)
0

biciminde A ya bagh ikinci dereceden bir denklem elde edilir. (4.21) dikkate

alindiginda bu denklemin koklerinin reel ve sifirdan farkli oldugu ortaya ¢ikar. O

Lemma 4.33. ¢t = mn (m = 0,£1,+2,---) oldugunda (4.19), (4.20) sinir-

deger probleminin 6zdegerleri tek katlidir. Yani her bir 6zdegere bir tek 6zfonksiyon

karsilik gelir.
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Ispat: Kabul edelim ki; t = mm (m = 0,£1,+2,...) olsun ve (4.19), (4.20)
simnir-deger probleminin A 6zdegerine iki lineer bagimsiz y, () ve vy, (x)
0zfonksiyonlari karsilik gelsin. Bu durumda her bir A degeri i¢in (4.19) denkleminin
y(z) ¢ozlimii y, () ve y, (x) in lineer kombinasyonu big¢iminde yazilabilir ve aym
zamanda (4.20) sinir kosullarini saglar. Ozel olarak 0 (z,)\) ve ¢(z,\) fonksiyonlari
da bu kosullar1 saglayacaktir. Bu durumda

F\)=0(LA)+ ¢ (L) —2a e (1,N)
=¢"0(0,\) + €' [¢'(0,A) + 2aAp (0,A)] — 2aXe"p (0, )
= 2¢"
elde edilir. Ote yandan, Lemma 4.3.1 den \ 6zdegeri (4.22) esitligini sagladigindan
cost = ¢e"
olur. Bu esitlik ise ancak ve ancak t = mm (m = 0,£1,£2,---) durumunda saglanir

ki bu da yukaridaki varsayimla ¢elisir. 0
t =mm (m € Z) olmak iizere m cift say1 ise (4.20) kosullar

y(1) =y(0)

. , (4.24)
y (1) =y (0) + 22Ay (0)
bi¢cimini alir. m tek say1 oldugunda da siir kosullar1 asagidaki gibi olur:
y(1)=—y(0)
(4.25)

y'(1) = —y'(0) — 2a\y (0)
Lemma 4.3.1 geregince (4.19), (4.24) sinir-deger probleminin 6zdegerleri

F(A\)=2 denkleminin, (4.19), (4.25) sinir-deger probleminin o6zdegerleri de

F (X)) = —2 denkleminin sifirlaridir ve bu 6zdegerler iki kath olabilir.

Lemma 4.3.4. (4.19), (4.24) ve (4.19), (4.25) sinir-deger problemlerinin A
0zdegerlerinin iki katli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

0" (L) =2a), o(LA\)=0 (4.26)

olmasidir.

Ispat: Ispat1 (4.19), (4.24) sinir-deger problemi i¢in yapalim. (4.19), (4.25)
problemi i¢in de ayni islemler yapilabilir. Varsayalim ki; A, (4.19), (4.24) sinir-
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deger probleminin iki kathi 6zdegeridir. Bu durumda aymi 6zdegere iki lineer

bagimsiz y, (z) ve y,(x) Ozfonksiyonlart1 karsilik gelir. Dolayisiyla bu
Ozfonksiyonlarin lineer kombinasyonu (4.19) denklemini ve (4.24) sinir kosullarini

saglar. Ozel olarak y, (z) = 0(z,)\) ve ¥y, (®) = ¢(x,\) almirsa (4.3) kosulundan
(4.26) esitlikleri elde edilir. Tersine varsayalim ki, (4.19), (4.24) sinir-deger
probleminin A 6zdegeri i¢in (4.26) esitlikleri saglansin. Bu durumda A\ nin iki kath
0zdeger oldugunu gosterelim. Gergekten de (4.26) ve (4.7) den
O(LN) " (LA) =1 (4.27)
elde edilir. Ote yandan, Lemma 4.3.1. den F'(\) = 2 dir. Buradan (4.27) geregince
F2(\) =[0LA) + ¢ (LA) — 2000 (LA)] =4 = 40(1,\)¢' (1))
olur ve (4.26) dan
[0(LA) + ¢ (LA)] = 40(LA)¢ (1A)
0(LN) = (L)
esitligi elde edilir. F'(\) = 2 esitliginden de
O(LN)=¢ (LA) =1 (4.28)
sonucuna varilir. (4.3), (4.26) ve (4.28) den (4.24) kosullarinin saglandig1 goriiliir.
Dolayisiyla bu ¢oziimler lineer bagimsiz ve A, (4.19), (4.24) probleminin iki kath
Ozdegeridir. 0
Simdi (4.19), (4.20) t-periyodik sinir-deger probleminin &zdegerlerinin

varhgim gosterelim. ([15], s. 292) daki formiiller geregince yeterince biiyiik ||

6Im)\]
A

degerleri i¢in asagidaki asimptotik formiiller dogrudur.

[Im A|

A

[Im A|

0(z,\) = cosA+ O

, ¢ (z,\) = cosA + O

sin A e
L e =240

Bu formiiller (4.9) daki F'(\) nin ifadesinde yerlerine yazilirsa
F(A)=0(LA) +¢"(LA) = 20X (L))

[Im )|

A

[Im A|

=cosA+ O
A

+ cos A\ + O[e
ehn)\]
Al )
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. [Im A|
sin A 4O e :
A Al

=2cos\ —2asin A+ O




F(\)=2J1+a’.sin(B+A)+0

e\hn Al ]
(4.29)
Al

ifadesi elde edilir. Burada cot3 = —a dir. (4.29) asimptotik formiiliinden Rouche
Teoremi geregince (4.22) deki F'(\) = 2cost denkleminin sayilabilir sayida A, (t)
(k= 0,£1,42,...) koklerine sahip oldugu soylenebilir. Ayrica Lemma 4.3.4 den
A, (t) ©zdegerlerinin kat1 (4.19), (4.20) probleminin &zdegerlerinin katina esittir.
Bununla birlikte yine Lemma 4.3.1. ve Lemma 4.3.2. den bu )\, (¢) ler reeldir, sifira

esit degildir ve asagidaki siralamaya sahiptir:

S SAL O SAL B SABSAE) SAE) < (4.30)
4.4. KARARLILIK VE KARARSIZLIK ARALIKLARI

Bu boliimde 4.2. kisminda elde edilen bilgilerden de yararlanarak (4.1)
denkleminin kararlilik ve kararsizlik araliklari hakkinda daha somut bilgiler
edinmeye ¢alisacagiz. 60(z,\) ve ¢(x,)\) fonksiyonlari ile bunlarin tiirevleri
verilmig her z i¢in A parametresine gore tam fonksiyon olduklarindan F'(\) da A
ya gore tam fonksiyondur. Bu boliimde, genelli§i bozmadan A\ y1 reel say1 kabul
edecegiz. F'(\), A nin siirekli fonksiyonu oldugundan F' () < 2 kosulunu saglayan
A lar reel \-ekseni iizerinde acik araliklar olacaktir. Bu araliklar kiimesi asagida
gorecegiz ki; bos degildir ve ayrik olan agik araliklarin sayilabilir tanesinin
birlesiminden olugmustur. Boylece (4.1) denklemi A lar bu araliklarda oldugunda
kararl1 olacaktir. Bu araliklara (4.1) denkleminin kararlilik araligi diyecegiz. Ayni

sekilde F'(A\)>2 kosulunu saglayan A larin olusturdugu araliklart da (4.1)

denkleminin kararsizlik araliklar1 olarak adlandiracagiz. Kararlhilik araliklarinin

kapanist, yani F'(A) <2 kosulunu saglayan A larin olusturdugu araliklar da (4.1)

denkleminin sarth kararli araliklarini olusturacaktir.

Bu boliimde kararlilik ve kararsizlik araliklarinin varligi ispatlanacak ve bu
araliklarmn kesin tasviri verilecektir. Biitiin bunlar F'(\) fonksiyonunun ozellikleri
arastirillarak yapilacaktir. Simdi kabul edelim ki; —oco < x < oo olsun ve y(z) = 0

fonksiyonu (4.21) esitsizligini saglasin.
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Lemma 4.4.1. y(z,)\), (4.1) denkleminin agikdr olmayan herhangi bir

¢Oziimii olsun. Bu durumda A = 0 ve

)\f|y(:c,)\)|2 dz = 0 (4.31)

0

dir. Yani A > 0 ise (4.31) esitsizliginin sol tarafi pozitif, A < 0 ise negatif olur.

Ispat: (4.21) den
1
A= [{ly' @] +a@ly (@) }dz >0
0
olsun. Ayrica
y' + [N —q@]y =0

esitliginin her iki tarafi y ile ¢arpilip, z degiskenine gore 0 ’dan 1’e integrallenirse
r 2
A+ 2aly (0) A — f{\y’(m)\ + q(m)|y(:c)|2}dx =0
0

ifadesi elde edilir. Buradan
X (y,y) + 2ay(0) —A=0
esitligine varilir. Dolayisiyla A degeri asagidaki bicimde bulunmus olur.

—aly(O)f £+a*ly(0) +A(yy)
(y,y)

A= (4.32)
A > 0 oldugundan A = 0 dir ve buradan

1

M (@A) de =—aly O + Je2y 0)]' + A(y,y) = 0

0

elde edilmis olur. (4.32) de A > 0 ise kare kokiin karsisinda "+ " ve A < 0 ise "—"

isareti olur. Yani (4.31) nin sol tarafinin isareti A nin isareti ile belirlenir. O

Lemma 4.4.2. Eger |[F(A) <2 ise 6'(LA)+2aA0(LA) =0, ¢(L,A)=0

ve 0/ (LX) — 220 (1)) ile p(1,\) ters isaretlidir.
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Ispat: Oncelikle asagidaki kisaltmalar1 yapalim.
0=0(1N), 0=0"(LN), p=0@)N), ¢ =¢ (N

|F(\)] < 2 esitsizliginden (4.9) kullanilarak
(0+¢" —2a7p) =0 + (¢’ —2a)p) +20(p —2aMp) < 4
esitsizligi elde edilir. Buradan bazi islemler yapilir ve (4.7) dikkate alinirsa
07 + (o' —2a)¢) +20(0" —2a)p) < 4(0¢" —0'p)
0% + (¢’ —2a7¢) +20(¢" —207p) < 4(0p" — 0" — 2070 + 2270p)
0° + (¢ —202p) +20(p" —2a)g) < 40( — 2a7p) — 4 (6" + 2270)
(6 (¢ —2a¢)| < —4p(6 +2026)

esitsizligine ulasilir ki bu da ispat1 bitirir. O
Lemma 4.4.3. Eger |F(\) <2 ise, dl;—i)\) = 0 dir.

Ispat: (4.19) ve (4.3) den elde edilen asagidaki diferansiyel denklemi

diistinelim.
d’ (00(z,\) 2 20 (z,\)
oy | TN T a@ ] = 220 (2
dil?2[ o\ ] [ q:z:] O\ (%)
0 (0,\) 90" (0,\) 0
oA ON
Bu baslangi¢ deger probleminin ¢oziimleri asagidaki bigimde olacaktir.([15] s. 293)
60 l’,/\ x
é())\ ):2f{9<x”\)90(5’”_90(37’A)9(§J)}/\9(§,A)d£, (4.33)
0

2L o {0 ygle) - o0 ENIAR(ENE, (439

¢ (x,\) 5

LA o [0 N 60) - @NIEN Ao (N b @439)

Bu degerler (4.9) dan elde edilmis olan
Op(L,A)

/
OF(\) _90(LN) , 0¢'(LN) , |
) ) ) )
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denkleminde yazilir ve Lemma 4.4.2. deki kisaltmalar kullanilirsa

X, f {00(60) — 0 (EM)}PAO(€.2) dg
2 [ {00 (60) - 0 (E N} A (EN) de

0 [ 0p(6.0) ~ (€N Ao 6.1

OF (A) _
o

_2]“ {w? (EN) + (¢ —2axp = 0)0(EN) (X)) — (0" —2a00) " (&, A)} A€

— (0" —2000) " (&, M)} Ad¢ (4.36)
esitligi elde edilir. Burada ‘F (A )‘ < 2 oldugundan 3¢, € (—o0,00) sayisi vardir ki;

F()\)=2cost, dir. Bu esitlik Lemma 43.1.’¢ gdre A, m (4.19), (4.20) f,-

periyodik sinir-deger probleminin 6zdegeri oldugunu gdsterir. Kabul edelim ki;

Y (x) Z 0 bu dzdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. Bu durumda
V'@ 4+ [N —g@|@ =0 (4.37)
Y1) =e®9(0), ¥'(1)= e ('(0)+ 20X (0)) (4.38)
yazilabilir. Burada ayrica 0 (z,\) ve ¢(z,)\), (4.1) denkleminin A = )\, igin temel
¢Oziimleri oldugundan
Y@ =9 (0)0(z,X) + ¥ (0)¢(2,)) (4.39)

yazilabilir. Buradan

@ =[O0 62 (z,0) + [ (O)f ¢* (2.A,)

+[4(0)9" (0) + 4 (0) 9 (0)]0 (2, A) ¢ (2, A) (4.40)
bulunur. (4.39) da z =1 alinir (4.38) deki ilk esitlik kullanilirsa
gL
0)=—F—9(0
VO =)

ifadesi elde edilir. Ote yandan 0 (1,\)) + ' (L)) + 2a\ ¢ (L)) = 2cost, esitligini

de dikkate alarak
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Lo et =0(L)) e —0 (L)) -
0) = 0
Or =m0 )
1—0(1,N)2cost, + 6% (L)) 2
= 0
EIPY R
0o —0'p—0(0 4+ o' +2a)\p) + 67 )
0 0" — 0 v alp) 5(0)
P
PSNT! 9, A0
v Of =22 o
¥
ve
— — "(L,) + 2000 (LA,) = 0(1L, )\, 9
PO 0+ Ty (0) = LLANT 2O WA FUA),
(L)
bulunur. Bulunan bu iki esitlik (4.40) bagintisinda yerlerine yazilirsa
wf = 6 (e.) - 222 0)f o (2,

"+2a 0 — 0 2
_|_<SO + ¥ >|¢(0)| 9(;1;,)\0)@(%)\0)

[ (:1:)|2 = {@02 (z,N) — <8/ + 204)\0)@2 (z,M)

v (0)°

+ ((‘p/ + 2alp — 9) 0 (-'L'a )‘0)90(3:’ )\0>} ")

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafim1 )\, ile ¢arpip z degiskenine gore

0’dan 1’e integraller ve (4.36) y1 dikkate alirsak

_ ROf dr(y)
o(LN) dA

fA v @ dz =

esitligini elde ederiz. Dolayistyla Lemma 4.4.1 den (4.41) deki esitligin sol tarafi

sifirdan farklidir. Bu durumda esitligin sag tarafi icinde

dF (X))
dA

=0

olur ve ispat biter.
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F
Lemma 4.4.4. Eger ‘F (/\0)‘ =2 ise, % = 0 olmast i¢in gerek ve yeter

kosul
0 (LX) =2a), ¢(LX)=0 (4.42)
olmasidir. Ayrica
y dF (N . d’F(\
a) Eger F'()\)=2, d<)\0):0 ise d;))<0 dir.

dF d’F (N
b) Eger F()\)= -2, %: 0 ise dA(QO) >0 dur.

Ispat: ispatt F()\)=2 durumu igin yapalim. F())= —2 durumu da

benzer bi¢imde kanitlanabilir. Varsayalim ki; F ()\0) = 2 ve (4.42) esitligi saglansin.

Simdi d};()\)\o> =0 oldugunu gosterelim. (4.42) deki degerler (4.7) esitliginde
yerlerine yazilirsa

O(LN)e (LA)=1 (4.43)
elde edilir. Ayrica F()) =2 esitliginden ¢’ (L) =2—0(LX\))+2arp(LN))
bulunur. Bu deger (4.43) de yerine yazilir ve ¢(1,\,) = 0 degeri kullanilirsa

[9(1’)‘0) - 1]2 =0

esitligi elde edilir. Dolayisiyla 6(1,)) =1 ve (4.43) den de ¢'(1,),) =1 bulunur.
Sonugta F'()) =2 ve (4.42) var ise 9(1,)) = ¢ (LA) =1 elde edilir. (4.23) de
yukarida elde edilen 6(1)) =1, ¢’ (LX) =1, ¢(LA) =0 ve (1)) = —2aX

dF (X))
d\

degerler yerlerine yazilirsa = 0 esitligi hemen cikar.

dr(\)

Simdi de tersine F(\)) =2 ve = 0 oldugunu varsayalim ve (4.42)

esitliklerinin saglandigini gosterelim. Eger ¢(1,),) = 0 kabul edip Lemma 4.4.3” iin

F ()

d
ispatina benzer islemler yapilirsa ¢, = 0 oldugunda T = 0 olur ki bu da

yukaridaki ile ¢elisir. Boylece
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e(LXA)=0 (4.44)
elde edilir. Simdi de 0'(1,),) = 2\ oldugunu gosterelim. (4.7) de (4.44) kullanilir

ve yukaridaki islemler tekrarlanirsa 6(1,),) = ¢'(1,A)) =1 bulunur. Elde edilen bu

lic deger (4.36) ifadesinde yerlerine yazilirsa
1
—2a)) f ¢ (EAN)AdE =0 (4.45)
0

esitligi elde edilir ve Lemma 4.4.1 den

1

0" (E,N)AdE = 0

0
olur. Dolayisiyla (4.45) in sifir olmasi igin 0’ = 2a:\ olmalidir.
Simdi teoremin (a) kismini ispatlayalim. Bastaki kabuliimiizden ve daha

sonra elde ettiklerimizden
0’(1,)\0) = 2a, cp(l,)\o> =0, 9(1,)\0) = go'(l,)\o) =1 (4.46)

idi. (4.36) nin her iki tarafin1 A ’ya gore diferansiyeller ve A = )\ alirsak

H&o L) e ) - [ 0/3(1;%)+2aAO—80(81;A°)]¢2<£,A>

6)\2

¢’ (1L,))
oA

Dy (1’ )‘0> _ 90 (1’ )‘0)

" oA oA

+ 2a),

]«9(5,)\0)90(5,/\0)})\0d§ (4.47)

olur. Ayrica (4.33), (4.34) ve (4.35) bagmtilarinda (4.46) daki degerler yazilirsa
asagidaki bagintilar elde edilir.

Mﬂjw(%)e(g%)ws

A
0’ (

_2f{ 20\ p 57 (f,)\) 02 5, })\Ddf
do(z,N) [
TZQ[@ (&) M€
d¢' (z, ), 1 2
% - 2[ {=2000" (6,0) = 060 ) (€20 )] Aed€

Bu degerler (4.47) esitliginde yerlerine yazilirsa
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1

207 (&) A dg |9

0

(&)

f (& Mdﬁ] F(EA) +

0

8)\2 B _QJ i

+ 2]_20 (57 >‘0)90<57 )‘0>)‘0d€]'9<£7 )‘0)9‘7(57 Ao)l )‘od§

82F r 2 12 12 i 2

m(ff)) = —4]10 (m)ws.fe (&%)%dé—llf@ (&%)%dé[so (&0 ) Al
+8f0£Ao (€ Adsfes, (£ Al

mz = [ [o(en)e >\od§] f @ (EANdE. f 0 (E A NdE|  (448)

ifadesi bulunur. Simdi
f@ =p(a.A)+90(z))
bigiminde bir f(x) fonksiyonu tanimlayalim. A = ), oldugunda f(z) fonksiyonu

(4.1) denkleminin ¢6ziimiidiir. Bu durumda Lemma 4.4.1. den
1
fo @) N\dz = 0
yani
1
fg02 T, )\dx—i—Qvng z,0)0 (2, ) Ndz + f02 2,2 ) Ndz = 0
0

elde edilir. Bu esitsizligin sol tarafi ~’ya gore ikinci dereceden ii¢ terimli bir

denklemdir ve bu denklemin reel kokii yoktur. Yani diskriminant1 sifirdan kesin

kiiciiktiir. Boylece

1 2 1 1
fgo(x,)\o)ﬁ(x,)\o))\odaz] - ¥ (x,AO)Ade] [0 (z2) A\dz| < 0
0 0 0
olur ki bu da (4.48) in sifirdan kiiclik oldugunu gosterir. O

Lemma 4.4.4. den asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 4.4.1. F'(\) + 2 fonksiyonu, kat1 ikiden biiyiik sifirlara sahip degildir.
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Sonug 4.4.2. )\,, F'(\)—2 fonksiyonunun iki katl sifiridir, ancak ve ancak
F(X) bu noktada maksimuma sahiptir. \,, F(\)+2 fonksiyonunun iki kath
sifiridir, ancak ve ancak F'(\) bu noktada minimuma sahiptir.

Bu kisimda elde edilen tiim bulgularin sonucu olarak (4.29) asimptotik

formiilii ile birlikte —oco < A < oo i¢in F(A) fonksiyonunun nasil davrandig: ile

ilgili agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.4.1.

1. (4.19), (4.24) genellesmis periyodik sinir-deger probleminin  «;,
(k=0,£1,£2,....) ve (4.19), (4.25) genellesmis anti-periyodik sinir-deger
probleminin oy, ,, (k = 0,£1,£2,...) zdegerleri asagidaki esitsizligi saglar.

o, <a,<a <o, <a <o <o <a, <a, <..

2. [og,05,,,] (k=0,+1,+2,..) kapal arahginda F(\) +2 degerinden —2
degerine monoton azalan, |, q,,,] (k= 0,£1,42,...) kapal araliginda
ise —2 degerinden +2 degerine monoton artandir.

3. (agn05,) (k=0,£1L+2...) ack aralgmda F(A)>2, (ag,.,0.,,)
(k= 0,£1,£2,...) acik arahginda ise F'(\) < —2 dir.

Boylece (4.1) denklemi igin (oz,j_l,akf) (k=0,£1,£2,...) araliklart kararlilik,
onlarin kapanislart olan [oz,j_l,oz,:] (k =0,£1,£2,...) araliklar sartli kararlilik ve

(ak’,a,j) (k = 0,4£1,£2,...) araliklar1 da kararsizlik araliklar olacaktir.

4.5. SPEKTRUMUN Y APISI

S ile (4.1) denkleminin tiim sartli kararl araliklarin olusturdugu kiimeyi gosterelim.
Bu bolimdeki amacimiz o ile gdsterecegimiz I} operatdriiniin spektrumunu

aragtirmaktir.
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Teorem 4.5.1. L operatorii siirekli spektruma sahiptir.

Ispat: Tersini kabul edelim. )\,, L operatoriiniin 6zdegeri ve 1 (x) de bu
0zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. Bu durumda
Ly ) =0
olur. Bu da v (z) in (4.1) denkleminin A = )\ oldugunda L, (—oo,00) uzayinda
asikar olmayan bir ¢oziimii olmas1 demektir. Halbuki 4.2. kismin sonuglarina gore
(4.1) denklemi hi¢bir A kompleks degeri igin L, (—oo,00) da asikar bir ¢dziime

sahip degildir. Béylece L) operatdrii 6zdegere sahip degildir. 0

Teorem 4.5.2. o ve S kiimeleri esittir.

Ispat: Oncelikle S C o oldugunu ispatlayalim ve Teorem 3.3.3” ii kullanarak

S den alinan herhangi bir )\, i ayn1 zamanda ¢ da oldugunu gosterelim. Bunun igin

A

varhgim gostermek yeterlidir. (Burada norm olarak L, (—oo,00) daki norm

=1 ve n — oo iken HL?YOan — 0 olacak bigimde en az bir f, (x) € D dizisinin

anlagilmaktadir).

A, €S ise 4.2. kismin sonuglarina gore (4.1) denkleminin A = )\ oldugunda
en az bir tane asikar olmayan 1 (z) ¢6ziimii vardir, dyle ki; bu ¢éziimler
Uz +1) = py(z)
(4.49)
Pz +1)+ 2aX\p (2 + 1) = py'(2)

sartlarin1 saglar. Burada
lo| =1 (4.50)
dir. Teorem 3.3.3 deki {f } dizisini tanimlamak i¢in [0,1] araliginda ikinci
mertebeden siirekli tiireve sahip, asagidaki sartlar1 saglayan bir g(z) fonksiyonunu
tanimlayalim:
9(0)=0, g)=1 ¢ (0)=g"(0)=g'(1)=¢"1)=0, 0<g@<1
Simdi de (—oo,00) araliginda asagidaki bicimde verilmis f, (z) fonksiyonunu

tanimlayalim:
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L@ =b@h,
Burada

1 , 2l <(n—1)
h, (@) ={gn—lz), (n—1)<l|z1<n

0 , lzl>n

ve b, de ||f.||=1 yapan normlastiric1 katsayidir. (—n,n) aralig1 boyunca, her bir

ugta uzunlugu 1 olan araliklar hari¢ h, () =1 oldugundan

2

b, ~

1
2nf|zb(9c)|2 da:]
0

yazilabilir. Dolayisiyla (4.49) ve (4.50) kullanilarak n — oo iken
b, — 0 (4.51)
olur. Agiktir ki; f, (z) € D ve
Lyf, @ =0,[2¢" @ h] @ + @ h! @)
dir. Buradan

bﬂ,

L f (w)H <

2 [0 @b @] + e @b @] | < K

bﬂ

elde edilir. Burada K negatif olmayan sabit sayidir ve n’ye bagh degildir.

Dolayisiyla n — oo iken (4.51) den

L f (JJ)H — 0 olur. Boylece Teorem 3.3.3

geregince ),, o dadir. Yani S C o dir.
Simdi de o CS oldugunu gosterelim. Bunun i¢in )\, & S iken )\ & o
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Eger A\, ¢ S ise o zaman asagidaki iig

durumdan biri vardir.

i) A, € (—o0,+00) ve |F()) > 2
ii) Im )\, = 0 ve F'(),) reeldir.
iii) Im \) = 0 ve F () reel degildir.

Bu durumlari ayr1 ayri inceleyelim.
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i) Burada F()\)>2 ya da F()\)<—2 dir. Bunlardan F()\))>2 durumunu

inceleyelim. Diger durumda aymi yontemle incelenebilir. F()\O) >2 ise (4.1)
denklemi 4.2. kismin sonuclarina gore asagidaki gibi iki lineer bagimsiz ¢oziime
sahiptir.

Y (@) =€e""p (@), Y, (@) =e""p, @ (4.52)
Burada m € (—oo,+00), m=0, p(x+1)=p, @, (k=12) dir. Simdi
asagidaki Green fonksiyonunu ele alalim.

Glein h @ (fe, (2<€)

S 4.53
% (§)¢2 (95')/6, (x > f) ( )

Burada ¢ = v/ (x) 1), () — 9, ()4 (x) dir. Simdi L, (—oo,00) da R integral

operatoriinii agagidaki bicimde tanimlayalim.
Rf ) = [ G(z,6))f(€)d¢ (4.54)

Buradaki amacimiz R integral operatdriiniin L, (—oo,00) — L, (—o0,00) da smirh

bir operator oldugunu gdstermektir. (4.54) den (4.53) ve (4.52) kullanilarak
M2
|Rf ()] < —{G, @) + G, @)} (4.55)
c
oldugu gosterilebilir. Burada
M = sup {Iolslyzgﬂpl ($)|7£I§1?§f|pz (:1;)|}

Ve

T

Ga=em™ f e |f (&) de, Gy @) = e™ f e

—00 —00

f(8)dg

dir. Herhangi bir N, > 0 ve N, > 0 sayilar1 i¢in kismi integrasyon formiiliinden

N, Ny T
f G12 (.’E) d.’l? — f e—me [femzz:

—-N; —N; —00

f(é)ldﬁ] dz

N.
1 1 f
:_Qm{GH—Nl)—Gf(NQ)}JrEfG1<x>|f<x>|da:

_A]\[1
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IA

2 _N N, N, 5
M+i| f G? () dx f If @)’ d:z:] (4.56)
m

2m N, “N,

ifadesi bulunur. Buradan Cauchy-Bunyakowski esitsizliginden N, — oo iken

2
— 0

mN "t m 2 1| 2
)= [t ac <2 sl s

—00

olur. Dolayisiyla (4.56) da N, — oo ve N, — oo iken limite gegilirse

1
. 3
f |f @)’ d:z:]

esitsizligi elde edilir. G, i¢in de benzer esitsizlik gosterilebilir. Dolayisiyla (4.55)

2
<L
m

7 G} (x)dx

den L,(—oo,00) uzaymnda R integral operatorii sinirhidir ve R = {Lfl }71 dir.
Asagidakiler kolayca gosterilebilir.

LRf (x) = f@), Vf@) € L,(—00,00) (4.57)

RL fm = f@, Vf@weD (4.58)

(4.57) den L operatdriiniin deger kiimesi L, (—0o,00) uzay1 ile gakisir ve (4.58)
den de ker ' = {0} dir. Bdylece L" operatdrii L, (—oo,00) uzayinda tanimli terse
sabittir ve {Li“ }_1 = R dir. Boylece \,, L, icin diizenli noktadir, yani \, £ o dir.
ii) Burada ‘F ()\0)‘ >2 oldugunu gosterelim. O zaman birinci durumdaki
incelemeleri yapabiliriz. Gergektende eger ‘F ()\0)‘ <2 ise Jt, € (—oo,00) vardir
oyle ki, F(\))=2cost, dir. Bu ise )\, ’in ¢—periyodik smnir-deger probleminin
0zdegeri oldugunu gosterir. Ancak t, —periyodik simir-deger probleminin
ozdegerleri Lemma 4.3.2. ye gore reeldir. Buda Im )\, = 0 sartiyla celisir.
iii) Bu durumda 4.2. kisim 5.b” ye gére A = )\, oldugunda (4.1) denklemi iki lineer
bagimsiz ¢oziime sahiptir.

Y (@) =e"p (@), P @ =e"p, @)
Burada Rem =0, p () ve p,(x) x’e gbre 1 periyotlu fonksiyonlardir.

Dolayisiyla ispatin bundan sonrasi birinci durumdakine benzer yolla yapilabilir. [
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Teorem 4.4.1, Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.5.2 den L (¢) nun spektrumu igin

asagidaki sonuca varilir:

Sonu¢ 4.5.1. L, operatdriinin spektrumu siireklidir ve [a;_l,oz,; ]
(k=0,£1,42,...) kapali araliklar dizisinden olusur. (oz,; ,oz,j) ise spektrum
icindeki bogluklardir. Burada {a;“k} genellesmis periyodik siir-deger probleminin
ve {afk +1} ise genellesmis anti-periyodik sinir-deger probleminin 6zdegerleridir.

Simdi (aktl,ak’) (k = 0,£1,£2,...) igindeki bosluklarin ¥ — oo oldugunda

uzunluklarini aragtiralim.

Teorem 4.5.3. [, operatdriiniin spektrumunun igindeki bosluklarin sayist

sonsuzdur ve n — oo iken bu bosluklarin uzunluklar1 sonsuza gider.

Ispat: Ispat igin F(A\) =0+ ¢ +2a p =2 denklemini ele almak
yeterlidir. Bu denklemden [15] deki formiiller kullanilarak

e\hn)\\ ]
Al

denklemi elde edilir. Buradan da Rouche teoreminden asagidaki sonuca varilir.

F(A\)—2=2cosA—2asin A+ 0

o, (0n,) =2mn + O(1) veya oy, (ay, ) = 2mnarctna + O (1)

o, sayllarmin daha sonraki asimptotik terimlerini bulmak ig¢in F(\)—2

fonksiyonunu asagidaki bicimde yazalim.
F(\)—2=—4.sin’ g + 2asin A

1

+§ (Sin)\—a.cos)\)[q(y)dy+a[cos{)\(1—2y)}q(y)dy
—|—%jo‘q(y)dyL:fsin{y—t}.sin{)\(l—y—l—t)}q(t)dt—i—

+20¢f sin{A(1—y)}q(y) dy] sin{\ (y — ¢)} sin At.q (t) dt

ol
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Bu formiilde A\ yerine 27n + 6, yazilir (burada 6, = O(1)) ve bazi doniisiimler

yapilirsa, 0, asagidaki denklem ile bulunur.

sin

—.sin— + 3 > 1
2n 8mn 2n  16mn 2561°n

, 6, a,+8amn . 8n o a; —ay, — by, 1
a0 o 2 ( 0 271,>
Burada

1 1

a, = 2fq(y) cos2nmydy, b, = 2fq(y) sin 2nmydy

0 0

dir. Dolayisiyla

5 = % — Bamn + L \/a;, + b2, —16amna,, + 64a’7*n® + 0[1]
8mn 8mn ’ ’ n

olur ve buradan da

A ()‘z_n) =2mn —a + L 4 L\/a;7 + b, —16amna,, + 64a’7’n’ + 0[1]
o 8tn  8mn ’ ’ ’ n

1
ve f q(x)dz < cooldugundan o, —ay,” = 8lalmn + O(1) elde edilir. Dolayisiyla
0

n — oo iken bu bosluklarin uzunluklari sonsuza gider. 0

Yukarida ki iglemler benzer bigcimde A\ yerine 27n + arctana + 6, (burada

6, = 0(1)) i¢in de yapilabilir.
4.6. OZFONKSIYONLAR CINSINDEN ACILIM FORMULU

I} operatdriiniin siirekli spektruma karsilik gelen dzfonksiyonlar iizerine
acilim formiiliinii bulmak ic¢in [17] ve [49] daki yontemleri kullanacagiz. (4.19),

(4.20) genellesmis periyodik sinir-deger probleminin G, (z,£,\) ile gosterilecek olan
Green fonksiyonunu bulalim. Bunun igin
v+ N =gy = f@
denklemini ve
y(1)=e"y(0), y'(1)=e"[y'(0)+ 2y (0)]
sinir sartlarint dikkate alacagiz. 6 (z,\) ve ¢(z,A) bu denklemin homojen kisminin

lineer bagimsiz iki ¢éziimii olmak {izere katsayilarin degisim metodu kullanilarak
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(4.19), (4.20) genellesmis periyodik sinir-deger probleminin Green fonksiyonu

asagidaki bi¢imde bulunur.

G, (2,&,\) = AlA [0(2,\) by (6,2) — (2, N)g, ()] + w(2,6N)  (4.59)
(A
burada
A,(\) = —[F(\) —2cost], (4.60)
B (E0) = 0(EN) 0L A) +[e " = 0L )]0 (EN), (4.61)
9.(&EX) =[e " =" MLN]0(EA) +0'(LA e (£,))
—2aA[0(L N ) (&,X) — 0 (E,X) p(LN)], (4.62)
N0 (EN) —p(EN)0(z,)), 0<E<z
o(5.6)) = oz, )0 ( )090( )0(z,\) >

dir. Bu ise (4.19), (4.20) genellesmis periyodik siir-deger probleminin ¢dziimiiniin,

herhangi bir f(z) € L, [0,1] fonksiyonu i¢in asagidaki bigimde olmasi demektir.

y(@N) = [ G (0,6 F(€)ds

Lemma 4.6.1. Her bir t=mm (m=0,FLF2...) i¢in A, (N
fonksiyonunun sifirlar1 tek kathdir.
dA, (M) _dF (A)

Ispat: (4.60) dan ST yazilabilir. Ayrica A, ()\)=0 ise

F(N\)=2cost olur ve t =mm (m =0,FL7F2,...) i¢in ‘F()\O)‘ < 2 dir. Buradan

Lemma 4.4.3 den %ﬁ\)\) = (0 dir ve aranan sonug elde edilir. O

(4.59) dan kolayca goriilebilir ki; G, (z,&;\) \-parametresine gore meremorf

fonksiyondur. Yani onun kutup noktalar1 (4.19), (4.20) probleminin 6zdegerleridir.
Bu kutup noktalar1 ¢ = mm (m = 0,F1,F2,...) i¢in Lemma 4.6.1 den dolay1 tek
kathdir.
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Lemma 4.6.2. t = mm,(m = 0,F1,F2,...) i¢in asagidaki gosterim dogrudur.

_ b, (1) ¢k,t (z) ¢k,t (&)
X (0)

G, (z,&N) = +w,, (2,6,)) (4.63)

-1

dF (), (1))
d\

U, @ =@ (LA (0))0(z, A (1) +[e" =0 (LA, (1)@ (z,A (1) (4.65)

Burada w,, (z,§,\), A=A\, (t) noktasin komsulugunda X ya gore diizgiin

b, (1) = 1o (LA (1)) ; (4.64)

fonksiyondur.

Ispat: (4.61) ve (4.62) den asagidaki esitlik elde edilir.
Wh (&), 9, (EN)] = —e "A(N) (4.66)
A, (A, () = 0 oldugundan (4.66) dan h, (& A, (t)) ve g, (& A, (¢)) nin lineer bagimli
oldugunu soyleyebiliriz. Dolayisiyla
9. (&M @) = e ()R, (& (1))
esitligi yazilabilir. £ = 0 alinir ve (4.61), (4.62) esitlikleri dikkate alinirsa

Gl (1) 4 2a0p(L N, (1))
(LN (1))

ifadesi elde edilir. Burada Lemma 4.42 den t=7mm (m =0,F1,7F2,...) icin

¢ () = ‘

¢ (LA, (t)) = 0 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

—it 90/(17 A (1) 4 2a (LN, (1))
(LA, (1))

esitligi yazabilir. Simdi Lemma 4.6.1° ide kullanarak rezidii teoreminden ¢ = mm

g, (&N (1) == h(EA () (4.67)

(m = 0,F1,F2,...) i¢in asagidaki ifade yazilabilir.

0z A\ 0))h (N (1) — (@A (1) g, (§ (1)

G, (:E, 5;)‘) = + Wy, (:E, 57)‘) (4.68)

Burada da yine w,,(2,{,A\) A=A (t) noktasmn komsulugunda diizgiin

fonksiyondur. (4.67) ifadesindeki g, (E, A (t)) , (4.68) da yerine yazilir ve (4.61) ile

(4.65) dikkate alinirsa (4.63) ifadesi elde edilir. O
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Kolayca gortilebilir ki; (4.65) formiilii ile belirlenen 1, , (z) fonksiyonu
asagidaki sinir sartlarini saglar.
Vi (1) = "4, 0), w5, (1) = €[4, (0) + 20\, (0) (4.69)

Bu durumda bu fonksiyonlara (4.19), (4.20) genellesmis periyodik sinir-deger
probleminin 6zfonksiyonlaridir diyebiliriz. Simdi (4.1) denkleminin ¢6ziimiiniin

asimptotik formiiliinden de yararlanarak asagidaki Lemmay1 verelim.

Lemma 4.6.3. Kabul edelim ki; f(x) ikinci mertebeden siirekli
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve suppf(z) C (0,1) olsun. Bu durumda

|\| — oo iken asagidaki esitlik yazilabilir.

1

[ G (w60 £ (6)de =

0

f@
)\2

1
+ O[F] (4.70)

(4.63) ve (4.70) den egrisel integralleme yontemi ile asagidaki esitlikler elde edilir.

> b v, @ [ 1), (€de =0,

=30 A Ob (0, @ [ 1) T, (©)de = f

Buradan Parseval esitligi kullanilarak asagidaki ifadeler bulunur.

2

i b, (1) f f@ P, @dz| =0 4.71)
~SO A () [f@d, @da| = [If@f do 4.72)

Bu esitlikler kolayca f(z) € L, [0,1] durumunda da elde edilebilir.

Simdi (4.1) denkleminin 6zfonksiyonlar iizerine agilim formiiliinii tiim gergel

eksende bulmaya g¢alisalim. Bunun i¢in varsayalim ki; f(x) tim gergel eksende

stirekli ve sonlu araligin disinda sifira esit olan bir fonksiyon olsun.

Asagidaki fonksiyonu ele alalim.

[ (= i f(z+m)e™ (4.73)

m=—0o0
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Burada f(z) fonksiyonun o6zelliginden (4.73) deki toplam sonludur. f (2)
fonksiyonu asagidaki ti¢ 6nemli 6zellige sahiptir:

fx+1)=¢"f @

1 ™
f(x>—§£ﬁ<x>dt

S T 1
f If @f dz = QL f f | @[ dzdt (4.74)
Y s

-7 0

Kolayca goriilebilir ki; gergel eksende tanimli v, (z) fonksiyonu
wkn,t (r+1)= 6itwk,t () (4.75)
esitligini saglar. Gercekten de A =\, () oldugunda bu esitligin sag ve sol

tarafindaki fonksiyonlar (4.1) denkleminin ¢oziimleridir. x = 0 olmasi durumunda

ise zaten (4.69) bagintisi elde edilir. (4.73) ve (4.75) den

1 o0
fﬁ(m)lﬂkﬁt (r)dz = ff(x)%,t () dx (4.76)
0 —0o0
esitligi bulunur. (4.71) ve (4.72) formiillerinde f (z) yerine f (z) yazilirsa
S b0 f @, @dr =0 (4.77)
k=—co 0
~ 1 2 1
S AWbO|[ f @, @dr| = [|f @[ d (4.78)
k=—00 0 0

esitliklerine ulasilir. Ayrica (4.76) ve (4.65) den asagidaki formiiller elde edilir.
1
[ f @V @dr=oA)F () +[e " —0LA)]7 ()
0

burada A\ = A, (t) ve

F(N) = jf(x)@(m,)\)dx, F,(\) = jf(x)go(x,A)da: (4.79)

dir. Genelligi bozmadan varsayalim ki; f(x) reel degiskenlidir. Basit islemlerden

sonra asagidaki esitligi elde ederiz.

1 2

0

= (LA @)@ (N, (D)) (4.80)
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burada
(N (1) = @(LA)F(A) = [0 (L,A) — 2270 (LA)] ()
' (LA) = 0(LA) = 20Ap (L), (A F (A) . (4.81)
Simdi F (), (t)) = 2cost dzdesligini ¢ ’ye gore diferansiyellersek

dF (N, (1)) :
Mmﬁ (t) = —2sint (4.82)
A
esitligini elde ederiz. Burada ‘-’ isareti ile ¢ ye gore tiirevi gosterdik. Diger taraftan

sint = 1—cos’ t = |1 —@ = %\/4 —[0@A) + ¢ (L) — 2ax0 (LA)]

dir. Bu deger (4.82) de yerine yazilirsa

dF(\ ()] :
{T} = —u (A ()M (8) (4.83)
esitligi bulunur. Burada
v(\) = {4 —[0(L,N) + ¢ (LA) — 200 (LA)] }7 (4.84)

dir ve pozitif kok alinmustir. Simdi ¢ nin (0,7) araligindaki degerlerine bakalim.

(4.80), (4.77) ve (4.78) de yerine yazilir ve (4.64), (4.83) dikkate alinirsa asagidaki
esitlikler elde edilir.

00

> 2 0)u (N M)A (1) =0 (4.85)
_f: A O )oK )M () = [|f @) de (4.86)

Lemma 4.6.4. Varsayalm ki; ¢-periyodik problemin )\ (),
(k =0,F1,F2,...) dzdegerleri (4.30) dakine benzer diizene sahip olsun. O zaman

her bir £ = 0,F1,F2,... i¢in agsagidaki hiikiimler dogrudur.

1 o, <A (D) <o (4.87)
>‘2k+1 (=m) = >‘2k+1 (m) = a;kH? >‘2k+1 (0) = O‘;k
Mg (=T = Ny, (M) = a2+k+17 Aojio (0) = Qg1 (4.88)
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2) t, —m den 0’a artarken X, (t) «, ., degerinden «,, degerine azalir ve ¢,
0’dan 7 ’ye artarken A, ., (t) «,, degerinden a,,, degerine artar.

3) t, —m den 0’a artarken ), ., (t) a,,,, degerinden a,,,, degerine artar ve ¢,
0°dan 7 ’ye artarken \,, ., () «,, ., degerinden a,,, degerine azalir.

Béylece t, [—m, 7| araliginda defer alirken, A (¢) [0y, ;| araligm iki kez
doldurur. A, (¢) once [a,;ﬂl,ak_] araliginin bir ucundan digerine, daha sonra tekrar
aynt uca dogru doner. Bu doniis hareketi monotondur. Ayrica ¢ift £ ’lar i¢in A, (¢),
[a,f_l,a,;] araliginin sol smirindan, tek £ ’lar i¢in ise sag sinirindan deger alarak

degisir.

Ispat: (4.1) denkleminin sarth kararlilik kiimesi S = U)\k (t) seklindedir.

Burada birlesim & = 0,F1,F2,... lizerinden ve ¢ € [—m, 7| dir. Bu hiikkiim asagidaki

esitlikten bulunur.
S = {)\ € (—o0,00)||F (N)| < 2} = {)\ € (—00,00)| 3t € [-m, 7], F (A) = 2cost}
Burada belirtelim ki; 6zel olarak A, (¢), ¢ parametresinin siirekli fonksiyonudur.

Dolayistyla [—, 7| segmentinin goriintiisii yine bir segment olacaktir. Ote yandan

Teorem4.4.1. den S = U [aktl,a,;] idi. Buradan (4.87) saglanir.

k=—00
(4.88) esitliginden ¢ -periyodik problemi ¢ = +m oldugunda genellesmis
anti-periyodik, ¢ = 0oldugunda ise genellesmis periyodik probleme doniisiir.

Teorem 4.4.1. deki 2. sonuca gore

dF (A
Qy, <A< ay,,, Ise <)<0
d\
(4.89)
+ . dF(N\)
0y <A<y, ise 7 >0
dir. Buna gore (4.82) den
—r<t<0ise A (1) <0, 0<t<7ise Aot () > 0
(4.90)

—m <t <0 ise 5\2k+2(t)>0, 0<t<mise ).\2k+2(t)<0

olur. (4.90) ve (4.88) den Lemma’nin hiikkmii elde edilir. 0

58



Lemma 4.6.5. (4.81) formiilii ile tanimlanan ® () fonksiyonu i¢in asagidaki

esitsizlikler dogrudur.

A€ (ag,ay,,) vek>0ise ®(X)>0,
(g, 0ppyy) ve k< —1ise ®(A) <0 (4.91)
X € (O 0pyn) Ve k> 0ise  (A) <0
( >0

Oy, Oy in ) VE k< —1ise ®(N)

Ispat: (4.81) den goriiniiyor ki; ®()\), % (\) ve % (A\) mn kuadratik
denklemidir. F'(\) < 2 i¢in bu denklemin diskiniminanti
[ (LA) = 0(LA) —2aAg (1,)\)]2 + 4@ (LA)0" (LX) — 8arp (L,A) (L)
= [0 (LA) = O(LA) = 2020 (LA +4(0(L,A)¢ (LA) —1) = 8adp (LA)8 (L)
-

=" (LA) +0(LA) — 2020 (LA)] —4 =4 <0

dir. Dolayisiyla bu tir A’lar i¢in ®(\)’nin isareti ¢(1,\) nn isareti ile ayn
olacaktir. (4.7) esitligi, Lemma 4.4.1 ve (4.89) esitsizliginden gorebiliriz ki;
® (\)’nin yerine ¢ (1,\) oldugunda (4.91) esitsizlikleri dogrudur. ®(\) nin isareti

¢ (1, \) mn isareti ile ayn1 oldugundan (4.91) esitsizlikleri dogrudur. O

(4.85) ve (4.86) in her iki tarafim ¢’ye gore 0O’dan =’ye kadar
integralleyelim. Lemma 4.6.5 ve (4.90) esitsizliklerinden G. Levi teoremine gore
toplamla integral yer degistirebilir. Her bir integralde A, (¢) = A degisimi yapar ve

Lemma 4.6.4.” i dikkate alirsak asagidaki esitlikleri elde ederiz.

3 T@(A)UQ)CM— 3 QfZCI)()\)v()\)d)\:O 4.92)
k=m0 o, =,
1 = ok 41 o Wki2 0 )
— AP (AN v(A)dX — AP (AN v(AN)dA| = ()| dx (4.93
A2 e d- 3 [remetiy = [lf@r e @99

Burada f (x) fonksiyonunun reel olmasi kosulundan (4.74) esitligi
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j|f(x)|2 dz = l]]m )| dudt
—00 T "

seklinde yazilabilir.
(4.92), (4.93) esitlikleri finit, siirekli f(z) fonksiyonlar i¢in elde edildi. Ayni

yontemle bu islemler Vf(x) € L,(—o0,00) fonksiyonu iginde yapilabilir. Standart

arastirmalarla (4.92), (4.93) esitliklerinden asagidaki a¢ilim formiilleri elde edilir.

k41 0o M2k+2

0="3 [w@NvNd =Y [ T@A)v()dr (4.94)
h=—o00 as h=—oc kit
1[ = Qgp 41 o Wki2
fa == [ 2w e dr = > [ 2@ )v(A)dA|  (4.95)
T k== g, b= afi.,

Burada
U(z,A) =, (N)0(2,\)+ D, (N)p(z,N)

B, (1) = (LN () + 5[ (1A = 0N = 200 (L] () (496)

B, (\) = %[90/ (LX) = 0(1,A) = 2adp (L] 7 (A) = [0/ (LX) — 2000 (1 V)] 7, (A) (4.97)

F.(\) ve %, (\) fonksiyonlart (4.79) formiilleri ile, v()\) ise (4.84) formiili ile

tanimlanir.

Not: (4.70) in yerine

1

[0 NP+ ) ag = 2 K ol ]
asimptotik formiiliinii kullanirsak benzer yolla (4.94), (4.95) seklinde iki kat acilim
formiillerini elde ederiz. Bu durumda (4.94), (4.95) formiillerinin sol tarafinda
7f, (@) ve f, (z) olur. (4.96), (4.97) formiillerinde ki #, (\) ve 7, (\) ise

o0

71()\):f[/\ﬁ)(x)—i-ﬁ(x)]@(x,)\)dx, g(A):j[Afo(xHﬁ(x)]go(:z:,)\)dx

—00

bi¢iminde tanimlanir.

60



4.7. SPEKTRUM ICINDE BOSLUKLARIN BULUNMAMASI KRITERLERI

(0,1) araliginda asagidaki yardimer siir-deger problemini diigiinelim.
y" [N —q@]y =0 (4.98)
y' (0) +2aX\y(0)=0, ¥ (1)=0 (4.99)

Daha onceden biliyoruz ki; (4.19), (4.20) probleminin 6zdegerleri reel ve basittir.

Burada 6zdegerleri asagidaki bigimde gosterelim.

<P <BL<B<B=0<F<B <P <.

Teorem 4.7.1. Lfy operatoriiniin spektrumu igindeki her bir bosluk igerisinde (4.98),
(4.99) probleminin sadece bir 6zdegeri vardir. Yani 3, € (oz,; ,Qy ) , (k==£1,%2,...)
dir.

Ispat: (4.98), (4.99) probleminin dzdegerleri 0’ (1,\) —2a ¢’ (LA) =0
denkleminin kokleridir. Buradan 6’ (1, 8,) = 2a8,¢' (1, 3,) esitliginden ve (4.7) den

F(8,)=0(13,)+¢"(1,6,)—2a6,¢(1,53,)
1
=¢'(LB,)+ m
esitligine ulasilir ve buradan
F(8,)[Sqne’ (1,8,)] > 2 (4.100)
esitsizligi yazilabilir.
Simdi (4.98) esitliginin her iki tarafinin A ya gdre tiirevi alinirsa

83y<$ A) 2 dy(z,A)
——— + N —g@)|———== -2y (z,\ 4.101
aran TN 1@ =5 y(@A) (4-100)
denklemi elde edilir. (4.101) denkleminin asagidaki sartlar1 saglayan ¢ozlimlerini
0 (z,\) ve ¢(x,N) ile gosterelim.
20(0,X) 9o (0,A)  86'(0,))  9¢'(0,N)
o\ D) O\ O\

Bu durumda (4.101), (4.102) probleminin ¢éziimleri asagidaki formda olur.

=0 (4.102)
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) = 2)\] {9 (2, \)p(z,\) — 90(56,)\)9(57)‘)}90(57” dg

00 (z, A

L on [ {00 (e 0) - o (@) (6N} (6N
ve buradan

aso’a(;c,k) _ 2)\]{9’(:5,)\)90(33,)\) — (2N 0(EN (6N dE (4.103)

3‘9 = 2)\f{0 z,A) o (2,A) — @' (2,A)0(EN)}0(EN)dE (4.104)

bulunur. (4.103) ve (4.104) de z =1, A =3, almir ve 0'(1,3,) =2a8,¢" (1,56,)

esitligi kullanilirsa asagldaki ifade elde edilir.

¢ (1 @) (2aA<p (LA)— 6" (L,N))

A=p;,

1

8, [{6(¢.8) — 2080 (& 8,)} de +2a

0

— 20" (1,3,) (4.105)

Genelligi kaybetmeden (4.105) den asagidaki esitsizlikler elde edilir.

>0
A=03,

Eger 3, >0 yani k> 1ise ¢(1 ﬂk)l (20Ap" (LX) = 0"(L,N))

Eger 3, >0 yani k < —1 ise ¢'(1 Bk)[ (204)\g0 (L) =6 (1,/\)>] <0

=5,

Buradan da

0
E>11 Sgn|—
>1ise Sgny'(1,8,) = Sgn 5

(2ahp’ (LX) — 0’ (1,/\))} (4.106)

A=6;

0
k< —1ise Sgny' (1,8.) = Sgn|——
< —1ise Sgny'(1,8,) = Sgn Y

(200p’ (LX) — 0/ (1,)\))l (4.107)

A=8,
sonuglarina varilir. 0’ (L,\) = 2a\¢’(1,\) denkleminin sifirlari basit oldugundan

asagidaki esitsizlikler elde edilir.

[% (2070 (1A) — 8 (L))

<0, [%(2&)\@'(1,)\) — 9'(1,)\))] >0,

A=0 A=,

[;—A (220" (LX) = 0"(L,N)) > 0,

<0, [%(204/\@’(1,)\) — 6" (1,\))

A=0_4

A=0,
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(4.106) ve (4.107) den
Sgne’ (1,B,) = (-1)", (k=+1+£2..))
elde edilir ve (4.100) den
FB)(=1) >2, (k=%1£2,...)
esitsizligine ulasilir. Yani asagidaki esitsizlikler bulunur.
F(B)<—-2 F(B,)>2 F(B)<-2.. @108)
F(B.,)<=2 F(B,)>2 F(8,)<-2,...

Bu esitsizlikler (4.98), (4.99) probleminin 6zdegerlerinin iki ayr1 dizisinin iki
ayr1 boslukta uzandigini gosterir. Baska bir ifadeyle her bir boslukta bir den fazla 3,

bulunmaz. Simdi son olarak her bir bosluktaki 6zdegerlerin varligin1 gosterelim.

F(X\) fonksiyonu siirekli fonksiyon oldugundan ve F(0) > 2 esitsizligi ile
(4.108) den F'(A) fonksiyonu asagidaki araliklarda +2 ve —2 degerlerini sadece bir
kez alirlar diyebiliriz.

10,8:]s [0 8o [Bos By 55 184,005 [8-2, 81|, [B-5 B

Simdi F(\)=2(—1)" denkleminin kokleri olan (3, lara yakin noktalar:

ap € [6L.,Bk+1] (&E €[B,...5 ]) ile gosterelim. Burada 3, = 0 dir. Bu durumda
a<p ,<a’i<ar<0<aj <ar <f,<a <az <G, <a, --(4.109)

olur. Diger taraftan genellesmis periyodik (¢ = 0) ve genellesmis anti-periyodik

(t=m) (4.98), (4.99) probleminin {3,} dzdegerleri ve (4.19), (4.20) probleminin

{oy,} 6zdegerleri i¢in |k| — oo iken asagidaki asimptotik agilimlar yazilabilir.

+
B = 2wk — arctan 2a + G o &
Sk ki (4.110)
a, = 27k + arctan 2 + % + £
8tk k

burada
1
Sl +leiff <00 0 =2[qW)ay
k 0

dir. (4.109) ve (4.110) dan {af} dizisinin tiim genellesmis periyodik ve genellesmis

anti-periyodik problemin 6zdegerlerini igerdigi sdylenebilir.
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(4.110) asimptotik formiiliinden asagidaki serilerin yakinsak oldugu ¢ikar.

f: (@ + 3, +2arctan 2a)
k=1

4.111)

(o]

Z [@f + %, — 87°k” — 2arctan’ 2o — &]

k=1 T

[49] daki metot kullanilarak asagidaki formiiller elde edilir.

q(0) +¢

1
(ﬁk +0., + 2arctan2a> = — 5 (W) + fq(x)dx (4.112)
0

M 1

[@f + %, — 87°k” — 2arctan’ 2o — &]

™

o~
Il

1

:  (4.113)

1

f ¢ (x)dz

0

2000+ ¢*(1) |
- Ore) );_q()-l-fq?(x)d:l?-i-
0

Kabul edelim ki; 7 reel parametre olsun. Simdi (4.1) denklemini ve asagidaki

denklemi ele alalim.

" +2aA ) S+, )yt +Ty= Xy (4.114)

n=—oo

Her bir 7 i¢in L,(R) de (4.114) denklemi tarafindan iiretilen operator
ym eW; (R-—Z)NW,(R) ve neZ igin ym=y(n+0)=y(n-0),
y'(n —0) = 2a\y (n) biciminde olusturulmus bolgede tanimh —y” + g(z + 1)y
diferansiyel operatore denktir. Burada
FOT)=¢ (LA71)+0(LN7) — 20 @ (L,A;7)
fonksiyonu 7 ya bagh degildir ve F'(\) ya esittir. Yine burada o (z,\;7) ve
0 (z,\;7) asagidaki denklemin ve sartlarin olusturdugu problemin ¢oziimleridir.
—y" +q@+T)y=Xy
e(0,X7)=0"(0,07)=0, @ (0,X7)=0(0,\7)=1

Burada ¢’ ile § nin z’e gore tiirevini gosterdik. Boylece 0 < x <1 igin (4.114)
denkleminin iirettigi genellesmis periyodik ve genellesmis anti- periyodik sinir-deger
probleminin spektrumu 7 dan bagimsizdir. Ancak (4.114), (4.99) probleminin
B, (1) ozdegerleri, 7 nun fonksiyonu olacaktir ve periyodu 1 dir. Simdi (4.114),

(4.99) problemi i¢in (4.112), (4.113) iz formiillerini yazalim.
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1
Z(ﬁk (T) + B, (T) + 2arctan2a) = —q (1) + fq(x)d:z: (4.115)

00
k=1 0

Z(ﬁ; () + ﬁfk (1) — 87°k* — 2arctan® 2o — &]
s

k=1
L . 2 (4.116)
:q(7)+§fq2 (x)dz + fq(a:)dx]
0 0
Teorem 4.7.1 den tiim 7 lar i¢in
B, €la,,a)), (k==+1+£2..) (4.117)

olur. Burada belirtelim ki; (3, (1) fonksiyonunun, 7 parametresinden bagimsiz
oldugu [50] de gosterilmistir.

Eger (a,,q; ) boslugu A =0 noktasini igeriyor ise bu bosluga tekil bosluk
denir. Eger a, = o, ise bu bosluga asikar bosluk denir ve geri kalan tekil olmayan

(akf , oz;) bosluklarina da asikar olmayan bosluklar denir.

(4.117) den, L. operatdriiniin spektrumunda tiim asikar olmayan bogluklar

bulunmuyorsa, yani o, =« , k= +1,42,... ise, 0 zaman tim (, (1) lar sabittir.

Boylece (4.115) ve (4.116) daki q(7) sabittir ve acgiktir ki; bunun terside dogrudur.
Boylece asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 4.7.1: I\ operatdriiniin spektrumu igindeki bosluklarin yoklugu igin

gerekli ve yeterli sart &« = 0 ve ¢ (z) in sabit olmasidir.

65



5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1. SONUCLAR

Bu ¢alismada

==y +2aX0) §a—my+q@y=XNy, —oo<z<o0

n=—o0

biciminde periyodik katsayili diferansiyel denklemin spektral analizi yapilmistir.

Elde edilen tiim sonuglar Bulgular ve Tartisma boliimiinde verilmistir.

1) 4.1 bolimiinde incelenen diferansiyel denklem 6 nin bulundugu bir seri
icerdiginden bu denkleme denk olan bir baska diferansiyel operator tanimlanmis ve

tiim incelemeler bu operatdr iizerinden yapilmistir.

2) 4.2 boliimiinde ise oncelikle karakteristik denklem
FA)=0(LA)+ ¢ (L) —2aAp (L)
biciminde bulunmus ve daha sonra periyodik diferansiyel denklemlerin ¢ozliimiinde
onemli bir yere sahip olan Floquet teoremi uygulanmistir. Bu teorem yardimiyla A
nin durumuna gore ayr1 ayri ¢ozim formlari elde edilmis ve buradan Sonug 4.2.1°de

ele alinan denklemin kararlilik, kararsizlik ve sarth kararlilik araliklar1 verilmistir.

3) Denklemin 6zdegerleri ile ilgili inceleme ise 4.3. boliimiinde yapilmistir.

Bu boliimde
y" + [)\2 — q(w)]y =0
y(1) =e"y(0), ' (1) =e"[y'(0) +202y(0)
biciminde ¢ —periyodik smir deger problemi tanimlanmis ve 0Ozdegerlerin
F(X)—2cost =0 denkleminin kokleri oldugu bulunmustur. Yine bu bolimde

Ozdegerler ile ilgili daha fazla bilgi edinilmis ve 6zdegerlerin reel, sifirdan farkl

oldugu ve ¢t = mm (m = 0,£1,£2,---) oldugu zaman tek kath oldugu gosterilmistir.

Ayrica iki katli olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlarin neler oldugu da yine bu

boliimde verilmistir.
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4) 4.4. bolimiinde 4.2. de elde edilen bilgilerden de yararlanarak incelenen
denklemin kararlilik ve kararsizlik araliklar1 hakkinda daha somut bilgiler elde
edilmistir. Bu dogrultuda kararhilik ve kararsizlik araliklarinin varligi ispatlanmis ve
bu araliklarin kesin tasviri verilmistir. Tiim bu bilgiler sonu¢ niteligindeki Teorem

4.4.1°de Ozetlenmistir.

5) Spektrumun yapist ile ilgili c¢alismalar ise 4.5. boliimiiniin konusu
olmustur. Bu boliimde spektrumun siirekli oldugu ve tiim sartli kararl araliklarin
olusturdugu kiimeye denk oldugu gosterilmistir. Bu bolimiin son teoreminde ise
spektrum igindeki bosluklarin  uzunlugunun n — oo iken sonsuza gittigi

ispatlanmustir.

6) 4.6. bolimiinde ise Green fonksiyonundan da faydalanarak 6zfonksiyonlar
cinsinden ag¢ilim formiilleri elde edilmis, 4.7 boliimiinde de spektrum igindeki
bosluklarin bulunmama kriterleri belirlenmistir.

5.2. ONERILER

1) Ele alinan denklem Hill denkleminin daha genel hali oldugundan Hill
denklemi iizerine yapilmis olan birgok spektral analiz ¢caligmalari uygun sekillerde bu

denkleme genisletilebilir.

2) n. mertebeden katsayilar1 genellesmis, periyodik fonksiyonlar olan

diferansiyel operatorlerin spektral analizi yapilabilir.
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