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0z

Bu calismada, bir kapali aralikta tiirevlenebilen fonksiyonlar i¢in Whitney

Esitsizligi incelendi. Bu esitsizlikte yer alan ve Whitney sabitleri adi verilen

W(k,r) sayilar1 i¢in uygun siirlar elde edildi. Kapali aralikta tanimli bir fonksiyon

verildiginde bu fonksiyon ile bu fonksiyonu belli noktalarda interpole eden Lagrange
interpolasyon polinomu arasindaki hata icin bir integral gosterimi bulundu. Ayrica,

genellestirilmis boliinmiis farklar i¢in farkli bir gésterim yazildi.

Anahtar kelimeler: Whitney sabitleri, interpolasyon, boliinmiis farklar.



ABSTRACT

In this study, it has been investigated Whitney Inequality for differentiable
functions on a closed interval. It has been obtained suitable bounds for W(k,r)
which are called Whitney constants in previously mentioned inequality. It has been
found an integral representation of the error between a given function defined on a
closed interval and Lagrange interpolation polynomial which interpolates the
function on certain knots. Morever, it has been written a different representation for

the generalized divided differences.

Key words: Whitney constants, interpolation, divided differences.
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1. GIRIS

Bir B metrik uzayr ve onun bir V alt uzayr verildiginde B den olan bir
elemana V den olan elemanlardan, uzayda tanimli olan uzakliga (metrige) bagh
olarak, en yakin elemanin (en iyi yaklasim elemaninin) olup olmadigi, eger var ise
bu elemanin tekligi ve yaklasim hizinin belirlenmesi problemleri, matematiksel
analizde yaklasim kuraminin en temel problemleridir. Bu caligmada iizerinde
durulan problem, kapali aralikta siirekli fonksiyonlara belirli dereceden cebirsel
polinomlar ile yaklasildiginda bu yaklasimin hizinin belirlenmesi ve hizin
fonksiyonun diizgilinliigii (tiirevlenebilme mertebesi) ile nasil baglantili oldugunun

incelenmesidir.

a,beR, a<b olmak lizere [a,b] kapal1 aralig1 lizerinde tanimli reel degerli

stirekli fonksiyonlarin uzayr C [a,b] ile gosterilir. C [a,b] uzayl, lizerinde tanimli

I

Clas] = AX ‘f(x)‘

xe[a.b]
diizglin normu ile bir Banach uzayidir.

N, = NU{O} ,neN; ve reN, olsun. C" [a,b] ile [a,b] tizerinde r-inci
mertebeden stirekli tiirevlenebilen tiim fonksiyonlarin, [P, ile derecesi en fazla n olan
tiim cebirsel polinomlarin kiimesi gosterilir. C°[a,b]:=C[a,b].

C|a,b] uzayindan alnan bir f fonksiyonunun P, alt uzayma uzakligi (en
1yl yaklagim sayis1)

E,(f.[a,b]):= inf

F, el

[f =P,

C[a,b] >

h adiml1 k-inci sonlu farki

s =30

j=

l;jf(x+jh)

ve k-inci diizgiinliik modiilii

o, (f.t.[a,b])=sup sup ]‘A’;f(x)‘

0<h<t xe[a,b—kh



ile tanimlanir. Bu simgelenimler altinda en iyi yaklasim sayisinin fonksiyonun
diizglinliik modiilii cinsinden degerlendirilmesine olanak saglayan ve Whitney

Teoremi olarak adlandirilan asagidaki teorem yazilabilir.

Whitney Teoremi 1. Bir f € C[a,b] fonksiyonu verilsin. Bu durumda her

bir k e N icin k ’ye bagl bir W, sabiti vardir oyle ki

E , (f,[a,b]) W0, (f;h;[a,b])

esitsizligi dogrudur.

Diizgiinlik modiiliiniin 6zelliklerinden faydalanilarak Whitney Teoremi

tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in agsagidaki sekilde yazilabilir.

Whitney Teoremi 2. Herhangi bir f € C" [a,b] fonksiyonu i¢in

Eo (f[a.b])< c(k,r)(b;ajr o, (f(’), b ,[a,b])

olacak sekilde sadece k ve r ye bagh c(k,r) sabitleri vardur.

Yukaridaki esitsizligi saglayan en kiigiik c(k,r) sayisina Whitney sabiti
denir ve W (k,r) ile gosterilir.

inf |/ -P|

PePy,, Clab]

W(k,r):= sup

recfas)(b—a) N b—a '
( . jwk(f“, . ,[a,b])

Bu ¢alismada W (k,r) Whitney sabitleri igin isten sinir bulunmasi problemi

ele alinmigtir. Bu sabitlerin miimkiin oldugunca kii¢iik belirlenebilmesi yaklagimin
hatasinin belirlenebilmesi bakimindan 6nemlidir.

Tezin “Materyal ve Metot™ boliimiinde yaklagim kuraminin en kullanigh
materyalleri olan bazi Onemli fonksiyon smiflari, Lagrange ve Hermite
interpolasyonu, sonlu farklar, bolinmiis farklar, stireklilik modiilleri ve diizgiinliik

modiilleri konular1 hakkinda bilgilerin yani sira bu boliimiin son kisminda siirekli



fonksiyonlara cebirsel polinomlar ile yaklasim konusunda elde edilen en iinlii
teoremlerden Weierstrass teoremleri, Chebyshev teoremi, Borel teoremi, Jackson
teoremleri ve Whitney teoremleri tizerinde durulmustur.

‘Bulgular ve Tartigma’ boliimiiniin ilk kisminda genellestirilmis boliinmiis
farklarin bir farkli gosterimi, baska bir degisle, bir farkli tanimi ile Zhuk ve

Natanson’a ait bir lemmanin genellestirilmesi verilmis ve ispatlanmistir. Sonraki

kisimlarda ise W(k,r) Whitney sabitlerinin £ ve r sayilarinin farkli durumlarina

gore list sinirlar veren teoremler ve ispatlar1 yer almaktadir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

[a,b] kapali araliginda siirekli olan bir f fonksiyonuna, derecesi <n olan

cebirsel polinomlarla yaklasildiginda en 1yi yaklasim polinomunun bulunmasi
problemi yaklasim kuraminin énemli problemlerinden biridir. Bu problemin onciisii

P.L. Chebyshev adli Rus matematik¢idir. Chebyshev, 1854 yilindaki ¢alismasinda,

bir feC [a,b] verildiginde, derecesi <n olan bir P, polinomunun bu f

fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bulmustur [1].
Fakat o yillarda heniiz, her hangi bir feC [a,b] fonksiyonu i¢in, genel olarak
polinomlarla yaklagimm miimkiin olup olmadig1 kesin olarak bilinmiyordu. 1885
yilinda, K. Weierstrass bu varlik problemini ¢ozdii. Weierstrass, keyfi bir

feC [a,b] fonksiyonu verildiginde bu fonksiyona istenilen kadar yakin olan bir
cebirsel polinomun varligini ispatlamistir [2]. 1905 yilinda ise E. Borel her hangi bir
feC [a,b] fonksiyonu i¢in PP, polinomlar uzayi i¢inde en iyi yaklasan polinomun
mevcut oldugunu gostermistir [3].

Daha sonraki yillarda, verilen bir feC [a,b] fonksiyonu i¢in P, uzayina

gore en iyi yaklagim sayisinin bulunmasi ve bu saymin fonksiyonun diizgiinliigii ile
baglantisi problemleri iizerinde durulmustur. 1912 yilinda, D. Jackson, her hangi bir
27 periyotlu siirekli fonksiyonun » mertebeli trigonometrik polinomlar uzayinda en
1yi yaklasim sayisini, fonksiyonun siireklilik modiilii cinsinden belirlemistir [4]. Bu
teoreminin yardimiyla da ayni sonucu kapali aralikta siirekli fonksiyonlarin derecesi
<n olan cebirsel polinomlar uzayindaki en iyi yaklagim sayist i¢in ispatlamistir [4].

1952 yilinda H. Burkill, iyi bilinen

sup |/ (x) .. (+) < sup /) () @.1)

xefo,1 n!xeo.]
esitsizliginde f ™) tiirevinin yerine f fonksiyonunun 7 -inci sonlu farki yazildiginda
benzer sonucun elde edilip edilemeyecegini arastirdi. Buradaki amacg, (2.1)
esitsizliginde fonksiyon #n—inci mertebeden tiirevlenebilirlik kosulunu hafifletip

benzer esitsizligin siirekli fonksiyonlar i¢in yazilip yazilamayacagini arastirmakt.

n=1,2 i¢in (2.1) esitsizligine benzer bir esitsizligin oldugunu gosterebildi [5]. 1957



yilinda H. Whitney, Burkill’in 6ne siirdiigii bu problemi biitiin & dogal sayilar1 i¢in
¢ozdii [6]: Her bir k=1 dogal sayisive f € C[a,b] igin

‘f(x)—Pk_] (x)‘ SW(k,O)sl}lg)‘A’;f(y) ) x€la,b], y,y+khela,b]

olacak sekilde W(k,O) sayist ve derecesi k —1'i asmayan P,_| polinomu vardir.

Burada elde edilen W (k,0) Whitney sabitleri k& dogal sayilar1 bityiidikge gok hizli
biiyliyordu. Ayni  c¢alismasinda Whitney, f fonksiyonunu esit aralikli
x,=m/(k=1), m=0,1,2,..,k—1, diigiim noktalarinda interpole eden derecesi

<k -1 olan Lagrange interpolasyon polinomu L, ,(f,x) olmak lizere

”f_Lk—l (fa) |C[0,1]
sup
FeClOI\E,, @ (f;l/k;[O, 1])

w'(k,0):=

ile tanimh W'(k,O) Whitney interpolasyon sabitleri i¢inde alt ve iist sinirlar elde

etmistir: Her bir £ e N i¢in
LS (k0), =< (0)< W (K.0) <=0,

k *nin kiigiik degerleri i¢in Tablo 2.1 de verilen sayisal sonuglar da kendisine aittir.

k 1| 2 3 4 5

w(k,0) |12 | 1/2 | (8/15;7/10) | (1/2; 13/4) | (1/2; 52/5)

w(k,0) | 1 | 1 |(16/1514/9) | (1;13/4) | (1;52/5)

Tablo 2.1. Tek yazilanlar kesin sonug, ikili yazilanlar ise sirasiyla alt ve {ist sinirlardir.

Whitney Teoremi sonraki yillarda farkli fonksiyon uzaylarina genisletildi.

Yu.A. Brudnyi, 1977 yilinda, Whitney Teoremini 1< p <o igin L? (]R”) uzayina
tasidi ve buldugu yeni metotla

W (k,0)<(ck?) (2.2)



sonucunu elde etti [7]. Burada ve asagida gecen c sabitleri, £ dogal sayisindan

bagimsizdir. E.A. Storozhenko ise 1979 yilinda ayni problemi 0< p<1 i¢in
ispatladi. Ayrica, Whitney Teoremini 0< p <1 igin L” ([0,1]) ve T birim ¢ember

olmak iizere L” (T) uzaylarina genisletti [8].

Seksenli yillarda problem Whitney sabitlerinin miimkiin oldugunca
kiigiiltiilmesine doniistii. Bu problemin oOnciisii Bl. Sendov oldu. 1982 yilinda
Sendov, Whitney sabitleri ile Whitney interpolasyon sabitleri i¢in oldukga iddial1 bir

tahmin One siirdii [9]:
wW(k,0)<1, W'(k,0)<2
Brudnyi’nin (2.2) sonucu g6z onlinde bulunduruldugunda bu tahminin dogru olmasi
yeteri kadar bliylik £ dogal sayilar1 i¢in imkansiz gibi goriiniiyordu.
1985, yilinda K. Ivanov ve M. Takev (2.2)’den daha iyi bir sonug elde
ettiler[10]:
W(k,O)Sc-k-lnk

Ayni yil i¢inde P.G. Binev [11]

W (k,0)<ck
ve Sendov [12]

w (k, O) <c

sonuclarini buldular. Bir yil sonra Sendov [13]
W (k, O) <6
sonucunu elde etti. Daha sonra Yu. V. Kryakin, 1989 yilinda,
w (k, O) <3
esitsizligini ispatlayarak Sendov’un imkansiz gibi goriinen tahminine oldukca
yaklasti [14].
Sonraki ¢aligmalarda Kryakin’in tanimladig1 bazi 6zel polinomlar iizerinden
elde edilen ve Whitney sabitlerinin belirlenebilmesine yardimeci olana sabitlerin

degerlendirilmesi iizerinde durulmustur. Bu sabitler, her bir m =1,2,...,k i¢in



(f(x)—Qk,l(f;x))dx:()

S ¥

esitligini saglayan, derecesi <k —1 olan ortalama yaklasim polinomu Q, | ( f ;x) ile

gosterilmek tizere

_ Ilf =0 (f22)
Wi =

|C[o,1]

Su
rectoihe,, @, (/31/K[0.1])

ile tanimlidir. 1992 yilinda L.G. Kovalenko L' (I ) uzayinda bu sabitlerinin 6.5’tan
daha biiyiik olamayacagini ispatlamistir [15]. 1994 yilinda Kryakin asagidaki sonucu
elde etmistir[16]:

1<Wi <2,
Ancak daha sonra bu calismada bazi1 hesaplama hatalar1 oldugunu fark etmistir. Bu

hatay1 2002 yilinda diger yazarlar ile birlikte yayimladigi calismada diizeltmistir[17].

1997 yilinda I. A. Shevchuk, her bir & dogal sayisi igin W'(k,0) Whitney
interpolasyon sabitlerinin w ile istten smirlamistir [18]. 1998 yilinda 1. G.
Danilenko [19] £ =4 ve 2003 yilinda O.D. Zhelnov [20] £ =5,6,7 i¢in 2 ile iistten

sinirlt oldugunu gostermislerdir. Whitney interpolasyon sabitinin her bir & dogal

sayist icin Uistten degerlendirilmesi ile ilgili son ¢alisma 2002 yilinda J. Gilewicz, Yu.
V. Kryakin ve I. A. Shevchuk’a [17] aittir: W'(k,O) <3.

Whitney sabitleri i¢in sonuglart Ozetleyecek olursak; H. Burkill
W(2,0)=1/2 sonucunu elde etti [5]. H. Whitney her bir keN i¢in W (k,0)
sayisinin sonlu olmasinin yani sira bu sabitlerin alttan 1/2 ile sinirli oldugunu
ispatlamistir [6]. Sendov’un W(k,O) <1 tahmini ise ancak £ 'nin kiiclik degerleri
icin ispatlanabilmistir: k£ =3 i¢in H. Whitney [6], £ =4 i¢in Yu. Kryakin [16] ve
k=5,6,7,8 i¢in O.D. Zhelnov [21]-[22] elde etmistir. Genel durum i¢in ise bilinen
en iyi sonucu 2002 yilinda J. Gilewicz, Yu. Kryakin ve L.A. Shevchuk ilan etmistir
[17]:

W(k,0)<2+1/e*.
1984 yilinda Zhuk ve Natanson’un [23] makalesinde yer alan Lemma 3

kullanilarak o, =1+1/2+...+1/k olmak iizere



W (k,1)<1/(ec;) (2.3)
elde edilir.

Yukaridaki ¢alismalar g6z oniinde bulunduruldugunda » > 2 i¢in herhangi bir

calismanin olmadig1 dikkat ¢ekmektedir. Bu calismanin temel amacit »>2 igin

W(k, r) Whitney sabitleri i¢in miimkiin oldukea kiigiik sinirlar elde etmektir.



3. MATERYAL ve METOT

Bu boliimde, sayisal analiz ve yaklasim kuraminda sikca kullanilan bazi temel
konu ve kavramlarin yani sira yaklasgim kuraminin temel teoremlerine yer
verilecektir. Boliim iginde ele alinan tiim fonksiyonlar kapali aralikta taniml1 ve reel

degerlidir.
3.1. BAZI FONKSIYON SINIFLARI

a,beR, a<b,olmak iizere bir [a,b] kapal1 aralig1 verilsin. [a,b] lizerinde
siurly, gergel degerli fonksiyonlarin sinifi B[a,b] ile gosterilir:
Bla,b]:={f:[a,b] > R:3M >0 dyle ki Vx € [a,b] icin |f (x) < M].
Bu fonksiyonlar smifi bir gercel lineer uzaydir. [a,b] iizerinde siirekli, gercel

degerli fonksiyonlarin sinifi ise, genel olarak, C[a,b] ile gosterilir. Cla,b],

[Fllerass = sup /G0 G.1)

ile taniml diizgiin norm (Chebyshev normu) ile bir normlu lineer uzaydir. Dahasi,

bu norm ile bir Banach uzayidir. f siirekli oldugundan (3.1) de supremum yerine

maksimum yazilabilir.

D f(x)=limLEEZSC gy iy LS )
h—0 h h—>0 h

simgelenimleri verilsin.  Yukarida verilen limitler varsa bu limitlere  f

fonksiyonunun  x €[a,b] noktasindaki, sirastyla, sag ve sol tiirevieri denir. Bir

fonksiyonun bir noktadaki sag ve sol tlirevleri mevcut ve esitseler fonksiyon bu

noktada tiirevlenebilirdir ve bu tirev f'(x) ile gosterilir. Eger f fonksiyonu her
bir x e (a,b) noktasinda tiirevlenebilir ve a noktasinda sagdan ve b noktasinda
soldan tiireve sahip ise [a,b] kapal1 araliginda tiirevlenebilirdir denir. 7 € N olmak

izere f"(x) ile f fonksiyonunun x noktasindaki r—inci tiirevi gosterilir.

r—inci tirevi Cla,b] smifindan olan fonksiyonlarin uzayr C'[a,b] ile gosterilir.



Diizgiinlik acisindan siirekli  fonksiyonlar uzayr ile tiirevlenebilir
fonksiyonlar uzay: arasinda bulunan fonksiyon smiflart da vardir. Ornegin, mutlak

stirekli fonksiyonlar uzayi: Her bir & >0 sayis1 igin dyle bir 6 >0 sayis1 var dyle ki

her bir ne N ve ZL 1‘2,- -t i‘ < ¢ kosulunu saglayan her

o e e o . n
dizisi i¢in Z |
=

f (Zi)— f (gl.)‘<g kosulunu saglayan f fonksiyonuna [a,b]
araliginda mutlak siirekli fonksiyon denir. [a,b] tizerinde mutlak siirekli
fonksiyonlar uzayr AC [a,b] ile gosterilir. Tanimlardan da anlagilabilecegi gibi
C' [a,b]cAC[a,b]cC[a,b]
bagintisi dogrudur [24]. r—inci tiirevi [a,b] itizerinde mutlak siirekli olan tiim
fonksiyonlarin ailesi ise AC”[a,b] ile gosterilir. AC°[a,b]:= AC[a,b].
Klasik yaklagim kuraminda cebirsel polinomlarin énemli bir rolii vardir.

N,=Nu{0}, neN, ve g, eR,i= 0,7, olmak iizere derecesi n olan bir cebirsel

polinom
pn(x):Za.xi, a,#0, xeR,

seklinde tanimlanir. Derecesi en ¢ok n olan tiim cebirsel polinomlarin ailesi P, ile
gosterilir. Cebrin Temel Teoremi’ne gore n dereceli bir cebirsel polinom herhangi
bir degeri en fazla n defa alir. Aksi durumda sabit polinomdur [25].
Cebirsel polinomlar1 gibi, trigonometrik polinomlar da uygulamada biiyiik

oOlgtide kullanilmaktadirlar. a,,b, eR, k= 0,7, olmak iizere

an(ak cos kx +b, sin kx),

k=0
ifadesine n mertebeli trigonometrik polinom denir. n mertebeli trigonometrik

polinomlar uzayr T, ile gosterilir. Trigonometrik polinomlar 27 periyotludur. 27

periyotlu tiim siirekli fonksiyonlar uzayr C** ile gdsterilir [26].
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Gergel yaklagim teorisinde en sik kullanilan ve 6nemli sonuglarin elde

edilmesine yardimci olan polinomlar Chebyshev polinomlaridir. neN; olmak
tizere n—inci Chebyshev polinomu olarak adlandirilan
T, (x)=cos(narccosx), xe[-11],

ifadesi n—inci dereceden bir cebirsel polinomdur ve

o e )

seklinde bir agilima sahiptir [26]. Bu formiilden faydalanarak Chebyshev

polinomlarina ait agagidaki birkag¢ 6rnek yazilabilir:
I (x)=1, T(x)=x,
T,(x)=2x"-1, T,(x)=4x" -3x.

Chebyshev polinomlar1 tiim sifirlarini [—1,1] araliginda alir ve bu sifirlar
orijine gore simetriktir. n—inci Chebyshev polinomunun sifirlann k=1,2,---,n

olmak iizere x, = cos ((2k -1/ 2n) noktalaridir [26].

Chebyshev polinomlarinin [—1,1] araligindaki diizglin normu 1’e esittir [26]:

n

:max]‘Tn(x)‘zl, neN,.

C[’l’l] xe[—l,l

3.2. INTERPOLASYON

. . n . .
Bu kisimda n €N ve x, € R, i =0,n, olmak iizere {x,}  noktalari iizerinde

tanimh gercel degerli bir f* fonksiyonu verildiginde x, € R, i =0,n, noktalarinda f

ile ayn1 degerleri alan ve derecesi <n olan bazi polinomlar incelenecektir. Noktalar

ayrik ise istenen 6zellikleri saglayan polinom Lagrange interpolasyon polinomudur.

3.2.1. Lagrange interpolasyonu
{x}_, aynk noktalar kiimesi, yani, her i#; i¢in x #x, ise f

fonksiyonunu bu kiimede interpole eden bir bagka degisle bu kiimede f fonksiyonu

11



ile ayn1 degerleri alan ve derecesi <n olan bir tane cebirsel polinom vardir [27]. Bu

polinom su sekilde formulize edilir: Her bir i = 0,n icin derecesi n olan

(l.(x):z(i(x;xo,xl,...,xn):zli[ ik (3.2)
j=0 X=X
J#i

¢, polinomlari verilsin. &, ; Kronecker semboli;

L, i=},
5;' j :{ . ].
i 0, i#jJ
olmak tiizere her bir i, j =0,n icin l, (xj): o, ; esitligi kolayca goriilmektedir. Bu

i,

esitlik yardimiyla olusturulan

L(x;f;xojxl,...,xn)

I
~
—_

=
~
~
—~
=
~

(3.3)

polinomunun, agiktir ki, derecesi <n ve her bir i =0,7 i¢in x, noktasindaki degeri

f (xl.) dir. Ornegin, n=1 igin

L(XQfQXOﬂxl):f(XO) x__); +f(x])j:__);o
=1 () P ),

Tanmm 3.2.1. (3.2) polinomuna x,,x,, --,x, noktalarindaki temel Lagrange
polinomu, (3.3) polinomuna ise f fonksiyonunu x,,x,,---,x, noktalarinda interpole

eden Lagrange interpolasyon polinomu denir.
Temel Lagrange polinomunun ve dolayisiyla Lagrange interpolasyon

polinomunun bir bagka kullanish gosterimi asagidaki gibi elde edilebilir.
I, (x)=(x—x))(x—x)....(x—x,)

olmak tizere her bir i = 0,7 igin

(x)= H”(x) , X#EX
o

esitligi kolayca elde edilir. Buradan Lagrange interpolasyon polinomunun da

12



4 f(x,.)H,,(x)
L(x; 3 X5 Xpseeen X, ) =
(xf ) ;(x—x,-)nn'(xi)

seklinde bir gosterimi elde edilir [28]. Lagrange interpolasyon polinomunun bazi

(3.4)

onemli ozellikleri asagida verilmistir.
(i) Her bir PP, igin
L(x;P;xy,%,,...,X, ) = P(x)

esitligi dogrudur.
Bu ifade, cebrin polinomlarin sifirlar1 {izerine temel teoremi kullanilarak

ispatlanabilir. Ozel olarak, P =1 alinirsa

2 L(x)=1
i=0
elde edilir.
(ii)  Bir operator olarak Lagrange interpolasyon polinomlari lineerdir:
a,beR ve f,g fonksiyonlart { x[}:; , Uzerinde tanimli olmak tzere
L(x;af+bg;x0,xl,...,xn ) = aL(x;f;xO,xl,...,xn)+bL(x;g;x0,x1,...,xn) .

Bu esitlik (3.4) den kolayca elde edilir.

Yaklasim kuraminda interpolasyon problemlerinin yeri biiyiiktiir. Bunlarin

en O6nemlisi interpolasyon polinomunun yakimsakligidir: f e C [a,b] Ve X, € [a,b],

i=0,n, verilsin. L, f fonksiyonunu x,,x,,---,x, noktalarinda interpole eden
Lagrange interpolasyon polinomu olmak iizere

lim max ‘f(x) -L (x)‘

n—o xela,b)
limiti sifir olur mu? Bu soruya hem olumlu hem de olumsuz yanit verilebilir.

Olumsuz yanit i¢in en iinlii 6rnegi Runge 1901 yilinda vermistir: [—1,1] araliginda
tammh  f(x)= 1/(1 + 25x2) fonksiyonu es-aralikli x, =—1+2i/n, i=0,n,
noktalarinda interpole edilsin. Bu durumda

S (x) =L, (x)| =0

olur [29]. Diigiim noktalarinin se¢imi ile her zaman olumlu yanit alinabilecegini

lim max

n—0 0.72<x<1

gosteren bir teorem asagida verilmistir [30].
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Teorem 3.2.2. f € C[a,b] ise

kosulunu saglayan {x[(”’}'io diigiim noktalar sistemi vardir 6yle ki f fonksiyonunu

bu noktalarda interpole eden L, polinomlar: f fonksiyonuna yakinsaktir, yani,

hmmax‘f )‘:O.

n—w xela,b]

Diiglim noktalar sistemi olarak Chebyshev polinomlarmin sifirlart secilirse bu

yakinsaklik garanti altina alinir [31].
Eger {x,.}:;o de bazi noktalar ¢akisik yani bu sonlu dizi ayrik noktalardan

olusmuyorsa Lagrange interpolasyon polinomu yetersiz kalir. Bu durumda, f

fonksiyonuna bazi ek kosullar verilerek Hermite interpolasyon polinomu istenen

ozellikleri saglayan polinom olur.

3.2.2. Hermite interpolasyonu

Bir onceki kisimda L(x; f; xo,xl,...,xn) Lagrange interpolasyon polinomunda
x, ler ayrik noktalardi. Bu kisimda ise Lagrange interpolasyon polinomu, bazi

noktalarin c¢akisik oldugu duruma genisletilecektir. Kavram karigikligina meydan

vermemek icin agsagida bazi simgelenimler verilmistir.
xeR"™, yani, her bir i=0,n igin x, € R olmak {izere x=(x0,xl,~-xn)
olsun. { ys} o X x in farkli bilesenlerinin kiimesi olsun. x, noktas1 x in i—inci

bilesenini gosterirken, y, noktalari x in diiglim noktalar1 adin1 alir. Eger x in tiim

bilesenleri birbirinden farkl ise, aciktir ki, ¢ =n+1, diger durumda ¢ <n+1 dir.

¥, noktasi x in tam olarak p, +1 tane bileseni ile ¢akisik ise p +1 sayisina y  in

x deki kathligi denir. Bu durumda, agiktir ki, D" (p,+1)=n+1 dir. Her bir

s=1,q i¢in n— p, dereceli g, polinomu

P, (x)= 0, (xx)= [TG-»)

v=l
V#S
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seklinde tanimlanirken, bunun yardimiyla

B, (x):=B, (x;)_c) = m

olsun. Temel Lagrange polinomunun Ozelliklerine benzer ozelliklere sahip bir

polinom asagidaki bigimde verilebilir. Her bir s = E ve i=0,p, i¢in

0 (x)=1,,(xnx)= ( )Z B (y,)(x=»,)" (3.5)

Wil

n dereceli bir polinomdur ve su 6zellige sahiptir: v = E ve j=0,p, olmak lizere

9 (5,) ={

I, i=j ve v=s,

0, diger durumlar.

Bundan dolayr s=1,¢g ve i=0,p olmak lizere verilen f & eR degerleri igin

derecesi <n olan

H(x)= Zq:ifs,,&,,- (x) (3.6)

polinomu

ozelligine sahiptir [28].
R de tanimli gergel degerli bir f fonksiyonu s =G olmak iizere her bir

vy, noktasinda p —inci mertebeye kadar tilirevlenebilir olacak sekilde verilsin.

Tamm 3.2.3. (3.5) de yer alan n dereceli (S,l.(-;)_c), s=1,g ve i=0,p,,

polinomlarina x deki remel Hermite-Lagrange polinomlar:, (3.6) ifadesinde

fu=f (i)( ys), s =G ve i=0,p , almirsa olusan polinoma Hermite-Lagrange
interpolasyon polinomu denir ve L(-; f ,;) ile gosterilir.

Aciktir ki, L(-; f ,)_c) polinomu en ¢ok n derecelidir ve

L(i)(ys):f(i)(ys), s=1,q, i=0,ps
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ozelligine sahiptir. Ozel durumlarda, drnegin g =n+1, yani, noktalar ayrik ise
Hermite-Lagrange interpolasyon polinomu (3.4) ile tanimli Lagrange interpolasyon

polinomu ve eger ¢ =1, yani, x, =x, =---=x, ise

L i) = 23/ (1), (3) 6.

Hermite-Lagrange interpolasyon polinomu Lagrange interpolasyon polinomunun (1)
ve (i1) ozelliklerini oldugu gibi korur: Bir operator olarak lineerdir ve derecesi <n
olan polinomlar bu operator altinda degismezdir [28].

Hermite-Lagrange polinomlar1 Newton formunda yazilabilir. Teklikle belirli
A,4,, -, A, sabitleri i¢in X = (xg,x,,-+, ;) olmak iizere
L(x§f§xo) = AOa

L fi0) =4+ 4 (x—x;,), (3.8)

L(x;f;)_cn):A0+Al(x—xo)+---+An (x—xy)--+(x—x,,),

esitlikleri yazilabilir [27]. (3.7) den yararlanilarak 4, sabitleri birer birer elde

edilebilir. Ornegin 4, = f(x,) ve

f(x)=f (%) Y %
4 = X, — X, o
f'(xo)’ Xo = Xp-

3.3. BOLUNMUS FARKLAR

Boliinmiis farklarin birbirine denk olan bir¢ok tanimi olmasina karsin bu

calismada (3.8) Newton formiilii yardimiyla elde edilen tanimi verilecektir. Bir f
fonksiyonu ve bir x= (xo,x,,---,xn ) eR"" verildiginde bunlara baglh tek tiirlii

belirlenen Hermite-Lagrange interpolasyon polinomunda x" li terimin katsayisina,
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f fonksiyonunun x in bilesenlerine bagh n —inci boliinmiis farki denir ve eger x in
bilesenleri ikiser ayrik ise [xo,x],~--,xn; f ] ile diger hallerde [)_c, f ] ile simgelenir.
Tanima gore, A, (3.8) deki say1 olmak iizere,

[x/]=4,
dir. Bu tanimin gegerli olmasi i¢in f fonksiyonunun diigiim noktalarinin bir

komsulugunda noktalarin katlilik mertebelerine kadar tiirevlerinin mevcut olmasi

gerekir. Bu nedenle, f in n—inci boliinmiis fark: bu tiirevlerin bir lineer birlesimi
seklinde olacaktir. Ornegin,
[x0: /1= f (%)
[x0, %0 /1= /(%)
[XOaXOaxl;f] = f (XO) + f(XI)

X% (x, —xo)2 ,

X, # X,.
Boliinmiis farklara ait sik kullanilan 6zellikler asagida verilmistir.
(i) [;, f } Xy, X, "+, X, noktalarina gore simetriktir. Bu (3.8) den kolaylikla

gortilebilecegi gibi x, noktalarmin sirasinin bir 6nemi olmadig1 anlamina gelir[32]:
(io,il, N 4 ) s (0,1,- .., n) nin herhangi bir kombinasyonu ise
[xl.o,xil b X ,f} = [xo,xl,w-,xn;f].
(i) Eger x,=x=---=x, ise [;,f] =f(")(x0 )/n' dir.  Genel olarak,

a=min_.x; ve b=max_ x, olmak lizere eger [ e C" [a,b] ise

i=0,n "1

_ f(") 0
[x;f]z nf ), 0(ab). (3.9)
Buradan, 6zel olarak, f(x)=x", meN,almrsa
- 0, m<n,
[x;f]z{ (3.10)
1, m=n
elde edilir.
(iii) Newton Formiilii,
— n _ i—1
L(x;f;x)z[xo;f]+ [xi;f] (x—xj), (3.11)
=1 =0

17



burada, xiz(xo,x],---,xl.), i=0,n. Her bir i=0,n i¢in x, #x ve x=x,,, olmak

lizere L(x;;,m; f ) = f(x) oldugundan (3.11) Newton formiilii kullanilarak

n

f(x)—L(x;;,,;f):[;nﬂ;f]H(x—xj) (3.12)

J=0

seklinde bir kalan formiilii elde edilir.

(iv) f fomksiyonun x., i=0,n, noktalarindaki uygun mertebeden tiirevleri
bu noktalarda siirekli ise ¢ok degiskenli F(xo,x],m,xn)=[x0,x],~--,xn;f] fonk-

siyonu x noktasinda siireklidir.

V) x,#x, ise

o [ f ][ w0 f |

xO _‘xn

: (3.13)

burada, x_i:(x,,xz,---,xn) dir. Bolinmiis farklarin isminin kaynagi bu esitliktir.

Yukaridaki esitlik,
L(x;x_i; )+ 2= (s f)
xn _‘xO

X=X,

L(x;;;f):

xn - xO
esitligi kullanilarak elde edilir. (i1) 6zelligi ile birlikte (3.13) kullanilarak boliinmiis
farklarin degerleri hesaplanabilir.

(vi) Her bir i# j i¢in x, # x, ise

N f(x,.)
Xgs Xy X5 f]= D (3.14)
[ f] - Hn! (xz)

esitligi dogrudur. Bu esitlik (3.4) den kolayca elde edilebilir.
(vii) Boliinmiis farklar i¢in Leibniz formiilii [27]:

n

[xoaxla"'axn;gf]:Z[Xoaxla'"axi;g][xi’xma'"’xn;f]' (3.15)

i=0

Bu formiiliin bir sonucu olarak agagida verilen lemma elde edilebilir.

Lemma 3.3.1. c€R birsabit ve h(x) = (x—c)f(x) ise

[xo,...,xn;h] = [x,,...,xn; ]+(x0 —c)[xo,...,xn;f]. (3.16)
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Ispat. (3.15) de g(x)=x—c alinirsa [xo,x];g]=g'(0), ﬁe(xo,xl), esitligi
ve (3.10) kullanilarak
[Xgsern X

no

(xo—c)[xo, ’xn’f] [xO’x]’g][xH xn;f]
(xo—c)[xo, WX, ] ( )[xl,...,xn;f]
(% =) [gsewes 0,3 £+ [ 0,5 S ]

f
f

elde edilir.

(viii) feC” [a,b] ve X, e[a,b], i:(),_n, ise

=
=

I
=

[X05 Xpsees X, 5 ! (x0+(x1—x0)tl+...+(xn—xH)tn)dt .

n

dt,

integral gosterimi vardir [27].

Diigiim noktalar1 es-araliklt oldugu durumda boliinmiis farklarin oldukca
genis bir kullanim alanmi1 vardir. Bu durumda, boliinmiis farklarin birgok 6zelligini

sonlu farklara tagiyan gii¢lii bir bagint1 da mevcuttur.

3.4. SONLU FARKLAR

Bu kisimda x;, i =0,1,---,n, diglim noktalar1 es-aralikl1 varsayilacaktir, yani,

he R—{O} i¢in

X, =x,+ih, i=0,n.
Bu noktalari igeren bir kiime iizerinde taniml1 bir f* fonksiyonunu es-aralikli
Xy,X,,"*+,X,, noktalarinda interpole eden ve derecesi <n-—1 olan Lagrange

interpolasyon polinomu L ile gosterilsin. Bu durumda (3.3) den

n—1

L(x):L( X5 35Xy, X)5eeen X Zf xxo,xl, -~,xn_1).

Bu polinomun temel Lagrange polinomlarinin x = x, noktasindaki degerleri

incelenirse
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n—1 — n—1 _ .
éi(xn;xoaxla"'axn1):Hxil_xj = n j =_(_1)nl(};j (3.17)

elde edilir. Burada

f(xn)—L(xn) =f(xn)— . f(xi)éi(x;xo,xl,---,xH)

elde edilir.

Tanim 3.4.1.

< n—i| 1 .
1) =3t
i=0
ile tammli A} (f,x) ifadesine f fonksiyonunun x noktasindaki 4 adimli n—inci
farku denir. A} (f,x)= f(x) ve Aj(f,x)=0 kabul edilir.

Bir fonksiyonun n—inci farki daha kii¢ilk mertebeden farklar cinsinden

yazilabilmesine olanak saglayan esitlik tiimevarim yontemi ile ispatlanabilir.

Ay (f,x)= ni(—l)"”’ ["ZJJA,;' (f.x+jh), j=0,n-1, (3.18)

[28]. Bir baska kullanish ifade olan asagidaki esitlik de tiimevarim yontemi ile

gosterilebilir.

m—1 m—1

A (fox)=D D A (fox+ (i +-+i0,)h),  meN. (3.19)

Genellige aykir1 bir durum olusmayacagindan, bu asamadan sonra 4 pozitif

bir gergel say1 olarak kabul edilecektir. (3.12) den
AZ(f,x):h"n![x,x+h,---,x+nh;f] (3.20)
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elde edilir. Dolayisiyla, (3.20) kullanilarak boliinmiis farklarin birgok 6zelligi sonlu

farklar icin de yazilabilir. Bazilar1 asagida listelenmistir.
(i) a=x, ve b=x,+nh olmak iizere eger f eC" [a,b] ise
Ar(fox)=h"f"(6),  Oe(ab).
Buradan, f(x) =x", meN,,alnirsa

0, m<mn

AZ(f’x)z{h"n!,

(ii) Newton formiilii asagidaki sekilde yazilabilir.

L i) = o)+ S R o)

i=1 ' Jj=0

m=n.

J

(ili) a=x, ve b=x,+nh olmak iizere eger f €C’|a b] j=0,n, ise

[
A (o) =ay 7 (£9,0), 0e(xp,x,+(n—j)h).

Ispat. Eger g(x) =A/ ( f ,x) alinirsa tanimdan

g(j)(x):zAZ_j(f(j),x), xe(xo,onr(n—j)h),
oldugu aciktir. (3.18) ve (i) kullanilarak
A, (f,xo)=A£(g,xo)=h‘/g(j)(9), He(xo,onr(n—j)h)

elde edilir ki bu istenen esitligi verir. 7

(iv)
N (fox+ )= A7 (fox) = AL (fx). (3.21)
Bu esitlik kullanilarak her bir m € N i¢in

AZ_I (f,x+mh)—AZ_] (f,x):i:AZ (f,x+ih)

esitligi elde edilir.
(v) Sonlu farklar bir operator olarak lineerdir. Bir g fonksiyonu da f* gibi

x,, i =0,n,noktalarinda tanimh ise a,b € R olmak iizere

A, (af+bg,xo)=aAZ (f,x0)+bAZ (g,xo).
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(vi) Leibniz formiilii asagidaki sekli alir.
n n . . .
8 ) =334 )5 ),
i=0
(vii) Sonlu farklar birbirine denk olan iki kullanish integral gosterimine
sahiptir. a=x, ve b= x,+nh olmak iizere eger f e AC"" [a,b] ise

Ly Gy

N (Foxa) =t [ [ £ (11, )t iy
00 0

A ()= [ [ [ 7 (4,401, )t

O Ly >
O ey >
O C—

esitlikleri tlimevarim yontemi kullanilarak ger¢eklenebilir.
3.5. DUZGUNLUK MODULLER]

Verilen fonksiyonlara ne kadar iyi yaklasildigina yani yaklagim hizina dair
teoremleri elde edebilmek i¢in fonksiyonunun diizgiinliigiiniin tam o6l¢iisiiniin
bilinmesi biiyiik 6nem tasir. Bu kisimda fonksiyonlarin siireklilik ve diizgiinliik

modiilleri tizerine tartisilacaktir.

3.5.1. Sireklilik Modiili

Iki fonksiyon arasinda tiirevlenebilme mertebesi biiyiik olan fonksiyon daha
diizgiindiir. Ancak, bu iki fonksiyon ayni mertebeden tiireve sahipse diizgiinliikleri
nasil karsilagtirilabilir?  Bu sorunun yaniti fonksiyonlarin diizgiinliigiinii dlgen

stureklilik modilu verir.

f:[a,b] > R fonksiyonu verilsin.

Tamm 3.5.1. 7€[0,b—a] i¢in
a)(f;t;[a,b]) =sup{‘f(x')—f(x)‘ : |x'—x| <t, x,x'e[a,b]}

ile tanimh a)( f ;t;[a,b]) fonksiyonuna f ’nin ¢ adiml sireklilik modiilii denir.

22



Tanimdan da anlagilabilecegi gibi bir f fonksiyonunun ¢>0 adimh
stireklilik modiili, f fonksiyonunun [a,b] araliginda kalan ¢ wuzunluklu alt
araliklardaki en biiyiik salinimini verir. Ayrica, t >b—a ise

a)(f;t;[a,b]):a)(f;b—a;[a,b]).

Bir f fonksiyonunun [a,b] arahiinda siirekli olmasi igin gerek ve yeter

kosul
lima( /36:[a,b])=0 (3.22)

t—0
olmasidir [33]. Ayrica, (3.22) deki limitin sifira gitme hizi ne kadar biiyiikse
fonksiyonun diizgilinliigii de o derece iyidir. Siireklilik modiiliiniin (3.22) disinda

asagida verilen ii¢ 6nemli 6zellige de sahiptir[28]. w(¢):= a)( f; t;[a,b]) olsun.
(i) o, t ye gore azalmayan fonksiyondur.
(ii) we C[O,b—a].
(iii) o yari-toplamsaldir, yani, her ¢,,¢, € [0,00) sayilar1 i¢in

o(t,+1,)<o(t)+o(t,).

3.5.2. Diizgiinliik Modiilii

Diizgiinlilk modiilii, siireklilik modiiliiniin bir dogal genellestirilmesidir.

[a,b] tizerinde taniml1 ve sinirli bir f* fonksiyonu ve bir £ € N verilsin.

Tanim 3.5.2. t e [O,(b—a)/k] icin

cok(f;t;[a,b])=sup{\A;(f,x)\:|h|sz, x,x+khe[a,b]}
ile tanimh @, ( f ;t;[a,b]) fonksiyonuna f in ¢ adimli & mertebeli veya k—inci

diizgiinliik modiilii denir.

Aciktir ki, bir fonksiyonun birinci diizgiinlik modiili tam olarak o

fonksiyonun siireklilik modiiliidiir, yani, e, ( f ;t;[a,b]):a)( f ;t;[a,b]). Bazi
kaynaklarda a)z( f ;t;[a,b]) ikinci diizgiinliik modiilii, “basit diizgiinlik modiilii”

veya “Zygmund modiilii” olarak gegmektedir [33].
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Diizgiinlitk modiilleri asagida verilen bes temel dzellige sahiptir[33].
(i) Monotonluk: 0<t, <t, igin
o (ft,5]a.b]) < o, (f;ty5[a.b]).
(ii) Yari-Toplamsallik: Her f,g € B[a,b] icin
o, (f+g:t:[a.b])= o, (f:t:[a.b])+ o, (g:1:[a.b]).

(iii)  Yiiksek mertebeden diizgiinliik modiilleri daha kiiciik mertebeden

diizgiinliik modiilleri cinsinden belirlenebilir:
, (f;t;[a,b]) 2w, , (f;t;[a,b]).
(iv) Bir fe AC [a,b] fonksiyonunun diizgiinliik modiilii, tiirevinin diizgiinliik
modiilii cinsinden belirlenebilir:
o, (f;t;[a,b]) =to, (f';t;[a,b]).
(v) Her bir ne N, icin
o, (f;nt;[a,b]) =n'w, (f;t;[a,b]).
Yukarida listelenen bes temel 6zellik kullanilarak diizgiinlik modiillerinin
baz1 genel dzellikleri elde edilebilir. Ispatlar1 yukaridaki 6zelliklerden kolayca elde

edilebilecegi gibi [34]’te de bulunabilen bu 6zellikler asagida verilmistir.
(vi) A>0 i¢in

o (f;/it;[a,b])=(/1+1)k o, (f;t;[a,b]).

(vii) k—inci tiirevi simirli olan herhangi bir f fonksiyonu icin

o, (f;t;[a,b])ztk Hf(k)

lab]
(viii) Her f,g e B[a,b] icin
k

o feilad) <3 o (ilatlo, (exilat)

(ix) Her bir PeP,_, icin o, (P;t;[a,b]) =0dr.

(iii) ozelliginden, bir fonksiyonun k—inci diizgiinlik modiilinin i<k

olmak tizere i—inci diizgiinlik modiilii cinsinden belirlenebilecegi goriiliir.
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Asagida verilen teorem, diisiik mertebeden diizgiinlik modiillerinin daha yiiksek

mertebeden diizgilinliik modiilleri cinsinden belirlenebilmesine olanak saglar.

Teorem 3.5.3. (Marchaud) Her bir i <k icin

(b-a)/k .
a)[(f;t;[aab])sckti( J. t_i_la)k(f;t;[a’b])dt+(b_a)l||f|C[a,b]]’

burada c, sadece k ye bagh bir sabittir[34].

3.6. YAKLASIM KURAMI ve TEMEL TEOREMLERI

3.6.1. En lyi Yaklasim Polinomu: Varlik ve Teklik
Unlii Rus matematik¢i P.L. Chebyshev 1853 yilinda, bir buhar motorunun
dogrusal hareketini bir tekerlegin dairesel hareketine ¢eviren aygitlar ve bunlarin

arasindaki bagintilar1 arastirirken asagidaki problem tizerinde durmustu [1]:

Bir [a,b] kapal1 aralig: iizerinde stirekli olan bir f* fonksiyonu ve bir n e N
verildiginde, f fonksiyonu, derecesi <n olan bir P cebirsel polinomu ile

gosterilebilir mi, Oyle ki her bir xe[a,b] noktasindaki hata kontrol altina
alinabilinsin? Bir bagka degisle, m[a)bi] ‘ f (x)—P(x)‘ ifadesini minimum yapacak

sekilde oyle bir P polinomunu insa etmek miimkiin miidiir?
Bu problem yardimiyla su sorular sorulabilir.
e Oyle bir P polinomu var midir?
e Varsa, tek midir?
e Varsa, nasil insa edilebilir?
e Maksimum hata nasil belirlenebilir?
Yaklasim kuraminin temel problemleri olan bu sorular daha da artirilabilir.

Yukaridaki sorular C[a,b] uzayinda diizgiin norm i¢in sorulan sorulardir. Uzay ve

norm degistirilerek yeni problemler olusturulabilir. Ancak, bu tezde bir kapali

aralikta stirekli fonksiyonlar {izerinde ¢alismalar yapildigindan bu boliimde sadece

C [a,b] uzayi ile ilgili nemli teoremlere yer verilecektir.
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(x

Bir f € X verildiginde

(e ) bir normlu lineer uzay ve ¥ — X bos olmayan bir alt kiime olsun.

E(f;Y):=inf

peY

f-p|

sayisina f elemaninin Y kiimesindeki en iyi yaklasim sayisi denir. Aciktir ki, eger

f €7 ise en iyi yaklasim sayis1 sifirdir. Eger bir p*eY i¢in
i

oluyorsa p* elemanmna f elemanmnin Y kiimesinde en iyi yaklasim eleman: denir.

En iyi yaklasim elemani her zaman olmayabilir. Ancak, ¥, X ’in sonlu boyutlu bir
alt uzayr ise kesinlikle en iyi yaklagim elemani vardir [25]. Bu eleman tek

olmayabilir.
(x

herhangi x #y € X elemanlar igin her 0< A <1 igin H/ix +(1-12) y” <r esitsizligi

R ) bir normlu lineer uzay olsun. Eger ||x|| =|| y|| =r kosulunu saglayan

saglaniyorsa X wuzayma adi gecen normla kesin konveks uzay denir. X kesin
konveks uzay, Y onun bir alt uzay1 ve fe€X olsun. Eger f elemaninin Y

kiimesinde en iyi yaklasim eleman1 varsa tektir [25]. Ornegin, 1< p <o ve

1

171, = [I /() dxy

olmak tizere (L" ) fonksiyonlar uzay1 kesin konveks uzaydir. Ancak,

C [a,b] uzayt (3.1) diizgiin normu ile kesin konveks degildir.  Gergekten,
f (x) =1-x" ve g(x) =1-x* fonksiyonlari ele almirsa
”f”C[—l,l] = ||g||C[—1,1] =1 ve ||f+g”c[71,1] =2
elde edilir ki, bu C [—1,1] in kesin konveks olmadigini gosterir [25].
Derecesi < n olan polinomlarin uzay: P, ile gosterilmisti. Aciktir ki, P, hem
C[a,b] hem de L’[a,b] uzaylarinin n boyutlu bir alt uzayidir. Bu uzaylardan

alinan herhangi bir f* fonksiyonun PP, alt uzayinda en iyi yaklasim sayilari sirasiyla

E ()= inf | Pl E, (1), =inf/ A,
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ile gosterilir. Bir feC [a,b] (veya fel”’ [a,b]) fonksiyonu verildiginde yukarida
belirtilen normlara gére bu fonksiyona P, uzayinda en iyi yaklasim eleman1 vardir.
L’[a,b], 1< p <o, kesin konveks oldugundan bu elemanin tektir. C[a,b] deki

teklik farkli bir metotla verilir.

Kapal1 aralikta siirekli herhangi bir fonksiyona derecesi <n olan polinomlar
uzayinda en iyi yaklasan polinomun varligini ilk olarak Borel, 1905 yilinda, yukarida
verilenden farkli bir yontemle ispatlamistir [3]. Yazimda kolaylik saglamasi

bakimindan tezin bundan sonraki kisminda (3.1) ile tanimli diizgiin normun simgesi

olan || . || Clas] yerine || . || kullanilacaktir.

Teorem 3.6.1. [a,b] kapali araliginda siirekli olan bir f fonksiyonuna, her

bir neN icin derecesi <n olan cebirsel polinomlar uzay: iginde en iyi yaklasan

polinom vardir.

Ispat.  Infimum &zelliginden her bir N <n pozitif tam sayis1 igin

|| f —PN” <E, ( f ) +1/N  olacak sekildle bir P,eP, polinomu vardir.

E,(f)<|f-0|=]f] oldugundan her bir N €N igin

1
|2 <8 = A1l < £, () + 5+ A= 2]+

elde edilir. Yani; {PN};=1 dizisi diizgiin sinirhdir.  Buradan, {PN};=1 dizisinin

terimleri P, uzaymin bir kapali yuvarinin i¢indedir. P, uzaymn her bir kapali ve

n

siirlt altkiimesi kompakt oldugundan {P]\,}O;;:1 dizisinin bu kiime i¢inde yakinsak

olan bir {szk }Oc alt dizisi segilebilir. Yakinsadigi polinom P, ile gdsterilsin. Bu

durumda H f-P, H <E,(f)+1/N, oldugu hesaba katilarak k —oo iken limite

gegilirse H f —P;H <E,(f) elde edilir. Diger taraftan, E, (/)< H f-P

oldugundan

P 1 f fonksiyonun bir en iyi yaklagim polinomu oldugu goriilir. ]
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[a,b] kapal1 araliginda bir siirekli reel f* fonksiyonu ve derecesi <n olan bir
P, polinomu verildiginde, bu polinomun f fonksiyonuna PP, i¢inde en iyi yaklagim

polinomu olmast icin bir kriter Chebyshev tarafindan 1854 yilinda verilmistir [1].

Bu teoreme Chebyshev alternans teoremi denir.

Teorem 3.6.2. Bir feC[a,b] fonksiyonu  verilsin. Bir P eP,
polinomunun [ fonksiyonuna derecesi <n olan cebirsel polinomlar iginde en iyi

yaklasim polinomu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a<x <x,<..<x,,<b ve

T (x) ::f(x)—P*(x) olmak iizere,

n n

a. r, (xl) =-r (xz) =r (x3) =.= (—l)n+1 , (X,Hz),

b. Vi=1,n+2 igin ‘rn (xl.)‘: r

n

kosullarini saglayan n+2 elemanli {xl.}:: noktalar sisteminin olmasidir.

Yukaridaki a, b kosullarin1 saglayan {x[}::lz noktalar sistemine Chebyshev

Alternans: denir.

Teorem 3.6.3. Bir f e C[a,b] fonksiyonu verildiginde, bu fonksiyonun P,

uzayinda en iyi yaklagim eleman tektir.

Ispat. Kabul edelimki feC [a,b] fonksiyonun P, uzayinda farkl: iki tane

en iyi yaklasim polinomu olsun. Bu polinomlart B* ve P, ile gosterelim. Bu

durumda,

E(f)=|r-F

=|r-=

olur. Chebyshev Alternans Teoremindeki {xl.}f_+2 noktalar sistemi i¢in

=1

|7 ()= B ()| <]/ () =B (%) (3.23)

Il
L

esitsizligi dogrudur. Derecesi <n olan K, (x): (x)—Pl*(x) polinomunu ele

alalim. Her bir i=1,n+2 igin
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esitligi ve (3.23) dikkate alinirsa her bir i =2,n+2 icin

sgn K, (x)= sgn (f(x)—P,* (x))

[XH X ] i1 ]

bulunur. Buradan K, (x) polinomunun [a,b] aralifinda isareti en azindan n+1 kez

degisir. Dolayisiyla, cebrin temel teoremine goére K, =0 elde edilir [25]. O]

3.6.2. Weierstrass Yaklasim Teoremleri

Bir 6nceki kisimda bir feC [a,b] fonksiyonu verildiginde bu fonksiyona

polinomlar uzayr flzerinde en yakin polinomun varligi ve tekligi tizerinde
durulmustu. Bu kisimda ise verilen bu fonksiyona istenilen yakinlikta polinomlarin
varlig1 incelenecektir.  Ayrica, bu fonksiyonun derecesi <»n olan polinomlar

uzayinda en iyi yaklagim sayisinin iistten sinirlar izerinde de durulacaktir.

Bir fe C[a,b] fonksiyonu verildiginde bu fonksiyona keyfi yakinlikta

polinomlarin varhigini ilk olarak Weierstrass, 1885 yilinda, ispatlamistir [2]:

Teorem 3.6.4. Her bir feC[a,b] fonksiyonu ve Ve>0 sayisi igin

||f —P|| < ¢ olacak sekilde bir P polinomu vardur.

Bu teoreme Weierstrass Yaklasim Teoremi denir. Birgok ispati vardir.

Bunlarin arasinda en tinliisii S.N. Bernstein tarafindan 1912 de verilmistir [35].

Bernstein Teoremi: [0,1] kapali araliginda tanimli bir f fonksiyonu ve

N e N i¢in

By (f.x)= ZN: f(%j(];]jx (1-x)"" (3.24)

n=0
ile tanimli polinoma f’e bagli N. Bernstein polinomu, BN(-,x) operatdriine de

Bernstein operatorii denir. Her bir N e N i¢in

B, (Lx)=1, By(x,x)=x, B, (xz,x): X +% (3.25)
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esitlikleri tanimdan kolayca elde edilir.  (3.25) esitliklerinden faydalanilarak
asagidaki lemma yazilabilir [36].

Lemma 3.6.5. Her bir N € N i¢in asagidaki esitlik dogrudur:

ﬁ(%—sz (ij” (1-x)"" =@ (3.26)

n=0 n

Bu lemmanin yardimiyla elde edilen asagidaki teorem Weierstrass

Teoreminin bir ispatidir [36].

Teorem 3.6.6. Bir f € C[O,l] fonksiyonu verilsin. Bu durumda {BN (f,x)}

Bernstein polinomlar dizisi [ fonksiyonuna [0,1] kapali araliginda diizgiin

yvakinsaktir.

Ispat. feC [0,1] oldugundan sinirlidir. Dolayisiyla, bir M >0 sayis1 vardir
dyle ki her x €[0,1] igin | f(x)| <M dir. Tesbit edilen bir x, €[0,1] igin
S, ::{n eN: |n/N—x0|£1/N%}

ve §, =N-S§, olsun. Bu durumda

SRR ) W

n=0

B2 (T ) T

seklinde yazlabilir. Ikinci toplam degerlendirilirse Lemma 3.13 den

s} T-or- ez -

nes,

2
n— Nx N Nen
=2M 0 "(1-
Z(n—Nxoj (n]’%( XO)

nes,
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N N
<2MZ n xo ( jxol xO

nes, n

2 N
<2MN/Z ——x0 jxo 1 xo N
n

nes,

<IMN xo(l x0)< M
N

T

elde edilir. Diger toplam igin ¢, (x,) m%x‘ f(x)-f(n/N )‘ olsun. Bu durumda

SIER

<o () X[ ) J0-5)"

nes,

<o ()3 Jr-m)”

n=0
=gy (%)

bulunur. Bu esitsizlikler kullanilarak
M
B X )= f(x, )| S——=+¢, (x
By (%)= (xo)| < 5 e ()
esitsizligi yazilir.  f fonksiyonu [0,1] araliginda diizgiin siirekli oldugundan

N —> o iken g, (xo) — 0 yakimsakligi diizgiindiir.  Dolayisiyla {BN ( f ,x)}

polinomlar dizisi f fonksiyonuna [0,1] kapal1 araliginda diizgiin yakinsaktir. ]

Bohman-Korovkin Teoremi: Weierstrass teoreminin ispatt operatorler
yardimiyla da verilebilir. Bernstein’in  yukarida verilen teoreminin bir

genellestirilmesi olan Bohman-Korovkin teoremi bunlardan biridir.

Bir T:C[a,b]— C[a,b] operatdrii her bir pozitif f e C[a,b] fonksiyonunu
bir pozitif 7f fonksiyonuna resmediyorsa bu operatore pozitif operator denir. Eger
bir T:C[a,b]— C[a,b] operatorii lineer ve pozitif ise siireklidir. Asagida verilen

teorem 1952 yilinda birbirinden bagimsiz olarak Bohman ve Korovkin tarafindan

verilmistir [37].
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Teorem 3.6.7. T, : C[a,b] - C[a,b] lineer ve pozitif operatorlerin bir dizisi
olsun.
fo(x)zl, fl(x)zx, fz(x)=x2
olmak iizere her bir i =0,1,2 icin {Tn fl.}:)zo dizisi f, fonksiyonuna diizgiin yakinsak

ise her bir feC [a,b] fonksiyonu igin {Tn f }10 dizisi [ fonksiyonuna diizgiin

yvakinsaktir.

Agiktir ki, Bernstein operatorleri bu teoremin kosullarini saglar. Dolayisiyla

Weierstrass teoreminin bir ispat1 daha elde edilmis olur.

Stone-Weierstrass Teoremi: Uzaylarin cebirsel 0Ozelliklerinden de
faydalanilarak Weierstrass teoreminin ispat1 verilebilir.

Reel sayilar lizerinde tanimli bir 4 vektor uzay1 verilsin. A {izerinde tanimh
(f,g) - /g, (A>< A—> A), carpma islemi i¢in

i. Her f,g,he 4 i¢in (fg)h =f(gh),

ii. Her f,g,he 4 i¢in (f+g)h=ﬂz+gh ve f(g+h)=fg+fh,

iii. Her «, £ skalerleri ve her f,g e 4 i¢in aff(fg)=(af)(Bg).
ozellikleri saglantyorsa 4 ’ya R {izerinde bir cebirdir denir. Ayrica
iv.Her f,g e 4 icin fg =gf, (degisme ozelligi),
ozelligini sagliyorsa degismeli,
v. Bir e€ 4 var dyle ki her f € 4 icin ef = fe= f (birim eleman),

Ozelligini sagliyorsa birim elemanli cebir adim1 alir [38]. A4 cebrinin bir B

altkiimesi de ayni1 islemler altinda bir cebir yani, B, A nin bir alt uzay1 ve ¢carpma

islemi altinda kapali ise B ’ye A ’nin bir alt cebridir denir. Ornegin, C [a,b] uzayl1

bir cebir, polinomlar uzay1 ise bunun bir alt cebridir.

A, bir X kiimesi lizerinde tanimli gercel degerli fonksiyonlarin bir ailesi

olsun. X ’den alinan birbirinden farkli her x,y elemanlar igin f(x)# () olacak

sekilde bir f '€ 4 varsa A, X ’in elemanlarini aywrir denir. X ’den alinan her bir x
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elemant ic¢in f (x);éO olacak sekilde bir feAd varsa A, X ’in elemanlarinda

sifirlanmaz denir [37].

Teorem 3.6.8. X bir tikiz metrik uzay ve A, C (X ) ‘in bir alt cebri olsun.
Eger
i. A, X ’in elemanlarini ayirr,

ii. A, X ’in elemanlarinda sifirlanmaz

ise A, C(X) ‘de yogundur [37].

Polinomlar uzayr P(x)=1 ve P(x)=x elamanlarm igerdiginden i-ii

kosullari saglanir. Dolayisiyla, polinomlar uzayr C[a,b] de yogundur. Boylece

Weierstrass teoreminin bir ispat1 daha ortaya ¢ikmis olur.

3.6.3. Jackson Teoremleri

Yaklagim kuraminin 6nemli problemlerinden biri de yaklasim hizinin
belirlenmesidir. Bu kisimda, [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon verildiginde bu
fonksiyona trigonometrik veya cebirsel polinomlar ile yaklasildiginda, yaklasim hizi,
fonksiyonun diizgiinliigiinii 6l¢en siireklilik modiilii cinsinden belirlenecektir.

Bir feC* fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun T, 7n—mertebeli

trigonometrik polinomlar uzayinda en iyi yaklagim sayisi

E, (f)=inf max ‘f(x)—T(x)‘

TeT, xe[—;z',;z']
ile tanimlanir. D. Jackson, 1912 yilinda, bu en 1yi yaklasim sayisinin {istten uygun

bir sinirmni verilen fonksiyonun siireklilik modiilii cinsinden elde etmistir [4].

Teorem 3.6.9. Eger f € C* ise

E' (f)£6a)(f;1/n;[—7r,7r]).
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Bu teoremden faydalanilarak, kapali aralikta siirekli fonksiyonlarin derecesi
<n olan polinomlar uzayinda en iyi yaklasim sayisinin siireklilik modiilii cinsinden

belirlenmesine dair bir teorem yazilabilir.

Teorem 3.6.10. Eger f e C[-11] ise

E, (f)<60(f;1/m[-11]).

Ispat.  ¢(0)=f(cos6) ile tanmli ¢ fonksiyonu agiktr ki C*
siifindandir.
lo(a)=p(B)|=|f (coser) - f (cos B)
(/3 [-L1])
(f3ler=Bl:[-1.1])

IA

cosa —cos f

a-p

)
w

IA

esitsizligi ve Teorem 3.17 kullanilirsa
E (f)=E, (¢)< 6(0((/); 1/1’1;[—72',72']) < 6a)(f; l/n;[—l,l])
elde edilir. [l

3.6.4. Whitney Teoremleri

Bir onceki kisimda, verilen bir siirekli fonksiyonun derecesi <n olan
polinomlar uzayinda en iyi yaklagim sayisinin iistten sinirinin fonksiyonun siireklilik
modiilii cinsinden belirlenebildigi incelendi. Bu kisimda ise diizgiinliik modiilleri
cinsinden siirlar iizerinde durulacaktir. Bu kismin asagida verilen ana teoremi 1957
yilinda H. Whitney [6] tarafindan verilmistir ve literatiirde Whitney Teoremi olarak

bilinir.

Teorem 3.6.11. Bir f e C[a,b] fonksiyonu verilsin. Bu durumda her bir
keN icin W, =W (k)>0 sabiti vardir dyle ki

E. (f) W, (f;h;[a,b])

esitsizligi dogrudur.
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Whitney Teoreminin ispat1 i¢in gerekli olan baz1 yardimci sonuglar verelim.

Bir feC [a,b] fonksiyonu verilsin. x € [a,b] olmak {izere

F(x):=[f()dt

0
ile tanimli F fonksiyonu ve her xl,xze[a,b] icin t=x]+(x2—xl)u degisken

degisimi yapilirsa
F(xz)—F(xl):Tf(t)dt :jf(x] +(x, —x])u)(x2 —x,)du

elde edilir. Buradan

1 (s o e = ) =F 1)

0 Xy =X

esitligi yazilir.

Lemma 3.6.12. xe[a,b], keN,vem :(),_k olsunve d#0 sayisi
[x—mﬁ,er(k—m)S]C[a,b]

kosulunu saglayacak sekilde verilsin. Bu durumda

jAg f(x-mét)de=(-1)" (

g ()

Jj#Em

(3.27)

esitligi dogrudur.

Ispat. Sonlu farklarin tanimindan
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esitligi elde edilir. Yukaridaki son esitlikte u=x+( j—m)t degisken degisimi

yapilirsa,

J (s mayan (02 |- 30

elde edilir ki bu lemmanin ispatin1 tamamlar [28]. O]

Birinci mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar i¢in Whitney teoremine
benzer sonuclar elde edilebilir. Whitney teoreminin ispatinda kullanilacak olan bu

lemmalar asagida verilmistir.

Lemma 3.6.13. xoe[a,b], h>0 olmak iizere her bir j:O,_k icin

X; € [a,b] olacak sekilde x, = x, + jh olsun. Her bir F € C' [a,b] fonksiyonu i¢in

‘(x—xo)(x—xl)...(x—xk )‘

kW

‘F(x)—L(x;F;xo,xl,...xk)‘S @, (F';h;[a,b]) (3.28)

esitsizligi her bir x € [a,b] icin saglanir.

fspat.

1
9(x)=

(x=x)(x—x)..(x—x,)

olsun. Bu durumda, temel Lagrange polinomlari

Ef(x)z%#—l)kj [kJM

()

formunda yazilabilir. Buradan,
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_F : 1\ k F(x)—F(x])
SCOI e
elde edilir. f(x)=F'(x) yazilirsa
Jl.f(er(xj—x)t)dt:F(xx:f(xj)

olur. Bu esitlikten yararlanarak

‘F(x)—L(x;F;xO,xl, ‘

]Zk(; [Jj; (x+(x —x)t)dt
3 (-

< ‘q(x)H;‘A';tf(x+(x0 —x)t)‘ dt

(j]f(x+(xo —x)t+ jht)dt

J=

<l (o (:[a))

elde edilir ki buradan ispat tamamlanir [28]. n

Teorem 3.6.14. Her bir F e C' [a,b] fonksiyonu i¢in
E, (F) <ho, (F’;h;[a,b]) (3.29)

esitsizligi dogrudur. Burada, h = (b — a) / k dir.

fspat.
E, (F) = Xp5eni Xy )H
oldugundan Lemma 3.21 den
HF—L(-;F;xO,xl, H—m[aé(] x)=L(x;F;x,x,,..X )‘
Sgl[%(] x ‘a)k F’;h;[a,b])

elde edili. Bir je{0,1,2,..k-1} i¢in xe[x,x, | olsun. h=(b-a)/k

oldugundan x, =a ve x, =b dir. Bu durumda,
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1

‘q(x)‘ = PRTG (x—xo)(x—x] )...(x—xj)(xm —x)...(xk —x)

:kﬁ!(x—hxoj(x—hxo _l)m(x—hxo _jj((j+l)_x—}lxojm(k_x—hxoj

elde edilir. j < x—hxo < j+1 oldugundan

h .
90| <G+ D) (1)) -7)
<h13 j+l 2 3 k—j
T2 414243 k

<h

bulunur ki bu da istenen sonuctur [28]. [

Yukarida verilen yardimci sonuglardan faydalanarak Whitney Teoremi adi

verilen Teorem 3.6.11’in ispatin1 verelim.

Teorem 3.6.11'in Ispati. x, =x,+jh, j=0,k, olsun. h= (b—a)/k
oldugundan x, =a ve x, =b dir. F j f du ile tanimhi F* fonksiyonu i¢in
G(x) = F(x)—L(x;F;xo,x],...,xk)
fonksiyonunu ele alalim. g(x) = G'(x) ve simgelenimde kolaylik saglamasi
amactyla @, (7)==, (t;f;[a,b]) olsun. Keyfi bir xe[a,b] eleman igin (3.27)

esitliginin m =0 ve F fonksiyonun yerinde G fonksiyonunun oldugu durumunda

X+ k& €[a,b] kosulunu saglayan bir & sayis1 alinirsa,

jAt(sg kg(x)+%zk:(_1)"‘f(kJG(“J‘S.) G(x)

J

esitligi bulunur. Buradan,

g ()]

1
0

sts(ofars |||G||Z( j_
Jj#m

2k+]
<o, (I5I)+|7IIGII
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elde edilir. Lemma 3.6.12 ve diizgiinliik modiillerinin ix. 6zelliginden ||G|| <hw, (h)

oldugu bulunabilir. Buradan & ’nin 7/2 £|5| <h kosulunu saglayan herhangi bir

secimi ile
k+1h
E  (f)<|g|< o (5])+ | |ha’k [ 6] ] )

elde edilir ki bu Whitney Teoreminin ispatin1 tamamlar [28]. O
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu bolimde, <N olmak iizere r—inci mertebeden tlrevlenebilen
fonksiyonlar i¢in Whitney esitsizliginde yer alan Whitney sabitleri i¢in iist sinirlar
elde edilecektir. Birinci kisimda, bazi yardimci sonuglarin yaninda Zhuk ve
Natanson’a ait olan bir sonucun genellestirilmesi verilecektir. Ikinci kisimda, ikinci
mertebeden tlirevlenebilen fonksiyonlar icin Whitney sabitlerine bir {ist sinir elde

edilirken son kisimda bu sonucun bir genellestirilmesi verilecektir.
4.1. YARDIMCI SONUCLAR

Bu kisimda boliinmiis farklar hakkinda, temel sonucglara yardimci bazi
ozellikler ispatlanacaktir. Ayrica, Zhuk ve Natanson’a ait olan asagidaki sonucun bir

genellestirilmesi bu boliimiin sonunda yer alacaktir.

Bir f e AC[a,b] fonksiyonu ve neN verilsin. h=(b—a)/n olmak iizere

her bir j=0,1,..,n i¢in x,=a+jh olsun. [ fonksiyonunu x,,x,"-,x,
noktalarinda interpole eden ve derecesi <n olan Lagrange interpolasyon polinomu
L(x; 13X, %,,...., %, ) ile gosterilmek tizere

H j:O(x B xj) ]

f(x)—L(x;f;xo,x,,...,xn): T A';hf'(au+x(l—u))du 4.1)
n!

0
esitligi dogrudur [23].
Lemma 4.1.1. R= [a,b] x[c,d] bir dikdortgensel bélge ve h C(R) olsun.

H(x):z J-dh(x,y)dy

c

olmak iizere a < x,<x, <---<x, <b igin

d
[xoaxla"'xn;H]:_H:xo’xlﬂ"'xn;h("y):ldy

esitligi dogrudur.
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Ispat. (3.14) den

[xo,xl,---,xn;H]

elde edilir ki bu istenen esitliktir. O

neN, ve ;:(x XX, ) €la b]"+1 olsun {y.}k noktalar kiimesi x’in
0 027" sy ) . Jj =0
. . . .. . k .. . - . e W ee .
farkli bilesenlerinin kiimesi olsun. { y j}, . kiimesine x in diigiim noktalar: denir.
-

Islemlerin sadeligi igin x’in diiglim noktalarinin artan sirada yani, y, <y, <---<y,

oldugunu varsayalim. Her bir y;, j =0,k noktasinin kathiligi m, ile gosterilsin. Bu
durumda, agiktir ki, Zi:o m; =n+1 dir.
n € N olmak tizere

n tane

/_/%
X=X, X, X

gosterimini tanimlayalim. Bir feC [a,b] fonksiyonu verilsin Oyle ki her bir

J=0,k i¢in y, noktasmin bir komsulugunda bu fonksiyon m,—1 mertebeden

tirevlenebilir olsun. Bu durumda, boliinmiis farklarin simetri 6zelligi (3.3.(1))

kullanilarak
[ =[x, 1= 00 " " s f ]
esitligi yazilabilir.

Bu gosterimler 1s181inda genellestirilmis boliinmiis farklar farkli bir gésterimi

elde edilir:

Onerme 4.1.2. m, €N, p,=m,—1 ve her bir j =1,n icin m; =1 olsun. Bu

durumda,
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— . 1 o
(% /]2 1= 2 [ ] @2)
esitligi dogrudur.

Ispat. m, =1 1i¢in esitlik agiktir. m, =2,...,s, s >2, i¢in dogru olsun, yani,

1 o [
(s—1)loxg™

[*Xg, %, x,5 f 1= xo,xl,...,xn;f].

Simdi m, =s+1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. (3.3.(1v)), (3.14) ozellikleri ve

L’Hopital kuralindan

s+1 . 13 s .
[ xo’xla...,xn,f]—klilg[xo+h, Xos Xysees X, ]

s—1 . K .
i [x0+h, xo,xl,...,xn,f]—[ xO,xl,...,xn,f]
=lim

h—0 h

s-1 h? 07
Xo+h,x,..x; [ |- _1——
:hm[ S ] z”‘op!ax(f

h—0 h’
as—] as—l

— 1 . Kg_l[‘xo+h’xl’.”’x”;f]_KS—][‘XO’xla'--a'xn;f]

[X0sX10es X5 f ]

elde edilir ki bu (4.2) esitligini ispatlar. [
Yukaridaki 6nermeden asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.1.3. x ’in tiim bilesenleri ayni yani, her bir j =0,n icin X, =x lise
_ f(n) X

-

n!

esitligi dogrudur.

Ispat. Onerme 4.1.2 den

1@
n! ox"

17
n!ox"

[xf]=0""x: 11 (/] /().
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elde edilir. ]

Sonuc 4.1.4. Her bir j =1,n icin p; =m;—1 olsun. Bu durumda,

_ k 1 an—k
[X;fJ=[H ]m[)’o,yl,---,yk;f]

=0 pj!

esitligi gecerlidir.

Ispat. Onerme 4.1.2 den
|:X;fj| :[moyoamlyp"'amkyk;f]

1 6170 m my .
_polﬁyé"’ [yoa Yis s yk’f}
1 apo 1 apl m, m, )
(E%[J’oa)’p Yot yk’f]j

Dol OV

k 1 6P0+171+"‘+17/c
= H—' —[yoay]a-“,yk;f]

-0 Pl ) ove oyl ..opt

elde edilir ki bu istenen sonugtur. ]

Lemma 4.1.5. reN, neN, r<n ve her bir i:O,—n igin X, e[a,b] olmak

tizere keyfi bir {xl. }7: o sonlu dizisi verilsin. Herhangi bir f € AC ! [a,b] fonksiyonu
icin
[xo,xl,...,xn; ]:[xraxr+1,---axn;,f;~]7 (43)

esitligi dogrudur. Burada f, (x) = f(x),

fl(x) = j-olf'(xo +(x—x0)t)dz ,

ve r>1 icin

f.(x) ::J:

t

SOt + (6 =) %, et (6= 1,) 3, +(1-4,) x, ) dt,...dtydt,.

4
0

O ey}

Ispat. r iizerinden tiimevarim yontemi kullanilacaktir. r=0 igin (4.3)

esitligi agiktir. Varsayalim ki (4.3) esitligi » —1 i¢in dogru, yani,
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[xo,x],...,xn;f]=[xr_1,xr,...,xn;fr_1] (4.4)

t

14
L) =[] £t + (6 =) %, + b (6 —1) 5+ (1-1) %, ) b, ..ty
00

0
ifadesindeki en icteki integral i¢in
u=xt, +(t_ =t )x,_ +..+(t, —1,)x, +(1-1,) x,

degisken degisimi yapilir, ardindan integral alinirsa

Lo

fi(x) = ! .I[J'...J'f("‘)(xt,,1+(t,z—t,l)x,,2+...+(t1—t2)x1+(1—t1)x0)—

X=X, 0

r

—f(r_]) (X t +([r—2 _tr—l)xr—Z +-"+(Z1 _[2)x1 +(1_tl)x0)dtr—1 e dydt,

r—1"r-1

elde edilir. Buradan,

S (x) = (‘x_xr—l )fr (x) + /0 (‘xr—l )
bulunur. Lemma 3.3.1 ve (4.4) kullanilarak

[xoﬂxl’.“’xn; ]:[‘xr—lﬂxr’“"xn;f;'—l]
:[‘xr’xwrl’”.’xn; r]+(‘xr—l _C)[‘xr—l’xr’.”’xn;f;']
=[xr’xr+]’”.’xn; r]

elde edilir. Bu ise (4.3) esitligidir. ]
Lemma 4.1.5 deki benzer tartismalar yapilarak asagidaki sonug elde edilir.

Lemma 4.1.6. 7, €N, neN, r,<n ve a<x,<x <---<x,<b noktalar:
verilsin, oyle ki en ¢ok 1,+1 noktasi c¢akisik olsun. Bu durumda her bir

fedch! [a,b] Sfonksiyonu ve her bir r =1,...,1, i¢in (4.3) esitligi dogrudur.

Bir o6nceki lemmanin yardimiyla elde edilen asagidaki sonug, Zhuk ve

Natanson’a ait olan (4.1) esitliginin bir genellestirilmesidir.
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Lemma 4.1.7. reN, neN, n>r ve her bir i =1,n i¢in x, € [a,b] olmak
tizere bir {x[}; sonlu dizisi verilsin, oyle ki j=r,r+1,...,n ve h:(b—a)/(n—r)

igin x, :x,,+h(j—r) olsun. Eger fe AC™ [a,b] ise

|I 1f1f1

L) =L, (%5 f5 %0, _h”’n r” Jan( ddt,

g(u) = f(r) (utr +(tr—1 _tr)xr*l +"'+(tl _tz)xl +(1_t1)x) )

Ispat. f fonksiyonunu x,,x,,---,x, noktalarinda interpole eden ve derecesi

<n—1 olan Hermite-Lagrange interpolasyon polinomunu L , ile gosterelim. Bu

n—1

durumda

1
= (xo—xj)jj--- [x, X xn;g]aft,---aftzaft1
00
)

.. J. AZ;V (g;xr )dt,, .. 'dtzdtl
0

elde edilir, burada f, Lemma 4.1.5 de tanimlanan fonksiyon, g ise

g(x):f(r)(xtr—k(tr_l —1,) %, ot (=) x +(1-1)x,)
ile tanimli alinan fonksiyondur. Yukaridaki esitliklerden birincisi (3.12), ikincisi
(4.3), tglinciisi Lemma 4.1.1 ve sonuncusu (3.20) den goriiliir. Son olarak,

yukaridaki islemlerde x, yerine x alinirsa lemmanin ispati tamamlanmis olur. [
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42. IKINCI TUREVI SUREKLI OLAN FONKSIYONLAR ICIN
WHITNEY SABITLERI

Bu kisimda, [a,b] kapali aralig1 lizerinde tanimli ve ikinci tiirevi siirekli olan

bir f fonksiyonu verildiginde, bu fonksiyona derecesi <k+1 olan cebirsel
polinomlarla yaklasildiginda, yaklastm hizin1 fonksiyonun k& —inci diizglinliik
fonksiyonuna bagli veren esitsizlik {izerinde durulacaktir. Bu esitsizlikten elde
edilen Whitney sabiti i¢cin uygun sinirlar elde edilmeye c¢alisilacaktir. Yukarida

bahsedilen teorem asagidaki sekilde yazilir.

Whitney Esitsizligi: Herhangi bir f € C’ [a,b] fonksiyonu i¢in

E, . (f.[a.b])< c(k,r)(b;ajr o, (fm, b;“ ,[a,b]j

olacak sekilde sadece k ve r ye bagh c(k,r) sabitleri vardir[33].

Whitney esitsizligini saglayan en kiiciik c(k,r) sayisina Whitney sabiti denir
ve W(k,r) ile gosterilir:

inf ||f_P||C[a,b]

PePy,,_

W (k,r)=sup (4.5)

rec’as)(b—a ) b—a
( 2 ja)k(f()’ i ,[a,b])

Tanimdan da kolayca goriildiigii gibi, eger f* fonksiyonu derecesi <k+r—1

olan bir polinom ise W(k,r) sabiti sifirdir. Dolayisiyla, bu ¢alisma boyunca f

fonksiyonu verilen k£ ve r sayilarii¢in [P, uzay: disindan alinacaktir.

+r—1

Genellige aykiri durum yaratmayacagindan, bundan sonra [a,b] =[-11] ve
j=0,1,..k (keN) igin x; =—1+2j/k almacaktir. Gosterimlerin sadeligi igin

||-||C[_1,1] yerine |||| ve o, (-,2/k,[—1,1]) yerine @, (- ) kullanilacaktir. Ayrica
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I1, (x):=(x—x0)(x—x])---(x—xn)
olsun.

Asagidaki teorem bir feC’ [—1,1] fonksiyonuna derecesi <k+1 olan

polinomlar ile noktasal yaklagima dair bir sonugtur.

k+1 k+1

Teorem 4.2.1. Herhangi bir feC’ [—1,1] fonksiyonu icin bir P €P
polinomu vardwr oyle ki her bir x € [—1,1] icin

kk 2 1 "
\f(X)—%(x)\Slek,((l‘x )T, (x)+ 2k+lja’k(f )- (4.6)

ispat. L,., ile, verilen f fonksiyonunun x,,X;,X;,X,,...; %, 5, X, X, X,
noktalarindaki Hermite-Lagrange interpolasyon polinomu gosterilsin.  Boliinmiis

farklarin tanimindan, L, polinomunda x*** li terimin katsayis1 4, , ile gosterilirse

A,y = [xo’xo’xlaxz’ xk+2’xk—lﬂxkﬂxk;f] 4.7)
dir. 7,,,, k+2—inci Chebyshev polinomu, yani,
T,.,(x) =cos((k +2)arccos x), xe[-L1],

olsun. Bu durumda

A

Pk+1 (X) = Lk+2 (X) 2;:—12 T;HZ ( )

olarak tanimlanan £, polinomunun, agiktir ki, derecesi en ¢ok k+1 dir. Her bir
xe[-11] i¢in ‘ ‘<1 oldugundan

A

k+2 |

2k+l

(%)= By (x)] <] £ () M(x)\+| (4.8)

elde edilir. Ik olarak |Ak+2| / 2! icin bir iist simr bulalim. (4.7) ifadesine Lemma
4.1.5, (3.3.(1)) o6zelligi de dikkate alinarak, uygulanirsa

Ay = [xO’xk’XO’xlﬂ : ’xk;f]

:[xo,xl,---,xk;h]

elde edilir, burada /(x j J f"(=1+424, +(x=1)t,)dt,dt, . Lemma4.1.1 den
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U]

1
A= [ [[%0 %1035 80 ] dtrdt (4.9)
0

0

bulunur, burada g,

g (x)= f"(—1+2t] +(x—1)t2)
seklinde tanimli fonksiyondur.

Boliinmiis farklar ile sonlu farklar arasindaki (3.20) bagintisi, ardindan

diizgiinliik modiiliiniin monotonluk 6zelligi kullanilarak
K

b A g, (%)
k

<o (%)

k* 2,
:2k—k!a)k(zt2,f ,[—l,l]j

r
< 2kk!a)k (f")’

‘[xo,x],...,xk;go]‘ =

(4.10)

elde edilir. Bu esitsizlik, (4.9) ifadesine uygulanirsa

o, (f") (4.11)

|Ak+2 kk (i " kk
Sl = 22k+1k!££wk (f )dtZdtl =4k+—lk!
bulunur.

Simdi (4.8) esitsizliginin sag yanindaki birinci ifade igin bir iist sinir elde

edelim. (3.12) ve (3.13) 6zellikleri ve Lemma 4.4 ten
f(x)—Lk+2 (x) = (x2 —I)Hk (x)[xo,xo,xl,...,xk_l,xk,xk,x;f]

x> =1)IT, (x
:H—k()([xo,---,xkl,xk,xk,x;f]_[xmxoaxl""axkaX;f])

2

(x? —1)2Hk (x)(

4 14
j[xo,x],...,xk;gl]dtzdt] —”.[xo,x],...,xk;g_l]dtzdt]J
00

0

S

elde edilir, burada g, (u) = f”(H—(x—l)tl —i—(u —x)t2> , [=—1,1. (4.10) da yapilan

islemlerin aynis1 uygulanirsa her bir / = —1,1 i¢in
k
(/");

‘[XO,XI,...,Xk;gl]‘ S%a)k

bulunur. Buradan
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Ij(‘[xo,xl,...,xk;gl]‘+‘[xo,xl,...,xk;gfl]‘)dtzdtl

00
k Ly

<o (1)1, () [, (77t
: 00
kk
= 2k+]k!

(l—xz)‘Hk (x)‘a)k (f”)

elde edilir. Bu esitsizlik ile (4.11) esitsizligi taraf tarafa toplanirsa (4.8) den

2k+1
kk 2 " kk "
< 2k+1k'(1 X )‘Hk (x)‘a)k (f )+4k+1k! k(f )
kk 2 1 "
2k+1k, ( - )Hk (x)+2k+1 2 (f )
bulunur ki istenen (4.6) esitsizligidir. ]

Teorem 4.2.2. Her bir k e N i¢in

W(k,z)s( 2 ]2

€O'k+]

esitsizligi dogrudur, burada o,,, =1+1/2+---+1/(k+1) dir.

Ispat. Whitney sabitlerinin (4.5) ile verilen tanimi kullanildiginda herhangi

bir PeP,, i¢in

W(k,2)< sup ”{;P”
recl-) (z) o, (1)

esitsizligi ortaya c¢ikar. Dolayisiyla, teoremin ispati icin (4.6) esitsizligini de goz

oninde bulundurarak

—'l—xz)‘Hk(x)‘ K <[ 4 j xe[-11], (4.12)

+ 4k+]k' - k
: e Uk+1

esitsizliginin dogru oldugunu gdstermek yeterli olacaktir.

Ik olarak
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4.13
2" k! e(ko, +1 19

k 2 2
I (o = 1)1, () S[ 4 )
)
esitsizligini ispatlayalim. & >3 i¢in 7 =2/k olsun. Bu durumda, —1+A<y<—h/2
i¢cin
(o) =), (ren)| - (e ne)(1=(+)’)

(yz—l)Hk(y) ‘_ (l—y)(]_y2)

<l (4.14)

dir. Gergekten,
(2y+h)(y* +hy+h* +h-1)
(1-y)(1-»")

yazilirsa, -1+ h <y <—h/2 ve k>3 iken (l—y)(l—yz)ZO, (2y+h)<0 ve

1-K(y,h)=

Vv +hy+h +h—1$7—h$0

oldugundan 1-K ( y,h) >0, bir baska degisle, (4.14) esitsizligi verilen kosullarda
dogrudur. Dolayisiyla,

max ‘(x2 - I)Hk (x)‘ = max

xe[-1.1] xe[-1,-1+24]

(x2 —I)Hk (x)‘
esitligi saglanir. Buradan her xe[—l,—l+2/k] icin uzk(x+1)/2 degisken

degisimi yapilirsa O <u <1 ve

a \(xZ—l)nk(x)\4”2(10(13)'”(1;_1)(1@2

2k+]k! k2
k+1
1 1_(0'k+1/k)u
k+1
= kz
4”26_(0-&4—1/]()”
_—k2
2
<4
(ko +1)e )

Ikinci satirdaki esitsizlik, geometrik ortalama ile aritmetik ortalama arasindaki; her

bir i =1,n igin x, >0 icin
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i=l1

n % 1 n
(Hxl.j S—le.
nio

bagitisindan elde edilirken, {igiincii satirda, (1 —al n)" < exp(—a) ,0<a<1,

esitsizligi kullanilmistir [39].  Diger taraftan yukaridaki benzer tartismalar
—l+h<x<-1+2h durumu i¢in de yapilirsa (4.13) esitsizligi elde edilir. Stirling

formilinden elde edilen
k!> k*e 27k
esitsizlik ve (4.13) kullanilirsa

ik K
W (k,2) < s (1207 () +

< 2 2+ Vet
“le(o,+Vk)) 4 ax

bulunur. Gerekli islemler yapilirsa

2 Y ke 2 Y
(e(ak+1/k)J +4’”2\/ﬁs(eak+1}

elde edilir ki bu (4.12) esitsizligini, dolayisiyla teoremin ispatini verir. [l

Ek Bilgi 1. Teorem 4.2.2 nin ispatinda kullanilan metot r=3 ve r=4
durumlarinda Teorem 4.2.1 de kullanilan diigiim noktalarina, sirasiyla, birer ve ikiser

x, ile x, noktalar1 eklenip uygulanirsa asagidaki sonug elde edilebilir:

W(k,r)s( : j r=34, keNl.

eo_kJrr—l
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43. KEYFI MERTEBEDEN TUREVI SUREKLI OLAN
FONKSIYONLAR ICIN WHITNEY SABITLERI

Bu kisimda, [a,b] kapali araligi iizerinde tammli ve r—inci tiirevi siirekli

olan bir f fonksiyonu verildiginde bu fonksiyona derecesi <k +r—1 olan cebirsel

polinomlarla yaklasildiginda, yaklasim hizin1 fonksiyonun » —inci tiirevinin k —inci
diizgiinliik fonksiyonuna bagli veren esitsizlik tizerinde durulacaktir.

Bir onceki boliimde kullanilan simgelenimlere ek olarak asagidakileri
verelim. [[a]] , a € R" sayisinin tamsay1 kismini gostermek tizere £ := [[(r+1) / 2]] ve
o) (B J=kts s=12,20

b1+ 2)/k, j=0,1-k

olsun.

Teorem 4.3.1. k,r €N olsun. Herhangi bir feC’ [—1,1] fonksiyonu i¢in

bir P,

k+r—1

el

k+r—1

k* 2\* 3 ’
‘f(x)—]’,m,l(x)‘sm((l—x ) Hk(x)+Fja)k(f()). (4.15)

polinomu vardiwr oyle ki her bir x € [—1, 1] icin

Ispat. L,,,, ile f fonksiyonunu x,,x,,x,,...,X,,,, noktalarinda interpole eden
derecesi <k+2/ olan Hermite-Lagrange interpolasyon polinomu gosterilsin.

Béliinmiis farklarin tammindan, L, ,,, polinomunda x*** li terimin katsayisi 4, ,,,

ve x****! 1i terimin katsayis1 4, ,, , ile gosterilirse

4,5 =[X0,Xl,...,xk+24;f],
ve (3.13) den

Ay = [xO’x] ""’xk+2/f—1;f] + Ay,

_ [XO’xl""’xk+21(—1;f]+[XO’xlﬂ"'9xk+2/f—2’xk+2((;f]
2

esitlikleri yazilir. 7,, m—inci Chebyshev polinomu olmak tizere

A A
B (x) =L, (x) _ﬁnﬂﬂ (x) _(2( _”) 2::22//:21 Lo (x)
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polinomunu ele alalim. Agiktir ki, bu polinomun derecesi <k+r—1. Tek ve cift

olmak iizere » sayisinin her iki durumunu inceleyecegiz.

r sayist tek olsun, yani, »=2/—-1. Her bir xe[—l,l] ve meN i¢in

‘Tm (x)‘ <1 oldugundan

A A
700 () L)L () Ll Ll )
elde edilir. » sayisinin ¢ift oldugu durumda ise

Ak+2/
‘f(x)_Pkw—l (x)‘ S‘f(x)_l’kﬂﬂ (x)"" |2k+2/1

bulunur. Dolayisiyla, Ak+2(| / P +|Ak+2H| / 2% icin elde edilecek olan sinir,

her iki durum igin de, gecerli olur. (3.13), Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.5, (3.3.(1))
ozelligi dikkate alinarak uygulanirsa,

1
Ak+21 :5([x0’xla'"axk+2/,—23xk+2/,;f]_[x03x]a"'axk+21—];f])

14 .

1 —1
:EJ.J.. J. [xo’xl’...’xk;go _gl]dl" ...dl‘l
00 0
elde edilir, burada
& (¥)= /(1 x), 23 (1) +a +(1-5)(1) ), i=0.1. @417)
Benzer nedenlerden dolay1

[XO’xlﬂ""xk+24—1;f]+[XO’xlﬂ""karZZ—zﬂxk+2Z;f]

Ak+24—1 = >
1 14 ey
=5“"'j[xO’xl""’xk;gO+g1]dfr“'dtl
00 0

bulunur, burada g;, i =0,1, (4.17) de tanimlanan fonksiyonlardir.
Boliinmiis farklar ile sonlu farklar arasindaki (3.20) bagintisi, ardindan

diizglinliik modiiliiniin monotonluk 6zelligi kullanilarak i = 0,1 i¢in

k" P
2k—k!A%g,- (%)

k

2% k!

‘[xo,xl,...,xk;gi]‘ =

<

@, (gi)
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k" 2
e ()

k

Szkk!wk(f(r))’

elde edilir. Buradan

14 gy

|Ak+2/f| |Ak+2/ 1 3kk J'J. J. (r)
+20— + n = +r ] %% (f )dtr.“dtl
k201 T k22 22k k' % (4.18)

3k* o ( f(r))

_22k+rk!r! k

bulunur.
Simdi (4.16) esitsizliginin sag yanindaki birinci ifade igin bir iist sinir elde

edelim. (3.12), (3.13) ve Lemma 4.1.5 den
A
f(x)_LkJer(x):(xz_l) I, (x)[xoaxla""meaX;f]
(x*-1) 10, (x)

4

_2[x0’x1"”’xk+24—2’x;f]+[x0’x1"”’xk+2€—3’xk+24—15x;f])

([xoaxla"'axk+24—4axk+24—2’xk+2wx3f]_

P—1) IO, (x) k4
=(x )4 ( ”. J.xo,xl, X8, — 2g3+g4]d - dt,,
00 0

elde edilir, burada
g (u)=f" (ut, =2(t,,—t,_,++1,)(1-x)t,+a,), =234
=1-(1-x)t,, a,=1-2t,+(1+x)t, ve a,=(1+x)t,—1. Buradan, yukaridaki

tartismalarin benzeri yapllarak

o

14
‘f(x)_LHz/,(X)‘S jj .. J. ‘[xo,x],...,xk;gz—2g3+g4]‘dtr...d[]
00

0

k" ¢ ,
S2kk!r!(1_xz) 1, (e (1)

elde edilir. Bu esitsizlik ile (4.18) esitsizligi taraf tarafa toplanirsa istenen (4.15)

esitsizligi elde edilir. O

Bir sonraki teoremin ispatinda kullanilacak olan agagidaki lemmay1 verelim.

h=2/kolsun. aeR" - {1} icin a tabaninda logaritma fonksiyonu
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seklinde tanimlanir.

Lemma 4.3.2. k>2 olsun. (+1<log,(k—1) igin

max (l—xz)fﬂk (x) (l—xz)ka (x)

xe[—l,l]

= max
xe[-1,-14+24]

esitligi dogrudur.

Ispat. —1+h<y<-h/2 icin

H(y)5‘((y+h)2_l)énk(y+h)‘1+y+h(1_h(2y+h)j/

_‘ (»*-1) 11, (») ‘ -y 1=y’

fonksiyonunu inceleyelim.  H(-h/2)=1, H'(-h/2)>0 ve H' fonksiyonu
0<(k-2)(k+1)/2k igin [~1+h,—h/2] arahifinda sadece bir tane sifira sahip
oldugundan lemmay1 ispatlamak icin H (—1+h)£1 ifadesini gostermek yeterli

olacaktir. Gergekten, (+1<log, (k—1) i¢in
14
2(k-2))
H(cen=2 252 o
k-1 k-1
esitsizligi kolayca gosterilebilir. Her bir £ > 2 i¢in

(k=2)(k+1)

log. (k—1)-1
og, (k-1)-1<—

oldugundan lemmanin ispat1 tamamlanir. 7

Teorem 4.3.3. k,reNve (:=(r+1)/2] olsun. (+1<log, (k1) ise

W(k,r)SLEM) (4.19)

eo—kM

esitsizligi dogrudur.
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Ispat.  Teoremi ispatlamak icin Teorem 4.3.1 de asagidaki esitsizligi

kullanmak yeterli olacaktir.

L((1 —) |1, ()| +2kij < i(M] : (4.20)

2 k! ri\ eo,,,
Xe [—1,1] . Dolayisiyla, (4.20) esitsizliginin ispatlanmasi yeterlidir.
[lk olarak, her bir x € [—1,1] ve (+1<log, (k —1) i¢cin

141 141

(1‘x2)4‘nk(x)‘gmaxlﬂ 1) Al (4.21)

esitsizligini ispatlayalim. (4.21) esitsizliginin sag tarafi C, , ile simgelensin. Her

X€E [—1,—1 + h] igin u = k(x + 1)/2 degisken degisimi yapilirsa 0 <u <1 ve

kk 5 ’ 22/,+1 . u u u U +1
x=1) I, (x)=—u"|1—— || | == |-+| 1 - 1——

2"k!( ) L (x) k! 1 2 k-1 k

2041 k+t

< 2/ e 1_(Uk+£/k)u
k™ k+/
22/'+1u4+]e_(6’“ +/k)u
k(+1

+1
A )

2\ ek(o, +1/k)
elde edilir. Ikinci satirdaki esitsizlik geometrik ortalama ile aritmetik ortalama
arasindaki bagimtidan elde edilirken, tigiincii satirda, (1-a/n)" <exp(-a), 0<a<l,

esitsizligi  kullanilmistir. Diger taraftan yukaridaki benzer tartismalar

—l+h<x<-1+2h durumu i¢in de yapilirsa (4.21) esitsizligi elde edilir. Stirling

formiilinden elde edilen k!>k*e 27k esitsizligi, Lemma 4.3.2 ve (4.13)

kullanilirsa
r'W(k ,,)<(Ejr +ﬂ
' ’ 2 B gl 27k’

bulunur. Gerekli islemler yapilirsa /+1<log, (k - 1) saglandiginda
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' ret k(e+1)Y)"
(E) Ck , + k3k € < ( )
2 T 427k e,
elde edilir ki bu (4.20) esitsizligini, dolayisiyla teoremin ispatini verir. [l

Asagida verilen sonuglarda tiirevlenebilme mertebesi olan » sayisini serbest

birakip, k& sayisinin kiiciik degerleri i¢in degerlendirmeler yapilmstir.

Teorem 4.3.4. Her bir r e N icin

1
7122 cos

w(1,r)< (4.22)

(i+1)

Ispat. T.,,, (r+1)—inci Chebyshev polinomunun sifirlarini j =0,1,---,7 igin

y, = cos((2 j+l)x/ 2(r+1)) ile gosterelim. L,, f fonksiyonunu y, noktalarinda

interpole eden derecesi <r olan Lagrange interpolasyon polinomu olsun. Bu
durumda (3.12) ve Lemma 4.1.5 den

7. (x)

2r

‘f(x)_l’r(x)‘z [x’yo’yv”'ayr;f]

S%\[yo,y,.; ,

elde edilir, burada

il Ly

H !f (ut, +(t,—=,) y, +-+(t, =1,y +(1=1)) x)dlt, -+ dt,dt,.
(3.13) den
%[yoayr;fr]= gyil;_f(y)
=5 | o jtl tﬂg (v0)-g(»,)|dt,..dudt,
=5 |y0 N 1.1 ,)-&.[—L.1])dt,..dndt,

J. (0 =2,)80 £ [-1,1] ).ty
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(r)
Sa),(z,f [-1.1])
r12"y, —y,,|

bulunur, burada g (u)= f"" (ut, + (1, —1,) y, +--+(t,=1y) y, +(1-1,) x) dir.

) r
V.= =2sm2

oldugundan

bulunur ki bu (4.22) esitsizligini verir.

Simdi (4.22) esitsizligi i¢in bir asimptotik gosterim elde edelim.

sin?— "
4(r+1
! __ At 1
2cos cos i 2
(r + 1) r+ 1)
2
< z ;1L
16(r+1 2 cos i 2
( ) 2 (r + 1)
oldugundan Stirling formiilii yardimiyla
2
1 < 1 N T
r127 cos = p122H

2(r+1)

274 (r+1)!(r +1)cos 5 il

1 72_3/26r+1
- r'22r+1 + 2r49/2 r+5/2 T
: 229 (r+1) cos
2(r+1)
1 o+
:W+o(p’”(r+l)( 5/2)), 0<p<l.
r!

elde edilir.
Sonug 4.3.5. Her bir r e N icin
1

W(l’r) < r!22r+]

+0(pr+1 (r+1)*(r+5/2))’

burada 0< p <1 dir.
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Teorem 4.3.6. Her bir r € N i¢in

1
r12" cos?

T
2r*

W(2,r)£

esitsizligi dogrudur, burada r*:=?2 [[(r + 1)/2]] +1 dir.

Ispat. 1lk olarak r dogal sayisini tek olarak kabul edelim. (r+2)—inci
Chebyshev  polinomunu 7., ile, sifirflarm1 ise j=0,1,---,7+1 i¢in
Y :cos((2 j+l)x/ 2(r+2)) ile gosterelim. L,,,, f fonksiyonunu y, noktalarmda

interpole eden derecesi <r+1 olan Lagrange interpolasyon polinomu olsun. Bu

durumda (3.12) ve Lemma 4.1.5 den

T
‘f(x)_LrH (x)‘: r;rEIX)[x’yOﬂyla""yrH;f]

[76,0, 3,15 /,]

ST
2}"

elde edilir, burada

t

o[ g(wtyty,eest, ), by,

0

fi(u)=

S — —
O ey

g(u)=g(ut,ty,,t,)= 7 (Utr +(t o —t)y, +. (l‘w12 —ly, )y,.% +
+(t,,% —t,.%)y,.% +ot (=1, +(1—t1)x).
Teorem 4.2.3 {in ispatindaki benzer tartigmalar yapilirsa

o, (l,f(’),[—l,l])
, T
2(r+2)

‘f(x) -L ., (x)‘ <

r127*% cos

bulunur. Eger r bir ¢ift dogal say1 ise interpolasyon noktalar: olarak (r+1)—inci

Chebyshev polinomunun y, = cos((2 j+)x/2(r+ 1)) , j=0,r, sifirlarma ek olarak
¥,..; =0 noktas1 da almir. f fonksiyonunu bu noktalarda interpole eden derecesi

<r+1 olan polinom L , olmak iizere yukarida ki metot uygulanirsa
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_|XTw (x)
()L ()P

_ @ (Lr7,[-1.1])

r12" cos

[x’yoayl""’yrﬂ;f]

2 T

2(r+1)

elde edilir.

Sonug¢ 4.3.7. Her bir r e N igin

1 - 0( p(’*+1)<r*+1/2))’
r12'

burada 1< p<2 ve r*::2[[(r+1)/2]]+1 dir.

W(2,r)£
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5. SONUCLAR ve ONERILER

1. Sayisal analiz alaninda rastladigimiz kaynaklarin c¢ogunda boliinmiis
farklarin tanimi ayrik noktalar {izerinde yapilmistir. Bazi noktalarin ¢akisik oldugu
durumda ise ti¢lincli boliimiin {iglincli kisminda verilen tanim en yaygin olanidir.
Ancak bu kapali bir tanimdir. Sonug 4.1.3 ile genellestirilmis boliinmiis farklarin

acik ve farkli bir gosterimi verilmistir.

2. Zhuk ve Natanson’a ait olan bir lemmada, kapali aralikta tanimli bir
fonksiyon verildiginde bu fonksiyonun, verilen aralifin ayrik noktalarinda
fonksiyonu interpole eden Lagrange interpolasyon polinomu ile farki i¢in bir integral
gosterimi elde edilmistir [23]. Lemma 4.1.7 ile bu gosterim belli mertebeye kadar

tiirevlenebilen fonksiyonlar icin, diiglim noktalarinin bazilariin cakisik olmasina

miisaade edecek sekilde genellestirilmistir: reN, neN, n>r ve her bir i=1,n
i¢in X, € [a,b] olmak tizere bir {x,.}:;l sonlu dizisi verilsin, éyle ki j=r,r+1,..,n ve
h :(b—a)/(n—r) igin x, =X, +h(j—r) olsun. Eger fe AC™' [a,b] ise

[T _!i

hl’ll

1 b

tj jA”’ dndt,
0 0

f(x)_Ln—] (XQf;x],...,xn)_

burada

g(u)= ' (ut, +(t, =) %, +ot (= 1,) 3, +(1-1,)x).

3. Teorem 4.2.1 de ikinci dereceden tiirevlenebilen bir fonksiyona, derecesi
<k+1 olan polinomlar ile yaklagim hatasini, fonksiyonun tiirevinin k —inci
diizgiinliik modiilii cinsinden degerlendirilmesine dair bir noktasal sonu¢ verilmistir.
Bu sonug kullanilarak Whitney Sabitleri i¢in agsagidaki esitsizlik elde edildi:

W(k,2)s[ 2 jz (5.1)

eakﬂ

Yukarida verilen esitsizligin elde edilmesinde kullanilan yontem yardimiyla

bu sonuglarin genellestirilmesi yapildi. Teorem 4.3.1 ile r—inci mertebeden
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tirevlenebilen bir fonksiyona, derecesi <k+r—1 olan polinomlar ile yaklasim
hatasini, fonksiyonun r—inci tirevinin k—inci diizgiinliik modiilii cinsinden

degerlendirilmesine dair bir noktasal sonug¢ verilmistir. Yine, bu teorem yardimiyla

asagidaki sonug elde edilmistir: k,7 € Nve (= [[(r + 1)/2]] olsun. (+1<log, (k—-1)

ise

W(k,r)sl(k(€+l)][+l. (5.2)

r!\ eo,,

4. Teorem 4.3.4 ve Teorem 4.3.5 de farkli bir yontemle k£ =1,2 ve r’nin

keyfi dogal say1 oldugu durumlar i¢in Whitney sabitlerine iist sinirlar elde edilmistir:

W (1, - 5.3
(L)< s (53)

1
W(2,r)< - 54
(27) r12" cos® 7 G4

burada r*:= 2[[(r+1)/2]]+1.

k| W(k1) | W(k2) | w(k,2)
1 | 03679 | 0.2406
2 | 0.2453 | 0.1611
3 | 02007 | 0.1247
4 | 0.1766 | 0.1038
51 0.1611 | 0.0902 | 1,1273
6 | 0.1502 | 0.0805 | 1,4494
7 | 0.1419 | 0.0733 | 1,7955
8 | 0.1354 | 0.0676 | 2,1645
9 | 0.1300 | 0.0631 | 2,5556
10 | 0.1256 | 0.0594 | 2,9680

Tablo 5.1. Tabloda ikinci siitundaki degerler (2.3) esitsizligine gore yapilan

hesaplamalar iken {igiincii siitun (5.1) ve son siitun (5.2) esitsizligine gore yapilmustir.
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r W(l,r) W(2,r)

1| 0.1768 | 0.5000
2|1 0.0180 | 0.2500
3 | 0.0014 | 0.0080

Tablo 5.2. ikinci siitun (5.3) esitsizligine, ii¢iincii siitun ise (5.4) esitsizligine gore

hesaplanmustir.

Yukarida verilen tablolarda k& ve r’nin kiigiik degerleri igin W(k,r)

Whitney sabitlerinin farkli yontemlerle elde edilen {ist sinirlarinin bir listesi vardir.
Dikkat edilirse, Tablo 5.2 de, Chebyshev diigiim noktalar1 kullanilarak elde edilen
siirlar Tablo 5.1 de verilenlerden ¢ok daha iyidir. Ayrica, Tablo 5.1 de iigiincii
stitundaki verilerin elde edilmesinde kullanilan yontemin genellestirilmesiyle elde
edilen veriler daha da kotilesmistir.  Dolayisiyla, yeni bir ydntemle yada
interpolasyon noktalarinin bir uygun secimiyle aranan degerler daha da

tyilestirilebilir.
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OZGECMIS

1977 yilinda Hatay iline bagl Iskenderun ilgesinde dogdu. Ilkokul egitimini
Cemal Giirsel Ilkokulunda, ortaokul ve lise egitimini Iskenderun Barbaros Lisesi’nde
tamamladi. 1996 yilinda, Mersin Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Béliimii’ne kayit yaptirip 2000 yilinda mezun oldu. Ayni yil, Mersin Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisi Matematik Anabilim dali Yiiksek Lisans giris siavini
kazanmasina ragmen yabanci dil hazirlik nedeniyle bir yil sonra, 2001 yilinda,
yiiksek lisans egitimine basladi. 2004 yilinda yiiksek lisans egitimini tamamlayip
ayni yil i¢inde ayn1 birimde doktora egitimi almaya hak kazandi. Doktora egitimi
sirasinda Ukrayna Bilimler Akademisi Matematik Enstitlisiinde bilimsel aragtirma
yapmak tlizere 2005 yilinda sekiz ay, 2007 yilinda ise ii¢ ay olmak flizere iki kez
Ukrayna bagkenti Kiev’de bulundu. Ayrica, yine 2007 yilinda Almanya’nin
Eicshtaett-Ingolstadt Katolik Universitesi’nde Erasmus grencisi olarak ii¢ ay egitim
ald1.

2001 yilinda atandig1 Mersin Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik

Anabilim dalinda ‘Arastirma Gorevlisi’ kadrosundaki gorevine devam etmektedir.
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