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Bu calismada, bir sinif siireksiz katsayili Dirac denklemler sistemi i¢in sinir
kosulu spektral parametre iceren ve icermeyen durumda sagilma teorisinin ters
problemleri incelendi. Ayrisim formiilleri elde edildi. Ayrica sinir kosulu kuadratik
bicimde spektral parametre iceren bir smif klasik Dirac denklemler sistemi i¢in
sacilma teorisinin ters problemi incelendi. Sinir deger problemlerinin spektral

karakteristikleri olarak sa¢ilma verilerine gore potansiyelin ingas1 yontemi verildi.

Anahtar kelimeler: Dirac denklemler sistemi, sac¢ilma verileri, sacilma

teorisinin ters problemi ve ayrisim formiilii.



ABSTRACT

In this study, it has been considered inverse problems of scattering theory for
Dirac equations systems with a spectral parameter in the boundary condition and
without a spectral parameter in the boundary condition in the case of discontinuous
coefficient. The expansion formulas have been obtained. Also inverse problem of
scattering theory for classical Dirac equations systems with a quadratic polynomial to
spectral parameter has been investigated. It has been given the method for
construction of potential to scattering data as the spectral characteristics of boundary

value problem.

Key words: Dirac equations systems, scattering data, inverse problem of

scattering theory and expansion formula.
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SIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Tanim olarak esittir
Kompleks sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi
Oklid normu

Spektral parametre
Sacilma fonksiyonu
Wronskian

F’in transpozu

F’in esleniginin transpozu
F’in A a gore tiirevi
Potansiyel fonksiyon
kiitle

Dirac delta fonksiyonu

Rezolvent operator

[a,b] araliginda mutlak siirekli fonksiyonlar sinifi

¢(y) fonksiyonunun Fourier doniisiimii

ispatin bittigini gosterir.
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1. GIRIS

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisinin, 6zellikle spektral analizin ters
problemlerinin fiziksel problemlerde genis uygulamalarn vardir.  Operatoriin
spektrum kiimesinin incelenmesi, Ozfonksiyonlarna gore ayrisim problemleri
spektral analizin diiz problemleri olarak bilinir. Bir lineer diferansiyel operator igin
spektral analizin ters problemi spektral karakteristiklere gore operatdriin insasidir.
Boyle spektral karakteristikler spektrum, spektral fonksiyon, sagilma verileri ve
benzerleri olabilir. Spektral karakteristiklere bagli olarak farkli ters problemler ele
almur.

Ters problemler teorisinin 6nemli dallarindan biri kuantum mekaniginde
genis uygulamaya sahip olan sacilma teorisinin ters problemidir. Kuantum
mekaniginden bilinir ki, potansiyelli alanda taneciklerin dagilim1 dalga
fonksiyonlarinin sonsuzluktaki davraniglan ile belirlenir. Bundan dolay1 sagilma
teorisinin ters problemi su sekilde tamimlanabilir:  Dalga fonksiyonlarinin
sonsuzluktaki davramiglarina gore alanmin potansiyelini belirtmek ve eger bu
miimkiinse belirtme yontemini vermektir. Matematiksel olarak ise normlastirilmig
ozfonksiyonlarin sonsuzlukta asimptotiklerini belirleyen sacilma verilerine gore
denklemin katsayisin1 tektiirlii insa etmek ve eger bu miimkiinse insa etme
algoritmasini vermektir.

Sacilmanin ters problemleri lineer olmayan evolusyon denklemlerin
¢Oziimlerinde uygulanir ve bu “Sagilmanin ters problemi yontemi” olarak bilinir.

Uygulamada cogu zaman siireksiz katsayili diferansiyel denklemlerle
karsilasilir.  Bu tiir problemlerle genellikle mekanikte, fizikte, jeofizikte ve
miihendisligin farkli dallarinda homojen olmayan veya diizgiin olmayan cisimlerde
karsilagilabilir.  Siireksizlik durumu diferansiyel denklemlerin incelenmesinde
kalitatif degisiklikler olusturur.

Dirac denklemi 1929 yilinda ingiliz fizik¢i Paul Dirac’1n relativistik kuantum

mekaniginde spinleri % olan parcaciklarin hareketini modellemek icin elde ettigi

kuantum mekanik dalga denklemidir.



Tezde Dirac denklemler sistemi igin sagilma teorisinin ters problemi
incelenir. Bu problem daha onceleri H.E.Moses, F.Prats, M.Verde, M.G. Gasymoyv,
B.M.Levitan ve bagka bilim adamlarinin ¢alismalarinda ele alinmistir.

Bulgular ve Tartisma kisminin birinci boliimiinde klasik Dirac denklemler
sistemi i¢in sinir kosulu spektral parametreyi kuadratik polinom bi¢imde igeren bir

sinir deger problemi goz Oniine alinir:

S R Y (I G R
R (4)(0)-P,(4),(0)=0 (1.2)

burada A spektral parametre, P,(A), P,(A) spektral parametreye gore kuadratik

polinomlardir, m pozitif bir sayidir ve par¢acigin kiitlesini ifade eder. p(x),q(x)
fonksiyonlarinin bazi kosullar1 sagladigi kabul edilir. (1.1) denklemler sisteminin
¢oziimii igin operatdr doniisiimii kullamhr. ki bilesenli @(x,A) ozel ¢oziim
tammlanir ve bu ¢oziim (1.2) kosulunu saglar. Ozel ¢oziimiin ve Wronskianin
ozelligi kullanilarak S(A) sagilma fonksiyonu tanimlamir. Bu fonksiyonun (—m,mn)

araliginda sonlu sayida basit kutup noktalarina sahip oldugu gosterilir. Doniisiim
operatoriiniin ¢ekirdeginin sagladig: integral denklem elde edilir ki, bu denkleme

(1.1)-(1.2) simir deger probleminin temel denklemi denir. Bu denklem
{S(2),4.m, (k=1,2,...,n)} degerler toplulugu ile insa edilebilir ve bunlara (1.1)-

(1.2) sinir deger probleminin sagilma verileri denir. Temel denklem kullanilarak
(1.1)-(1.2) sinir deger problemi i¢in ters problemin ¢éziimiiniin tekligi gosterilir.
Bulgular ve Tartisma kisminin ikinci ve iigiincii boliimiinde siireksiz katsayili
birinci mertebeden iki bilesenli Dirac denklemler sistemi icin diiz ve ters problemler
incelenir. Mekanigin, fizigin, jeofizigin ve miihendisligin bircok dallarinda siireksiz
olaylarla ve diizgiin olmayan objelerle kargilagilir ki, bu problemin ¢oziimii igin
siireksiz katsayili diferansiyel denklemlerin spektral analizini incelemek gerekir.
Katsayilar siireksizlik noktasina sahip oldugunda problemin ¢6ziimii sirasinda farkl

teknikler kullanilir ve yeni kalitatif degisikliklerle karsilasilir. Ornegin, potansiyel

bir x =a siireksizlik noktasina sahip oldugunda [0,00) yar1 ekseninde ters problemin



¢Oziimii [O,a] ve [a,oo) gibi araliklarda iki ters problemin ¢6ziimiine indirgenirdi.

Bu durumda (1.1) denklemler sisteminin ¢Oziimii i¢in operatdr doniisimii

kullanilirdi. Tezde ise yeni iicgen olmayan integral gdsterim kullanilir.

Ikinci boliimde [0,o0) yar1 ekseninde siireksiz

(M o)l oseen a0

Dirac denklemler sistemi i¢in
%1(0)=hy, (0)=0 (1.4)
sinir deger problemi ele alinir, burada

1, x>a
a, 0<x<a

l#a>0, p(x) ve g(x) reel degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlardir, h reel sayi, A

spektral parametredir. Q(x) matris fonksiyonu

biciminde tanimlanir ve Oklid normu igin
I”Q(x)”dx <oo
0

kosulunun saglandigr varsayilir. Burada da (1.3) denklemler sisteminin ¢ziimii i¢in

yeni integral gosterim kullanilir, (1.4) kosulunu saglayan 6zel ¢oziim elde edilir,
Wronskian tamimlanir ve hesaplanir, (1.3)-(1.4) simir deger problemi igin S(A)
sacilma fonksiyonu tanimlanir. Sagilma fonksiyonun kapali iist yar1 diizlemde kutup
noktalarinin olmadig1 gosterilir ve |/1| ‘nin yeterince bilyiik degerlerinde S (ﬂ) icin
asimptotik formiil elde edilir.

Diiz problem incelenirken (1.3)-(1.4) sinir deger probleminin rezolvent

operatoril insa edilir, 6zfonksiyonlara gére ayrisim formiilii bulunur. Buradan (1.3)-

(1.4) siir deger probleminin diskret ( noktasal ) spektruma sahip olmadigi ve
spektrum kiimesinin sadece (—00,00) araligin1 kapsayan siirekli spektrumdan ibaret

oldugu sonucuna varithir.  Ters problemin ¢oziimiinde operatér doniisiimiin



cekirdeginin sagladigi integral denkleminin onemli rolii vardir. Coziimiin matris

cekirdegi icin bu denklem elde edilir. Bu denkleme temel denklem denir. Sonra ise
temel denklem kullanilarak S(A) sacilma fonksiyonunun &zellikleri incelenir, bu

fonksiyonun argiiment degisimine iliskin Levinson formiilii bulunur.

Temel denklemin tek tiirlii ¢oziilebilirligi gosterilir. Bundan dolay1 (1.3)-
(1.4) sinir deger problemi i¢in ters problemin ¢dziimiiniin tekligi gosterilir. Temel
denklemden c¢oziimiin matris c¢ekirdegi bulunur ve potansiyelinin sagilma
fonksiyonuna gore tektiirlii ingas1 algoritmasi verilir.

Matematiksel fizigin bir¢ok problemleri spektral parametreyi sadece
diferansiyel denklemde degil sinir kosulunda da iceren problemlere indirgenir.
Bundan dolay1 spektral parametre iceren sinir kosullari ile olusan diferansiyel
operatorler icin spektral analizin diiz ve ters problemlerinin incelenmesi gerekir.
Tezin birinci ve tigiincii boliimiinde sinir kosulu spektral parametre icerdiginde Dirac
denklemler sistemi icin yar1 eksende sacilmanin diiz ve ters problemleri ele alinir.

Bulgular ve Tartismalar kismimin {igiincii boliimiinde ikinci boliimiinde
oldugu gibi pozitif yar1 eksende siireksiz katsayili (1.3) Dirac denklemler
sisteminden ve A spektral parametresini igeren

y,(0)+ 4y, (0)=0 (1.5)
simr kosulundan olusan (1.3),(1.5) sinir deger problemi goz oniine almir. Onceki
boliimde uygulanan metot ve teknikler kullanilarak (1.3),(1.5) sinir deger problemi
icin sacilmanin diiz ve ters problemleri incelenir. Diiz problemin ¢oziimii sirasinda
sacilma fonksiyonu tanimlanir, 6zellikleri incelenir. Onceki durumdan farkli olarak

sinir kosulu spektral parametre icerdigi durumda rezolvent operatdr insa edilirken ve

ayristm formiili  bulunurken, H , =L, (O,oo;(Cz)xC biciminde iic bilesenli

vektorlerden olusan Hilbert uzaylar1 olusturulur, incelemeler bu uzayda yapilir.
(1.3),(1.5) smir deger problemi icin temel denklem elde edilir, sacilma
fonksiyonunun argiiment degisimi icin Levinson formiilii bulunur. (1.3),(1.5) sinir

deger problemi i¢in ters problemin ¢dziimiiniin tekligi gosterilir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Tezde bir simf Dirac denklemler sistemi icin sacilma teorisinin ters
problemleri incelenir. Sacilma verilenine gore ters problemi ¢ozmek icin sagilmanin
diiz probleminin incelenmesi gereklidir. Sacilmanin diiz problemi verilen denkleme
gore spektral Ozelliklerinin arastirilmasi, onun sacilma verilerinin tanimlanmasi ve
sacilma verilerinin Ozelliklerinin incelenmesinden ibarettir. Ters problem ise
spektral karakteristiklere gore lineer operatdriin insasidir.

Sturm-Liouville operatoril icin yar1 eksende sagilma verilerine gore ters
problem R.G. Newton ve R. Jost’un [1] ¢alismasinda ele alindi. Onlar bu problemin
¢Oziimiinii 6nceleri .M. Gelfand ve B.M. Levitan’in [2] ¢calismasinda ¢6ziilmiis olan
spektral fonksiyona gore potansiyelin insast problemine indirmislerdir. 1955 yilinda
V.A. Marchenko [3] calismasinda sa¢ilmanin ters probleminin ¢oziimiine dogrudan
bir metot uyguladi. Bu calisma [4], [S] monografilerinde daha ayrintili verilmistir.
Sacilma teorisinin ters problemi farkli bir metotla M.G. Krein’in [6],[7]
calismalarinda incelendi.

Ikinci mertebeden Dirac denklemler sistemi icin spektral analizin ters
probleminin ¢6ziimii yar1 eksende M.G. Gasymov ve B.M. Levitan’in [8, 9]
calismalarinda, 2n mertebeden Dirac denklemler sistemi i¢in M.G. Gasymov’un
[10] caligsmasinda verilmistir.  Bu calismada yar1 eksende ters problemin
¢oziilebilirligi icin bir simif (kanonik) potansiyeller sinifi aciklandi. Bir simif Dirac
denklemler sistemi i¢in ters problem farkli kosullar altinda I.M Guseinov’un [11],
[12] calismalarinda incelendi.

Stasyoner olmayan durumda sag¢ilma teorisinin ters problemini L.P. Nizhnik
[13] ve onun 6grencileri inceledi [14,15,16,17,18,19,20]. Bu yodnde calismalar ve
ozet [19,20] de verilmistir.

[k kez 1967 yilinda Amerikan fizikgileri C.S. Gardner, J.M. Green, M.D.
Kruskal ve R.M. Miura [21]’de degisken doniisiimii ile lineer olmayan Korteweg-de
Vries denkleminin lineer denkleme indirerek coziilebilirligini gosterdiler. Coziim
sirasinda sagilmanin diiz ve ters problemini kullandilar. Bu bulus spektral analizin
ters problemlerine genis uygulama alanm agti ve bu yonde calismalar daha ¢ok gelisti.

P. Lax [22] , V.E. Zakharov ve A.B. Shabat’in [23] calismalarindan sonra



integrallenebilir lineer olmayan evolusyon denklemler siniflar1 agiklandi. Bu konuya
iliskin caligmalar ve kaynaklar L.D. Faddeev’in [24], M.G. Gasymov’un [10]
makalelerinde, V.A. Marchenko [5], K. Chadan ve P.C. Sabatier [25], B.M. Levitan
[26], L.A. Takhtadjan ve L.D. Faddeev [27], M.J. Ablowitz ve H. Segur [ 28], V.E.
Zakharov, S.V. Manakov, S.P. Novikov, L.P. Pitaevskii [29], G. Freiling ve V.A.
Yurko [30]’nun monografilerinde vardir.

Operator doniisiimlerin ters problemlerin ¢oziimiinde 6nemli rolii oldugu
daha Onceden bilinmekteydi ve kullanilmaktaydi.  Siireksiz katsayili ikinci
mertebeden Dirac denklemler sistemi igin ters problemin c¢oziimiinde operator
doniisiimiinden degil ¢Oziimiin bir integral gosteriminden [.M. Guseinov [11]
calismasinda gosterdi. Kh.R. Mamedov ve A. Col bu integral gosterimi [31]
caligmasinda farkli sinir deger problemine uyguladilar. Tezin “Bulgular ve
Tartigma” kisminin ikinci ve {iciincii boliimiinde siireksiz Dirac denklemler sistemi
icin ¢oziimiin bu gosterimi kullanilarak ters problem incelenir. ikinci mertebeden
Dirac denklemler sistemi i¢in sagilmanin diiz ve ters problemleri Kh.R. Mamedov’un
[32], Kh.R. Mamedov ve A. Col’iin [31, 33, 34] calismalarinda ele alindi.

Daha onceleri Sturm-Liouville denkleminin ¢oziimii i¢in yeni integral
gosterimi .M Guseinov, R.T. Pashaev’in [35] calismasinda elde edildi ve ters
problemin ¢oziimiine uygulandi. Kh.R. Mamedov’un [36] ¢alismasinda bu integral
gosterimden farkli bir smir deger problemi i¢in sagilmanin ters probleminde
kullanildi.

Tezde siir kosulu spektral parametre iceren siirekli ve siireksiz Dirac
denklemler sisteminden olusan sinir deger problemleri ele alinir. Bu problem ig¢in
sacilmanin diiz ve ters problemleri Kh.R Mamedov’un [32] ve Kh.R Mamedov, A.
Col’iin [33,34] calismalarinda incelendi. Benzer problem Sturm Liouville operatorii
icin E.A. Pocheykina-Fedotova’in [37], V.A. Yurko’nun [38, 39], Kh.R.
Mamedov’un [40], Kh.R. Mamedov ve H. Menken’in [41,42] calismalarinda

incelendi.



3. MATERYAL VE METOT
3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tamm 3.1.1.
Bﬂ+P(x)y:/1y, y(x)= () (3.1.1)
dx Y (x)

matris denklem ele alinsin, burada
B:(O IJ’ P(x):[pu(x) plz(x)j
_1 0 P21(x) p22 ()C)

bi¢imine sahiptir, p, (x) i,k=1,2 [0,7[] araliginda tanmimh reel degerli, siirekli

fonksiyonlardir ve A bir parametredir. (3.1.1) ifadesi asagidaki birinci mertebeden

denklemler sistemine denktir:

vy 4Py (%) 3y + o (%) v, = Ay,
= 4 oy (%) 3+ pon (%) 3, = Ay,

Do (x) = (x) =0, p, (x) :V(x)+m s Py (x) :V(x)—m ,V(x)
potansiyel fonksiyon ve m bir parcacigin kiitlesi olmak iizere (3.1.2) denklemler
sistemine gorelilik kuantum teorisinde bir boyutlu duragan Dirac sistemi denir [43].

H =H(x) iki boyutlu uzayin diizgiin ve ortogonal doniisiimii olsun. Iki

boyutlu uzayin her ortogonal doniisiimii sabitlestirilmis ortogonal ve normlastirilmig

tabana gore
Cosp(x) —Singp(x
1) Cor0 () ~Sing(
Sinp(x) Cosp(x)
formunda matrise sahiptir. B ve H matrisleri komutatiftir. Yani BH = HB
saglanir. y=H (x)z degisken doniisiimii yapilsin. y 'nin ifadesi (3.1.1) de yerine

yazilarak ve soldan H ' ile carpilarak

H“Bdi(Hz) +H 'PHz=H 'AHz
X

yada



B£+(H"IBiH +H’1PH)z:/1z (3.1.3)
dx dx

elde edilir. Q(x)=H ‘leiH + H™'PH matrisini hesaplamak igin
x
’ 0
H_lBiH _|? (x) /
dx 0 ¢ (x)

veE

. : 1 .
P, Cos* o+ p,Sin2@+ p,Sin*p  p,Cos2¢+—(p, — p,,)Sin2¢
H™'PH = 2

1 . . :
plzC0s2¢)+5(p22 - p,)Sin2¢  p,,Sin*p— p,,Sin2¢+ p,,Cos’p

ifadeleri kullanilarak asagidaki formda Q matrisi bulunur.

0(x)= 4, (x)  qp (x)j _

q, (x) 9 (x)

, . . 1 .
@'+ pCos’ @+ p,,Sin2¢ + p,,Sin’p P12C0S2¢+E(p22 = py) Sin2¢

1 . , . .
p126‘0s2¢)+5(p22 - p,,)Sin2¢ @ + p,,Sin*@— p,Sin2¢ + p,,Cos* ¢
@(x) fonksiyonu g, (x) =0 olacak sekilde segilsin. O zaman

1 .
P () C0s2¢(x)+5{p22 (%)= 1y, (x)}Sm2¢)(x) =0
olur. Boylece, p,, (x)# p,, (x) ise

-1 2plZ ('x)

_L an” ——————————
q)(X)_ 2t pll(x)_pzz (x)

bicimindedir ve Q matrisi

_ an (%) 0 \_ p(x) 0
Q‘x)‘( 0 qH(xJ‘( 0 r(x)J

formuna sahip olur. Boylece (3.1.3) denklemi

(0 ljﬁ{p(ﬂ O)JZZ}LZ (3.1.4)

-1 0)dx 0 r(x

biciminde yeniden yazilabilir.



Bir de ¢(x) fonksiyonu 2¢’(x)+ p,, (x)+ p,, (x) =0 olacak sekilde segilsin.

Boylece,
plx) =5 [{r (5)+ P ()} s

formuna sahip olur ve (3.1.3) denklemi

(0 1}@{1)()6) q(x))jzzlz (3.1.5)

-1 0)ax (q(x) -p(x

denklemine doniigiir. (3.1.4) ve (3.1.5) denklemlerine (3.1.1) denkleminin kanonik
formlari denir. (3.1.1) denkleminin spektral teorisindeki cesitli problemlerin
¢oziimiinde bu ve buna benzer kanonik formlari kullanmak daha uygun olur.
Ornegin (3.1.1) denkleminin 6zfonksiyonlarina gore ayrisim formiiliinde (3.1.4)’ii
kullanmak daha uygundur, verilen sonsuz aralikta (3.1.1)’in 6zdegerlerinin asimtotik
ifadeleri gibi sorularda ve ters problemde (3.1.5) kanonik formunu kullanmak daha

uygundur.

A ve B lineer diferansiyel operatorler ve E,, E, lineer fonksiyon uzaylar

olsun.

Tamm 3.1.2. X :E, — E, lineer operator olsun. X operatorii asagidaki iki

kosulu saglarsa X e doniisiim operatorii denir.
1) AX =XB

2) Siirekli ters operatér X ' vardir.

d

N pl(:) o | . pz(;) —
ix i (x) “ix r,(x)

olsun , burada p,(x), r,(x), k=12 [0,7] arahfinda reel degerli, siirekli

fonksiyonlardir [43].

E, ve E,



£,(0)Siny+ £, (0)Cosy =0
,(0)Sind + g, (0)Cosd =0

kosullarin1 saglayan siirekli diferansiyellenebilir f(x) ve g(x) vektor degerli

fonksiyonlar kiimesinden olugsun, burada ¥, keyfi reel sayilardir.

X matris doniisiim operatorii
X{f(x)}:R(x)f(x)+JK(x,s)f(s)ds

formunda yazilabilir, R(x) ve K(x,s) iki mertebeli siirekli diferansiyellenebilir

matrislerdir.

(aly) A
R(’“)‘[—ﬂm a(xJ

bi¢imindedir ve &(x), #(x) fonksiyonlari

a(x) :%Sin{%;‘:tmce[A—B]dr+ sin”! %}

B(x) =%C0s{%ltrace[A—B]dT+ sin”! %} , K =sec(d-7)

olarak hesaplanir.

Tamm 3.1.3.

dzf(r,k)

- +(k> =V (r)) f (r.k)=0

radyal Schrédinger denkleminin

lim f (r,tk)e™ =1

asimptotik kosullarim saglayan coziimlerine Jost ¢oziimleri denir. Ayrica
E(r,z)=e"f(r, k)
fonksiyonuna da Jost ¢oziimii denir ve bu
d’E(r,z) dE(r,z)

0 By (1) E(r2) =0

diferansiyel denklemini ve sonsuzluktaki

10



limE(r,z)=1

kosulunu saglar, burada

z==%2ik [45].

Tamm 3.1.4. H Hilbert uzayr ve A bu uzayda tamimli operatdr olsun.
R,=(A-A )_1 varsa ve biitin H uzayinda tanimli operatorii ifade ediyorsa A€ C

sayisina regiiler nokta denir. R, operatoriine ise A operatériiniin rezolventi denir.

Regiiler olmayan biitin Ae C sayilarina A operatéoriiniin spektrumu denir. Bir

operatoriin  9zdegerleri spektrum kiimesine dahildir. Bu yiizden VAe C igin
R,=(A-A )_1 yoktur. Biitiin 6zdegerlerin kiimesine operatoriin discrete spektrumu

denir. Spektrumun diger noktalarina siirekli spektrum noktalari denir. Bu noktalarin

olusturdugu kiimeye operatoriin siirekli spektrumu denir [44].

Teorem 3.1.5. (Fredholm Alternatifi) 7 Hilbert Schmidt operator ve A

sifirdan farkli kompleks say1 olsun. g (s)e L, [a,b] bilinen fonksiyon olmak iizere

F(s)=AT(f)(s)=g(s) (3.1.6)
ikinci ¢esit Fredholm integral denklem ele alinsin.

a) Verilen A kompleks sayisi (3.1.6)’in karakteristik degeri ( yani A", T

operatoriiniin 6zdegeri) ya da bu denklemin regiiler degeridir.
b) A, (3.1.6)’in karakteristik degeri ise (/ —ZT*) "in ¢ekirdek uzay1 L, [a,b] ’in sonlu
boyutlu altuzayidir ve (3.1.6)’in ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g

fonksiyonunun bu cekirdek uzaym ortogonal tiimleyeninde olmasidir, burada 7~

operatorii 7 ’in eslenik operatoriidiir [44].

Teorem 3.1.6. ( Ayrisim Teoremi) [a,b] sonlu aralifinda

yz, —{/1+p(x)} = fl (x)
)’1, +{/1+r(x)}y2 ==/, (x)

denklemler sistemi ve

11



b)) (a)sina+ Y, (d)COSOt:O
Y (b)Sin,B+ Y, (b)COS,B=O

sinir kosulu ile iiretilen siir deger problemi ele alinsin, burada f,(x), f,(x)

(3.1.7)

fonksiyonlar1 f (x) vektor fonksiyonun bilesenleridir.

f (x) siirekli tiireve sahip ve (3.1.7) kosullarini sagliyorsa o zaman f (x)
v, ~{A+p(x)}y =0

yl/ +{/7,+r(x)}y2 =0
denklemler sistemi ile ve (3.1.7) sinir kosulu ile iiretilen sinir deger probleminin
vektor degerli 6zfonksiyonlarinin mutlak ve diizgiin yakinsak Fourier serisi seklinde

yazilir, yani

F(x)=Y av,(x)

n=—oo

bi¢cimindedir, burada

ile ifade edilir[43].

Tanm 3.1.7. [a,b] arahginda Karesiyle integrallenebilir f(x) vektor

fonksiyonu icin saglanan

[P Wd=S @ ()= ()4 £ ()

a n=—oo

bagintiya Parseval esitligi denir [43].

12



3.2. (2nxn) BOYUTLU DIRAC DENKLEMLER SISTEMi

By +mTy+Q(x)y=A4y, 0<x<oo (3.2.1)
2n mertebeden Dirac denklemler sistemi ve

y(0)=..=y,(0)=0 (3.2.2)
sinir kosuluyla iiretilen simir deger problemi ele alinsin, burada Q(x) potansiyel

matris fonksiyonu

P(x 10(x
Q(x): ( ) Q( ) (3.2.3)
0(x)1 -IP(x)I
bicimindedir, m > 0 kiitle, 4 spektral parametre,
N
y =
y2n
2n bilesenli vektor fonksiyon,
E 0
T — n
( O _E"J
E, birim matris,
0 01
0 1 0
0 I
B= , I =
1 0. .00

Q(x) potansiyel matris fonksiyonunun elemanlari P(x), Q(x)

fonksiyonlarinin
[P(x)]< ﬁ (3.2.4)
o (x)]< ﬁ (3.2.5)

13



kosullarini sagladigi kabul edilsin, burada ¢, € pozitif sayillardir. O zaman (3.2.1)-
(3.2.5) sinir deger problemi (—m,m) araliginda sonlu sayida Ao A, ayrik (diskrit)
Ozdegere sahiptir ve onun siirekli spektrumu (—oo,—m] ve [m,oo) araliliklarinda
yerlesir.

®(x,A) ( |A>m| ve ImA=0) ve <I>(x,/1j), j=1,..,p matris
fonksiyonlarin kolonlar1 (3.2.2) yi saglayan (3.2.1) denkleminin ¢dziimleri oldugu

ve x — oo iken |ﬂ| >m igin

fq:(x,ﬂj)qa*(z,,zj)+l [ ®(x2)® (1,2) /j;Zd/1=5(x—t)E2n

J=1 T ‘/{‘>m

Parseval esitligini saglayacak sekilde normlagmis oldugu varsayilsin.

1 ﬂ+ ” En ikx ﬂ+ " En —ikx
CD(x,/i)zz—i k e =k e ™S (4)(1+0(1)),
—il il

m—/ij

cb(x,/ij)z( MEnJeW"Mj[1+0(1)},

2
burada k=ﬂ,[1—%, M ,M,,..M, ise ranklan /1‘,...,/117 Ozdegerlerinin

katliligina esit n mertebeden negatif olmayan matrislerdir ve S(A4) n mertebeden

sacilma matrisidir.
S(A). Ao A, .M M,,.... M, topluluguna (3.2.1)-(3.2.5) sinir deger proble-

minin sagilma verileri denir.
(3.2.1)-(3.2.5) smir deger probleminin normlastirilmis 6zfonksiyonlarinin
asimptotik davranisini belirlemek i¢in sagilma verilerinin bilinmesinin yeterli oldugu

aciktir. Bundan dolay1 Dirac denklemler sistemi i¢in sacilma teorisinin ters problemi

su sekilde tanimlanir: {S(/l),/ﬂ,...,/i

n’

M, ..M n} sacilma verilerini bilerek
potansiyeli tek tiirlii belirtmek ve eger bu miimkiinse {S (A)s Asees 4, M, ,...,Mn}

degerler toplulugunun bu sinir deger probleminin sagilma verileri olmas1 icin gerekli
ve yeterli kosullar1 bulmaktir.

[10] da bu problem tamamen ¢oziilmiistiir.
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A+m
f(.x,ﬂ): k n eikx
—il

matris fonksiyonunun
By +mTy= Ay

denkleminin ¢6ziimii oldugunu gostermek kolayca gosterilir, burada

=410 e

bicimindedir.

Problemin ¢6ziimil icin doniisiim operatoriinden yararlanilmistir, asagidaki

teoremde ¢Oziimiin bicimi verilmektedir.

Teorem 3.2.1. Q(x) (3.2.4)-(3.2.5) kosullarin1 saglayan fonksiyon olsun. O

halde (3.2.1) denkleminin (2nxn) boyutlu tek bir matris F(x,A) ¢oziimii vardir.

Bu ¢ozim ImA>0 oldugunda x —oo iken f(x,A)’ya yakinsar ve F(x,4)

fonksiyonu

F(nA)= £ (5.A)+ [A(x) £ (1. 2)de

bicimine sahip olacak sekilde 2n boyutlu A(x,t) matris fonksiyonu vardir.

Ayrica
||Aii (.X ! || - +tl)l+s » 1 1’2
[ .
[ (0l < T

saglanir . Eger Q(x) mutlak siirekli ise A(x,7) matris fonksiyonu
d d
Ba—+mT+Q(x) A(x,t)z—EA(x,t)B+mA(x,t)T
X

denklemini ve
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BA(x,x)—A(x,x)B=Q(x) (3.2.10)
kosulunu saglar. Tersine A(x,t) fonksiyonu (3.2.9) denklemini ve (3.2.7), (3.2.8) ve

(3.2.10) kosullarini saglarsa (3.2.6) ile tammmlanan F (x,/i) fonksiyonu
{Bdi+mT+Q(x)}F(x,/l) AP (x.2)
X
denklemini saglar. Burada
Q(x)=BA(x,x)-A(x,x)B

bicimindedir [10].

(3.2.10)’dan Q(x) potansiyelini belirlemek i¢in A(x,7)’i bilmenin yeterli

oldugu agiktir. Bunun i¢in

=3

A(x,y)+F(x+ y)+IA(x,t)F(t+ y)dt =0 (x< y <o) (3.2.12)

X

integral denklemi elde edilir, burada

> er/q“fE +A
m i —fm*=A%x
F(x)=Fg(x)+) [ \m=-4, " sz( —LE, 1} g
j=1

; m—/lj

Fy(x)= [ L(A)e™da+ [ L()e"dA

[A[>m |A|>m

ve
A+m
1 A+m k
L(A)=— E -S(4 E il
(D= T |(B-sta)(A2ms, )
il
bicimindedir.

Bu integral denkleme (3.2.1)-(3.2.2) sinir deger probleminin temel denklemi
denir. Bu denklemi inga etmek i¢in ise sagilma verilerini bilmenin yeterli oldugu
aciktir. (3.2.11) denkleminin 2n mertebeden Dirac denklemler sistemi i¢in sagilma

teorisinin ters probleminin ¢oziimiinde 6nemli yeri vardir.

Integral denklemin tek tiirlii ¢oziilebilirligi icin asagidaki teorem ispatlanr.
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Teorem 3.2.2. Her bir sabitlestirilmis x icin

A(x,y)+F(x+y)+TA(x,r)F(t+y)dtzo (x<y<oo)

X

denkleminin bilesenleri L, (x,) uzayindan olan tek bir ¢6ziimii vardir. m

Bu teorem Dirac denklemler sistemi i¢in sagilmanin ters problemini ¢ozmeye

imkan verir. {S (A)sAsees A M) M n} sagilma verileriyle F(x) fonksiyonu insa

n’

edilir ve bunun yardimiyla A(x,y) bilinmeyenli

A(x,y)+F(x+y)+TA(x,r)F(t+y)dtzo (X< y<oo)

X

integral denklem insa edilir. Bu denklemin tek bir A(x,y) ¢dziimiin var oldugu ve

oo

F(x,/l):f(x,/l)+jA(x,t)f(t,/1)dt

X

matris fonksiyonun
BF’(x,A)+mTF (x,A)+Q(x) F (x,A) = AF (x,1)
denkleminin ¢6ziimii oldugu gosterilir, burada
Q(x)=BA(x,x)—A(x,x)B
biciminde oldugu bulunur.

Boylece ters problemin ¢oziimiinii elde edilmis olur.

Ayrica diiz problemin ¢oziimiinde kullanilan Wronskian kavrami asagidaki

gibi tanimlanir.

Tamm 3.2.3. ¢(x,4) ve w(x,4) (3.1.1) denkleminin (2nXxn) boyutlu

matris ¢oziimleri olsun. Onlarin Wronskiani
¢(x,A) By (x,4) =W[p.y]

ifadesine denir [10].
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Teorem 3.2.4. Dirac denklemler sisteminin iki matris ¢Oziimlerinin

Wronskiant x’e bagli degildir [10].

Ispat. y(x,A) ve ¢(x,A) denklemi sagladig1 igin
BY +mTy+Q(x)y =y,
By +mTo+Q(x)p=A¢
olur. Ikinci esitligin transpozunu alinirsa
By +mTy +Q(x)y = Ay,
~¢" " B+m@'T +¢"Q(x) = A¢"
denklemler sistemi elde edilir. 1. denklem soldan ¢’ ile 2. denklem sagdan y ile

carpilirsin ve taraf tarafa cikarilsin. O halde
"By + q)T/Bl// =0
yani
[¢'Bv] =0
bulunur. Buradan
@' By =c, c sabit
w [q), l//] =c, csabit

oldugu cikar. Boylece teorem ispatlanmig olur. m
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3.3. SUREKSIZ KATSAYILI DIRAC DENKLEMLER SISTEMI ICIN
SACILMA TEORISININ TERS PROBLEMI

Yar1 eksende
BY +Q(x)y=2Ap(x)y 0<x<oo (3.3.1)
Dirac denklemler sistemi ve
»(0)=0 (3.3.2)
sinir kosulu ile iiretilen sinir deger problemi ele alinir. Burada A spektral parametre
Y:(Ylj’ B:[ 0 1} Q(x):[p(X) q(x) J
Y, -1 0 q(x) —p(x)

1, x>a

p(x) :{ (3.3.3)

a, 0<x<a
lza>0, p(x) ve g(x) reel degerli lgiilebilir fonksiyonlardir. Q(x) matris

fonksiyonu Oklid normuna gore

T||Q(x)||dx< oo (3.3.4)

kosulunu sagladigi kabul edilsin. Q(x)=0 oldugunda ImA>0 i¢in (3.3.1)

denkleminin
. 0 —idx 1
lim f°(x,A)e™ =|
X—>o0 _l

kosulunu saglayan ¢6ziimii

formundadir, burada

Teorem 3.3.1. (3.3.4) kosulu saglansin. O zaman ImA>0 icin (3.3.1)

denkleminin
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X—>o0 —1

lim f (x,4)e™ = {1 j

kosulunu saglayan ve

F(x,A)=7"(x,A)+ T K(x,t)[l ,je“’dt (3.3.5)
ulx !

)

formuna sahip tek bir c¢oziimii vardir. Burada K (x,t) matris fonksiyonunun

elemanlart pozitif yarim eksende toplanabilirdir ve K (x,7) asagidaki dzelligi saglar

oo

”K(x,t)

“(x)

dr <™ -1
burada
o(x) = [|Q(0)]dr.

Ayrica Q(x) mutlak siirekli ise

BK (x,t)+Q(x)K(x,t)+p(x) K, (x,t)B =0

(3.3.6)
p(){BK (x.p1(x)) = K (x.p2(x))} = ()
saglanir [11].
Ispat. F(x,A4) ise (3.3.1) denkleminin
10
lim F(x,A)e™ :( J
e 0 1
kosulunu saglayan ¢6ziimii olsun. O halde
1
f(xA) :F(x,l)( ]
—i
oldugu agiktir. F(x,4)’n
F(xA)=e*+ [ K(xt)e ™ ar (3.3.7)

u(x)
formuna sahip oldugunu gostermek yeterlidir. Sabitlerin degisimi yOntemiyle

F(x,A) igin
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oo

F(x,A) =" — [ BQ(r)e* I (1, ) dt (3.3.8)

u(x)

integral denklemi elde edilir. F (x,4)’n bu integral denklemi saglamast i¢in

—3

[ K(x,t)e " de==[ BQ(t) 10| A0 4 [ K (1,5)e " ds |t (3.3.9)
u(x) x

—~

u(t)
esitliginin saglanmasi gerekir. Aksine K (x,7) bu esitligi saglarsa, F(x,A) matris

fonksiyonu (3.3.8) integral denklemi saglar.
Ki(x,t):%[K(x,t)iBK(x,t)B]

olarak gosterilsin. K, (x,7) matris fonksiyonunun ifadesinden

K(xt)=K, (x,1)+K_(x1),
BK+(x,t):%[BK(x,t)—K(x,t)B]:—K+(x,t)B,
BK_(x,t):%[BK(x,t)+K(x,t)B]=—K_(x,t)B,

oldugu aciktir. (3.3.9)’'min sag tarafi sol tarafina benzetilerek K, (x,t) matris

fonksiyonlart icin asagidaki integral denklemler elde edilir:

O<x<a, ax—aa+a<t<—-ax+aa+a igin

t+ax+aa—a

)— [ o)k (Ca-arar)ac,

t+ax+aa—a

K+(x,r):—2iBQ( 5
a a

O<x<a, t>-ax+aa+a igin

1 (r+afx—a’a+a

K. (1) =L pof e j—ng(;)K_(g,z—agmx)d;

t+ax—aa+a

_ f BQ(E)K_(¢ot—C +ax—aa+a)dl,

O<x<a, t>ax—aa+a igin
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a

K (x1)=-[BQ({)K. ((,t+a§—ax)dg“—TBQ(()K+ (C1+¢—ax+aa—a)dl,

X

t>x>a icin

K+(x,r)=—%m[x7”j— [ BO(O) K (L4 x-)ag

K (o)== BO(O)K.(¢.1—x+ ) dC.

Bu denklemler sisteminin ¢oziilebilirligi ardisik yaklasim metoduyla elde
edilir. m
Bu ¢6ziim yardimiyla (3.3.1)-(3.3.2) sinir deger problemi i¢in sag¢ilmanin ters

problemi ¢oziilmiistiir [12].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. SINIR KOSULU KUADRATIK BiCIMDE SPEKTRAL PARAMETRE
ICEREN DIRAC DENKLEMLER SISTEMI ICIN SACILMA TEORISININ TERS
PROBLEMI

4.1.1. Probleme Giris

Bu boliimde smir kosulu klasik durumdan farkli olarak kuadratik bigimde

spektral parametre igeren Dirac denklemler sistemi icin sagilma teorisinin ters

problemi incelenir. [0,oo) yar1 ekseninde

v, +(m+p(x))y +q(x)y, =2y,

4.1.1.1)
=y =(m+p(x))y,+q(x)y = Ay,
Dirac denklemler sistemi ve
(o, + A+, A7)y, (0)—(B, + BA+ BA7) y,(0)=0 (4.1.1.2)

sinir kosulu ile iiretilen sinir deger problemi ele alinir. Burada A spektral parametre,

m >0 kiitle (sabit), p(x), g(x) reel degerli fonksiyonlar i¢in

< 4.1.1.3
|p(x)|< (1+x)2+g ( )
L — 4.1.1.4
|q()C)|< (1+x)1+€ ( 1.1 )

esitsizlikleri saglanir, ¢, & pozitif sayilardir. Q(x)
0(x) = p(x) aq(x)
q(x) -p(x)
formunda 2 boyutlu matris fonksiyonu olarak tanimlansin.

Ayrica (4.3.1.2.) sinir kosulundaki katsayilar oci,BjeR, i,j=12 ve

o,B, —a,B, >0, 0B, —a,B, >0, o,p, — B, =0 kosullarini saglar.

Kolayca gosterilir ki,
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A+m
f(xA)=| k [

—i

fonksiyonu
By +mTy = Ay

denkleminin ¢6ziimiidiir, burada

2
k:ﬂ,/l—%, 4> m.

Q(x) matris fonksiyonunun bilesenleri (4.1.1.3), (4.1.1.4) kosullarim
sagladiginda (4.1.1.1) denkleminin ImA>0 ic¢cin x—o iken f(x,4)’ya

yakinsayan (2x1) mertebeli tek bir matris F(x,4) ¢oziimii vardir ve F(x,A)

fonksiyonu

oo

F(x,A)=f(xA)+[A(x1) f (. 4)dt (4.1.1.5)

X

bicimine sahip olacak sekilde
A ( X, t) =
(Az

formunda 2 boyutlu A(x,7) matris fonksiyonu vardir . Ayrica

c
Axt)S——, i=12
|AI ( )| (1+t)1+g
c
x| f————A——— i#j
‘A]( )‘ (1+x)(1+1)"* /

esitsizlikleri saglanir.

(4.1.1.5) den goriildiigii gibi ¢6ziimiin ifadesi i¢in operatdr doniisiimii
kullanildi.

Bu boliimde oncelikle (4.1.1.2) kolunu saglayan 6zel c¢oziim verilecektir.

Ozel ¢oziim ve Wronkian yardimiyla S(A) sagilma fonksiyonu tanimlanacaktir,

sagilma fonksiyonunu asimptotik ifadesi elde edilecektir ve (—m,m) araliginda sonlu

sayida basit kutup A ;k=1,.n noktalarina sahip oldugu gosterilecektir.
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m; k=1..n normlastirict sayilart tanimlanacaktir. Boylece
{S (A), A, m, (k= 1,2,...,n)} degerler toplulugu elde edilmis olacaktir ve bu degerler
toplulugu sacilma verileri olarak tamimlanacaktir. Daha sonra ters problemin
¢oziimiinde onemli rol oynayan ve (4.1.1.5) ¢oziimiiniin cekirdegi A(x,7)’in

sagladigi integral denklem elde edilecektir.

Ters problemin ¢oziimiinde ise sagilma verileriyle gecit fonksiyonu denilen
F(x) fonksiyonu insa edilecek ve sonra bilinmeyen A(x,?)’e gore temel denklem

inga edilecektir. Son olarak da bu denklemin tek tiirlii ¢oziilebilirligi arastirilacaktir

ve potansiyelin insasi i¢in algoritma verilecektir.

4.1.2. Ozel Coziim ve Sacilma Fonksiyonu

@(x,A) ile (4.1.1.1) denkleminin
0 (0.4)= B+ A+ B2, 9, (0.4) =0, + A+’
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii gosterilsin.  Burada ¢, (x,4) matris

fonksiyonunun birinci satiri, @, (x, 1) ise ikinci satirim gosterir.

Dirac denklemler sisteminin ¢6ziimleri ig¢in Wronskian kavrami tezin

“Materyal ve Metot” kisminda verilmistir. F(x,4) ve F(x,4) fonksiyonlarinin

A+tm

Wronskiani x’e bagh degildir ve 2i ’a esittir.

ai’Bj eR,i,j=12 ve af,—op >0, 0,p —ap, >0, a,p,—0,p, =0

olmak tizere
E(/ﬁi) = (0{0 +0{11+052/12)F1 (0’/1)_(:30 +:31/1+:32ﬂ'2)F2 (O’ﬂ')

fonksiyonu tanimlansin.

Lemma 4.1.2.1. |/1| > molan reel A’lar icin

A+m @(x, )

B

=F(x,A)-S(A)F(x.A) (4.1.2.1)




Ozdesligi saglanir, burada
a,+a,A+a,A*)F (0,A)—(B,+BA+B,A*)F, (0,4
S(ﬂ :( 0 1 2 2) 1( ) (IBO 131 132 2) 2( ) (4.1.2.2)
(a, + A+, A7) F,(0,4) (B, + BA+ BA°)F, (0, 4)

bicimindedir,

veE

bagintilarini saglar.

Ispat. |A]>m oldugu durumda reel A’lar i¢in F(x,A) ve F(x,A) vektor

fonksiyonlar1 (4.1.1.1) denkleminin temel c¢oziimler sistemini olusturur. Boylece

¢(x.4)
p(x.2) =, (A) F(5.4)+ e ()T (.7)
formuna sahiptir ve burada ¢ (4),c,(4) A’ya bagh bulunmasi gereken
fonksiyonlardir.
WF(x.2).0(x.4)]=F (0.2)9,(0.4)- F, (0.4) ¢, (0.2)
=(a, + A+, )F(0,4)— (B, + BA+BA")F (0, 4)

hesaplamas1 W [F (x,4), (p(x,i)] = E(A) oldugunu verir. Boylece

W[F(x4).0(xA)]=c, (2)2i ﬂ;’“ _E(4)
W[ F(xnA).p(x4)]= (/1)21‘/“];”1 _E(D)

elde edilir. ¢ (4) ve c,(A) ifadeleri yerine yazilirsa

k =7 k

E(/i)F(x,/i)+mE(/1)F(x,/l) (4.1.2.3)

(/’(x,/1)=—m

bulunur. Diger taraftan || >m oldugu durumda reel A’lar i¢in E(A)#0 oldugunu

gostermek gerekir. Aksi kabul edilsin. O zaman en az bir A, sayis1 vardir dyle ki
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(o +ady + a4} ) F(0.4) = (B, + B+ BAy ) F, (0. 4)

saglanir. Ayrica

W[F(0.4) F(0.5)|= F(0.4) Fu(0.4)- £ (0.4) F (0.4) =2

oldugundan ve yukaridaki bagint1 burada yerine yazilirsa

0=2i0tM
k

bulunur. A, #-m oldugundan celigkiye varilir. O halde |/1| >m oldugu durumda

reel A’lar igin E(A) fonksiyonunun sifir yeri yoktur. (4.1.2.3) 6zdesliginin her iki

(A+m)
taraf1 2i ile boluniirse istenilen
kE(A)
A
2 2tm O A) T S(A)F(x4)
k E(A)

esitligi elde edilir ve burada

(o, + A+, A7) F,(0,4) (B, + BA+ BA°) F, (0, 1)
(0{0 +0{14‘"0[2/12)}71 (0’/1)_(:30 +ﬂ1ﬂ'+ﬂzﬂ'2)Fz (0’1)

) _
)

formuna sahiptir. S(A) fonksiyonunun bi¢iminden

s(z):%:[s(,z)]‘l

ve

oldugu bulunur. Boylece lemma ispatlanir. m

Tamm 4.1.2.2. (4.1.2.2) ile tammh S(A) fonksiyonuna (4.1.1.1)-(4.1.1.2)

sinir deger probleminin sagilma fonksiyonu denir.

S(A) fonksiyonunun (4.1.2.2) ifadesi kullanilarak asagidaki lemma

ispatlanir.
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Lemma 4.1.2.3. |/1| — oo iken agagidaki asimptotik ifade saglanir:

S(4)= S(oo)+0(%j (4.1.2.4)
burada
_%-if
S aip

Ispat. E(A)’1n taniminda (4.1.1.5) yerine yazilirsa

E(A) Z(% +a1/1+a2,12){/1;;m +I(A11M7m—f‘lzi}emdt}

0

_(ﬂ() +ﬂ1/1+,82/12){—i+j!:(1421 ﬂl‘;m _Azzl.jeil(tdt}

elde  edilir. (4.1.2.2) g6z oOniinde bulundurularak ve Aﬁ(X,t) i,j=12

ozelliklerinden

(a0+a12«+a2/12){2«-;m+'[(1411T+A12ije—iktdt}

0

(ﬁo +ﬁlﬂ+ﬁzﬂz){i+T(A,zll_'_k’n_FAzzl'je—ikrdt}

S(A)= _
(%+a1/1+a2,12){/12m +I(A“’1;’“_Alzije,-ktdt}

0

-(4) +r31/1+ﬁ2/12){_i+7(f‘21 ﬂ;m —Azzije"’"d’}

28



—ikt

k e k e ™
0:2+/1+/12+0(J'(A“+A121/1 jﬂz dt+0{j(A“+Alzz/1 m) P dt

oo

K — i k B, ﬁ ko
!(A A j di=if, = (/12 /1)/1+m
L R e oy

o % [ .k e .k e
a2+/1+/12+a0£(A“ szAu)ﬂdeal{(A“ z/HmAu) dt

A

T .k ikt . k k
+a2'f(AH—z/1+mA12je"dt+zﬂ2 l+m+ (/’fg +§l)l+m
0

B[ i A Jear [ﬂ‘wﬁljj(@l

k 1
az—iﬂ2+0(j
_ ﬂ-]i;m f 1,32 0(1) |/1|_>oo
a2+i,82/1+m+0() a+"32

Azzjeiktdt
+m

A

Boylece |/1| — oo i¢in (4.1.2.4) asimptotik ifade elde edilmistir. Bu da lemmay1

ispatlar. m

S(A)—S(e0) fonksiyonu —eo < A < +oo reel eksende siireklidir ve S (1)
fonksiyonunun tanimindan |4 — e iken S(4)—S ()= O(%) asimptotik ifadesi

saglanir. Boylece S(A)—S (o) fonksiyonu +eo(—o0)’ un komsulugunda karesi ile

integrallenebilirdir ve L, (—eo,+c0)’dan olan bir fonksiyonun Fourier doniisiimiidir.
4.1.3. E(A) Fonksiyonunun Sifirlarimin Incelenmesi

Lemma 4.1.3.1. E(A) fonksiyonu iist diizlemde (ImA>0) analitiktir,

A =+m noktalar1 hari¢ reel eksende siireklidir. Sifirlar1 (—m,m) aralifinda yerlesir,

sonlu sayidadir ve basittir.
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Ispat.  E(A) fonksiyonunun tamimindan dolayr F (0,4)ve F,(0,4)

fonksiyonlart A=+m noktalart hari¢ reel eksende siirekli oldugundan ve iist

diizlemde analitik oldugundan E(A) fonksiyonu da ayni 6zelliklere sahiptir.
1eC (Imu>0) veya e (—m,m) olmak iizere E(A) fonksiyonunun bir
sifir1 olsun. (4.1.1.1)’e gore
BF'(x, ) +mTF (x, 1) +Q(x) F (x. p2) = pF (x, 1)
esitligi saglanir. Bu ifadenin once eslenigi sonra transpozu alinirsa
~F" (x,t) B+mF" (x, )T+ F" (x, 1) Q(x) = uF " (x. )

elde edilir. Burada

ile gosterilir.
BF'(x, ) +mTF (x, 1) +Q(x) F (x. pt) = pF (x, 1)
—F" (x, ) B+mF" (x,u) T+ F" (x, 1) Q(x) = pF" (x, 1)
denklemler sisteminde birincisi denklem soldan F*(x,#) ile ikinci denklem sagdan
F (x, u)ile carpilirsa
F(x,1) BF(x, pt) + mF " (x, ) TF (x, pt)+ F" (o, 1) Q(x) F (x, 1) = uF " (x, ) F (. )

—F" (x,4) BF (x pt) +mF" (x, ) TF (x, i) + F* (o, 1) Q(x) F (1w, 1) = uF " (x, ) F (%, 12)

bulunur. Taraf tarafa ¢cikarildiginda
F* (o, i) B (x,pt) + F (x, 1) BF (x,p0) = (=) F* (. p0) F (x, 1)
veya
W[ F (), F (x,0) | = (=) F* (o, 2) F (. 2)

oldugu elde edilir. 0’dan c’a kadar x’e gore integrallenirse

X=o00

W F (x,u),F (xu) | 0 +(ﬁ—y)TF* (x,4)F(x,p)dx=0  (4.13.1)

X=

ifadesi ¢ikar. F, (x,u) ve F,(x, )’ in tammindan
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oldugu bulunur. Diger taraftan g, E(A) fonksiyonunun sifirt oldugu i¢in

E(:u) :(ao +a’1:u+a2:u2)F1 (Onu)_(ﬂo +ﬂ1:u+ﬂ2:u2)F2 (0,,[1) =0
veya

F, (0 ﬂ):ﬁ()+ﬁlﬂ+ﬁ2ﬂ2F (0,1).
s a0+a1,u+a2,u2 o

W[ F(0,1),F (0,1) | = F, (0, £)F; (0, 2)~ F, (0. £)F (0, 1)

— —2
_| Bt ButBu B+ Butpu’

— —2 2
o, +a put+ou G TapT U

|F2 (O,ﬂ)r

af —af+(u+u)ep —apf)+(ap —apf)\u _
:[ 170 01 ( )( 270 0 22)2 ( 21 1 2)| ”(,u—,u)|F2(0,,u)|2.
‘a()+alﬂ+a2ﬂ ‘
Elde edilen bu degerler (4.1.3.1) de yerine yazilirsa
(,u—;) |:alﬂ0 _aoﬂl +(:u+p)(a2:30 —0(0,32)+(052,31 _alﬁz )|:u|2}

2
‘ao +a1y+a2ﬂ2‘

|7, (0, 1)

+TF*(x,ﬂ)F(x,ﬂ)dx}:0

elde edilir. o, —o,B, >0, a,p, —o,B, >0, a,p, — B, =0 oldugundan parantezin
ici pozitiftir o halde u —; =0 veya u= ﬁ . Buda g ’lerin reel oldugunu gosterir.
Boylece E(A) fonksiyonunun sifirlarinin (—m,m) araliginda yerlestigi gosterilmis

olur.

Lemma’nin ispatina devam etmek i¢in E(A) fonksiyonlarimin sifirlarinin

sayisinin sonlu oldugu gosterilmesi gerekiyor.
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8, E(A) fonksiyonunun iki komsu sifir1 arasindaki mesafenin infimumu
olsun. §>0 oldugunun gosterilmesi gerekiyor. Aksi kabul edilsin. {4,}, {/77(}

E(A) fonksiyonunun sifirlarindan olusan diziler olsunlar dyleki

lim(4,-4,)=0  -m<A <4 <0

k—>o0

saglansin. Yeterince biiyiik bir A sayisticin xe [A,o0) ve A€ (—m,m) olmak iizere

iF (x,A)> 1 A+m I

2 ;mz _2’2
iF, (x,A)> %e‘m‘”

esitsizlikleri saglanir. Buna gore

oo

% 5 1 1 —(\lmz—/lkzhlmz—/ﬂz)A
F (x4 ).F(x,A )dx>—
:[ (x k) (x k) x>4\/m2—ﬂk2+\/mz—%2€

elde edilir. Boylece k — oo iken limite gecildiginde ﬂk,/ik — —m olacagindan

oo

lim [ F*(x, 4, ) F (x4, )Jdx = +eo (4.1.3.2)

k—>o0

oldugu elde edilir. Diger taraftan

alﬂo - aoﬂl + (azﬁl - 0{1:32 ) ﬂ’kj’k
(@ + a4 + a4 ) (o, + ad + 2,47 )

Oz]:F*(x,ﬁk)F(x,):k)dx+
0

:TF*(x,ﬂ,k)[F(x,/ik)—F(x,/ik)}dx

A

+J‘F*(x,/1k)F(x,ﬂ%)dx+TF*(x,ﬂ%)F(x,ﬂ;)dx

0

al:Bo - ao:Bl + (azﬂl - 0!1,32 ))“k):k
(@ + a4 + a4 ) +ad +a,4)

+

bulunur. Burada k — oo iken limite gecilirse

oo

lim [ F*(x,4 ) F(x.4,)<0 (4.1.3.3)

k—>o0
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elde edilir. (4.1.3.2) ve (4.1.3.3) ifadeleri celiski olusturur. Buna gore varsayim

dogru degildir. O halde E(A) fonksiyonunun iki komsu sifir1 arasindaki mesafenin

uzunlugu & sifirdan biiyiiktir. Ayrica E(A) fonksiyonunun sifirlart (—m,m)

araliginda yerlestigi icin sifirlarinin sonlu sayida oldugu sonucu elde edilir.

Son olarak E(A) fonksiyonunun sifirlarinin basit oldugu gosterilecektir.

F(x,A) fonksiyonunun esleniginin transpozu F (x,4) ile A1’ ya gore tiirevi ise

F (x,4) ile gosterilsin. |A|<m igin
BF’(x,A)+mTF (x,A)+Q(x)F(x,A)=AF (x,4)
denkleminin 6nce eslenigi sonra transpozu alinirsa
—F" (x,A) B+mF (x, )T +F" (x,A)Q(x) = AF" (x, 1)

bulunur. Yukaridaki esitlik A’ ya gore tiirevlendirilirse

*

—(i?(x,/i)j*/3+m(l}(x,/1)j T+(I.7(x,/1)j*§2(x):ﬂ(l}(x,l)j*+F*(x,l)

elde edilir.

BF’(x,A)+mTF (x,A)+Q(x)F (x,A) = AF (x,A)

—(I}(x,/%)j*,B+m(I}(x,/1)j

T+(1.V(x,/1)j*9(x)=/1(1.7(x,/1)j FF (x4)

denklemler sisteminde birinci denklem soldan (F (x,ﬂ)j ile ikinci denklem sagdan

F(x,4) ile ¢arpilip taraf tarafa ¢ikarilirsa

5/

(I.V(x,/i)j*BF'(x,/i)+(1:"(x,/1)) BF(x,4)=—F" (x,4) F(x,1)

’

H{v(x,ﬂ)j BF(x,/i)} —F (5, A) F (3, A)
ifadesi ¢ikar. Bu ifade 0’dan +co’a kadar x’e gore integrallendiginde

(i’(x,ﬂ)j BF (v ), =] F" (x.2) F (x, A)dx (4.13.4)
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elde edilir. F (x,4) nin tamimindan

nm([v(x,,z)j BF (x,4)=0

X—>o0

oldugu bulunur. O halde
(%(o,,z)j* BF(0.2) = [ F*(x. A)F (x,2) dx
]
elde edilir. A,, E(A) fonksiyonunun sifirt olsun.
E(A)=(a,+ad, + A7) F(0,4,)—(8,+ BA, +BA)F,(0,4,)=0
E(4)=(a+2a,4,) F, (0,4 )+ (e, + a4, + &, ) F1 (0,4,

~(B+284,)E(0.4)~(8,+ B4, +ﬁz/1j2)%2(0”1j)

ifadeleri yardimiyla

(7(0.2)) BF(0.4)=F(0.2) E(0.4)-F(0.4) R (0.4)=

=1;2(0,/11.)1?1(0,/1].)—1;1((),,1j)F2(0,/1j)

|E(A)+(B,+B4,+B,4])F(0.4,)]

(o, +a A, + A7)

=i2(0”1j)

E(A)-(a +20,4))F, (0.4 )+(8 +28,4, ) F, (0.4,

+(B,+BA,+BA)F2(0,4,)
(o, +a A, + A7)

) (0”11')

—E(A)F,(0.4)~ (8 +284)F (0.4)+ F(0.4) F,(0.4,)(5 +25,4,)
(ay + A, +a,4))

= _E(ﬂ')FZ(O’ﬂj) + i (0’%) 2I:alﬂo_aoﬂ1+(a2161_alﬂ2)ﬂf2:|

(0!0 + 0”12’] + azﬂjz ) (0!0 + 0!12,]. + azljz)

oldugu bulunur. Boylece
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_é(}“j)FZ(O’ij) —_ FZZ(O’}”)

(o, +a A, + alejz) - (o, +a A, + A7)

2 [alﬂo - aoﬂ1 + (azﬂl —alﬂz)/ijzj

+J.F* (x,/i)F(x,/i)dx
saglanmus olur. Bu esitligin sag tarafindaki ifadede 8, — &, 8 >0, o,B -3, >0

ve F, (O, /11.) sirf sanal oldugundan bu ifade sifirdan biiyiiktiir ve boylece sag taraf

sifirdan biiyiiktiir. Ohalde E (ﬂj)i 0 olur. Buda E(A4) fonksiyonunun sifirlarinin

basit oldugunu gosterir.

Lemma ispatlanir. m

Tamm 4.1.3.2.
) F(0,4,) o
mj2=— 2 ! - 2[0{1,80—0{0,31+(0(2,31—0(1,32)/1j2]+jF (x,/i)F(x,/i)dx
(0{0+alﬂ'j +a2]“j ) ’

bagmtist ile tamimlanan m, e normlastirict say: denir.

4.1.4. Temel Denklemin Elde Edilmesi

Ters problemin ¢oziimiinde onemli role sahip olan integral denklem elde
edilecektir. Bunun icin Lemma 4.1.2.1° de elde edilen (4.1.2.1) 6zdesligi kullanilir.
Burada 4.1.1.5 dikkate alinarak

/1+m (0( ﬂ)

= F (0. A)=S(A)F (x.A)=S () F (x, )+ 5 () F (x, 4)

l+m

e 4 j A(x,t)| k |e™Mdt
]
/1+m A+m
l/OC (x,t) k eiktdt

—i




—i

- A+m
+(S(0)-S (A))jA(x,t)[T]e"k’dz

esitliginin her iki tarafi L k (/1+m, —ije"‘y ile carpilip ve A’ya gore
2r A+m\ k
integrallenirse
A+m A+m
A , , .
L ¢('x ) e—lkx+S(°o) k elkx k (/l—l_m _ijelk)dﬂ«
27 E(4) . A+m\ k
i —i
. A+m
:L A(x,t)| & -k (/1+m —i |e®dtdA
27[\/1\>mx A+m\ k
- A+m
L S(oo)jA(x,z) Pl P (“m —ijeikydtdl
27 / _ A+m\ k
A+m
1 k (A+m ;
c L (s(e)ms ()| K e ( _-j " d1d 1
A+m
1 T k (A+m o
+— S(e0)—S(A))| A(x,1 k "“ —i [eMdtd A
o [ (E)=sN]aten) et (A e

bulunur. Her iki tarafin reel kismi alinirsa
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e Mg = d(r—y)

A+m

(4.1.4.1)

oldugunu g6z oniine alalim. (4.1.4.1)’ in sag tarafindaki birinci ve ikinci terimin
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veE

_ﬂ+m

A+m ;

A()c,t)ReL LZ’BZ k " Adr
27 1 O iy _; k

_l+m

Il
2 C—y §

2_p2e 1
o, ,32 A(x’t)(()

Ca’+ B

’ ]5(—f—y)df=MA(x,—y)[

-1 a,’ + B}

oldugu bulunur. O halde elimizdeki ifadenin sag tarafi

A(x,y)+FS(x+y)+IA(x,r)FS (t+y)dr, y>x

X

formuna sahip oldugu cikar, burada

_ﬂ+m

bicimindedir. Sol taraf icin Jordan Lemmasi kullanilarak
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Rei J. 21(0()6,2)(ﬂ+m —ijeikyd/l:_# J' 2¢(X’/1)(/1+m —ijeikydz
E(A) \ &k amiy, E(A) &

W>m

4 ¢(X,/1)(l+m j . 2 ¢(X,/1)(l+m J o
= — R 2 - ',//L =— 1 /l_/l 2 - )
z es( P ile”, A, ;ﬂl_r)%( J) £(2) P ile

= E(4)
__i2¢(x’ﬂj)(/1]+m _ZJ iky
— ° k
7 k()
2
_ n 2(a0+0!1/1j+0(2/1j )F(X,ﬂj)(ﬂj‘l‘m _ e,‘k}vZEijzF(x’ﬂj)(lj‘i'm —ijeiky
= E(4,)F,(0,4,) k =
A +m A +m |
n J ) < _J ) 2 + )
= 2mf K & +jA(x,t) Kk |eMdr { T ije_”("’
J=1 —i x —i K
oldugu elde edilir. Bu ifade yerine yazilirsa
A(x,y)+F(x+ y)+J.A(x,t)F(t+ y)dt =0, y>x (4.1.4.2)
denklemi elde edilir, burada
F(x+y)=F(x+y)+Y f(x4)M] f(y.4,) (4.14.3)
j=1

veE

2j+m

f(x,/ij) =l k |le™  ve M?==2m>.

Teorem 4.1.4.1. Her x>0 icin (4.1.1.5) 6zel ¢oziimiin ¢ekirdegi A(x,7)

(4.1.4.2) integral denklemini saglar.

Dolayisiyla Teorem 4.1.4.1°de gosterildi ki (4.1.1.1) denklemin (4.1.1.5)

¢Oziimiiniin A(x,7) gekirdegi (4.1.4.2) integral denklemi saglar.

Tamm 4.1.4.2. (4.1.4.2) integral denklemine (4.1.1.1), (4.1.1.2) sinir deger

probleminin temel denklemi denir.
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4.1.5. Temel Denklemin Coziilebilirligi ve Ters Problemin

Coztimiiniin Tekligi

Temel denklemde A(x,y) ¢ekirdegi bilinmeyen olarak goz 6niinde tutulur ve

denkleme her sabitlestirilmis x i¢in bilesenleri L, (x,oo)’da olan matris

fonksiyonlarin uzayinda Fredholm tip matris denklem olarak bakilir.

Teorem 4.1.5.1. Her sabitlestirilmis x>0 ic¢in temel denklemin elemanlart

L, (x,0) da olan tek bir vektdr ¢oziimii vardir.

Ispat. S(A) fonksiyonu verildiginde (4.1.4.3) formiilii ile F (x) fonksiyonu

insa edilerek (4.1.4.2) temel denklemi yazilir. Bu denklemde A(x,y)=f(y)

bilinmeyen olarak ele alindiginda karsilik gelen homojen denklem
f(y)+jf(t)F(t+y)dt:0

biciminde olur. Bu denklemin sadece sifir ¢oziimii oldugunu gostermek gerekir.

Buradaki F (x) gecit fonksiyonu [10] daki (2.1.8) formiilii ile tanimlanan F (x)

fonksiyonunun 6zelliklerine sahiptir. O halde [10] da Teorem 2.3.1 uygulayarak

(4.1.4.2) denkleminin tek bir vektor ¢oziimiiniin oldugu elde edilir. m
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42. BIR SINIF SUREKSiZ KATSAYILI DIRAC DENKLEMLER
SISTEMI ICIN SACILMA TEORISININ TERS PROBLEMI

4.2.1. Probleme Giris

Bu boliimde siireksiz katsayili bir sinif Dirac denklemler sistemi icin ters

problem ele alinacaktir.

Pozitif yar1 eksende siireksiz katsayil
By +Q(x)y=Ap(x)y 0<x<oo (4.2.1.1)
Dirac denklemler sistemi ve
y,(0)=hy,(0)=0 (4.2.1.2)

sinir kosulu ile iiretilen sinir deger problemi ele alinir. Burada A spektral parametre,

=) a2 o) Q<X>:[§((ff>) —qp((xj)j
L, x>a

p(x) :{ (4.2.1.3)

a, 0<x<a

h reel say1

bigimindedir. 1#a>0, p(x) ve g(x) reel degerli dlgiilebilir fonksiyonlardir.

Q(x) matris fonksiyonu Oklid normuna gére
[l (x)]dx <o (4.2.1.4)
0

kosulunu sagladigi kabul edilsin. O halde [11] den bilinir ki (4.1.1.1) denkleminin
ImA >0 icin

X—o0 —1

lim f (x,4)e™ = (1 J

kosulunu saglayan

F(x,A)=7"(x,A)+ T K(x,t)(l )e“’dt (4.2.1.5)
(x) !
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formunda tek bir ¢oziimii vardir. Kolayca gosterilir ki Q(x)=0 oldugunda (4.2.1.1)

denkleminin bu kosulu saglayan ¢oziimii

fo(x,i):(l_ije”"(x)

bicimindedir. Burada

bicimindedir.
Ustelik K (x,.) matris fonksiyonunun bilesenleri pozitif yarim eksende
toplanabilirdir ve K (x,7) Oklid normuna gore

[ & (x0)

u(x)

|dt <1

esitsizligini saglar, burada o (x)= J ||Q(t)||dt.
Ayrica Q(x) mutlak siirekli ise
BK (x,t)+Q(x)K(x,t)+p(x) K, (x,t)B =0 (4.2.1.6)

p(x){BK (x,u(x)) - K (x,(x))} =Q(x) (4.2.1.7)

bagintilar1 saglanir.

y(x,4) ve z(x,4) vektor fonksiyonlar olsunlar.

W) )] 52) B2 =0 5 o[ |

-1 0)\z

ifadesine y(x,4) ve z(x,4) vektor fonksiyonlarinin Wronskian: denir.

p(x) ve g(x) reel degerli fonksiyonlar oldugundan reel A’lar i¢in f(x, 1)

ve f(x,4) (42.1.1) denkleminin temel c¢oziimler sistemini olusturur. Bu

fonksiyonlarin Wronskiani x’e bagl degildir ve 2i’ye esittir.
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Tezin bu bolimiinde (4.2.1.5) coziimii kullanilarak (4.2.1.2) kosulunu
saglayan ozel ¢oziim verilecek, Wronskian yardimiyla S(4) sagilma fonksiyonu
tanimlanacaktir ve sagilma fonksiyonunun asimptotik ifadesi elde edilecektir.
Sacilma fonksiyonunun paydasinin sifirlart incelenerek kiitleli durumdan farkl
olarak sacilma verilerinin sadece sacilma fonksiyonundan belirlendigi ifade
edilecektir. Daha sonra rezolvent operatdr ve 6zfonksiyonlara gore ayrisim formiili
bulunacaktir. Sacilma fonksiyonunun siirekliligi ve argiiment degisimi
incelenecektir. Buna iligkin Levinson formiilii bulunacaktir. Bu boliimde de diger
boliimde oldugu gibi (4.2.1.5) ¢dziimiiniin ¢ekirdeginin sagladigl temel denklem elde
edilecektir ve son olarak sagilma verisiyle insa edilmis denklemin tek tiirlii ¢oziimii

oldugu gosterilerek ters problem coziilecektir.

4.2.2. Ozel Coziim ve Sacilma Fonksiyonu

@(x,A) ile (4.2.1.1) denkleminin
?,(0,4)=h, ?,(0,4)=1 4.2.2.1)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢éziimii gosterilsin ve
E(A)=f,(0,4)—hf,(0,4) (4.2.2.2)

fonksiyonu tanimlansin.
Asagidaki lemma saglanir.

Lemma 4.2.2.1. Reel A ’lar igin

P A) =
2i £ = £ (x,A)=S(A) f(x,2) (4.2.2.3)

0zdesligi saglanir, burada

(4.2.2.4)

bicimindedir ve
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|S(4)=1.

bagintilarini saglar.

Ispat. f(x,A) ve f(x,A) pozitif yarim eksende reel A lar igin (4.2.1.1)

denkleminin temel ¢6ziimler sistemini olusturdugundan (o(x,l) fonksiyonu

q)(x,/i) = (ﬂ,)f(x,/i)+cz(/1)f(x,/1) 4.2.2.5)
bi¢iminde yazilir, burada ¢, (4) ve ¢,(4) A’ya bagh bulunmasi gereken

fonksiyonlardir. (4.2.2.5)’de x=0 yerine yazilarak ve (4.2.2.1) goz Oniinde

bulundurularak

c(2) 1(0.4)+¢,(2) £,(0.4)=h
¢/ (2) £,(0,2) +¢, (4)

Ry
—_
=
N
N—
Il
—

bulunur ve buradan

fl (OJ')_hfz (OJ')

(1)2 fl(o’ﬂ')_hfz (0’1) )
2i J

¢(4)=- 2

2

Bu ifadeler yerine yazilirsa

o(x,A)=-

f(xA) (4.2.2.6)
elde edilir.
Diger taraftan reel A’lar i¢in E(A)#0 oldugunu gdstermek gerekir. Aksi

kabul edilsin. O zaman en az bir A, sayis1 vardir dyle ki

fl(o’ﬂo):hfz(o’ﬂo)

saglanir. Ayrica

W[ £(0.4).7(0.4,)]=2i

ya da

Jcl(o’/i())fz(o’/i())_fz (0’20)11(0’20):2"

saglanir. Yukarida elde edilen f,(0,4,) ve f,(0,4,) ifadeleri yerine yazilirsa

0=2i
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bulunur ve geligkiye varilir. O halde reel A’larigin E(A)#0 dir.

Boylece (4.2.2.6)’in her iki tarafi %E(/i)’ ya boliinerek istenilen (4.2.2.3)
i

bagintisi elde edilir ve burada

E(4) _ £1(0.4)=h1,(0,4)
E(4)  £(0,4)=nf,(0.4)

£ E(2)
yani
s()=[s@)|
_|E()|_
NOE ) =1

elde edilir. Boylece lemma ispatlanir. m

Tamm 4.2.2.2. S(A) fonksiyonuna (4.2.1.1)-(4.2.1.2) simir deger proble-

minin sacilma fonksiyonu denir.

Ozel olarak Q(x)=0 oldugunda (4.2.2.3) esitligi

9" (x,4)
21 0 (/1)

=f2(xA)=S(4) f°(x.4)

formuna doniisiir, burada @° (x, 4) vektor fonksiyonu Q(x)=0 oldugunda (4.2.1.1)
denkleminin

&\ (0.0)=h  ¢',(0.)=1
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢éziimiidiir ve

So(ﬂ): f 1(0,/1)_/’lf 2(0,1) :e—ZiZ,a(l—a)ﬂ
7,(0.2)-(0.2) i
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Lemma 4.2.2.3. |/1| — oo iken agagidaki asimptotik ifade saglanir:

S (l) =S, (/1)+0(%j (4.2.2.6)
burada
_ y1—ih
S ﬂ, — 21/1&1 a
0( ) ¢ 1+ih

Ispat. E(A)’1n taniminda (4.2.1.5) yerine yazilirsa

oo

E(A)=e™" 4 [ (K, (0.t)=iK, (0,1))e™dr

a(l-a)

_h{ e 4 T (KZI(O,t)—iKzz(O,t))e”’dt}
a

1-a)

elde edilir. ~ (4.22.4) goz Oniinde bulundurularak ve K, (x,7) i,j=1,2

ozelliklerinden
e [ (K, (0,0)+iK, (0,6)) e ar
S(/l): a(l;a)
M [ (K, (0.0)=iK,, (0,1))e™dr
a(l-a)
—h {ie‘”“’“‘”’) + [ (K, (0.0)+iK,, (O,I))e_mdt}
a(l-a)
—h {—ie”““‘“) + [ (K, (0.0)-ik, (o,r))e“’dt}
a(l-a)
1—ih+ j K, (0,6) +iK,, (0,2)) e =gy
_ e—zi/la(l—a) a(l-a)

1+ih+ j K, (0,6)=iK,, (0,1)) ™"y
a(1-a)

—h j Ky, (0,1)+iK,, (0,1)) e =gy

—hj K, (0,1)=iK,, (0,1)) ™"y
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_ e—ziﬂa(l—a) ﬂ+ 0 l |}L| —5 0
1+ih A

oldugu bulunur. Boylece |/1| — oo i¢in (4.2.2.6) asimptotik form elde edilmistir. Bu

da lemmay1 ispatlar. m

4.2.3. E(A) Fonksiyonunun Ozelliklerinin incelenmesi
Simdi E(A) fonksiyonunun dzellikleri incelenecektir.

Lemma 4.2.3.1. E(A) fonksiyonu iist yarim diizlemde (ImA>0)

analitiktir, reel eksende siireklidir ve kapali iist yarim diizlemde sifirlar yoktur.

Ispat. Lemma 4.2.2.1.’in ispatinda E(A) fonksiyonunun reel sifirlari olmadig

gosterildi. (4.2.1.5) ifadesinden f,(0,4) ve f,(0,4)’m ImA>0 iist yarim diizleme

analitik olarak devam ettirilebilecegi cikar ve tiim eksende siireklidirler. Bu

ozellikler E(A) iginde saglanir. || — oo iken

r0.2)-(" |

olur ve buradan E(A) n sifirlarinin sayilabilenden fazla olmadig1 ve sinirli bir kiime
olusturdugu elde edilir.
1eC (Imu>0) E(A) fonksiyonunun bir sifirt olsun.
Bf () + Q(x) f (o pt) = p(x) i f (x.1)

denkleminin 6nce eslenigi sonra transpozu alinirsa

—f7 (. 1) B+ " (2, 1) Q(x) = o (%) £ (x, 1)

ifadesi elde edilir ve burada f (x,u) vektor fonksiyonu f(x,4) matris

fonksiyonunun transpozunu gosterir.

Bf(x, pr) +Q(x) f (x.p) = p(x) puf (x.12)

—f" (o) B+ [ (6, 1) Q(x) = p (x) £~ (x,2)
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denklemler sisteminde birincisi denklem soldan f* (x, ) ile ikinci denklem sagdan
£ (x.pt)ile carpilirsa

£ (e u) B (3. pa) + 7 (e, 1) Q%) f (3, p0) = pp (x) f* (6, 0) f (. p2)

—f" (e i) Bf (3o pt) + " (3, ) Q%) f (3. 12) = 1 (%) £ (x 2) f (3 2)

bulunur. Taraf tarafa ¢ikarildiginda

£ () B (x )+ f 7 (xopa) Bf (xp2) = (=) p(x) (2. p2) f (. p2)

veya
W[ f (eope), f (v 2) | = (1= 1) p(2) £ (. 0) f (2, 2)

oldugu elde edilir. 0’dan oo’a kadar x’e gore integrallenirse

Wl (Com).f(xm)]

vio +(;_:u)J.f*(X,ﬂ)f(x,ﬂ)p(x)dx:() (4.2.3.1)
x=l 0
ifadesi ¢ikar. f; (x,4) ve f,(x,4) in tanimindan

tim W | £ (x2). f () | = im{ £, o ) £ (0. 20) = £ (0. 20) £ (o 1) =0
olur. Diger tarafta
E(u) = 1,(0,4)=hf, (0,4) =0
ya da
ACYORA(Y)

saglanir. Boylece

W f(xu).f(xu)]

h (0, 2)f, (0, )= £, (0, 1) £, (0, ) =0

x=

bulunur. Bu veriler (4.2.3.1)’da yerine yazilirsa
(u=u)[ £ (x.p2) £ (. 12) p(x) dx =0
0

elde edilir ve bu da ;: M oldugunu yani # ’lerin reel oldugunu gosterir. O halde

E(u) fonksiyonunun (Im g >0) icin sifirt olmadigi sonucu ¢ikar. Reel eksende de
sifir yerinin olmadigi gosterilmisti. Elde edilen celiski E(x) fonksiyonunun

(Im 2 0) de sifirlarinin olmadig1 sonucunu ¢ikarir. m
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4.2.4. Rezolvent Operator ve Ozfonksiyonlara Gore Ayrisim Formiilii

H, =Lz,p(0»°°;(C2) Hilbert uzayinda fz(;lz();))}e H, g :(jz((z))Je H,

vektorler icin
(£.2)= [{ ()8 (5)+ £ (1) ()} p(x) e

ile i¢ carpim tanimlansin ve
1
Al

l(y) = x) {By'+Q(x) y}

olsun.
(4.2.1.1)-(4.2.1.2) sinir deger problemine karsilik gelen L operatorii

asagidaki formda tanimlansin:

L+ p(x) fi(x)+q(x) £, (x)
Lf = , feD(L)
—[)+q(x) £ (x) = p(x) £, (x)
burada L operatoriiniin tanim bolgesi
D(L)={f | f =(/(x).f:(x))€ H,,. £, (x). £, (x)e AC[0.5].
[0.6]<[0.). 1( )< 1, )
bi¢imindedir. Gosterilebilir ki, tanim bolgesi D(L) olan L operatdrii H , uzayinda
Ozesleniktir.

Eger A , L operatoriiniin spektrum noktasi degilse (L—AI )_1 rezolvent

operator vardir . Simdi rezolvent operatoriin bi¢imi bulunacaktir.

Lemma 4.2.4.1. R, =(L-AI )_l rezolvent operator

(x t):—; P(x,A) f(t,A), x<t<oo
o E(2) | f(x.2)p(1.4), 0<t<x

bicimine sahip cekirdekli integral operatordiir.
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fi(x)
£ (%)

(0,b) arahiginin disinda sifir olsun. Rezolventin agik bi¢imini bulmak i¢in asagidaki

Ispat. L tamm bolgesi D(L) olan operatdr ve f (x):( J sonlu her

problemin ¢oziilmesi gerekir.
BY +Q(x)y=Ap(x)y+p(x)f(x) (4.2.4.1)
¥, (0)=hy,(0)=0 (4.2.4.2)
Sabitlerin degisimi yontemi uygulanarak (4.2.4.1), (4.2.4.2) probleminin
¢Ozimii
y(x, /1) =c (x, /1) go(x,ﬂ) +c, (x,/i) f (x,/i) (4.2.4.3)
bigiminde bulunulmast isteniyor, burada f (x,A),®(x,A) (4.2.4.2)’e uygun homojen

denklemin ¢oziimleridir.
y(x.2) = (x A)p(x.A)+ ¢, (x.4) £ (x.4)

Y (xA)=¢/ (xA)p(x,A)+¢, (6, A) @ (. A)+¢, (5, 4) £ (6, A)+¢, (5, 4) £/(x, 4)
esitlikleri (4.2.4.1) denkleminde yerine yazilirsa
¢ (A,x)Bo(x,A)+c, (A,x)Bf (x,4)+¢,(A,x)[ B¢ (x,A) + Q(x) p(x, 1) ]
e, (A x)[ Bf (. A)+Q(x) £ (2. 4) ] = ¢, (4, x) do(x) p(x.4)
+¢, (A.x) Ap (x) f (x. 4)+ f (x) p(x)

bulunur. Buradan

¢, (A, x)Bo(x,A)+c, (4,x)Bf (x,A) = f (x) p(x) (4.2.4.4)
sonucu ortaya ¢ikar. (4.2.2.4) esitligi soldan f (x,4) ile carpildiginda

¢ (ANW[f.pl+e (LWL 1= (xA) f (x) P ()

o (A.)F (x.4) Bo(x.4)= F (x.2) £ (x) p () 4245)
elde edilir. Burada ¢oziimiin Lz(O,oo;Cz) ” den olmast igin cl(l,oo)zo olmasi

gerekir. (4.2.4.5) (x,0) araliginda integrallenerek

50



1
l(ﬂ,oo) —m 0'|‘C'1 = (o) =0
olur. O halde
1 %~
cl(/i,x)_—m!f(r,z)f(r)p(r)dz (4.2.4.6)

bicimindedir. Benzer sekilde (4.2.4.4) esitligi soldan &)(x,/i) ile carpildiginda
& (L)W [p.pl+e, (A.x)W[p. f]=9(x.2) f (x) ().
¢, (A, x)@(x,4)Bf (x,A)=0(x,4) f (x) p(x) (4.2.4.7)

elde edilir. (4.2.4.7) esitligi ise (0, x) araliginda integrallenerek

&, (Ax)—c, (4.0) =—ﬁj&(r,ﬂ)f(t)p(r)dt+c§

sonucunu verir. x=0 oldugunda ¢, =0 olur. Boylece

¢, (A.x) zcz(/i,O)—ﬁjé(nﬂ) F()p(0)di (42.4.8)

formuna sahip oldugu elde edilir. (4.2.4.6), (4.2.4.8) ve (4.2.4.3) kullanilarak

L[ ()90 A) £ (1) p()dt +,(A,0) £ (x.2)
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oo

R, (x.1) £ (1) p(1)di-+e, (2.0) £ (x.4)

0

ifadesi bulunur. Burada R, (x,t) ¢ekirdek fonksiyonu

R, (%1)=——— qo(x’ﬂ){(t’ﬂ)’xg@o (4.2.4.9)
E(A) | f(x,)o(t,4), 0<r<x

ile ifade edilir. cz(/i,O) 'n ifadesini bulmak icin (4.2.4.2) kosulunu kullanmak

(x,A) fonksiyonu (4.2.4.2) kosulunu sagladig1 i¢in
¥ (0,4)

gerekir. y

¢ (4,0)¢(0.4)+¢,(4.0) £,(0,4)

Y2 (0’}“) =6 (}“’0)¢2 (0’/1)+C2 (/1’0) 1 (0’}“)
ifadeleri (4.2.4.2) de yerine yazilirsa

(2.0),(0.2)+¢,(2.0) £,(0.2) ~h[ ¢, (4.0) 9, (0.4) + ¢, (2.0) £, (0. 4) ]

olur ve boylece

2.0)[¢,(0.2)~he, (0.2) [+ ¢, (4.0)[ £,(0.4) ~f, (0.4) ] =

ifadesinden

¢, (A.0)[ £,(0,4)—nf, (0.4) ] =
%) (/1»0) =0

sonucu elde edilir. Buradan y(x, 1) fonksiyonunun

(L=A1) " = y(22)=[ Ry () £ (1) p (1)

0
formunda oldugu bulunur. Lemma ispatlanir. m

Lemma 4.2.4.2. f () sonlu vektor fonksiyon ve f(¢)e D(L) olsun. O
halde

oo

[R,(61) £ (1) p(e)dr ==L )]

| 7 g A=A

xt

O'—-X

)+ (R
"7

formuna sahiptir. Burada

g(x)=Bf"(x)+Q(x) f (x)
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bicimindedir.

Ispat.
IRl(x,t)f(t)P(t)dt=—ﬁif(x,ﬂ)¢(hﬂ)f(t)/)(t)df—ﬁzﬂx%)7(t,/1)f(t)/)(t)dt
esitliginde

~ 1

0(5.2) | 2 ) B+ (e )00

Fed) = -2 )84T (2)0 ()
Ap(x)

ifadeleri elde edilir. Kismi integralleme ile

[R, (1) £ (1) p(1)dr
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L P A) [ S0 A (B (1) +0(0) £ (1))

o(x.A)] %?(1,/1){Bf'(t)+§2(t) £(1)}di

=
>

P D)p( D) B (1)

AE(A)

+%IRﬂ(x,t)g(t)dt

bulunur. Ispati bitirmek icin

(4.2.4.10)

oo

T AR ):u;(ﬂ)qo(x 27 (1.2) B (1)
ifadesinin bicimini belirlemek gerekir.

ﬂEl(/i)f(x Y Z)Bf()t_ ,wl(,z) o(x, ﬂ)?(t,/i)Bf(f);

~ g5 AP A B ()= £ (5 2)9(0.2) 57 0)

T /1)q)(x,/i)f(oo,/i)Bf(oo)—ﬂE(l)¢(X’/1)?(x’1)3f(x)

= [ F(2.A)p(x.A) -~ p(x.4) F (x.2) | Bf (x)

f(x.4)(2(0.4)., (0, /1))[ 01 :)j(; (((())))}

—fi(x.2) ¢, (x.4)

1|+ (x) g (x4)
AE(2) . ~f(x4) @, (x.4)
+£,(x,4) ¢ (x,4)
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F(x.4)(=,(0.4) £,(0)+ (0. 4) £, (0))

1
AE(2)

= (-E(4)) f (x)- f(x2) (1t (0)= £,(0))

sonucu ¢ikar. Bu sonug (4.2.4.10) da yerine yazilarak

Lm0 0= 0+ R () ()

TRl(x’f)f(t)p(t)dz:_

elde edilir. m

Lemma 4.2.4.3. f(7) sonlu vektdr fonksiyon ve f(z)e D(L) olsun.

ImA =0 ve |/1|—>oo iken

].:Rl(x,t)f(t)p(t)dt:—f;x)+0(%) (4.24.11)

saglanir.

Ispat. f(x,A) ¢oziimiiniin ve K (x,t) gekirdek fonksiyonunun ozelliginden

|ﬂ| — oo iken Im A >0 igin

f(x2) =( l‘je"‘* [1+0(1)]

—i
olur. Ayrica x sinirl bolgede degisirse |/1| — oo iken

(ih—1)sin Ax

#lx4)= ((l—ih)cos ﬂxJ[“_ o]

bigimine sahiptir. g (#) finit vektor fonksiyon oldugundan yukaridaki formiilden

ImA>0 ve |l|—>oo iken

jRﬂ (x,1)g(t)dr=0(1)
0
olur. Bu ifade kullanilarak

IRﬁ(x”)f(f)dﬁ— +0(_j

oldugu elde edilir.
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Bu lemmalar yardimiyla (4.2.1.1)-(4.2.1.2) sinir deger probleminin

ozfonksiyonlarina gore ayrisim formiilii elde edilecektir.
(4.2.4.11)’in her iki tarafi ZL ile carpilip merkezi 0 ’da yaricapr R
7Ti

olan I', cemberi boyunca A ’ya gore integrallenirse

2an0( jd’i__ DR (x.1) f(f)p(t)dt}dﬂ (4.2.4.12)

27Ti

olur. R, (x,t) iist ve alt diizlemlerde analitik fonksiyondur. Buna gore

DR x,t f(t)p(t)dt}d121r1+1rz+lf

2i
yazilir. Burada
= T TR ) s (a0
27 g sl o ]
, 1 ~R+i6[ T
I :2_”"R+,-(s J.Rl(x,t)f(t)p(t)dt dA

ve

; =L,{RTTTRA(m)f(r)p(r)dt}dm*f 'TT&(m)f(r)p(r)dr}dz}

27 —R+i5 L0

R—id

formundadir ve & pozitif sayidir. R — oo iken I, —0 ve (4.2.4.11) den

tim [ Ry (x.1) £ (1) (1)t = [ Ry (50) £ (1) (1) .

(4.2.4.12) de R — o iken limite gecilirse

r—oo

f(x) ——fim-L ﬁRl (x,t)f(t)p(t)dt}dﬂ: —lim{1}+17+1}

2ﬂ'l J‘d;i.H:R —i0 xt /1+i0(x’t)]f(l)p(l‘)dt

olur. Ispata devam etmek igin R,,,,(x,7)—R, ,,(x,7) m hesaplanmasi gerekir.

-1
w(x,A) (4.2.4.1) denkleminin y (0, 1) :( 0 J baslangi¢ kosulunu saglayan ¢oziimii
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olsun. O halde f(x,4), @(x,4) ve w(x,A) fonksiyonlarinin lineer birlesimi
seklinde ifade edilebilir. Boylece

F(xA)=£(0,4)p(x. A) - E(2)p(x.A) (4.2.4.13)
yazilir, burada @(x,A) ve y(x,4) A’ya bagli tam vektor fonksiyondur. (4.2.4.9)

ve (4.2.4.13) ifadelerinden

oo

[ Ruvo ()= By (5007 ) p 0t = [ By (5:0) = Ry (5| £ (1) 2 (1)

0

- J[ { (L}j)ﬂmmmr)p(r)dr

‘] (/’(x,ﬂ)[f;(t’j))—f;(t’j))}f(f)p(f)df

sonucu ¢ikar. Diger taraftan

f(xA) | f(x4)
E(4) E(A)

E(A) E(A)
_ fz((),ﬂ)_fz((),;i) X :fz(0,/1)]‘1(0,/1)—]01(0,1)]02(0,/7,) X
—( ED) £ }co( A) E)f o(x.2)
=2 N
_|E(ﬂ)|2 ( )
bulunur.
J[ o (50) =R ()] (1) p (o)t =~ [ L2 ELE) Plx £ () p(e)di

olur. Boylece L operatdriiniin 6zfonsiyonlarina gore ayrisim asagidaki formda elde

edilir:

f(x)ﬁidﬁ%j’)'(f’”f(z)p(z)m-
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4.2.5. S(A) Fonksiyonunun Siirekliligi ve Levinson Formiilii
Lemma 4.2.5.1. S(4) sagilma fonksiyonu tiim eksende siireklidir.

Ispat. Lemmanimn ispatt S(A)’in biciminden ve E(A) fonksiyonunun

ozelliginden elde edilir.  S(A)—S,(4) fonksiyonu —eo<A<+oo reel eksende

siireklidir ve S () fonksiyonunun tanimindan |4 — e iken S(4)-S,(4)= 0(%)

asimptotik ifadesi saglandigi elde edildi. Bdylece S(A4)—S,(4) fonksiyonu
+oo(—o0)” un komsulugunda karesi ile integrallenebilirdir ve L,(—eo,+c0) dan olan

bir fonksiyonun Fourier doniisiimiidiir. m

Lemma 4.2.5.2. S(4) fonksiyonun argiiment degisimi i¢in

[arg S(A)-arg$, (/1)]‘: =0

saglanir.

Ispat.  Bunu gostermek igin E(A) fonksiyonuna argiiment prensibi
uygulanir.  Bu fonksiyon iist diizlemde analitiktir ve kapali {iist diizlemde
(ImA>0) siireklidir. A, —oo’dan oo’a degisirken E(A) fonksiyonunun argiiment
artisi sifira esittir:

arg E (+o0) —arg E(—) =27 (N —P)
burada N, E(A) fonksiyonunun sifirlarimin sayist P ise kutuplarinin sayisidir.
N=P=0 ve
InS(A)=-2iargE(A)
oldugundan
In S (+00) =In § (—e0) = —2i{arg E (+o0) —arg E(—o0)} =0

elde edilir. m
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In S (+e0)=In S (—0) =0

bagintisina Levinson formiilii denir.

4.2.6. Temel Denklemin Elde Edilmesi

Bu bolimde (4.2.1.1) denkleminin (4.2.1.5) coziimiindeki matris cekirdek
K (x,t) ¢bziimii i¢in integral denklem elde edilecektir. Bu denklemin ters problemin
¢Oziimiinde 6nemli rolii vardir.

Lemma 4.2.2.1 deki (4.2.2.3) esitligi goz Oniine alimir.  f(x,4) vektdr

fonksiyonunun (4.2.1.5) ifadesi (4.2.2.3) de yerine yazilirsa

¢(x,4)
E(A)

2i

=f (6 A)=S(A) f (% A)+5,(2) f (5 A) =5, (4) f (x. 4)

F(02)=8,(2) £ (. A)+[$, () =S ()] f (x.2)

f(x
U e ;f (.1 m et — So(ﬂ)[(l_ijeiﬂu<x> +,,L K(x,t)(l_ije’”dt}
+[S,(4)-$ (ﬂ)]{[l_l)eiﬂm) +,,L K(x,t)(l_iJert}

bulunur. Buradan

2i “’g’j)) +s, (z)(l_i}w _C}_W
K(x,t)C] e Mdt— T K( xt)(l_l) At
+[5,(2)-5 (2 ]( J ) 15, (2) (ﬂ)]ﬂLK(x,t)[l_Je”’dt

ily

oldugu elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafi L(l,—i )e

ile carpilip A’ya gore
2z

—oo’dan oo’a kadar integrallenirse
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+Reéj[S()(ﬂ)—S(ﬂ)] (j

olur, burada

1 —i 10
E,=Re| | =
i 1 0 1

ve &(x) Dirac delta fonksiyonudur. Boylece

oo

(4.2.6.1)

T(1 : (1 =i
el [ oo e [ e anzot-n) 8 =00,
i 2rd\i 1

J. (x,1) e—f[j —i)e M d Adr = I K(x,t)6,(t—y)dt=K(x,y)
u(x)

u(x)
bulunur.
° iA(t+y —2ida(1-a) l_lh IZH-\ —tﬂ. 2a(1-a)-
_[OSO(Z) 2= J T+in” 1+th
1-ih
= O0(2a(l-a)—t—
i (2a(1-a)-1-y)

ve y> u(x) igin K (x,y—2a(l-a))=0 oldugundan

15 T 1 N id(r+y)
Reg;[So (ﬂ)ﬂ_([)K(x,t)(_J(l,—l)e Ydtd A
K(x,z)ReiTSO(/z) b g gy

27 2 -i -1

Il
=
3
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1-ih

_hé(za(l—a)—r—y)((l) 0 ]dt

+1i -1

elde edilir.

Elde edilen bu degerler (4.2.6.1)’in sag tarafinda yerine yazilirsa

K(x,y)+Re2iT[so(/1)—s(/1)] T K(x,t)(l ‘](l,—i)e’”(”"')dtd/%
7 u(x) !

+Re$_]i[S0 (A)-S$ (z)](l_ij(l, —i) g 2

=K(x,y)+ T K(x,t)F(t+y)dt+F(u(x)+y)
(x

u(x)

olur, burada

1

F(x)=Re$Iq[SO(/1)—S(/1)]( |

-l

N ] erdA
-1
ile tanimlanir. O halde (4.2.6.1)’in sag tarafi y > (x) igin

K(x,y)+F(,u(x)+y)+ K(x,t)F(t+y)dt

—3

—~

4(x)

formuna sahip oldugu elde edilir.

(4.2.6.2)

Ayrica (4.2.6.1)’in sol tarafi analitik oldugundan sifira esit oldugu bulunur.

Dolayistyla y > u(x) icin

K(x,y)+F(u(x)+y)+ T K(x,t)F(t+y)dt=0
(x

#(x)

(4.2.6.3)

sonucuna ulasilir ve burada F (x) fonksiyonu (4.2.6.2) formiilii ile tanimlidir.

O halde asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.2.6.1. Her x>0 icin (4.2.1.5) dzel ¢oziimiin gekirdegi K (x,y)

(4.2.6.3) integral denklemi saglar.

61



Tanm 4.2.6.2. (4.2.6.3) integral denklemine (4.2.1.1)-(4.2.1.2) sinir deger

probleminin temel denklemi denir.

4.2.7. Temel Denklemin Coziilebilirligi ve Ters Problemin

Coziimiiniin Tekligi

(4.2.6.3) integral denklem kompakt operatorlerle iiretilir ve onun tek tiirlii

coziilebilirligini gostermek i¢in Fredholm alternatifi kullanilir.

Teorem 4.2.7.1. Her bir sabitlestirilmis x >0 i¢in (4.2.6.3) temel denklemin

elemanlart L, ( U(x), oo) da olan tek bir vektor ¢oziimii vardir.

Ispat. [5] de Lemma 3.3.1 den temel denklemin kompakt operatorlerle elde

edildigi ¢ikar. Homojen denklem

(Kn (x’ y) K, (x’ y)]

Kzl(x’y Kzz(x’y)
x,t 1 %

[Ku(x’t) KIZ(X’I)JLT(W)(I- ilje_u(wy)dldt:

KZI(x,t) Kzz(x,t) 4 2 i —

A
(‘ ’Je“(””d/zdr 42.7.1)
;o

_7[ ;Ji ]: (x t)}(So(z)_S(/i))eiE(rﬂ)d/ﬁidt

-1 T T(W){Ku (x.1)+iK,, (x,)}e ™ d Adr =

ve
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oldugu elde edilir. Ikinci denklem —i ile ¢arpilip birinci denklem ile toplanirsa

Kn(x’y)_iKlz(x’y)

1 77 ol 2\ . —iA(t+y
+ﬂj [ (S0 (1) =S (D) ){K,, (x.0) +iK,, (x.0)}e ™ d Adr =0 (4.2.7.2)

H(x) e

elde edilir.

1 7 "
F; (Z) :2_ _[ (So (l) S(/i))el dA
7[—00
tanimlansin.
Boylece denklem
g(y)+ f g(t)F (t+y)dt=0 (4.2.7.3)
()

bicimine doniisir. Bu denklemin sadece sifir ¢oziimii oldugunu gostermek

gerekiyor. Bunun icin aksi varsayilsin. O halde (4.2.7.3) denkleminin sifirdan farkli

g(y) ¢oziimii vardir. (4.2.7.3) denklemi g(y) ile arpilarak ve —oo’dan oo’a kadar

y ’e gore integrallenerek

(g(y),g(y)){

=
T3

g(rm(rw)m,mjzo
)

veya

ﬁ‘ dﬂ+$f g(=24)(S,(2)=S(4))g(A)dA=0

—oc0

L=
2!
elde edilir. gf(\J/i), y < 4(x) igin sifir olan g(y) fonksiyonunun Fourier doniisiimii

oldugundan, g(-A)e”™® de y>pu(x) oldugunda sifir olan g(—y+2x(0))

fonsiyonunun Fourier doniisiimiidiir. Boylece

1= - w

2 [ e(-A)g(Aaa= [ g(-y+2u(0))g(y)dy=0
e H(x)

saglanir ve
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oo

5 e are - [ 6, (2) 6 (D= [ « G ()6 (22

—o0 —o0

2
Nz 1-ih 1 5
=— A) dA+ —
:[Og( ) 1+ih 27 *,

§(CD g (A5 [ s (A)S(1) s (A

=— [lg(2) dﬂ—iT(gf(:T)S(/i)gf(\J/i)dl

=5 | s CDs (AMA-5 [ (28 (2) s (D2

1=

= [{sCA)-5 ()W) s (202 =0

bulunur. Bu da z(4)=g(-4)—S(4)g(A) fonksiyonunun L, (—eo,c0)’da g(-A4)

fonksiyonuna ortogonal oldugunu gosterir. Ayrica

| =fs)e

s (=2) A =sCR- = A (a0

saglanir. Bu ise ancak ve ancak z(4)=0 oldugu durumda miimkiindiir. Boylece

g(-4) _ ¢(4)
£(0,4)=hf,(0,4) £ (0,4)=hf,(0,2)

oldugu elde edilir.

g(=4)
fl (OJ') _hfz (0”1)
g(1)
£,(0,.4)=hf, (0,2)

,ImA>0

Zl(;t)::
,ImA<0

tamimlansin. Bu formiil z,(4) fonksiyonunun iist ve alt diizlemde regiiler oldugunu
gosterir. O halde z,(A) tam fonksiyondur ve A — oo iken sifira gider. Boylece

gT/T):O ve buradan g(r)=0 sonucu ¢ikar. Boylece (4.2.7.3) homojen

denkleminin bundan dolay1 da (4.2.7.1) denkleminin sadece sifir ¢6ziimii vardir. Bu
ise (4.2.6.3.) integral denklemin tek tiirlii ¢oziilebilir oldugunu gosteriyor. O halde

teorem ispatlanmis olur. m
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Teorem 4.2.7.2. Sacgilma fonksiyonu ile (4.2.1.1)-(4.2.1.2) simir deger

problemi tek tiirlii belirlenir.

Ispat. Agiktir ki temel denklemi insa etmek igin F (x) fonksiyonunu bulmak
yeterlidir ve sirastyla F(x)’i bulmak igin de S(A) sagilma fonksiyonunu bilmek

yeterlidir.  F(x)’i bularak bilinmeyen K (x,7)’e gore (4.2.6.3) temel denklemi

yazilir. Teorem 4.2.7.1 den sacilma fonksiyonuna gore insa edilmis (4.2.6.3) temel

denklemin tek bir K(x,y) ¢ozimii oldugu goriilir. O zaman (4.2.1.1)

denklemindeki Q(x) matris fonksiyonu (4.2.1.7) formiilii ile tek tiirlii bulunur.

Verilen algoritmaya gore (4.1.1.1) denklemi insa edilir. Teorem ispatlanir. m
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4.3. SINIR KOSULU SPEKTRAL PARAMETRE ICEREN BiR SINIF
SUREKSIZ KATSAYILI DIRAC DENKLEMLER SISTEMI ICIN SACILMA
TEORISININ TERS PROBLEMI

4.3.1. Probleme Giris

Bu boliimde siir kosulu spektral parametre igceren siireksiz katsayili bir simf
Dirac denklemler sistemi i¢in ters problem ele alinacaktir.

Siireksiz katsayili

(_01 éj{i}[;?((z)) _qp((xj)j[ij:/lp(x)@jos)c<oo 4.3.1.1)

Dirac denklemler sistemi ve
% (0)+4y,(0)=0 4.3.1.2)
siir kosulu iiretilen sinir deger problemi ele alinir. Burada A spektral parametre,

p(x) bir onceki boliimde (4.2.1.3) formiilii ile tamimlanmis siireksiz fonksiyondur,

p(x) ve q(x) reel degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlardir. Q(x)

Q(x)::(p(X) q(x) J

q(x) -p(x)

bi¢iminde tanimlanan 2 boyutlu matris fonksiyon olsun ve Oklid normuna gore
[l (x)]dx < oo (4.3.1.4)
0

kosulunu sagladigi kabul edilsin. O zaman Im A >0 igin (4.3.1.1) denkleminin
. —idx 1
lim f (x,A)e™ =|
X—>00 —1

kosulunu saglayan

f(x,/i):fo(x,/i)%— :Ji

y

K(x,t)(l }e”’di (4.3.1.5)
) -l

formunda tek bir ¢oziimii vardir. Kolayca gosterilir ki Q(x)=0 oldugunda (4.3.1.1)

denkleminin bu kosulu saglayan ¢oziimii
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1),
P! e
—i
bicimindedir. Burada

alx—a)+a, 0<x<a
ﬂm—{ (x=a) .
X, x>a

Ustelik K (x,#) matris fonksiyonunun bilesenleri pozitif yarim eksende

toplanabilirdir ve K (x,7) Oklid normuna gore

[ K (xr)de< et -1

u(x)
esitsizligini saglar, burada o (x)= J ||Q(t)||dt.
Ayrica Q(x) mutlak siirekli ise
BK (x,t)+Q(x)K(x,t)+p(x) K, (x,t)B =0 (4.3.1.6)

p(x){BK(x,,u(x))—K(x,,u(x))}:Q(x) (4.3.1.7)

bagintilar saglanir[11].

p(x) ve g(x) reel degerli fonksiyonlar oldugundan reel A’lar i¢in f(x,A)

ve f(x,4) (43.1.1) denkleminin temel c¢oziimler sistemini olusturur. Bu

fonksiyonlarin Wronskiani x’e bagl degildir ve 2i ’ye esittir.

Tezin bu boliimiinde de bir 6nceki boliimde oldugu gibi siireksiz katsayili
Dirac denklemler sistemi i¢in sagilma teorisinin ters problemi incelenecektir. Ama
burada incelenen problemde sinir kosulu spektral parametre icermektedir. Bu

yiizden problemde rezolvent operator insa edilirken ve ayrisim formiilii bulunurken

H,=L , (O,w;((?)x(C biciminde ii¢ bilesenli vektorlerden olusan Hilbert uzaylari

olusturulacak ve incelemeler bu uzayda yapilacaktir. Onceki béliime benzer

yontemler ve asamalar kullanilarak ters problemin ¢6ziimii incelenecektir.
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4.3.2. Ozel Coziim ve Sacilma Fonksiyonu

@(x,A) ile (4.3.1.1) denkleminin
9 (0,1)=-4, ,(0,4)=1
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢éziimii gosterilsin ve
E(A)=f,(0,4)+1f,(0,4)

fonksiyonu tanimlansin.
Asagidaki lemma saglanir.
Lemma 4.3.2.1. Reel A ’lar i¢in

9(x,4)
21 E(ﬂ)

=f(xA)=5(2) f (x2)

0zdesligi saglanir, burada

ve bu fonksiyon i¢in

veE

bagintilar saglanir.

4.3.2.1)

(4.3.2.2)

(4.3.2.3)

(4.3.2.4)

Ispat. f(x,A) ve f(x,A) pozitif yarrm eksende reel A lar igin (4.3.1.1)

denkleminin temel ¢6ziimler sistemini olusturdugundan q)(x,/1) fonksiyonu

o(x.A)=¢ (2) f (% A)+ e, (2) f (x.4)

(4.3.2.5)

bi¢iminde yazilir, burada ¢ (4) ve ¢,(4) A’ya bagh bulunmasi gereken

fonksiyonlardir.
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W[ (xA).0(x4)]=1,(0.4)9,(0.2)= £,(0.4)9,(0.4) = £,(0.2) + A1, (0.4)

W[ (x4).0(x.2)]=7,(0.2), (0.4)~ £,(0.2)p, (0.4) = £,(0.2) + A1, (0. 2)

bagintilar1 yardimiyla

_A(0,4)+4£,(0,4)
2i ’

NWACEIERIACR)

Cilyz 2

o, (A

bulunur. Bu ifadeler yerine yazilirsa

_£(0.4)+21,(0.4)
2i

(0 +21,(0.4)

¢(x,l) B 21

elde edilir.

f(x4)

f(xA) (4326

Diger taraftan reel A’lar icin E(A)#0 olup olmadigini incelemek gerekir.

Aksi kabul edilsin. O zaman en az bir A, sayis1 vardir dyle ki

£i(0.4,) ==4,£,(0,4,) (4.3.2.7)

saglanir. Ayrica

W £(0.4,).7(0.4)]=2

oldugundan

fi(0.4,) £5(0.4,) = £,(0,4,) £,(0,4)) = 2i (4.3.2.8)

bagintist saglanir. (4.3.2.7) deki  f,(0,4,) ve f,(0,4,) ifadeleri (4.3.2.8) de yerine
yazilirsa

0=2i
bulunur ve celigki elde edilir. O halde reel A’lari¢in E(4)#0 dur.

Boylece (4.3.2.6)’ nin her iki tarafi 2LE (1)’ ya boliinerek istenilen (4.3.2.3)
i

bagintis1 elde edilir ve burada

bigimine sahiptir. S(A) fonksiyonunun bi¢iminden
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E(4)) E(2)
yani
s)-[5]
_IEQ)|_
|S(2)|= ) =1

elde edilir. Boylece lemma ispatlanir. m

Tamm 4.3.2.2. (4.3.2.4) ile tammh S(A) fonksiyonuna (4.3.1.1)-(4.3.1.2)

sinir deger probleminin sag¢ilma fonksiyonu denir.

S(A) fonksiyonunun (4.3.2.4) ifadesinden asagidaki lemma ispatlanr.

Lemma 4.3.2.3. |/1| — oo iken agagidaki asimptotik ifade saglanir:

S(/i):so(;t)+0(%j (432.9)
burada
So (ﬂ) — _e—ZMa(l—a) )

Ispat. E(A) n taniminda (4.3.1.5) yerine yazilirsa

oo

E(A)=e™"+ [ (K, (0,1)=iK, (0,1))e™dr

a(l-a)

+/1{—ie“““‘“) + [ (K (0.0)=iK,, (O,t))e""dr}
a(l-a)

elde edilir. (4.3.2.4) goz oniinde bulundurularak ve K,.j(x,t) i,j=12

ozelliklerinden
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e (K, (0,6)+iK,, (0,1)) e dt
§(4)=———=~
el 4 j (K, (0,t)—iK,,(0,1))e™ar

a(l-a)

+1 {ie‘”““‘“) + f (K, (0,2)+iK,, (0,t)) e_mdt}

a(l-a)

+1 {—ie’”““‘” + | (K, (0.0)-iK,, (O,I))e'mdt}
a(l-a)

1 1 7

i+t [ (K (0.0)+iK, (0.0))e 0 gy
— _e—2i/la(l—tx) a(l-a)
i —/11 —/11 [ (K (0.0)=iK,, (0.1)) ™y

a(l-a)

oo

+ J. (K21 (OJ) +iK22 (O’I))e—iﬂ(t+a(1_a))dt

a(l-a)

oo

- K, (0,1)—iK,, (0,r)) e g
[ (K. (0.0)=iK, (0,1))

a(l-a)

_ _e—2ilu(1—a) + 0(%} |/’i| S

oldugu bulunur. Boylece |/1|—>oo icin istenilen (4.3.2.9) asimptotik ifade elde

edilmis olur. Bu da lemmay1 ispatlar. m

4.3.3. E(A) Fonksiyonunun Ozelliklerinin Incelenmesi

Lemma 4.3.3.1. E(A) fonksiyonu iist yarim diizlemde (ImA>0)

analitiktir, reel eksende siireklidir ve kapali iist yarim diizlemde sifirlar1 yoktur.

Ispat. E(A) fonksiyonunun reel eksende sifirlarinin olmadigi yukarida
gosterildi.  f,(0,4) ve f,(0,4) iist diizleme analitik olarak devam ettirilebilir ve

tiim reel eksende siireklidirler. Bu 6zellikler E(4) i¢inde saglanir. |ﬂ| — oo iken
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r0.2)-(",

ve bdylece E(A)’imn sifirlan iist diizlemdeki sifirlart sayilabilenden fazla degildir ve

sinirl1 bir kiime olustururlar.

fe (Imu>0) E(A) fonksiyonunun bir sifir olsun.

Bf(x, pr) +Q(x) f (x.p) = p(x) o f (x. 12)

denkleminin 6nce eslenigi sonra transpozu alinirsa

—f" (v ) B+ (2, 1) Q(x) = o (%) f (x. )

ifadesi elde edilir ve burada f (x,u) vektor fonksiyonu f(x,x) matris

fonksiyonunun transpozunu gosterir.

Bf(x, pr)+Q(x) f (x. ) = p(x) puf (. p2)
~f7 () B+ £ (2, 1)Q(x) = o (2) 7 (x 1)
denklemler sisteminde birincisi denklem soldan f*(x,4) ile ikinci denklem sagdan
£ (x.¢)ile garpilirsa
S (o) B (o, o)+ f (e, 1) Q%) f (e, p2) = pp (x) f* (e, p2) f (% p2)
~f" (e ) Bf (o) + (3, ) Q) f (3. 12) = 4 () f* (x 2) f (. 2)

bulunur. Taraf tarafa ¢ikarildiginda
PG p) B (o )+ £ (x,12) BF (3, 1) = (1= p2) p (%) £ (. 2) f (%, 2)

veya
WLF Cep).f (o) )= (=) p () £ (xot) £ ()

oldugu elde edilir. 0’dan o ’a kadar x’e gore integrallenirse

Wl (xu) f(xu)]

x=
X=

: +(;—,U)Tf* (1) f (e 1) p(x)dx=0  (433.1)

ifadesi ¢ikar. f, (x, 1) ve f,(x,4) in tanimindan

limW | f (x, 2), f (. 0) | = tim { £, (x 2)fs (o 12) = f, (o6 2) £, (5, 2)} =0

olur. Diger tarafta
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E(u)=f,(0,)+pf,(0,4)=0
ya da

Ji(0,p8) ==p£, (0, 12)

saglanir. Boylece

W () f(xu))

= £,(0, 1)1, (0, ) = £, (0, 1) £, (0, 2)

x=0

=—uf, (0.)[ +ul|f, (0.1)

bulunur. Bu veriler (4.3.3.1)’de yerine yazilirsa

i i

:(ﬂ_p)|f2 (Ouu)

(ﬁ—u)[m(o,u)r+Tf*(x,u>f(x,u)p(x>dx ~0

elde edilir ve parantezin ici pozitif oldugundan ; =4 yani g ’ler reeldir. O halde
E(u) fonksiyonunun iist yari diizlemde (Img >0) sifirt olmadigi sonucu ¢ikar.

Lemma ispatlanmis olur. m

4.3.4. Rezolvent Operator ve Ozfonksiyonlara Gore Ayrisim Formiilii

£i(x)
H,=L,, (O,w;C)X(C Hilbert uzayinda F=|f(x)|eH,,
15
g (x)
G =| g,(x) |€ H ¢ bilesenli vektorler i¢in
83

(F.6)=[{,(x)& (1)+ £,(x) & ()} p(x) dv+ fug,

ile i¢ carpimi tanimlansin.

1
p(x)

I(y)= {BY'+Q(x)Y}

ve kisa olmasi igin

; (x);(fl(x)J

£ (%)
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olsun ve boylece

F:(f(X))
£

(4.3.1.1)-(4.3.1.2) sinir deger problemine karsilik gelen L operatorii

asagidaki formda tanimlansin:

L)+ p(x) £ (x)+q(x) £, (x)
LF =| -f(0)+q(x) f,(x)-p(x) £,(x) |, FeD(L)
£,(0)

burada L operatoriiniin tanim bolgesi
D(L)={F | F=(f,(x).£,(x).f;)e H,. f,(x). f,(x)€ AC[0.5]
[0.6][0.2). 1)< H,. £, = £,(0)}
bi¢imindedir. Gosterilebilir ki, tanim bolgesi D(L) olan L operatdrii H , uzayinda
Ozesleniktir.
Eger A , L operatoriiniin spektrum noktasi degilse (L—AI )_1 rezolvent

operator vardir . Simdi rezolvent operatoriin bi¢imi bulunacaktir.

Lemma 4.34.1. R, =(L-AI )_1 rezolvent operator

1 {¢(x,/1)f(t,/1), x<t<oo

B0="50m) FuA) P A), 0<i<x

forma sahip ¢ekirdekli integral operatordiir.

fi(x)
£ (%)

(0,b) araliginin diginda sifir olsun. Rezolventin agik bigimini bulmak i¢in

Ispat. L tanim bolgesi D(L) olan operator ve f (x):( J sonlu her

BY +Q(x)y=Ap(x)y+p(x) f(x) 4.3.4.1)
% (0)==2y,(0)+ f; (4.3.4.2)

probleminin ¢6ziilmesi gerekir.
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Sabitlerin degisimi yontemi uygulanarak (4.3.4.1), (4.3.4.2) probleminin
¢oOzimii
y(x, /1) =c (x, /1) go(x,l) +c, (x,/i) f (x,/i) (4.3.4.3)
bi¢iminde bulunacakutir, burada f(x,1),¢(x,A) (4.3.4.2)’e uygun homojen denkle-
min ¢oziimleridir.
y(xA)=c¢ (x, ) p(x,A)+c,(x,4) f(x,4)

ve
y'(x,/i) = cl/ (x,/i)go(x,/i)+c1 (x,/i) q)'(x,/i) +c2’ (x,/i) f (x,/i) +c, (x,/i)f'(x,/i)
esitlikleri (4.3.4.1) denkleminde yerine yazilirsa
cl/(/i,x) Bgo(x,/1)+cz,(/1,x) Bf(x,/i)+c1 (l,x)[qu’(x,/l)+Q(x)q)(x,/?,)]
+c, (l,x)[Bf’(x,/i)+Q(x)f (x,/i)] = (l,x) lp(x)go(x,/i)

+e, (13)2p(2) £ (x.A)+ £ (x) p()

bulunur. Buradan
¢, (A, x)Bo(x,A)+c, (4,x)Bf (x,A) = f (x) p(x) (4.3.4.4)
sonucu ortaya ¢ikar. (4.3.4.4) esitligi soldan ? (x,4) ile carpildiginda
¢ (ANW[f.pl+e (A)WS. 1= (xA) f (%) p()
¢/ (Ax) T (x,4)Bp(x.A) = T (x.A) £ (x) p(x) (4.3.4.5)
elde edilir. Burada ¢oziimiin Lz(O,oo;Cz) ’ den olmast igin cl(/i,oo):O olmasi

gerekir. (4.3.4.5) ifadesi (x,) araliginda integrallenerek

Ic{(ﬂ,t)df=ﬁj?(f,i)f(f)p(f)dt
cl(m)——E#ﬂ)jﬂu)f(r)pmw
Cl(ﬂ,X)——ﬁzf(hi)f(f)p(f)dﬂrq*

ifadesi bulunur. x — o« iken
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( ):_E(/l) 0+¢ = ¢ =0
olur. O halde
1 L~
cl(/l,x)——m;[f(t,/i)f(t)p(t)dt (4.3.4.6)

bicimindedir. Benzer sekilde (4.3.4.4) esitligi soldan g)(x,/i) ile carpildiginda
cl’(/l,x)W[gJ, ¢]+cz’ (A x)W|e. f]= &)(x,/l)f(x)p(x)
¢, (A, x)@(x,4)Bf (x,A)=9(x,4) f (x) p(x) (4.3.4.7)

elde edilir. (4.3.4.7) esitligi ise (0, x) araliginda integrallenerek

&, (Ax)=c, (4.0) =—ﬁj.(;)(t,/1)f(t)p(t)dt+c§

sonucunu verir. x=0 oldugunda ¢, =0 olur. Boylece
I i~
& (Ax)=¢,(4,0)———[@(1.4) f (1) p(t)dt (4.3.4.8)
E(4)3
formuna sahip oldugu elde edilir. (4.3.4.6), (4.3.4.8) ve (4.3.4.3) kullanilarak

y(ﬂ,X)=fﬂ(x,/i)(—ﬁjf(f»ﬂ)f(f)p(f)dfj

108 e (R0 ol ot

:_;T(,,(x,z)](t,z)f(r)p(r)dt

L[ £ (5 D)0 2) £ (1) ()i +e, (2,0 £ (x.2)

:]iRﬂ(x,t)f(t)p(t)dt+c2(ﬂ,O)f(X,/i)

ifadesi bulunur. Burada R, (x,t) ¢ekirdek fonksiyonu

R, (x1)=——— go(x’ﬂ){(t’ﬂ)’xgt@o (4.3.4.9)
E(A) | f(x,D)e(t,4), 0<r<x
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ile ifade edilir. ¢,(4,0) n ifadesini bulmak i¢in (4.3.4.2) kosulunu kullanmak
gerekir. y(x,4) fonksiyonu (4.3.4.2) kosulunu sagladigindan
»(0,4)
¥,(0,4)=¢,(4,0)9,(0,4)+¢,(4,0) £,(0,4)

ifadeleri (4.3.4.2) de yerine yazilirsa
¢,(2.0)¢,(0.2)+¢,(4.0) £,(0.2) + [ ¢, (1.0) 9, (0.4) +¢,(4.0) £, (0.2) ] = £,
olur ve boylece

¢,(4.0)[#(0.2)+19,(0.4) |+¢,(4.0)[ £, (0.4)+ 41, (0. 4) | = 1,

ifadesinden

¢ (4,0)¢(0.4)+¢,(4.0) £,(0,4)

& (4.0)[ £ (0.4)+4£,(0.4) ] = £;

e
E(4)

¢, (4,0)=

sonucu elde edilir. Buradan y(x, 1) fonksiyonunun

(L-A1)" =y(/i,x)=IRl(x,t)f(t)p(t)dt+ E{;)f(x,/i)

formunda oldugu bulunur. Lemma ispatlanmis olur. m

Lemma 4.3.4.2. f(t) sonlu vektor fonksiyon ve F = [f (t)je D(L) olsun.

O halde
IRﬂ(x,t)f(t)p(t)dHEJ(C})f(x’/z)z_f;x)Jrf()/C{Ij()/{l)(o)Jr
+%IRﬂ(x,t)g(t)dz

bicimine sahiptir. Burada
g(x)=Bf'(x)+Q(x) f (x)

formundadir.
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Ispat.

[R, (x.0) £ (1) p1)dt == £ ()9 2) £ (1) p (1) di = |
esitliginde

elde edilir. Kismi integralleme ile

oo

[, ) 0 p 0= ) ) 0

t=0

t=o0

E AT DB ()

“E(Q) (P(x,ﬂ)z ST (2B ()+2(0) £ ()}
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- ﬂEu)f(x,z)gz(t,ﬂ)Bf(t)t;/w(ﬂ)q)(x,i)f(t,i)Bf(t)t_

—ﬁf(x,;t)ﬁ@(hﬂ)g(f)dt—mcv(x,i)ﬁf(t A)eg(t)d
- M}( i)f(x,/l)é(t,ﬂ)Bf(t)t_} Ml( 7oA (A5 () m
+%]:Rl(x,,)g(,)d, (4.3.4.10)
bulunur. 1spat1 bitirmek i¢in

iEl( Py f(x,/i)a?(t,/l)Bf(f):Jr ﬂEl( 7 (,,(x,ﬂ);(,,z)gf(t):

ifadesinin bigimini belirlemek gerekir.
T AR (I):VEIM)W’M -2 (I):j
_ lEl(ﬂ) F(5.2) (6 A) B (x) ﬂEl( 73/ (2 4)9(0.2)8 (0)
uElwq,(x,z) f(oo,/i)Bf(oo)—ﬂEl(l)(/’(x’/i)f(x,l)Bf(x)
_ ﬂElw[ £ (x.2)9(x.4)-p(x.2) F (x.2) | Bf (x)
- lEl( py f(x,ﬂ)(q»l(o,ﬂ),%(o,ﬂ))[_ol ;J(;((Z)J
NI PN Ve
_iElw £ (62)(=9,(0,2) £,(0)+¢,(0,4) £, (0))
_ /lEl(/l)(—E(/l)) £ (x)+ lEl( 77/ - A£(0)+22,0)
z_fix)ug((%f(x,zp#;)

sonucu ¢ikar. Bu sonug (4.3.4.10) da yerine yazilarak
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TRl(x’t)f(f)P(t)dtz_ N

olur. Buradan

IRA(x’t)f(t)p(l)dt—%f(x,l):_

oldugu bulunur. m

. ) . _(f(2)
emma 4.3.4.3. f () sonlu vektdr fonksiyon ve F = e D(L) olsun.

ImA =0 ve |/1|—>oo iken

[R, () £ (1) p (1) __ +0(lj (434.11)

0zdesligi saglanir.

Ispat. f(x,A) ¢oziimiiniin ve K (x,t) cekirdek fonksiyonunun ozelliginden

|2| — oo iken Im A >0 i¢in

olur. Ayrica x siurh bolgede degisirse |/1| — oo iken

o(x,2) = ( sinAx— AcosAx J[H 0(1)]

—cosAx— AsinAx

bigimine sahiptir. g (7) sonlu vektdr fonksiyon oldugundan yukaridaki formiilden

ImA =0 ve |/1|—>oo iken

olur. Bu ifade kullanilarak

IRl(x’t)f(t)dt_%f(x’/i)=_f(X)+0(lj
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elde edilir.

(4.3.1.1)-(4.3.1.2) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlarina gore ayrisim

formiilii bu lemmalar yardimiyla elde edilecektir.
(4.3.4.11)’in her iki tarafi ZL ile carpilip merkezi O ’da yarigapt R
i

olan I', ¢cemberi boyunca A ’ya gore integrallenirse

_f(X)—'_L'FrO(%jdl

= .jURﬂ(x,t)f()p dt}di——j £ dA  (434.12)

271 : 27

olur. R, (x,t) iist ve alt diizlemlerde analitik fonksiyondur. Buna gore

DR x,t f(t)p(t)dt}d121r1+]rz+lf

27i
yazilir. Burada
= T TR ) s (a0
27 g sl o |
, 1 —R+iS[ T
I; :2—mRL JRl(x,t)f(t)p(r)dt dA

ve

; =L.{RTTTRA(m)f(r)p(r)dt}dm*f iéU&(x,f)f(t)p(t)df}dﬂ}

27 —R+i5 L0

R—id

formundadir ve & pozitif sayidir. R — o iken I, —0 ve (4.3.4.11) den

tim [ Ry (x.1) £ (1) P (1)t = [ Ry (56) £ (1) p (1) .

(4.3.4.12) de R — oo iken limite gecilirse

Ey: 1 fif(xA)
=—lim— [| [R, (x, dt |dA+1 di
f(x) ,ggwrr[! 2 (x,t) £ (1) p(2) i +,ggmrjr £
:—hm{l +I0+1 +11m—f f3 dA
r—oo r—e D 7y
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oz J.‘MJ.[RA o (x.1)— /1+,-o(x,l)]f(t)p(t)dz

1| f(xA4i0)  f(x,A-i0)
27 | [ E(A+10) | E(A-i0) }’W

bulunur. Ispat i¢in R, (x,7)—R, ,,(x,z)’in hesaplanmasi gerekir. ¥ (x,4)

1

(4.3.4.1) denkleminin y(0,1) :(0

] baslangi¢c kosulunu saglayan ¢6ziimii olsun. O

halde f(x,A), ¢(x,4) ve w(x,A) fonksiyonlarinin lineer birlesimi seklinde ifade
edilebilir. Boylece

f(xA)=1(0,1)p(x,A)+E(A)y(x,4) (4.3.4.13)
yazilir, burada @(x,A) ve y(x,4) A’ya bagl tam vektor fonksiyondur. (4.3.4.9)
ve (4.3.4.13) ifadelerinden

oo

_]:[Rﬂwo(x’t)_Rﬂ—io(x’t)]f(t)p(t)dl:_J.[Rﬂwo(x’t)_ﬁmm(x’t)]f(t)p(t)dl

0

=j[f E‘f’j)){f;j))ﬂ&(r,w(r)p(r)dr

qu»(x,z)[? (:2) 7 ‘E /;)]f(f)p(f)df

X

sonucu ¢ikar. Diger taraftan

_ L0 A)+E(A)y(x4) £ (0.4)p(x.4)+E(A)y(x.4)
E(2) E(2)
fz((),/l)_fz(() ﬂ') x fz(o ﬂ)f( )_fl(o ’1)f( ’1) X
( ED) £ }¢( A) 20 ¢(x.4)
=20 N
_|E(/1)|2 ( )
elde edilir.
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L f R ()R, (2] (D p(0)a ==L LR )

27i 0 |E(l)|2
olur. Bdylece L operatoriiniin 6zfonsiyonlarina gore ayrisim asagidaki formda
bulunur.
17 ce(xA)e(tA 1% (x4
L aaf2EAA) p ) a1 TR 1z
T 0 |E(ﬂ)| =, |E(/1)|
ve
1% 50(t4) 17 f
fi=—1|da f()p(t)d+— :
3 ﬂ_[o £|E(/1)|2 ”£|E A
ya da

1 Fu(xA)
f(x) 2mjdﬂj (x,A)u (t,ﬂ)f(t)p(z)dr—z—mi ) £ (1)dA
15, 7u (6,4)
=— | dA| ——
ﬂj I E(2) !
sonuglari elde edilir, burada

u(x.A)=7 (0 A)-S(2) £ (x.4)

u*(x,/i):f(x,/l)—S( )f*(x,/l).l

17 _f
7T_‘|;|E(/1)|2

4.3.5. S(A) Fonksiyonunun Siirekliligi ve Levinson Formiilii

S(A) fonksiyonunun siirekli oldugu tanimindan direk ¢ikar. S(A4)-S,(4)
fonksiyonu —co<A<+e reel eksende siireklidir ve S(A) fonksiyonunun
tamimindan |4 — e iken S(4)-S,(4)= 0(%) asimptotik ifadesi saglandig1 elde

edildi. Boylece S(A)-S,(A) fonksiyonu +oo(—o0)’ un komsulugunda karesi ile
integrallenebilirdir ve L, (—oo,+cc) dan olan bir fonksiyonun Fourier doniisiimiidiir.
Ayrica S(A) fonksiyonun argiiment degisimi sifira esittir. Bunu gdstermek

i¢in E(A) fonksiyonuna argiiment prensibi uygulanir. Bu fonksiyon iist diizlemde
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analitiktir ve kapali tist diizlemde (ImA 2 0) siireklidir. A, —o’dan co’a degisirken
E(A) fonksiyonunun argiiment degisimi sifira esittir:
arg E (+o0) —arg E(—) =27 (N —P)

burada N, E(A) fonksiyonunun sifirlarinin sayist P ise kutuplarinin sayisidir.
N=P=0 ve

InS(A)=—-2iargE(A)
oldugundan

In S (+00) =In § (—e0) = —2i{arg E (+o0) —arg E(—o0)} =0

elde edilir.

Son bagintiya Levinson formiilii denir.

4.3.6. Temel Denklemin Elde Edilmesi

Sagilma verilerine gore (4.3.1.1) denklemindeki Q(x) potansiyel fonksiyonu

inga etmekte rolii olan temel denklem elde edilecektir. Bunun igin (4.3.2.3) 6zdesligi

asagidaki formda yeniden yazilir:

1 ) 1 .
o ¢('x’ 2’) + SO (ﬂ,) ' el/l/t(x) - e—:l,u(x)
E(4) —i i

Bu ifadenin her iki tarafi 2L(1,—i )e"’“' ile carpilip A’ya gore —oo’dan o ’a kadar

V4
integrallenirse
N A 1), 1 :
Rei 2 ¢(x, )+SO (l) . ezﬂ.,u(x) — e—tl,u(x) (1, _l-)elﬂydl
27| E(A) —i i
_ReL [ T K (x.1) ! (1,-i)e ™ drd A
27 —o p(x) ‘
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1= o
“Re— [ 5,(4) K(x,t)(
2z /tz[x)

—oo

-l

1 .
,](1, —i)e™ ™ dd A

—l

+Re$i[30(/l)—5(/l)](l ,](1,-,-)%(”(*)”')(14

+Re%j [5,(2)-5(2)]

1 .
K(x,t)[ _j(l, —i) ™" did A 4.3.6.1
) —1

i

olur, burada

=

1 7(1 N —idi-y) 1 L=} ey
Re— 1,—i)e ™""VdA=Re— AA=06(t—y)E, =0, (t— ),
eon 1[1Jmne e flr 7 (1-¥)E,26,(1-)

ve &(x) Dirac delta fonksiyonudur. Boylece

oo

- %1 |
J. K(x,t)ReLJ.{_j(l,—i)e_'l(’_y)dﬂdtz J K(x,t)6,(t—y)dt=K(x,y)
2(x) 27 ¢ \i

u(x)

bulunur.

oo oo

I Sy ()™ d A = _'[ o 2iAal1=a) JA) g 9 _T poidl2ali-a=y) 1

:—5(2a(1—0{)—t—y)

ve y> u(x) igin K(x,y—2a(1-a))=0 oldugundan

1 7 T 1 L\ iA(t+y)
ReﬂLSO (ﬂ)ﬂ_([)K(x,t)(_J(l,—l)e Ydtd A

. r 1 7 1 —i iA(t+y)
= | K(x,t)ReEISO(/i)[_i } d Adt

w(x)

elde edilir.

Elde edilen bu degerler (4.3.6.1)’in sag tarafinda yerine yazilirsa
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K(x,y)+Re$;[[So(/1)—S(/1)] T)K(x,r)(l_i](l,—i)e”(’”)dzd/z

u(x

+Re$_]i[30 (A)-$ (z)](l_ij(l, —i) ™I g 2

=K(x,y)+ T K(x,t)F(t+y)dt+F(u(x)+y)
(x

u(x)

oldugu bulunur, burada

1 =i
|

F(x)zRe%Io[SO(l)—S(/i)]( Jeib‘dl

bigimine sahiptir. O halde (4.3.6.1)’in sag tarafi y > u(x) icin

K(x,t)F(t+y)dt

—3

K(x,y)+F(,u(x)+y)+

7

—~

%)

formuna sahip oldugu elde edilir.

Ayrica (4.3.6.1)’in sol tarafi analitik oldugundan

15 . o(xA

—1
ezyz% E(4) i -1

I =i\ _iaguo-
T O

—38

K(x,y)+F(u(x)+y)+ | K(xt)F(t+y)dt=0

7

%)

elde edilir, burada F (x) fonksiyonu (4.3.6.2) formiilii ile tanimlanir.

Boylece asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.3.6.1. Her x>0 icin (4.3.1.5) 6zel ¢oziimiin ¢ekirdegi

(4.3.6.3) integral denklemi saglar.

(4.3.6.2)

, 1 2\ o ,
) (1,—i)e%"d/'l+ RCZL[ j J. S() (/fi)ezﬂ(ﬂ(x)w)dl
T\~ —co

(4.3.6.3)

K(xy)

Tamm 4.3.6.2. (4.3.6.3) integral denklemine (4.3.1.1)-(4.3.1.2) siir deger

probleminin temel denklemi denir.
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4.3.7. Temel Denklemin Coziilebilirligi ve Ters Problemin

Coziimiiniin Tekligi

(4.3.6.3) integral denklemi kompakt operatorlerle iiretilir ve onun tek tiirlii

¢oziilebilir oldugunu gostermek icin Fredholm alternatifi kullanilir.

Teorem 4.3.7.1. Her sabitlestirilmis x>0 i¢in temel denklemin elemanlar

L,(u(x),) da olan tek bir vektdr ¢oziimii vardir.
Ispat. (4.3.1.1)-(4.3.1.2) siur deger problemi icin elde edilen S(4) sagilma

fonksiyonu Boliim 4.2. deki sagilma fonksiyonunun ozelliklerini saglar. S(A) ile

inga edilmis temel denklemin 6zellikleri ile diger Boliim 4.2 deki sacilma fonksiyonu
ile inga edilmis temel denklemlerin 6zellikleri aymdir. Bundan dolayr Teorem

4.2.7.1’ den ispat agiktir. m

Teorem 4.3.7.2. Sacilma fonksiyonu ile (4.3.1.1)-(4.3.1.2) sinir deger

problemi tek tiirlii belirlenir.

Ispat. Agikur ki temel denklemi inga etmek igin F (x) fonksiyonunu bulmak

yeterlidir ve F (x)’i bulmak i¢in de S(4) sagilma fonksiyonunu bilmek yeterlidir.

Teorem 4.3.7.1 den sacgilma fonksiyonuna gore insa edilmis (4.3.6.3) temel

denklemin tek bir K(x,y) ¢ozimii oldugu gorilir. O zaman (4.3.1.1)

denklemindeki Q(x) matris fonksiyonu tek tiirlii bulunur. Verilen algoritmaya gore

(4.3.1.1) denklemi insa edilir. Teorem ispatlanir. m
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5. SONUC VE ONERILER

Bulgular ve Tartismalar boliimiinde ii¢ farkli problem ele alindi. Birinci
olarak klasik Dirac denklemler sistemi igin sinir kosulu spektral parametreyi
kuadratik polinom bi¢gimde igeren bir sinir deger problemi i¢in

1) Sacilmanin ters problemi incelendi ve ¢Oziimiin tekligi gosterildi,
2) Q(x) potansiyelinin ingasinin algoritmasi verildi.

Problemin ¢oziimii esnasinda spektral parametreyi kuadratik olarak igeren
sinir kosullarin1 saglayan 6zel ¢6ziim bulundu, sacilma verileri tamimlandi, ters
problemin ¢6ziimiinde 6nemli rolii olan temel denklem incelendi. Daha sonra ise
sacilma verileri yardimiyla gecit fonksiyonu insa edildi. Bu fonksiyon ile de 6zel

¢Oziimiin c¢ekirdegi bilinmeyen fonksiyon olmak iizere temel denklem yazildi. Bu
problemin sagilma verileri {S (A), A, m (k=1, 2,...,n)} olarak belirlendi ve bu

degerler toplulugunun ele alinan sinir deger probleminin sagilma verileri olmasi igin
gerek kosul gosterildi.

Ikinci ve iigiincii boliimde ise siireksiz katsayili birinci mertebeden iki
bilesenli Dirac denklemler sistemi i¢in diiz ve ters problemleri ele alindi:

1) Sacilma verileri tanimland1 ve incelendi,

2) Rezolvent operator bulundu ve dzfonksiyonlara gore ayrisim formiilii elde
edildi,

3) Temel denklem elde edildi,

4) S(A) sagilma fonksiyonun argiiment degisimine bakildi ve Levinson

formiilii elde edildi,
5) Sacilma verileriyle insa edilmis temel denklemin tek tiirli ¢oziilebilirligi

ve ¢oziimiin tekligi gosterildi.

Uciincii  boliimde ikinci boliimden farkli olarak smir kosulu spektral

parametre iceren duruma bakildi. Bu durumda rezolvent operator insa edilirken ve
ayristm  formiili  bulunurken, H o= L, » (0,00; (6 )><(C biciminde {i¢ bilesenli

vektorlerden olusan Hilbert uzaylar1 olusturuldu, incelemeler bu uzayda yapildi.
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Birinci béliime benzer olarak bu sagilma verilerinin siireksiz durum icin ele

alian sinir deger problemlerinin sagilma verileri olmasi i¢in gerek kosul gosterildi.

Sacilma verilerinin 6zellikleri biliniyorsa sinir deger problemlerinin sagilma

verileri olmasi i¢in yeter kosulun incelenmesi Onerilir.
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