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KOMPLEKS DUZLEMIN CESITLi BOLGELERINDE
p-BIEBERBACH POLINOMLARININ YAKINSAKLIGI UZERINE

N. Pelin OZKARTEPE

oz

C-kompleks diizlem; G c C, L:=0G Jordan egrisi ile sinirli sonlu bolge ve
0€G olsun. w=¢ z ile G bélgesini D 0,r, = w:|w<r,r,>0 dairesine
resmedenve ¢ 0 =0, ¢' 0 =1 kosullarini saglayan konform doniisiim gosterilsin.

A:J G p>0 ile G bolgesinde tanimli, f O =0 ve

Il : T
[ e =115 6 = [l 2] do, <0

kosullarin1 saglayan tiim analitik fonksiyonlar sinifi gosterilsin. Burada o, ile G

tizerinde tanimli iki boyutlu Lebesque 6l¢iisii gosterilmektedir.
¢, ile derecesi n'yi asmayan ve P, 0 =0, P/ 0 =1 kosullarin1 saglayan

tim P, z polinomlar kiimesi isaret edilsin.
Asagidaki extremal problemi goz oniine alalim;
mgo’ z -P' z|"do, »>min, p>0.
G

Gosterilebilir ki, her p >0 i¢in bu extremal problemin ¢6ziimii vardir ve p >1 igin
bu ¢oziim tektir. Bu tek ¢oziimii veren polinom p—Bieberbach polinomu olarak

adlandirilir ve B, | z ile gosterilir.
Bu tezde, A, G ile C G uzaylarinda; uygun olarak |p—B, ,| normunun

n— oo da azalarak sifira gitmesi ve de bu sifira gitme hizinin i¢ ve dis sifir agilar
iceren G bolgesinin geometrik 6zelliklerine bagh olarak degerlendirilecektir.

Anahtar Kelimeler: Konform doniistim, Yarikonform egriler, Bieberbach
polinomlari, Kompleks diizlemde yaklasim

Damsman: Prof.Dr.Fahreddin Abdullayev , Matematik Ana Bilim Dali, Mersin
Universitesi
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CONVERGENCE OF p-BIEBERBACH POLYNOMIALS IN VARIOUS
REGIONS OF THE COMPLEX PLANE

N. PELIN OZKARTEPE

ABSTRACT

Let G < Che a simply connected region whose boundary L :=06G is a Jordan
curve and 0eG. Let w=¢ z be the conformal mapping of G onto the disk

D O,r, = w:i|w|<r, ,satisfying ¢ 0 =0,¢’ 0 =1.
Denote by Af) G ,pe 0,00 the set of functions f z analytic in G with
f 0 =0 such that

fI

1
I =10 [ 11 2P| <o
G

where do, is the two-dimensional Lebesque measure.

P |
1
AP

Also, let us denote by ¢, the class of polynomials P, z ,degP, <n, with

Pz, =0,P’ z, =1 and consider following extremal problem:
’ p -

m(p’ z -P, z‘ do, »>min, p>0.

G

There exists a polynomial B, z which is the solution of the extremal
problem, and if p > 1, the solution is unique. This unique solution was denoted by

B,, z anditwas called p—Bieberbach polynomials.

In this thesis the decrease of |¢—B,

‘ to zero and calculation of the rate in

regions with interior and exterior zero angles are determined depending on the
geometric properties of boundary arcs.

Keywords: Conformal mapping, Quasiconformal curves, Bieberbach polynomials,
Approximation in the complex plane

Advisor: Prof.Dr.Fahreddin Abdullayev, Department of Mathematics, University
of Mersin
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SiMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

C Kompleks sayilar kiimesi

C Cu

G G bolgesinin kapanist

CG G bolgesinde siirekli olan fonksiyonlar kiimesi

C'(G) Kendisi ve tiirevi G bolgesinde siirekli olan fonksiyonlar
kiimesi

AG G bolgesinde analitik fonksiyonlar kiimesi

A G G bolgesinde analitik ve G siirekli fonksiyonlar kiimesi

DeG D bolgesi kompakt olarak G bolgesinin igindedir.

mes y y egrisinin bir boyutlu Lebesque 6lgiisii

mes G G bolgesinin iki boyutlu Lebesque 6lgiisii

int L L kapal1 egrisinin sinirladigt sonlu bolge

ext L L kapal1 egrisinin sinirladig1 sonsuz bolge

oG G bolgesinin sinir

Q ext G

Bzd tift—z|<s

A wiw>1

do, dxdy, z=Xx+1iy

= Tanim olarak esittir.

k=1n k=12,..,n

zZ z kompleks sayisinin eslenigi

a=<b a<ch, c sabitolmakla a ve b den bagimsizdir.

axb a<bveb<a

d M,L inf [z2-¢|: zeM, (el

o 2 d z,L
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1. GIRIS

C - kompleks diizlem; Gc C, L:=0G Jordan egrisi ile sinirli sonlu bir bolge
ve 0€G olsun. w=¢ z ile G bélgesini B 0, 1, == w: |w|<r,, 1, >0 dairesine
resmedenve ¢ 0 =0, @' 0 =1 kosullarini saglayan konform doniisiim gosterilsin.

Burada r,:=r, G sayisina G bolgesinin 0 noktasina ragmen konform yarigapi

denir.

Aé G p>0 ile G bolgesinde analitik, f 0 =0 ve
1106 =1FT o =]
G

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi igaret edilsin.

P
f’ Z| do, <o

¢, ile derecesi n’yi asmayan ve P, 0 =0, P/ 0 =1 kosullarm: saglayan

polinomlar sinifi gosterilsin.

Her p >0 i¢in asagidaki ekstremal probleme bakalim:
”(”_Pn”A; 5 —>min (1.2)

[1, s.137]" deki benzer metot uygulanirsa gosterilebilir ki, ¢, polinomlar
kiimesinde; 1.1 probleminin ¢oziimii vardir. Ayrica, p>1 ise ¢oziim tekdir [1,

5.142]. Butek polinoma G, 0 cifti igin p—Bieberbach polinomu denir ve B, | z
ile isaret edilir [2].

p=2 halinde literatirde ¢ok iyi bilinen B, z =z, z Bieberbach

n
polinomlar: elde edilir.
G c C bolgesinin sinir1 ile onun sonsuzlugu igeren tiimleyeninin siniri ayni
ise G bolgesine Caratheodory bolgesi denir.

Eger, G bir Caratheodory bolgesi ise

Mo -0, no>w
p

H(o_ Bn,p
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dir [3, s. 63].

Buradan, B, z - p —Bieberbach polinomlar dizisi, w=¢ z konform
' n=1

dontisimiine G bolgesinin her bir kompakt alt kiimesinde diizgiin yakinsamasi elde
edilir.
Yaklasim Teorisinin genel problemlerinden biri G bolgesinin kompakt alt

kiimesindeki diizgiin yakinsamay1 G boélgesinin kapanisina tagimak ve

‘cé =max|e -B,, z [<consty,, (1.2)

H(D_ Bn,p

esitsizligini saglayan y, =y, p,G >0, y, >0,n—>wo, bigimindeki diziyi
bulmaktir.
Bu tezde; (1.2) problemi, pargali yar1 konform egrilerle sinirl ve siirinda i¢

ve dis sifir ag1 igceren bolgelerde incelenecek ve her iki durumda da y, parametresi

istten degerlendirilecektir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

ycC egrisi  verilsin  ve  bu  egrinin dogal  denklemi
z=z s, 0<s</(, (:=mesy, olsun.
Eger y egrisine her bir z=z s noktasinda ¢izilen tegetin OX ekseninden

pozitif yonde ayirdigi ac1 fonksiyonu € s =6 z s s ’in siirekli bir fonksiyonu
ise, 0 halde bu egriye siirekli degisken tegete sahip egri denir ve bu 6zellige sahip
egriler sinifi C, ile gosterilir.

Eger 0’ s siirekli ise y egrisine siirekli egime sahip egri denir.

Yaklasim teorisinin temel problemlerinden biri de verilmis fonksiyona
polinomlarla yaklasimin varligini ve boélgenin geometrik ozelliklerinin yaklagim
hizina etkisini gdstermektir. Verilmis bolgenin Riemann fonksiyonunun agik sekilde
bilinmesi uygulamalarda 6nem tasimaktadir. Fakat, Riemann fonksiyonunun agik
sekilde belirlenemedigi hallerde onun yaklasik ifadesinin elde edilmesi s6z konusu
olur. Bu nedenle, Riemann fonksiyonuna polinomlarla yaklasilmasi1 ve yaklagsan
polinomun bulunmasina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Ik defa, 1939 yilinda M.V. Keldych p=2 oldugunda L :=0G ’nin siirekli

egime sahip egri olmast durumunda bu problemi incelemis ve y, =y, G >0
yakinsama hizini 7, =1-¢, Ve >0, olarak elde etmistir [4]. Dolayisiyla, G’ ta

T, Z :=1 dizisinin ¢ z ’ye diizgiin yakinsadig1 gosterilmis ve yakinsamanin hizi

n

belirlenmistir. Daha sonra Keldych dyle bir G™ bélgesi insa etmistir ki, onun igin

insa edilen 7, z,G’ " dizisi 0G"da 1raksak olmustur. Bu ise G’ta 7, z

n=1 n=1
Bieberbach polinomlar dizisinin w=¢ z konform doniisiimiine yakinsamasinin G

bolgesinin geometrik ozelliklerine bagli oldugunu gostermektedir.

1951 yilinda S.N. Mergelyan, p=2 durumunda (1.2)’de ifade edilen

problemi C, smifindan olan egri ile sinirhi bdlgeler igin incelemis ve yakinsama

hizin1 Ve >0 i¢in y, = %— & olarak hesaplamistir [5].
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Daha sonra, p=2 durumu igin (1.2) problemi kompleks diizlemin c¢esitli
bolgelerinde [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], v.b. calismalarda incelenmistir.
p # 2 durumunda, F.G. Abdullayev, M. Kiigiikaslan 2 ’de, Q «,f ,

O<a<l1, %S f <1 smifindan olan bolgeler igin 1.2 ’de ifade edilen problemi
incelemislerdir. Ayni calismada G bdlgesinin sinir1, K —yar1 konform egri olmasi
halinde y, yakinsama hiz1 degerlendirilmistir.

C.Kosar, M. Kiigiikaslan ve F.G. Abdullayev 38 tarafindan, p # 2
durumunda GeC, A,a olan bélgeler i¢in ayn1 problem incelenmistir.

Son olarak, M. Kiigiikaslan, C.Kosar ve F.G. Abdullayev 37 ‘de A 1 ,

0 < A < 2 siifindan olan bélgeler i¢in p # 2 durumunda, (1.2) problemini

incelemislerdir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, bulgular kisminda kullanilacak bazi tanimlar ve temel teoremler
verilecektir.
Bu tezde G, kompleks diizlemde L:=0G Jordan egrisiyle smirl sonlu bir

bolge kabul edilecektir. Ek olarak, genelligi kaybetmeksizin varsayilacak ki, 0 G.

3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanm 3.1.1. G C C kiimesi igin

1) G agik bir kiimedir,

i) V¢, <&, € G igin bu noktalar: birlestiren ve y — G olacak sekilde en az bir

Y=y &,&, egrisivardrr.

kosullart saglaniyor ise G kiimesine kompleks diizlemde bir bélge denir.

Tammm 3.1.2. Eger GNnA 29, GNA # olacak sekilde kompleks

diizlemde ayrik ve birlesimleri G kiimesini veren A ve A, acik kiimeleri varsa

G ’ya baglantisiz kiime denir. Aksi halde G baglantili kiime olur.

Kapali, baglantili bir kiimeye Continuum ad1 verilir.

Lemma3.1.1. 1< p<w ve a,b>0 olsun. Bu durumda

a+b <2t af +b°

esitsizligi saglanir [13].
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Tanimm 3.1.3. Eger € 0,27 sayisi i¢in

f(z, +re") - f(z,)

i

re

0,f(z,) = Iirgl

limiti var ve sonlu ise f fonksiyonuna z, noktasinda « -yanlii tirevlenebilir denir.
Eger, z, noktasinda her bir ¢ e 0,27 sayisi igin « -yonli tirevler var ve
hepsi birbirine esit ise f fonksiyonuna z, noktasinda tirevlenebilirdir denir ve bu

durumda

£/(z) = lim + 2= 1(Z)

717, Z-1,

dir.

f fonksiyonu her bir ze G noktasinda tiirevlenebilirse f fonksiyonuna

G ’de tzirevlenebilirdir denir.

Teorem 3.1.1. f fonksiyonunun z, € G noktasinda tiirevlenebilir olmasi
icin gerek ve yeter kosul z,eG noktasinda siirekli ve VzeG igin
f(z)=f(z,)+(z—2,)f"(z) olacak sekilde bir tek f :G — C fonksiyonunun

olmasidir. Bu durumda f'(z,) = f (z,) dir [14].

Teorem 3.1.2. f fonksiyonu z, € G noktasinda tiirevlenebilirse

of of
—(z,) ve —(z
PG ay( 0)

kismi tlirevleri mevcut olup bu kismi tiirevler
of . of
f'(z))=—(z,)=-I—(z
()= () =1 (2)

ifadesini saglar [15].
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Teorem 3.1.3. f fonksiyonu z, noktasinda tiirevlenebilirse
of of
f'(z,) =—1(z,), —(z,)=0
()=~ ()~ ()
dir [15].

Tamm 3.1.4. f fonksiyonunun z, € G noktasinda Z—f(zo), Z—f(zo) kismi
X y

tiirevleri mevcut ise %(ZO) ve %(ZO) asagidaki sekilde tanimlanir:
74
of 1( of . of
—(z)) == —(z,)-1—(z,) |= f,(2,),
az(o) 2(6)((0) ay(o)] .(2o)

Ny o yvii% )=t
5 (%)= 2(6 2 (Zo)+12 y(Zo)J—- F(2,)-

Ozel halde f(z) =u(x,y)+iv(x,y) seklinde ise

1 i
f, ZE(UX +VV)+E(VX -u,),

1 i
f, :E(uX —vy)+§(vX +U,),

olur.

Tanmm 3.1.5. f fonksiyonu tanimli oldugu z, noktasinin belli bir B(z,,r)
komsulugundaki tiim noktalarda tiirevlenebiliyorsa f fonksiyonuna z, noktasinda

analitiktir denir.

Eger G’de tanimli f fonksiyonu, her bir ze G noktasinda analitik ise f

fonksiyonuna G ’de analitiktir denir. G ’de analitik tiim fonksiyonlarin kiimesi
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A(G) ile, G’de analitik ve G ’da siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi A(G) ile

gosterilir.

Tanmm 3.1.6. Her bir neN i¢in f :G—>C tanimli fonksiyonlarin

olusturdugu f, _ dizisine ortak tanim bdlgesi G olan fonksiyonlar dizisi denir.

Tamm 3.1.7. f_ ortak tanim bdlgesi G olan fonksiyonlar dizisi ve

z,€G olsun.  f,(z,) _, dizisi yakinsak ise  f _ fonksiyonlar dizisine z, € G

n

noktasinda yakinsaktir denir.

n

Eger, f, _ fonksiyonlar dizisi G bélgesinin her noktasinda yakinsak ise

f. .. fonksiyonlar dizisine G bélgesinde noktasal yakinsakur denir.

n

f G bolgesinde noktasal yakinsak fonksiyonlar dizisi ve f :G — C

N npeN’

bir fonksiyon olsun. Eger, VzeG i¢in limf (z)= f(z) ise f fonksiyonuna

f

n

.. Tonksiyonlar dizisinin limiti denir.

Tamm 3.1.8. f _  ortak tamm bolgesi G ve f:G — C bir fonksiyon

n

olsun. Bu durumda herhangi bir & >0 verildiginde en az bir n,:=n,(e) e N sayisi
bulunabilinir dyle ki Vn>n, ve VzeG ig¢in |fn(z)— f(z)|<5 saglantyor ise

f. . fonksiyonlar dizisine G bolgesinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir

n

denir.

Tamm 3.1.9. f,_ ortak tanim bélgesi G < C olan fonksiyon dizisi

olsun. Herhangi bir £>0 verildiginde 6yle bir n,:=n,(¢)e N sayis1 vardir ki

vnm>n, ve VzeG igin |fn(z) —f (Z)| <& kosulu saglaniyorsa f

N neN

fonksiyonlar dizisine G < C bolgesinde bir Cauchy dizisi denir.
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Teorem 3.1.4. f

n oy Ortak tanim bolgesi G olan fonksiyonlar dizisi olsun.

n

f, . dizisinin G’de diizgiin yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter kosul onun

Cauchy dizisi olmasidir [16].

Tamm 3.1.10. f: a,b — R, smurl bir fonksiyon olsun. Herhangi bir £ >0

icin O0yle bir ¢ >0 sayist bulunabilir dyle ki a,b araliginin Z(bk -a,) <o

k=0

kosulunu saglayan her bir ayrik (a,b,) ,_, parcalanisi igin > |f(b,) - f(a,)| <&
k=0

saglaniyor ise f fonksiyonuna a,b ’de mutlak siirekli fonksiyon denir.

Tanmm 3.1.11. Kompleks degiskenli reel degerli u:G—R, fonksiyonu
verilsin. Eger, u fonksiyonu kenarlar1 OX ve QY eksenlerine paralel olan her
R&G dikdortgeninin hemen hemen tiim yatay ve hemen hemen tiim dikey

araliklarinda mutlak stirekli ise u fonksiyonuna G ’de mutlak siireklidir denir.

Tamm 3.1.12. Gc C; f:G — C, bir fonksiyon olsun. Eger Re f(z) ve
Imf(2):G—>R fonksiyonlar1 G ’de mutlak siirekli fonksiyonlar iseler f

fonksiyonu G ’de mutlak siireklidir denir. G bolgesinde mutlak siirekli

fonksiyonlarin sinifi ACL(G) ile gosterilir.

Teorem 3.1.5. f € ACL(G) ise G bolgesinde hemen hemen her yerde

of of
OX oy

kismi tiirevleri ve dolayisiyla

kismi tiirevleri vardir [17].
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3.2. KOMPLEKS DUZLEMDE EGRi VE KOMPLEKS DEGISKENLI
FONKSIYONLARIN INTEGRALI

Tanmim 3.2.1. abeR ve a<b olsun. z= ¢ X : apl sirekli
fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir ve y ile isaretlenir. z @ noktasina
y egrisinin baslangi¢ noktasi, z b noktasina da bitig noktas1 denir.

I.) z(a) = z(b) ise y egrisine kapali egri denir.

ii.) Vt,t, e a,b icin t, #t, oldugunda z(t) = z(t,) ise y egrisine Jordan
yay, eger z(a) = z(b) ise y egrisine Jordan egrisi denir.

iii.) Vte a,b icin z' t wvar ve siirekli ise y egrisine diferansiyellenebilir
egri denir. Buna ek olarak z' t #0 ise y egrisine diizgiin egri denir.

iv.) P=t,t,.,t, , ab arahigmmn bir pargalamis1 olmak iizere
Vke 12,..,n i¢in z=_z(t) fonksiyonu her (t,,,t ) araliginda siirekli tiirevlenebilir

ve lim z(t), limz(t) limitleri mevcut ve bu noktada birbirlerine esit degiller ise y
. tot,

t>t

egrisine parcali diizgiin egri denir.

Teorem 3.2.1. (Jordan Egri Teoremi) », C’da kapali sonlu bir Jordan
egrisi olsun. Bu taktirde y egrisi kompleks diizlemi ortak sinirlari y olan biri sonlu,

digeri sonsuz ayrik iki bolgeye ayirir [16].

Bu bolgelerden sonlu olana y ‘nin igi, sonsuz olana y ‘n:n dusz denir ve bunlar

sirasiyla inty ve exty ile gosterilir.

Tamm 3.2.2. D < C bir bolge olmak iizere D bolgesinden alinan her bir y

egrisi i¢in inty < D oluyor ise D bolgesine basit baglant:l: bslge denir.

10
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a,b araliginin P= t,,t,...,t, seklindeki tim parcalanislarinin ailesi P ile

n

gosterilsin ve ¢, (P):=>"|z(t,) —z(t,,)| olsun Eger,

k=1

limsup ¢, (P):PeP <w

Ise y egrisine dlgiilebilir egri denir.

Teorem 3.2.2. Eger y parcali diizgiin egri ise y egrisi Olciilebilir ve

b
mes y = ﬂz’(t)|dt

dir [16].

Tanmmm 3.2.3. y egrisinin dogal denklemi z=z s, 0<s</(, (:=meSy,
olsun. Eger y egrisine her bir z s noktasinda ¢izilen tegetin OX ekseninden
pozitif yonde ayirdigt ag1 fonksiyonu @ s =6 z S s ’in siirekli bir fonksiyonu
ise bu egriye siirekli degisken tegete sahip egri denir ve bu 6zellige sahip egrilerin
siifi C, ile gosterilir. Eger 6 s siirekli ve sinirli ise y egrisine stirekli egime

sahip egri denir.

Tanim 3.2.4. G bolgesi; L:=0G egrisi C, smifindan olan sonlu sayida
yaylarinin z,, z,, z,, ..., Z,, noktalarindaki birlesiminden olusur oyle ki, L egrisi z,

noktasinda yerel diizgiin bir egri ve

i) Her bir 1<j<p<m igin z; birlesme noktalarinda G bolgesi

A 0<A; <2 koseli dis agrya sahip ve 4= ]rsnjlsr; A; olsun,

11
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i) Her bir p+1<j<m igin z; birlesme noktalarinda yerlesen yerel

koordinat sistemi ve —co <, <C, <o, & >0, i=12 sabitleri i¢in

l+a

a) z=x+iy:cxX"* <y<c,x*?, O<x<g <G,

b) z:=x+iy:|y|>e&x 0<x<g cQ olsun.

kosullarin1 saglarsa G bolgesine C, A, smifindandir denir.

Tanim 3.2.4°den GeC, A, bolgesinin her bir z; 1< j<p birlesme

noktasinda Az 0<A<2 dis agiya ve her bir z; p+1l<j<m birlesme

noktasinda ise X" —tertipli (olas1) i¢ sifir ac1ya sahip oldugu gériiliir.

Eger, a=0 ise G bolgesi i¢ sifir agiya sahip degildir ve bu durum
GeC, A ile gosterilir.

Eger,A=1 ise G bolgesi sadece i¢ sifir ag1 igeren, parcali diizgiin egri ile
sinirl bolge olur ve bu durumda GeC, L« ile gosterilir.

Genelligi kaybetmeksizin Tanim 3.2.4°de m=2, p=1 almirsa G

bolgesinin sekli, Sekil-1 de gosterilmistir.

Sekil-1

12
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Tamim 3.2.5. Kompleks diizlemde G:= z=x+iy : 0<x<10<y<2 U

Z=X+iy:1<x<2,0<y<1l seklinde tanimlanan bolgeye L —sekilli bolge denir.

Tammm 3.2.6. G,H c C basit baglantili bélgeler ve ¢:G — H olsun. Q

fonksiyonu 1-1 ve analitik ise ¢ ’ye konform déniisiim denir.

Teorem 3.2.3. (Riemann Doéniisiim Teoremi Sonucu) G c C basit

baglantili bir bolge ve 0 G olsun. Bu durumda G bolgesini B 0,1 = w:|w|<1

dairesine resmeden ve ¢ 0 =0, ¢ 0 >0 kosullarin1 saglayan bir tek w=¢(z)

konform doniistimii vardir [16].

Teorem 3.2.4. Q:=C\G ve A= w:|w>1 olmak iizere

D(0) =0 Ve Iim% >0
Z—>® Z

olacak sekilde bir tek @ : €2 — A konform doniisiimii vardir.

Tamm 3.2.7. 0<r <1 ve R>1 olsun. Budurumda;
L = ZEGZ‘(B(Z)‘:F <1, Ly= z2eQ:|®(z))=R>1, L =L
egrilerine sirasiyla i¢ Ve dis seviye egrileri denir. Ayrica, G, :=intL,, Q, =extL,;
d z,L =inf |g—2z]:geL dir.
Tanmm 3.2.8. y, denklemi z=z(t): a,b > C olan diizgiin egri ve f

fonksiyonu y egrisi lizerinde siirekli bir fonksiyon ise,
b
[f(@dz:= [f @) /(1) dt,
y a

integraline f nin y egrisi lizerindeki egrisel integrali denir.

13
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Teorem 3.2.5. (Cauchy Teoremi) G c C sonlu bir bolge, f € A(G) olsun.
7, inty cG kosulunu saglayan olgtilebilir Jordan egrisi ise

[f(2)dz=0

dir [18].

Teorem 3.2.6. (Cauchy integral Formiili) Gc—C sonlu bir bdlge,
f e AG) olsun. y, int ycG kosulunu saglayan oOlgiilebilir Jordan egrisi ise

Vzeinty i¢in

_ L fe)
f(Z)_Zﬂi‘!.g—Zdé:

dir [18].

Teorem 3.2.7. (Cauchy Tiirev Formiili) DcC; f D’de analitik ve
G €D sonlu sayida pargal1 diizgiin egri ile sinirli bélge olsun. Bu durumda, Vz € G

ve her n=0,1,2,... igin

dg

f”z—n!j e

_27“66 é:—z n+l

dir [18].

Teorem 3.2.8. (Maksimum-Modulus Prensibi) G C Jordan egrisi ile

sinirl sonlu bir bolge olsun. Eger f G ’de analitik ve G ’da siirekli ise |f|

maksimum degerini 0G ’de alir [18].

Tamm 3.2.9. G cCsonlu bir bolge, U :G — C ikinci mertebeden siirekli
kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon ve
o 0
_+_
aXZ ay2

olmak iizere AU =0 ise U X,y fonksiyonuna G bolgesinde harmoniktir denir.

14
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Teorem 3.2.9. (Ortalama Deger Teoremi) G cC sonlu bir bolge;

U :G — C fonksiyonu G ’de harmonik ise, VB z,,r <G igin
1 27
_ it
U z, = J'U z,+re" dt

dir [18].

Teorem 3.2.10. G < C sonlu bir bélge; U : G — C fonksiyonu G ’de

harmonik ve B z,,r <G olsun. O zaman

U z, :# HU Z do,

B zy,r

dir [16].

Tammm 3.2.10. GcC sonlu bir bolge verilsin. Her p>0 igin, G

bolgesinde tanimli, Slgiilebilir ve

Iﬂf A |pdaZ < ®

G

kosulunu saglayan fonksiyonlar smifi L, G ile gsterilir.

Ayrica, p=1 olmakiizere L, G uzaymda norm

1
1], ::[i_ﬂf z \"daZJp

dir.

Tanim 3.2.11. G cC sonlu bir bolge ve p >0 olsun.
A G=f:feAG nL,(G)
kosulunu saglayan fonksiyonlar smifi A5 G ile gosterilir. p>1 olmak iizere

A, G uzaymda norm

Il =l
A, G L, G

bi¢giminde tanimlanir.

15
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Teorem 3.2.11. GcC bir bolge olsun. fel (G) , 9geL,(G),

p=>1 1 + 1 =1 ise, asagidaki esitsizlikler saglanir:
P Q

i)

[ oo guoran

[[t@g(2)do,

i) [ﬂ|f(z)+g(z)|” do-sz g(jﬂf(z)r’ do-sz +[”|g(z)|p do-ZJp

Bu esitsizliklere sirastyla Hoélder Esitsizligi ve Minkowski Esitsizligi adi
verilir [20].

Tamm 3.2.12. G c C bir bolge, f:G — C verilsin. f € L (G) olmak iizere

R R (9] | 1 f (&)
Tf (2)= p.v.[ ﬂg—g_z zdafJ .mL Mﬂg s zdaéj

dontistimiine Hilbert Déniisiimii denir.

Teorem 3.2.12. (Calderon-Zygmund Esitsizligi) T:L, —L,, p>1 olmak

luzere

[T, <c. I fll,

saglanir.

Burada ¢, -»1, p— 2 [17].

Tamm 3.2.13. G — C bir bolge, f : G — C bir fonksiyon ve p >1 olsun.
i) f e ACL(G),
i) VB @G kompakt kiimesi i¢in f,, f, e L (B),
kosullar1 saglaniyorsa f fonksiyonuna G bolgesinde L, G —tiirevienebilirdir

denir.

16



Ozkartepe, N.P. 2011. Kompleks Diizlemin Cesitli Bolgelerinde p-Biebernach Polinomlarinn Yakinsakligi Uzerine. Yiiksek
Lisans Tezi. Mersin Universitesi

Teorem 3.2.13. (Green Formiili) Gc C sonlu bir bolge, f:G —C,

L, G — tiirevlenebilir bir fonksiyon ise D — G 6lg¢iilebilir sinirli Jordan bolgesi igin

[ f@ds=2i] f.(&)do,

dir [19].

Teorem 3.2.14. (Cauchy-Pompeiu Formiili) GcC sonlu bir boélge,

f:G—>C, L G —tirevlenebilir bir fonksiyon, D c G 6lgiilebilir sinirlt Jordan

bolgesi ve ze D ise

L e

dir.
1)

Ispat: B(z,¢), z merkezli ¢ yaricaphh daire olmak iizere ;
—-Z

fonksiyonuna D\B(z,¢) bolgesinde Teorem 3.2.14 uygulanirsa;

f(é’)df j;(_fz) . I f(éf)dg _oi ”

d(D\B(z,£)) $- B(z,£) ¢- D\B(z, g)

elde edilir. Bu esitligin sol tarafindaki ikinci integral

[ 94 f(é) fO-f@y,, | 1@y,

oB(z,¢) Cf z B(z,¢) 0B(z,&) é

seklinde yazilabilir ve

HO)-1@), [£(&)-f(2)|
ol Mg < ——|d¢&
B(z,¢) §—1 6B(J;,£) |§_ Z| | |
1 2ne
< 88B(-[YLV)?Z||d§|£87 :272'8

17
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oldugu goz dniinde tutulursa

lim | &) 4~ tim | T)=1@) 4, | indg =27i f(2)

B(z,8) © oB(z,£) f—Z B(z,e) 0

bulunarak ispat tamamlanur.

18
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3.3. YARI KONFORM DONUSUM VE EGRILER

Tammm 3.3.1. G,H < C herhangi iki bolge; f:G —>H ise VzeG i¢in
J;(2) :=|fZ(Z)|2 —|f7(z)|2 >0 kosulunu saglayan ve C' sinifindan olan bir

homeomorfizm olsun. Eger,

2 2
s L@ HE@F .

. ~<K <o (3.3.1)
<6 | 1,(2)]" -, (2)]

ise f fonksiyonuna G bolgesi lizerinde tanimli bir K —yart konform doniisiim,

K >1 sayisinada f doniisiimiiniin yar: konformluk katsayust denir.

Tanimdan goriiliir ki f fonksiyonu G bélgesinde K —yar1 konform doniisiim

(2

z

vek=K"Llisevzea icin <k <1 dir.

K+1

Yar1 konform doniisiimiin bazi1 6zellikleri asagidaki gibidir [22].
i) 1-yar1 konform doniigiim konformdur.

i) f,, K —yar konform ve f,, K,—yart konform doéniisiimleri verilsin.
f, o f, bileske doniisiimii K - K, —yar1 konformdur.

iii) f doniisiimii K—yar1 konform ise f ‘de K-—yar1 konformdur.

Tanim 3.3.2. f:DoL—>D’, K-yann konform doniisimii olmak
tizere f (L) ¢cember veya dogru parcasi ise L egrisine K —yar: konform egri veya

K —yart konform yay denir. (bkn. Sekil-2)

19
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Sekil-2

F(L), L’yi cember veya araliga resmeden f:Do>L—>D' tim
homeomorfizmalarin kiimesi ve

JEPIATA
ot

olsun [19], [20].

Eger K, <o ise, L egrisine yar: konform egri denir. EgerL, K —yari
konform egri ise
K <K (3.3.2)
dir.
L egrisi herhangi bir K >1 sayisi i¢in K -yar1 konform egri ise, 0 halde L

ye yar1 konform egri denir.
Tanim 3.3.2°de D=C veya D « C olmak iizere iki durum s6z konusudur:

i) D=C durumunda Tanim 3.3.2’ye K —yar1 konform egrinin global tanimi

denir ve yar1 konformluk katsayisi (3.3.1) yardimiyla hesaplanir.

i) D = C durumunda Tanim 3.3.2’ye K —yar1 konform egrinin lokal tanimi
denir ve yar1 konformluk katsayis1 (3.3.2) yardimiyla hesaplanir.

Teorem 3.3.1. L bir Jordan egrisi, z,,Z, €L,z #2z, keyfi noktalar ve
((z,,z,) c L, z; ile z, noktasina birlestiren kii¢iik ¢aplt yay olsun. L egrisinin yar1

konform egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

20
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sup |z, - z,|+|z, -z,
i, [zl

<00

olmasidir [17].

Uyan 3.3.1. Yar1 konform egriler sifir ag1 igermez.

Teorem 3.3.2. D= C olmak iizere L, analitik yay veya egri ise L ’nin yari
konformluk katsayis1 K =1 dir [21].

Teorem 3.3.3. D < Colmak iizere LeC, ise yeteri kadar kiigiik &>0

sayist i¢in L nin yar1 konformluk katsayis1 K =1+¢& dir [20].

Tamm 3.3.3. Gc<C sonlu bir bolge; L:=0G, sonlu sayida K;—yar

konform yaylarin z,, z,, Z,, ...., Z,, noktalarindaki birlesimi ve K := max K, olsun.
<j<m
Eger, L egrisi z,noktasindaki yerel K —yar1 konform ve z,, z,, ...., z,, noktalarinda

bu noktalar yerel koordinat sisteminin baslangic noktalari olmak {izere

-0 <C <C, <, & >0, i=12 sabitler icin;
i) z=x+iy:ex <y<c,x*, 0<x<g G,
i) z=x+iy:|y|>gx 0<x<g cQ
kosullart saglanirsa G bolgesine keyfi K>1 ve >0 sayilan icin PQ K,«

sinifindandir denir.

Tanim 3.3.3°deki G bolgesine bir 6rnek Sekil-3 de gosterilmistir.
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Sekil-3

Tanmm 3.34. LcC bir Jordan egrisi; y:C — C doniisiimii altinda
y intL =extL, y extL =intL ve Vzel igin y(z)=z olsun. Eger y:C—>C

yar1 konform ise y doéniisiimiine L egrisine gore yar: konform yansima denir.

Teorem 3.3.4. L C bir Jordan egrisi olsun. L egrisine gore yar1 konform

yansimanin olmasi i¢in gerek ve yeter sart L egrisinin yari konform egri olmasidir

[22].

Uyann 3.3.2. "a<b" ve "axb" anlami sirasiyla a<cb e
c.a<b<c,.a olacak sekilde c, ¢, ¢, pozitif sabitler vardir. Burada c,c,,c, sabitleri

a ve b sayilarindan bagimsizdir.

Teorem 3.3.5. L egrisi K-yar1 konform egri olsun. O zaman L egrisinin

belli bir sonlu komsulugunda sinirli kismi tiirevlere sahip ve C' smifindan olan bir

yar1 konform yansima vardir.

Ozel olarak, L egrisinin belli bir sonlu komsulugundaki her bir z igin

Z'el (3.3.3)

~z-7'

(@) -7
saglanir [22].
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Sonu¢ 3.3.1. L egrisi K-yari konform egri, coglL, G=intL, Q=extL
olsun. Bu durumda L ’ye gore ¢ (K)—yar1 konform y(z) yansimasi vardir ve bu
yansima;

i) acG sabit bir nokta dyle ki, a=y oo olmak iizere; y z yansimasi
C\ LU a bolgesinde siirekli tiirevlenebilir.

i) Yeterince kii¢ikk 6 >0 sayis1 ve B(a,o) i¢in B(a,06):=y B(a,d) olsun.

Cs =C\ B(a,5)UB(a,d) ,
bolgesinde (3.3.3) saglanir,
iii) vVze C\L icin |y,|<c(K,8), ¢(K,8)™ <|y,[<c(K,8) ve zg C\L icin
ly@)| .  zeB(ad)
|yZ| = -2
lz—a|", zeB(a,o)
ve

|y|z|y(z)|2, zeB(a,9)
" ||z-a?, zeB(a,9)

ozelliklerine sahiptir [22].

L=0G egrisi, lokal anlamda K —yar1 konform egri olsun. F, @, f
doniisiimleri yardimiyla bir 1< R, <2 ve r, =R," sayisi igin Tanim 3.3.2° deki D

bolgesi olarak [21]’de oldugu gibi D:=G; \G, olarak secilebilir. ~ Burada
G, =intL, dir. Bu durumda gosterilebilir ki a()=f™" (f())" doniisimii L

egrisine gore K® —yar1 konform yansimadir [21]. Yani, () doniisiimii, L egrisinin

tizerindeki noktalar1 degistirmeyen ve herhangi 1<R<R,, ;< r<1 sayilar1 igin

a(G\G)=G\G;,, o(G\G,)=G;\G
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saglayan bir K? —yar1 konform déniisimdiir. Bu durumda Sonug 3.3.1%e benzer
sekilde L ’ye gore
‘a*(z)—zl‘z|z—zl|, z,el,zeD (3.3.4)

kosulunu saglayan « (), c¢(K)—yar1 konform déniisim vardir. Boylece [19]’den
yararlanarak genelligi kaybetmeksizin Tanim 3.3.2’deki D bolgesinde
a(z)=a’(z), zeD (3.3.5)

oldugu kabul edilebilir.

Lemma 3.3.1. L, K —yar konform egri z, e L ve z,,2,eGn z:|z—z|<
cd(z,Ly) w;=F(z), j=123 12,,2,€Qn z:|z-z|<cd(z,L,) , w; =D(z)),

1=12,3 olsun.

Eger |z, —7,|<|z, — z,| ise

K72 KZ
o |W — W Z, -1 W, —W.
i) |2 ] DU b U]
W, — W, Z, — 7, W, — W,
saglanir [23].

Sonu¢ 3.3.2. Lemma3.3.1’deki z;el, z;el, ise

KZ KfZ
|W1 _W2| = |Zl - Zz|'<|W1 _W2|
dir
Lemma 3.3.2. L:=0G, K —yar1 konform egri olsun. Bu durumda, her bir

zel igin ve 0eG noktasin1 z e L noktasi ile birlestiren ve G bdlgesi iginde

yerlesen Oyle bir £(0,z) yay1 vardir ki;
i) V¢ e B(0,2) igin d(¢,L) =|¢ -2 dur.

i) V&,,¢, € £(0,2) i¢in £, noktasini £, noktasina birlestiren ,5’(;’1,4’2) c
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$(0,2) alt yayr igin mesf(£,,4,) <|¢, ~ &
kosullarin1 saglar [6].

Lemma 3.3.3. L:=0G, K —yar1 konform egri olsun. Olgiilebilir her hangi

bir y = G yay1 ve onun « (y) yansimasi i¢in

mesy ~ mese’ (y)
saglanir [6].
Lemma 3.34. L, K-yan konform egri ve G,= z:zeG,d zL <¢
olsun. O zaman V& >0 i¢in

mesp G, <é&°

dir. Burada Eger D<C ise 5:min{%,%}olur. Bundan bagska D=C ise

2
5::K +21
2K

olur [24].

Eger G keyfi bir continuum bolge ise & :% dir [255.181].

Lemma 3.3.5. (Goldstein Teoremi) GcC bir bolge ve g:G—C,

K —yar1 konform doniisiimii olsun. Bu durumda, her bir E €G kompakt alt kiimesi

ve Vo e (0,%) say1sl igin

mesg(E) < mesE °

esitsizligi saglanir [25].
Lemma 3.3.6. (Bernstein-Walsh Lemmasi1) R Kkeyfi bir continuum ve

L;, R ’nin dis seviye egrisi olsun. Bu durumda derecesi n’yi agsmayan cebirsel bir

P, z polinomu verildiginde 6yle bir M >0 sabiti bulunabiliyorsa ki
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TRy z[<M

saglansin, o halde her R>1 ve Vze Gr icin

P, z|<MR"

esitsizligi saglanir [26].
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3.6.1. p—BIEBERBACH POLINOMLARININ YARI KONFORM SINIRLI
BOLGELERDE YAKINSAKLIGI

Tanim 3.6.1.1 . Eger L yarikonform egri ve 0 <, f <1 sayilar1 igin ® € Lipe

Y e Lipp kosullarmi sagliyorsa “GeQ «,f smifindandir” denir.
@,V doniigiimleri Sekil-4 de gosterilmistir.

w=D(z)
Sekil-4
Teorem 3.6.1.1.Keyfi O<a <1 ve% < f <lsaylarii¢cin GeQ «,f olsun. Bu

durumda, B, , z p-—Bieberbach polinomlari her 1< p < 2+-% venz2 icin

H@‘ Bn,p

‘C G n7

esitsizligini saglar. Burada, y

keyfi sayidir.
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Teorem 3.6.1.2 L egrisi her hangi bir K >1 i¢in K -yarikonform olsun. Bu

2

durumda, B, ; z p—Bieberbach polinomlari, her 1< p <2+ ve n>2 igin

K?+1

<=2
CG n’

”(0_ B

esitsizligini saglar. Burada, y

keyfi sayidir.

Teorem 3.6.1.3 L egrisi, her hangi bir K >1 i¢in K -yarikonform olsun. Bu

2
durumda, B, ; z p—Bieberbach polinomlar, her 1< p <2+ Ez +i ve n>2 igin

C3
H¢_BMU%GSET’
esitsizligini saglar. Burada, i
[O, 1 > j l<p<?2,
pK
HE ,

1 K?-1 2 K?+1

T T T -— || 25p<2+——,

pK*  K* K+1 p -

keyfi sayidir.

Tmmm3ﬁL4KwﬁO<a§1%%sﬂslwwManGeQaﬁ?ohm.&J

durumda, Bn,p Z p-—Bieberbach polinomlari her 1< p < 2+1L ve n>2 icin
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<C4
Plia, _nu

o8

esitsizligini saglar. Burada s,

[ P, ope 1{%—1}}, 1<p<2,

HE
[ DB _p1g (1—3n, 2<p<2+-2
p p l-«a

keyfi sayidir.

3.6.2. p—BIEBERBACH POLINOMLARININ iC SIFIR ACI iCEREN
PARCALI ANALITiK BOLGELERDE YAKINSAKLIGI

Tanmmm 3.6.2.1. G bolgesi; L:=0G egrisi sonlu sayida analitik yaylarmin
Zy, 21, Z,, ..., Z,, noktalarindaki birlesiminden olusur 6yle ki, L egrisi z, noktasinda

yerel analitik bir egri ve her bir 1< j<m i¢in z; birlesme noktalarinda G bolgesi

A 0<A; <2 Kkoseli dis agiya sahip ve A:= min A, ise, G bolgesine A A

1<j<m
siifindandir denir.

Eger A=1 ise G bolgesi analitik egri ile sinirli bolge olur.

Teorem 3.6.2.1. Her hangi bir 0< A <2 sayisiigin Ge A 4 olsun. Bu durumda,

B,, Z p—Bieberbach polinomlari her 1< p < Ve n>2 i¢in
C5
H¢ B Ay T n_
esitsizligini saglar. Burada
AA-1 2 « .
y=y Aip =——+—A1, 4 =max LA, A =min L1 .
2—-1 p
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Teorem 3.6.2.2. Her hangi bir 0< A <2 sayisti¢in Ge A A4 olsun. Bu durumda,

ve n:=12,..,i¢in

B,, Z p—Bieberbach polinomlari her a(4)<p< I 2

2
_ 2 ’
n’, <p< =
|p—B.,|. <csin logn, p=2,
n @Dy - g(A) < p<2,
esitsizligini saglar. Burada
21-4 2-2
o A =maxyl, — (-
1+ 1-2

3.6.3. p—BIEBERBACH POLINOMLARININ iC SIFIR ACI iCEREN
PARCALI DUZGUN BOLGELERDE YAKINSAKLIGI

Bu kisimda, keyfi 0<A<2 ve 0<a <1 sayilari i¢in C, A, ¢ smifindan olan G

bdlgesinde B, z :11 p —Bieberbach polinomlar dizisinin w=¢ z konform

doniisiimiine yakinsamasi incelenecek ve yakinsama hizi belirlenecektir.

3.6.3.1. Temel Sonuclar

Elde edilen teoremler verilmeden Once asagida tanimlanan isaretlemelere

ithtiyac duyulacaktir.

6 p = J9p? +20p+132+3p-18
. 16 )

2- 2 A 2-
191:=min{ prea 4 + p}’

2p l+a '2-4 p

2= p+t2 a . 1 A 2—-p
§, =miny —— , min , + ,
2p 1+« 2 1+a 2-2 2p
_2- pt2 «

$=————, O=min 1,2-2, 0 =max 1,2-1 .
2p 1+«
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Teorem 3.6.3.1. g< p <2 olsun. 5 2 1 </1§§ olmak tizere
3+2min{ P p }

2 p-1
p+2

1 3 . {
———<ao<min
2

2 LS p } icin GeC, A, olsun. Bu durumda, B, z

p —Bieberbach polinomlar1 her n> 2 igin

saglar. Burada, y

keyfi sayidir.

Teorem  3.6.3.2. g <p<2 olsun. 2 <A<2

2 p-1
min{ pp2 B p} icin GeC, A, olsun. Bu durumda, B, z
+

np

olmak tzere O0<ag<

p —Bieberbach polinomlart her n>2 i¢in

esitsizligini saglar. Burada, y

keyfi sayidir.
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Teorem 3.6.3.3. 2< p<2+/2 olsun. P2-1<ax< mi{i2 A p} ve 0<A<1
p+

sayilariicin GeC, A, olsun. Bu durumda, Bn’p Z  p-Bieberbach polinomlari

her n>2 igin

esitsizligini saglar. Burada, y

keyfi sayidir.

Teorem 3.6.34. 2<p< 2/ : olmak iizere V2-1<a < min{%,ﬁ p } ve
p+

1£/”t<1+2i sayllart i¢in GeC, 4, olsun Bu durumda, B z
p :

p —Bieberbach polinomlar1 her n>2 igin

H@ - Bn,p

‘CG n7

esitsizligini saglar. Burada, y

keyfi sayidir.

Teorem 3.6.3.5. O$a<\/§— 1 olmak iizere 2 1+a <p<2+ ve 0< A2

*

saylart igin GeC, A,« olsun. Budurumda, B, , z  p—Bieberbach polinomlari

her n>2 igin
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Lo

H¢ - Bn,p

esitsizligini saglar. Burada, y
( 2— p+2 a’J
ye|l0, ——
2p 1+«
keyfi sayidir.

3.6.4. p-BIEBERBACH POLINOMLARININ PQ K,a SINIFINDAN

OLAN BOLGELERDE YAKINSAKLIGI

Bu bolimde, keyfi K>1 ve 0<a <1 sayilan i¢in kompleks diizlemde

verilen G bolgesinin PQ K,a bolgeler simifindan olmasi durumu ele alinarak
B,, Z L p —Bieberbach polinomlar dizisinin; G boélgesinin  kapaniginda

W=¢ z konform doniislimiine diizgiin yakinsamasi ve yakinsama hizinin

belirlenmesi problemi verilecektir.
3.6.4.1. Temel Sonuglar

Elde edilen yeni sonuglar verilmeden 6nce bazi notasyonlar asagidaki sekilde

kabul edilecektir.

2
ppK =1 4P, P*2 | g2-p 1 | j4-p, pt2
2 2 8 K2+l 2 4K+l 4 16 K2+1

a’ e [0, \/5—1]
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i > , B p,K} sayilar1  igin

2
Teorem 3.6.4.1. K=>1 ve 0§a<min{

GePQ K, ve 2—;§p<2 olsun. Bu durumda, B _ z

2 K*+1 P
p —Bieberbach polinomlart her n>2 i¢in
C12
Hw_&$LGSE7
esitsizligini saglar. Burada, y
2— p+2
yelo P2 2 5i2a-p
2p l+a K°+1 p
keyfi sayidir.
7 e . 1
Sonu¢ 3.6.4.1. ZS p <2 sayist verilsin dyle ki 1<K < T_l ve
-p

2 p-1
O£a<min{ pp > £ p.K } sayilar1 i¢in Ge PQ K, olsun. Bu durumda,
+

B,, Z p-—Bieberbach polinomlart her n>2 i¢in

‘W_Bw

‘CG n}’

esitsizligini saglar. Burada, y

-—— 24+2a-p

2— p+2 « 2
ye|0, >
2p l+a K°+1 p

keyfi sayidir.

Teorem 3.6.4.2. 2<p< & sayis1 verilsin dyle ki 1<K < ,1+L2 ve
p_

ﬁ—lSa< 2
p+2

sayilar1 i¢in GePQ K, olsun. Bu durumda, B, z

p —Bieberbach polinomlart her n>2 i¢in

34



Ozkartepe, N.P. 201 1. Kompleks Diizlemin Cesitli Bolgelerinde p-Biebernach Polinomlarinin Yakinsaklig: Uzerine. Yiiksek
Lisans Tezi. Mersin Universitesi

esitsizligini saglar. Burada, y

2— p+2
ye|0, P 205 _2 24+20—-p
2p l+a K°+1 p

keyfi sayidir.

Teorem 3.6.43. 2<p<2y2 sayisi verilsin oyle ki K> /l+i2 ve
p_

2 p-2 K*-2 p-1
max \/E—l, P 5 P o<
8—p K°+2 p-1

sayllar1 i¢in GePQ K,«
p+2

olsun. Budurumda, B, z  p—Bieberbach polinomlari her n>2 igin

H¢7 N Bn,p

‘CG n)’

esitsizligini saglar. Burada, y

2- p+2
76[0 prea 2 2+2apJ

"2p l+a K241 p

keyfi sayidir.

Teorem 3.6.44. 2<p<2y2 sayist verilsin Syle ki K > /1+ 12,
p_

2 p-2 K*’-2 p-1 3-p K? -1 —
\/§—1<a<min{ P P P P +p 2} sayilar1 igin

8—p K? " 4K? K%+l 2
GePQ K,a olsun. Budurumda, B,/ z  p—Bieberbach polinomlari her n>2

i¢cin

H@ - Bn,p

‘CG nY

esitsizligini saglar. Burada, y
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-2 K*-1
7E(O![p]k2_ :)KZ K2+1 ]_% 2+20!—p J

keyfi sayidir.

her

2
Teorem 3645 K=>1 ve o<a<min{ﬁ -1, %} sayilari  igin
GePQ K, olsun. Bu durumda, B, z p —Bieberbach polinomlar

p=2(1+a) ve n>2 i¢in

‘ <C£
céG n’

H¢ ~B,,

esitsizligini saglar. Burada, y
1 ) a 2+« 1 2a K*-1
el 0, min<1— —
21+« 21+a K41 K% K K +1

keyfi sayidir.

2

Teorem 3.6.4.6. K>1 ve 21l+a <p<2+

K?-1

O£a<min{%,a*} sayist i¢in GePQ K,a olsun. Bu durumda, B.,
p+ '

p —Bieberbach polinomlart her n>2 i¢in

H(ﬂ ~By,

‘CG n7

esitsizligini saglar. Burada, y

0 1min 2= pr2a L p-2 K'-1
€ y Yy Lo
4 P 21+a K?2+1 K? K2 K2+1

keyfi sayidir.
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4. BULGULAR VE TARTISMALAR

4.1. p-BIEBERBACH POLINOMLARININ PQ K,a,3 SINIFINDAN
OLAN BOLGELERDE YAKINSAKLIGI

4.1.1. Temel Sonuclar

Teorem4.1.1.1. 2<p<3; K>1, O<a<i—l, 0£,b’<§—1 sayilar1 i¢in
P

GePQ K,a,p olsun. Budurumda, B, z n>=2 polinomlart

3p
(ijzap,0<aﬁl,
Inn p
H¢_B”'P‘cé <G 4-p 1+a
( 1 j 2pe 1 4
— , —<a<—-1,
Inn p p

esitsizligini saglar.

- 2 -1
Teorem4.1.1.2. 2<p<2y2; 1<K <min \/§ P l, 2p b ;
2\\p—-2\p"—4p+8

p K2-2 +2 p .
max 5 ,0p < f<—=-1saylanicin GePQ K,0,4 olsun. Bu
4-p K°+2 p-1 2

durumda, Bn’p Z n>2 polinomlari

c
_ <

‘ 2
cCé " p’

H¢_ Bn,p

4-p 1+p

m . lgln Saglar.

esitsizligini Vy,0<y <
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Teorem4.1.1.3. 22 <p<4;

3 p K?-2 +2 4
1<K< 5 max ,0¢ < f <——1 sayilar1 i¢in
p

4-p K?+2 p-1
GePQ K,0,8 olsun. Budurumda, B, ) z n>2 polinomlar

Cs
H¢_&$késﬁp
ol v 0 A-pl+p . "
€S1tS1z1121n1 UL <—— =, 1¢In saglar.
S g Ve 4 2p 1+ K2 ¢ g

Teorem4.1.1.4. 2<p<4;

2 p-1 -2+2 .
0< S <min 5 — -1} sayilar i¢in
4-p K2+2 p-1'2

GePQ K,0,8 olsun. Budurumda, B, z n>2 polinomlari

H¢_&ﬁc

1- K2-1 p-2
pK*

esitsizligini  Vy, O<y< , 1¢in saglar.

Teorem4.1.1.5. 2<p<4;

2 _
1<K <min § Ll ,
\/2 p’—4p+8

p K?-2 +2 4 . p .
max > Op<pf<ming—-1,— —l sayilari i¢in G € PQ K,0, 3
4-p K242 p-1" p

olsun. Budurumda B, z n>2 polinomlart

C

< 5
n’

|08,

ole s

1- K2-1 p-2
pK*

esitsizligini  Vy, O<y< , Icin saglar.

38



Ozkartepe, N.P. 201 1. Kompleks Diizlemin Cesitli Bolgelerinde p-Biebernach Polinomlarinin Yakinsakligi Uzerine. Yiiksek
Lisans Tezi. Mersin Universitesi

Teorem4.1.1.6. K2 \/g verilmis sayisiigcin 2< p<2+ ! 1 olsun;

K2

K?-2 +2
K Z\/g, 0< B <min { P B—1, i—1}say11ar1 icin
P

4-p K*+2 p-1" 2
GePQ K,0,4 olsun. Budurumda, B, , z n>=2 polinomlari

C6
H¢_ B“-P ‘cé = n’
1- K*~1 p-2 .
esitsizligini  Vy, O<y< " , I¢in saglar.
p

Teorem4.1.1.7. p=2; K>1, O<a<% sayilarti¢in Ge PQ K,«,0 olsun.

Bu durumda, Bn,p Z n>=2 polinomlar

1-2a

s <c/Ininn (Iij “

nn

H(P_ Bn,p

esitsizligini saglar.

2
Teorem4.1.18. 1<p<2; 1<K <min <K, 2 : 4|2< -1<p<p
2-p pK* +2

sayilart igin Ge PQ K,0,4 olsun. Budurumda, B, ) z n>2 polinomlari

JInn

Hq)_anp‘céscg n
d-pl+p 2 L
esitsizligini Vy,0<y <——————5—-— 2f+2-p , iginsaglar. Burada,
2p 1+ K p

- J16p*K* +128K2 ~8p?K? + p? — 16K* —4pK? + p
v 16K 2

ve

2
K, = max{K' 4K

'pK2+2_1<ﬂ1}

dir.
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1-2K* 2— 2
Teorem4.1.1.9. 1<p<2; K>1, 0<pB<min {1; b _4K 1}

2K*  TpKZ+2

sayllartigin - GePQ K,0,4 olsun. Budurumda, B, ; z n>2 polinomlan

<cn™”

s

H(/’_ Bop

esitsizligini Vy,0<y< |1(4 _2 2 +2—-p , icin saglar.
p p

3-p
(Iijzapao <—
nn p
H¢_Bnp‘cé =G 4-p l+a
( 1 j 2pe 1 4
— , —<a<—-1
Inn p p

esitsizligini saglar.

4.1.2. Yardimc1  Sonuglar

L,K — yarikonform egri olsun. Bdylece,L’ ye gore o . yarikonform
yansimas1 vardir oyle ki ¢ G =Q, ¢ Q =G ve L’nin noktalarini sabit tutar.

17, p.76 ’° daki sonuglar1 kullanarak L’ ye gore oyle bir C K - yarikonform o .
yansimast bulunabilinir 6yle ki, L’ nin belli bir komsulugunda asagidaki kosullari

saglar:

-a z|~|n -7,z cLe<|f<i,
&

1
|a7|z|az|z1,g<|z|<;,

| e[ 2| < &), | ~ |7 * ]| > % (4.1.2.1)

‘a z -7

~|z-7,7' eL;

F:, ~1

(24

J, = |ch|2 A
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Lemma 4.1.2.1. 21 L, K -yarikonform egri olsun ;

zel, 7,,;eGn z:|z-z|<cd 7,
W,=¢ 2, 2,,z,eGn z:|z-1z|<cd z,L, w;=® 2z ,j=123
Bu durumda;
1) |z,-2,|<|z,—2| ve |w, —w,|<|w —w;| ifadeleri denktir.
ve, dolayisiyla,

|2, —2,| |2, — 2,| ve |W —w,|~|w, —w,]| ifadeleri de denktir.

2) Eger |Z1 — 22| < |Z1 — 23| ise asagidaki ifadeler saglanir:

K2 K?
W, — W < Z1_23|_< W, — W ’ ZSELr
W, —W, Z1_22‘ Wl_W2‘ ’
Boylece,
|W1—W2|K2 <|z,-2,|< |W1—W3|K72. (4.1.2.2)

Burada,1< R, <2 ve r,=R;" sayilar tespit edilmis sabitlerdir.

Lemma4.1.2.2. 34,35 L, K —yarikonform egri olsun. Boylece, VzelL ve

z, €G i¢in G bolgesinde, z ile z; noktalarini birlestiren | z,z, yay1 vardir 6yle ki
asagidaki ozellikleri saglar:

i) Veel z,z, igin d ¢,L z|g—z|,

i) Vg,s,€l z,z, igineger | ¢,,5, ,| z,z, > maltyay:ise

mesl ¢.¢, <|g—¢-
Lemma4.1.23. 7 L, K -—yarikonform egri olsun. Her 6lgiilebilir | D yayi igin

mesl~mese | saglanir.
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Ispat : (4.1.2.3.) | yaymin dogal parametrizasyonu z=z s , 0<s <mesl olsun.|

Olctlebilir bir egri oldugundan her yerde j—z vardir Oyle ki
S

dz ‘ 1. Sonug olarak,
ds
(2.1)’e gore asagidaki ifade elde edilir:

mesl

o= 175

mesl

mesa | = _[
0

da s da s

ds mesl .

Lemma4.1.2.4. L, K —yarikonform egri olsun.

GE={ZZZ€G('\D,d z,L <g<%d aD,L} olsun. Bu durumda

a) mesG°~mesa G° ,

b) mesp G° <&’ , 0 =min 2,K? esitsizlikleri saglanir.

Ispat (4.1.2.4.) @) o . doniisiimiiniin Jakobian1

. Z ‘2 olsun. Boylece, (2.1)’e gore asagidaki ifade elde

edilir:

mesa G* :” -J, 2 dazzﬁdazzmesGs
G* G*®

b) mesp G° < suprx 1-|p z‘ <sup 1-|p z| .
2eG*®

Bundan dolayi, (4.1.2.1.) gore
dzL >1-]p z|" (4.1.2.3)

elde edilir.

Diger yandan,
dzL >1-|p z|

keyfi kontinuum 25, p.181 igin saglanir ve bdylece ispat biter.
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Lemma4.1.25. 36 L, K —yarikonform egri olsun. Bu durumda,

Vu, 0 <u <R, -1 i¢gin

1

mesa G, /G <ux’

1+u

saglanir.

4.1.3.GePQ K,a, Bolgesinin Baz1 Ozellikleri

Tanmmm: G — C de bir bolge; L := 6G, sonlu sayida K; —yarikonform yaylarin

Z,,2,,2 z noktalarindaki birlesimi ve K:=max K, olsun.

05114521 v &y 1gjgm

EgerL, z, noktasindaki yerel K —yarikonform ve z,z,,...,Z, noktalarinda ise bu
noktalar  (x,y) yerel koordinat sisteminin = baslangi¢  noktalar1  ve

—0<C <C, <0, —0<Cy <C; <O, & >0,i:]7f olmak {izere;
a) j=1picin
z=x+iy:cxX"* <y<c,x**,0<x<g <,
z=x+iy:|y|z&x 0<x<g G
b) j=p+1migin
z=x+iy:c;x*” <y<c,x*” 0<x<g cG,

z=x+iy:|y|zgx 0<x<g cQ

kosullar1 saglanirsa “G bolgesi PQ(K,«, ), K >1,«a >0, >0 sinifindandir” denir.

Bu tanimdaki G boélgesine bir 6rnek Sekil-5 de gosterilmistir.
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(e PQN L, p), K7L, 20, p>0

Sekil-5

Farzedelimki GePQ K,a, bolgesi verilsin. Genelligi kaybetmeksizin ,
a>0, >0, p=L,m=2,z2=12,=-1 -11 cG olsun ve yerel koordinat

sistemi z, ve z, noktalaria dyle yerlestirilsin ki, eksenleri genel koordinat sisteminde
OX ve OY ‘e paralel olsun.

'= z:zelL,Imz>0, = z:zelL,Imz<0 olarak almsm. z, noktasi

L* iizerinde keyfi bir nokta olsun.

GePQ K,a,f bolgesi, z, =1, z, = -1 noktalarinin yakin komsuluklarinda
ic ve disg sifir agilara sahiptirw=® z w=¢ z fonksiyonu GePQ K,e, S
bolgesi igin ,Z, =—1 z, =1 noktasinin yakin komsulugunda Lemma 2.1  in sartlarim
saglar. Sonug olarak, Lemma 2.1 den asagidakiler elde edilir:

VzeM, = z eG:|Z+]4 >g VevVzieM, = ZeQ:|Z—1|>g icin uygun

olarak
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dzl < |pz|-1° je-1<|pz -p 1]
z,L < z |- clz-1U=<|p z - ,
? L9 (4.1.3.1)
K2 K2
dzL <|pz|-1 ;lz+l<|pz-¢ 1]
saglanir. Diger yandan, w=® z ve WwW=¢ z fonksiyonlarinin o6zelliklerini
kullanarak asagidaki ifadeler elde edilir:

2-1<[-Info z ~o 1 I] 2+1=<[-nfg z ~p 1 Hiﬂ_l' (4.1.3.2)

Lemma4.1.3.1. K>1 >0, >0 sayilarticin z,€ G olmak iizere
GePQ K,a, B olsun. Budurumda, VzeG\ 4 i¢in &yle ki

‘z—zj‘<gj,j=1,2

saglanir.
4.1.4. Polinomlarin C-Normunda Degerlendirilmesi

Lemma 4.1.4.1.GcC bir bolge, 0€G; L:=0G Jordan egrisi ve zelL keyfi

secilmis bir nokta olsun. 0 ile z € L noktalarini birlestiren ve G ’nin iginde kalan en

az bir ¥ 0,z yay1 varsa dyle ki asagidaki 6zellikleri

i) Herbir £, &, ey 0,z igin mesy &, <, <[54,

i) f t monoton artan bir fonksiyon olmak iizere V{ ey 0,z igin
flo-2 <d &L
saglasin. Bu durumda, derecesi n’yi asmayan ve P, 0 =0 kosulunu saglayan tiim

P, z polinomlar i¢in

c. _2
e <| 177 tanfinl o o

olur.
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Sonug 4.1.4.1. Keyfi K>1, >0, >0 sayilarni¢cin Ge PQ K,«a,f olsun.
Boylece,

”Pn“c G <ﬁn ”Pn”A}) G’

kosulu saglanir. Burada,

£2ﬁ+2~p
n : p<2,
b= Inn, p =2,
C, p>2

4.1.5. Cauchy Integralinin L, — Normunda Degerlendirilmesi

GcC keyfi bir Jordan bolgesi ve yeQ yayl, bitim noktasi olan

Z, € L =0G harig, diizlendirilebilir bir egri olmak tizere; asagidaki kosullar1 saglasin:

i) Herbir &, &, ey igin mesy &, &, <[4 -],

ii)g t monoton artan bir fonksiyon vardir Oyle ki; V{ ey igin

g|¢-2| <d &L .

Lemma 4.1.5.1. Yukarda verilen G bolgesi i¢in y yay1 lizerinde Olgiilebilir f t
fonksiyonu verilsin 6yle ki belli bir ot monoton artan ve v 0 =O0kosullu
fonksiyonu igin

If &|=v¢-z| ., Vey

saglansin. Bu durumda,

dg, zey

fonksiyonu asagidaki esitsizligi saglar:
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22-p ¢ 1 7]
2 0,1
2 . , [P Ju t {¥+ a—he ]t
\FyNG<€ p[ﬁ)tm}+ v -
P ¢t il 2 2
’ ﬁﬂt[tp +lh@ t+Wét dt
0,— p.—
0 2 2
t rl—/l
dir. Burada h, , t = J'—dr, (:=mes y dir
) ; gy r

Sonu¢ 4.1.5.1. Keyfi K>1 0< g <min {1,£—1}; vt :\/t_ icin
p

GePQ K,0,4 olsun. Bu durumda,

1 2.8
Intl21” 2, B<ll<p<2,
1
< 2 148
"la, 6 o2 4

, p<—-12<p<4
Y
esitsizligi saglanir.

Sonu¢ 4.1.5.2. Bazi K >1 O<a<min {1,£—1}; vt :\/'E i¢in
p

GePQ K,«,0 olsun. Budurumda,

1 2 La
Intj21? 2, o<1, 1<p<2
!
Fy =< 2 la 4

, a<—-12<p<4
p
esitsizligi saglanir.

4.1.6. A; G —Normunda Yaklasim

Herhangi bir & >0, g >0 sabitleri igin G € PQ K,«, olsun. Bu durumda

basitlik i¢in, fakat genelligi kaybetmeksizin, G bolgesi sayfa 44 de ifade edildigi gibi

alnir.

L;, i, j =12 egrisi yarikonform egridir. ¢; . , L; -ye gore yarikonform

yansima olsun.
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= {z =X+iy: y:_2c1;rcz x—lw};

v: :={z=x+iy:y:

Cl+2C2 x—1 1+a};
3

: 2 .
72 ::al{z=x+ly:y=—c3gc“ x+1lﬁ};

i 2 +
72 :=a2{z=x+ly:y=% X+1lﬁ},

buradaki c¢; =1,2,3,4 sabitleri GePQ K, smifinmn tammindan alinmistir.
Lemma 4.1.2.3 ten gorilliir ki, mesy; ¢,,5, <|s,—c,|. V.5, €7}, 1,i=12.

** olsun. Ayrica L, seviye

Yeterince kiicik 0<e& <1 sayst icin R:=1+cn
egrisi ile 7/} yaylarmin kesim noktalari Z; i,j=12 olarak isaretlenir ve boyle
noktalar ~ kesisimin  birinci noktalar: olsunlar: L, = z:zel,,Imz>0 ve
L2 = L, /L. Bunoktalar L, seviye egrisini dort kisma ayirir:

L =L, 7,2 (z;,z; bitis noktalar), L% =L% 22,22, L, =L, 22,7 ,

4
L‘; = L‘;{ 222, Z; , L :=U L}, . +1 noktalar: ile z!noktalarini birlestiren alt yaylar y;

ile gosterilsin. T, =) R Uy R ULL, U, =int Tul i, j=12
¢ fonksiyonunu G bolgesinden U, UU, -ye asagidaki sekilde genisletilir:

Pz, 2eG
Q7= (4.1.6.1.)
pa z , zeU,.
Asikardir ki,
0, z2eG
P, 1 =3 , . (4.1.6.2)
Do, z a;; 1 Zer

Cauchy-Pompeiu formiiliinden yararlanarak, keyfi bir z e G igin

j(pgd

rk r2 Ty LU,

27r|

yazilabilir. Bu durumda, yukaridaki ifade asagidaki sekilde yazilir:
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f
2 -1 [-=
27i 061
2 $c-p -1 7.
iy L f de-L [ 52do, (4163)
5 27 /iR c—1 T, §—1
Burada,
¢, celhulg
fo=4p1, sely
p -1, el
dir.
Lemma4.16.1. 1<p<2; K>1,a>0, >0 sayllarticin GePQ K,o, S
olsun. Bu durumda, ¥n>3 igin
1
«/Inlnn[l1 jap, O<ag£_1,
nn p
lo-B,, o < e (4.1.6.4))
\/Inlnn(iJ 2 , £—1<a<1,
Inn p
saglanir.

Lemma4.16.2. 1<p<2; K>1, >0 sayilanigin Ge PQ K,0,4 olsun.
Bu durumda, Vn >3 ve keyfi kiigiik £ >0 i¢in

l-¢
k4 2
(1 " ) O<,B<min{l;#—l}, K >1,
n pK*® +2
l-¢
K 2
lo-8,,]. . < (1 " 0<pBs< 4}; -1, K< |2
s ApG n pK +2 2_p
, 2
L, 4'; -1<p <], K< L
el e pK* +2 2-p
2P LA K
(4.1.6.5.)
saglanir.
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Lemma4.1.6.3. 2<p<3; K>1,0<a<%—1, B >0 sayilari igin

GePQ K,a, olsun. Budurumda, Vn > 2 i¢in

(ijZap, O<a<—,
Inn p
lo-B,., po p i (4.1.6.6.)
1 2ap 1
— , —<a<—-1
Inn P p
saglanir.
Lemma 4.1.6.4.

a) 2<p<4;1<K <\/§, S > 0sayilar i¢in G € PQ K,0,4 olsun. Bu durumda
vn > 2 ve keyfi kiigiik £ > Qigin

H(D_ Bn,p

1
A G

1- K2-1 p-2 -¢ )
Tkt K -2 +2 2 p-1
(l) - 0<p< P 2 , P <K<\/§’
n 4-p K°+2 p-1 p 2

Akt p KZ-2 +2
(EJZPMK , max - 0 <,6’<£—1, 1<K<\/§
n 4-p K°+2 p-1 p 2

b) 2<p<2+ Kzl 1; K 2\/§V€ S >0 sayilari i¢cin G € PQ K,0,4 olsun. Bu
durumda ¥n > 2 ve keyfi kii¢iik £ > 0 i¢in

H(D—Bn,p A, G
1- K21 p-2 -¢ 2 5
Tkt K®-=2 +
(lj T O<ﬁs4pK22 1’
n — —
< PR +<P (4.1.6.7)
4-p 1+p -¢ 2
1\ 2p 105 K2 p K'=2 +2 4
i , > <p<—-1
n 4—p K°+2 p-1 p
saglanir.
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Ispat: Lemma 4.1.3.1.-4.1.3.4’ lerin ispatlar1 benzer oldugu icin ispatlar beraber

verilir. (4.1.3.3.)’ deki ilk terim G ’da analitik oldugu i¢in derecesi n’i asmayan

P, z polinomu 30, p.142 vardir dyle ki;

1 ¢ fg

271" Ln c—1

d¢-P' z|<=, zeG.

S|

2

Boylece, (4.1.3.3.) den asagidaki ifade elde edilir:

. 2 s -9 -1
H(p’—Pn < l+ I 5 d¢
Ao G n iz j c—1
A, G
P: ¢ 1.3
+ H ~——do. ==+>J,
U, U, g—Z A G n k=1

(4.1.2.1) ve Lemma 4.1.2.6.’ya gore,

1 .
‘g?)g — —l‘=‘¢) a ¢ —¢ J_rl‘<|gi]45, cey, R,ij=12

elde edilir.

Boylece, Va >0, S <min {l;i —l} sayilari igin
p

51

1 2 ke
¢ —¢pl ‘Inll,i‘g'llfji ? ) a<l 1<p<g2
2 dg < g_l_,_l 4
Wr 6712 A G 1P 2, a<? 1 ocpes
| p

(4.1.6.8.)

(4.1.6.9.)

(4.1.6.10.)

(4.1.6.11)
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s —p-1

7 R ¢t

p<L 1l<p<?2
A (4.1.6.12)
p<—-12<p<A.
p

degerlendirmeleri Sonug 4.1.5.2 ve 4.1.5.3 den yararlanarak elde edilir. Burada

l;; =mesy; R

1
d z,,L) <n¥

, I, ] =1,2. Diger yandan, Lemma 4.1.2.1 ve (4.1.3.1.) ‘e gore

dir. Boylece (4.1.2.1.) ve (4.1.3.2.) den |, i, ] =1,2, igin asagidaki degerlendirme

elde edilir;

j-1

i
I”<Pj——1

v

Inn ,
1-¢

n

i=12 j=1 a>0,

SV 1w
(—j . i=12 j=2 B>0.

Sonug olarak, (4.1.6.11.) ve (4.1.6.12.) den asagidaki ifade elde edilir:

Teorem 3.2.12°yi kullanarak bulunur

52

Jininn
4-p l+a !
Inn  2p
¢ —pl
2 dg <
7R G- 4-p lta
1 A, G 1 200
Inn ’
4-p 1+8 —-¢
1 \2p1+p K2
Jinn| = ,
n
D -0 -1
j Qg @2 d <
i 'R c—1 4-p 1+p -&
& A G 1\2p1+p K2
n )

O<a<l
l<p<2
(4.1.6.13.)
O<a<£—L
p
2< p<A.

a=0; p<1,
l<p<2

(4.1.6.14.)

ﬁ<i—k
p

2<p<4.
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uﬂ 6: <[ do, ~ Uﬂ 7 a ¢ | do,
2 p
<Z j(p' g‘ do.
Flqu

(4.1.6.2.), (4.1.2.1.) ve Calderon-Zigmund esitsizligini kullanilarak asagidaki ifade

yazilabilir:

J. =< ZZJ H |(p’ G |pd0'g

JZlaUJ

(4.1.6.15.)

Durum 1) 1< p <2 olsun. Budurumda, Genellesmis Holder esitsizligi

kullanilarak asagidaki elde edilir:

A

°
o

L 1-
2 2

¢ ¢ |'do. < a{f [ ¢ [do| | [ do, (4.1.6.16)

a U;

p
L 1-
= mesp a U; * mesa U,

N o

Yeteri kadar biiytik ¢ ve kiiciik g, <% i¢in
V)= ¢icea; U; Je-1<c Inn .

V) =a; U IV, j=12, a>0;
U, = ¢llo+Y<s, ; \71.1 =U;nU,, j=12, a=0.

olarak secilsin. Boylece, Lemma 4.1.2.4. den
e-1 e-1

. _ 1 ~ —_— ~ _—
mesp V) < Inn " ; mesep a; Vi <nK'; mesp o, U;/V] =<n¥,

e-1 e-1

. _ 1 ~ ~ —_—
mese; V' < Inn " ; mesa; V[ <n*"; mesa; U,/V] <n¥

degerlendirmeleri elde edilir.
Bu durumda (4.1.6.15.) den asagidaki esitsizlik elde edilir:

1

Inn ap, a>0
3=y o (4.1.6.17)
nPk* a=0

53



Ozkartepe, N.P. 2011. Kompleks Diizlemin Cesitli Bolgelerinde p-Biebernach Polinomlarimn Yalansakligi Uzerine. Yiiksek
Lisans Tezi. Mersin Universitesi

Durum 2) p > 2 olsun. w - diizlemine gegerek ve 21 ‘den yararlanarak

J] ‘gp’ G ‘pdag ~ .U ‘(//’ w ‘Z_de'W
a; U,

9 aj U

¢ aj U;

Ik ]

V’Vl

n-jw )
+-U[dww LJ do,

o V)

Q@

=105, +Js,. (4.1.6.18.)

seklinde elde edilir. Simdi Jg, ve Jg, -yi ayrn —ayrilikta degerlendirelim.
A
L—|w=<d?yw,L
oldugundan, Lemma 4.1.3.1.” den

s ([ e

AN

p-2

) ”(r —|w|J s

1 )7
< P —— d
< [ o

3-p
< r-L

=lp & -9 2‘3_'), p<3

bulunur. Burada r. =W dyleki W=inf |wiwep V' , j=12. , 7=y W ve

olarak secilirse, (4.1.2.1.), (4.1.3.2.) ve Lemma 4.1.3.1.’¢ gore

3-p

J5,1<‘§0 S -0 ; le
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3-p

4‘5—051. ) ‘ 2
3P
e
3-p

§ (sz (4.1.6.19)

Inn

elde edilir. Benzeri sekilde, (4.1.2.1.), (4.1.3.1.) ve Lemma 4.1.2.1.”¢ gore

ry —|W| i
o [t e

oV,

yIEn

1 K2-1 p-2
< (_J o,
re<|wl<r r-0_|W|

Burada r” =W dyleki W=inf |[wiwep V) ,j=12. ve
7=y W.Eel:d Z,L :\g—z\ olarak segilirse, (4.1.2.1.), (4.1.3.1.) ve Lemma

4.1.2.1. e gore

Jo, < rp—r
~ 1- K21 p-2
z\co S -1
1- K21 p-2
< ‘5—0{1. 4 ‘ K?
1- K2-1 p-2
S
1- K21 p-2 -¢
1 K*
< (— . (4.1.6.20.)
n
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bulunur.

(4.1.6.15.), (4.1.6.18.), (4.1.6.19.) ve (4.1.6.20) den asagidaki esitsizlik elde edilir:

3-p 1- K?-1 p-2 -¢
ARG
J. < | — +| —
Inn n
1 Yoar
(—j , p<3, a>0. (4.1.6.21))
Inn
Eger o =0 ise
1- K21 p-2
1 pK*
J. <= , p<2+ :
° (nj g K?-1
Sonug olarak,
_1
Inn ap, a >0, l<p<2,
e-1
nP, a =0, 1<p<2,
3-p
J. < [LJMP 1 a>0, 2<p<3 (4.1.6.22))
Inn
1- K2-1 p-2 -¢
(lj PK , a=0, 2<p<2+ 21 .
n K -1

(4.1.6.9.), (4.1.6.13.), (4.1.6.14.) ve (4.1.6.22.) degerlendirmelerinden sonug olarak
bulunur Ki

||¢I _ Pn!

A, G <H

56



Ozkartepe, N.P. 201 1. Kompleks Diizlemin Cesitli Bolgelerinde p-Biebernach Polinomlarinin Yakinsakligi Uzerine. Yiiksek
Lisans Tezi. Mersin Universitesi

4-p l+a

«/Inlnn.(li) P , O<a<l], £>20, 1l<p<2,
nn
4-p 1+ ¢
\/Inn.(l)zphﬁK , a =0, O<p<l 1<p<2,
n
+
4-p lto
(i we O<a<2_1 g0, 2<p<a
Inn p
4-p 148 -¢
(1 K : a =0, ,B<£—1, 2<p<A4.
n p
1
Inn ap, a >0, l<p<2,
1-¢
(EJPK , a=01 1< pSZ,
n
+ 1 ;‘7’; (4.1.6.23))
(I_) a >0, 2<p<3,
nn
1- K?2-1 p-2 -¢
(1) P’ a=0, 2<p<2+
n ’ ’ K2 -1

ve bu ifadelerde yer alan & > 0 sayis1 keyfi kiiciik sayidir. Boylece, (4.1.6.23.) den

p, «, B’ larin farkli durumlar i¢in asagidakiler ortaya ¢ikiyor:

Duruml: 1< p<2, a>0, 20,

1
\/Inlnn.(ijap, O<as£—1,
., Inn p
”¢ _Pn A, G = 4-p Lta
«/Inlnn.(ij 2P , E—1<0¢<1.
Inn p
Durum?2: 1< p<2, a=0,
|¢,_Pn’ A, G
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4-p 1+ -

1 \2p 14p K2 4K? 2
Jinn.| = , -1< <1, K< [—,
(n) pK? +2 p \/2— P

4 2
e o< pe dK 2

pKZ+2 2-p

2
: 0< /A <min 1;#—1 K>1.
pK* +2

Durum 3: 2< p<3,0<a<%—1,/320,

3-p
(LTQP, O<a££,
o'~ P, . Inn p
P nila, 6 4-p l+a
( 1 j 2ap 1 4
— , —<a<—-L
Inn p p

Durum4: 2< p<min{4;2+K21 1}, a =0,

a) Eger 2<p<4 ve1<K<\/gise

¢' - I:)n’

<
A, G

1- K21 p-2 —¢

T K?-2 +2 2 p-1
(1) P , 0<p< P 5 , P <K<\/§,
n 4-p K°+2 p-1 p 2

S D KZ=2 42
(EJZpMK , max - 0 <,B<£—l, 1<K<\/§.
n 4-p K°+2 p-1 p 2

1 3
bh) Eger 2<p<2+ ve K> ,[|=
) Eger2<p K?-1 \E
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1- K21 p-2 -¢

okt K2-2 +2
(EJ K , 0<pf< P -
_p < n 4—p K°+2 p-1
”¢ nlla, G 4-p1+p & )
1\ 2p 14 K2 p K'-2 +2 4
— , 5 <pf<—-1
n 4—p K°+2 p-1 p

esitsizlikleri saglanir.

Eger, P. z =P, z —P, 0 +Z[1—Pn’ O] olarak almirsa (4.1.6.23)
ifadesinin P, z polinomu icin de saglandig1 goriilirve P, 0 =0, P/ 0 =1

kosullar1 da saglanir.
4.1.7. Temel Teoremlerin ispatlar

Lemma 4.1.7.1. G — C basit baglantil1 bolge olsun dyle ki onun i¢in

asagidaki kosullar saglansin:

DOyle o, V., B T, v.=ap L, n—co dizilerivarki, (G,0)
ciftinin B (z) p-Bieberbach polinomlari ve derecesi n’i asmayanve P, 0 =0
sartin1 saglayan P, z polinomu i¢in asagidaki kosullar saglansin:

<a,,N=23,..,

H(D_ Bn,p

A, G
||Pn||C G = ﬂn ”F)n”A:p G ! n=12,..
Ayrica, eger dyle n, :;1 alt dizisi vardir

1) B, scB, ¢=0

2) Yo SE Vo O<eg<l ,Vk=12,..

esitsizlikleri saglaniyor, 0 halde

‘cé =7n

H(D_ Bn,p

dir.
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Teorem 4.1.1.1. ’ in ispat:

Lemma4.1.3.3.den Vp: 2<p<3 igin

3-p

(ijmp : O<a£l,
Inn p

a =

n,p 4-p l+a
( 1 j 2pa 1 4
— , —<a<—-1
Inn p p

elde edilir. Sonug 4.1.4.1.den Vp>2, S <g—l igin B, ,=¢; elealmr. Bu

durumda
3-p
(iyap , O<a££,
Inn p
]/”’p: 4-p l+a
( 1 ) 2pa 1 4
—_— ., —<a<—-1,
Inn p p

B < g 1 ve 2<p<3 icin elde edilir.

Simdi n, dizisi ve & sayisini hesaplayalim.
n, dizisi dyle secilmelidir ki asagidaki kosullar saglansin:

1) B, scB, ¢=0

2) ¥, S€7,, 0O<ex<l.

n =2-2, k>1 olsun.
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3-p

1 \2ap 1
m s 0<CXSE,
—n
ynk+1: In nk+l+2 ! = 4-p I+a
( 1 j 2pa 1 4
—_— , —<a<—-1
Inn p p

. —n n
Voop SE Vo dS€ IN270-242 " <g In 2°-2+42

m2* 1" [ kim2 1" [ kY
> = b
5 2 k+1 In2 (k+1)

n
(kklj +1
Ohalde g=-""2

olarak segilebilir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.1.2. , Teorem 4.1.1.3. ve Teorem 4.1.1.4.” lerin ispati:

Asikardir Ki
1 4, Kzs§
min{4;2+ - }: 2 (4.1.7.1.1)
K?_1 1 , 3
2+—=— K?>2
K?-1 2
p<2t—+ k< |PTT (4.1.7.1.2)
-1 p-2
ve ayrica
) g—l, 2<p<2\2
min{——l;ﬂ—l}z y (4.1.7.1.3)
P2 21 psA2
p

olduklarindan Teorem 4.1.1.2. ve Teorem 4.1.1.3., Teorem 4.1.1.4. lerin ispatlarini
birlikte diistinebilir.
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Eger 2<p< 242 = 0<p <g—1<%—1 olur. Lemma 4.1.3.4. den

4-p 1+f -¢
1\ 2p 145 K2 1\* 4—p 1+p —-¢
a,, == ==, O<y= 5
n n 2p 1+ K
K?-2 +2 _
Vg — <p<y 1ek< [P (4.1.7.1.4)
4-p K°+2 p-1 p p-2

saglanir. Sonug 4.1.4.1. den B,., =¢ olarak ele almirsa, bu durumda,

1 n-¢
7n,p = H

olur. Kolayca gortliir ki, (4.1.7.1.1.) ve (4.1.7.1.4.)den

K<min{\/§; fp—_l} (4.1.7.15)
2 \\p-2

kosulu saglanmalidir. Diger yandan, (4.1.7.1.4.)den £ igin araligin bos kalmamasi
nedeniyle

p K'-2 +2 4
> <—-1
4-p K°+2 p-1 p

K < /22'0—'0_1 (4.1.7.16)
p°—4p+8

kosulu elde edilir. (4.1.7.1.5.) ve (4.1.7.1.6.) den
_ 2 -1
K < min \/g; P 1; PP
2'\\p-2"\p°-4p+8

Eger (4.1.7.1.4)de g <g—1 (Bu durum (4.1.7.1.3.) ye gore 2 < p < 242

saglanmalidir. Buradan ise

bulunur.

olmayi gerektirir.) ise Teorem 4.1.1.2., § < % -1 ise (Bu durum (4.1.7.1.3.) ye gore

2J2<p<4 olmay1 gerektirir.) Teorem 4.1.1.3. elde edilir. Son olarak, n, dizisi

ve g, sayisint bulunmasi gerekmektedir. Bunun i¢in
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_dopup 4-pl+p

o = n+1"2pupKk2 = n+1 S M
P i T op 1+ 8 K2

-n

Sonu¢ 4.1.4.1.den S, , =c olarak almr. O halde, y,, = n+1 *;

n =2"-1 k>1

N ~n

-n K+l -n k
Yo = n,+1 "=2 v Ta, = N +1 " =2

2k n 1 N
7/nk+1‘p < 81 7nk,p = 81 > (FJ = (E)

7
(1j +1
\2)

2

olarak secilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

& =

Teorem 4.1.1.4. Gin ispatina gelince; p<4 = g <P _; olur. Buradan da, K < \/g

oldugunu goriiliir. Ayrica,

p—1 p K?-1 +2
= <
p—2 4—p K*+2p-2

1
p

saglanir. Ote yandan, p K?—1 +2 >0 kosulunun saglanmas1 gerekmektedir.

Buradan ise K > 2(p—1) olmasi gerekir. Bu durumda Lemma 4.1.3.4.den
P
1 N
oy, ==
n'p (nJ
1- K*-1 p-2 p KZ=-2 +2
V= 7 —-g, 0<pf<min 5 ;B—l
pK 4—-p K°+2 p-1 2

olur. Sonug 4.1.4.1.den S, , =c olarak ele alinir. O halde,
1Y
o).
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n =2“-1 k>1

N
anp :(ij = n+1 BE
’ n+1

n

olarak alinirsa,

n

2K 141

1 n
~e ZH
2

<g 2-1+1

olur. Buradan da,

olarak segilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.1.5’ in ispati. 2 < p <4 aralifini1 yeniden 2< p < 22 ve 242 < p<4

seklinde bolmemek i¢in B nin st stnirmi S < min {i -1, g —1} olarak birakildi.
p

Kolayca goriiliir ki,

p K2=2 +2 4
> <—-1
4-p K°+2 p-1 p
i¢in
2 -1
K < ZP Y
p°—4p+8
ve
p K2—2 +2 <£_1
2
4-p K°+2 p-1 2
i¢cin
K < p__l
p-2
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kosullar1 saglanmalidir. Diger yandan, K < \/g kosulu var oldugundan ve her

2<p<4igin ,ﬁ < p-1 oldugundan sonugta
2 p-—2
2 -1
< <min| B, [2p -1
2 \\p"—4p+8

2(p-1)
p

kosulu bulunur. Ote yandan, K > icin p K*-1 +2>0 ve

1<K < 2(p=1) icin  p K°-1 +2<0 oldugundan, B icin alttan
P

p K?-2 +2 _
max 5 ,0¢ < B kosulunun saglanmasi gerekir.
4-p K°+2 p-1

Son olarak, n, dizisi ve ¢, sayisini bulunmasi gerekmektedir. Bunun i¢in Lemma
4.1.3.4.den

o AP _ 4—p 1+
A, = N+l 2p1pk® = n+l h; yl:p—ﬁz—g
’ 2p 1+ 4 K

ve Sonug4.1.4.1.den g, , =c olarak almr. O halde, 7,, = n+1 ";
n =2-1 k>1

_ “n _ ak#al TN _ N o_ ok
7/nk+1,p - nk+1+1 - 2 ’ 7nklp - nk +l - 2

2k n 1 n
Yoewp S € Yo, =& > [F] = (EJ

7
(1j +1
\2)

2

olarak secilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

—n

& =

Teorem 4.1.1.6.” nin ispati:

alinir. Bu

KZ\/g igin 2+K21 1S4 ve buna gore (1) den p<2+

_ K?
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durumda Lemma 4.1.3.4. den

n

- &

1 71_ 1- K?2-1 p-2
» = pK4

olur. Boylece,

pK-2+2 5 4
4-p K242 p-1'2 p

0<,B<min{ —-1—-1

olarak ele alinir. Sonug 4.1.4.1. den ,Bn,p = ¢ olarak ele alinir. O halde,

1 n
7n,p: H '

n =2“-1 k>1

7
a, :(i) = n+1 "
' n+1

N

olarak alinirsa,

N

2 141

(ljh
:>81 > E

<g 2°-1+1

olur. Buradan da,

olarak secilebilir.

Boylece ispat biter.

Teorem 4.1.1.7.” nin ispati:
Lemma 4.1.3.1.den

1
\/Inlnn(ijm, a=0,

Inn
an'p = 1-o
1 Yoo
«/Inlnn(—] , O<a<]
Inn
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p = 2 igin elde edilir.

1 n l_
a, :«/Inlnn(l—J : ylz—a

nn 2a

seklinde yazilsin. Sonug 4.1.4.1. den B, = JInn olarak alinirsa, o halde

1

7 n—,

Tnp = @ p- np=\/lnlnn.\/lnn.(li] =\/Inlnn.(liJ i
' me nn

nn

1 l-a 1 1-2«x ..
Buradan da, =y -y, =——— = elde edilir.
Yo=nN 5 72 ) 20

Sonug olarak o < % olur.

Diger yandan, n, dizisi ve g, sayist yukaridaki teoremlerin ispatinda yapilan

islemler sonucunda elde edilir. Boylece,

72
(1j +1
2

& = 5

elde edilir.

Teorem 4.1.1.8.” in ispati:
Lemma 4.1.3.2. den

1-¢
e 5
anp:(lJpK 7 0<f <min 1;#—1
’ n pK*+2

olmak {izere bu sekilde segeriz. Sonug 4.1.4.1. den

2 yps2-p
B,,=n P ; p<2
durumu i¢in bu sekilde yazilir.
}/n’p = an,p'ﬁn,p = (Hj

ifadesi elde edilir. Diger yandan, n, dizisi ve ¢, sayis1 yukaridaki teoremlerin

ispatinda yapilan islemler sonucunda elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.1.1.9.” un ispati:

Lemma 4.1.3.2.den
/ 2
a,, = 4_'?”_ : 4': -1<p<1l K< L
' PRS- pK?+2 2-p

2p 1+ K?
npﬁ

olarak alinir. Sonug 4.1.4.1. den

2 2pr2-p

B,,=n’ ; p<2
icin bu sekilde alinir.

JInn

Yoo = %npPrp = Tapns = 2 2pezp
2p1+B K% p

elde edilir.
Simdi, n sayisinin {izeri sifirdan biiyiik olmak zorunda oldugu i¢in asagidaki
islem yapilir:
Yani,
% —% 28+2—p >0

ifadesi saglanmalidir. Bu islem sonucunda;

J16p?K* +128K2 —8p2K 2 + p? — 16K* —4pK? + p N
< 16K7 = 4, elde edilir.

4K? -
ve, K i———-1< < kosulundan secilir.
1 pK2+2 B ﬂl S Y

Boylece, 1<Ksmin{Kl; ZL} elde edilir.
\/ -p

Diger yandan, n, dizisi ve ¢, sayist yukaridaki teoremlerin ispatinda yapilan

islemler sonucunda elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.
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SONUCLAR VE ONERILER

5.1. SONUCLAR

Bu tezde, 1.2 problemi G bolgesinin PQ K,a,f  smifindan olmasi

durumu ele alinarak incelenmis, elde edilen sonuglar Bulgular ve Tartismalar
bolimiinde; 4.1.1. Temel Sonuglar isimli baslik altinda verilmistir. Ayrica,
yakinsama hizlari, sinifin ve uzayin parametrelerine bagli olarak, ayr1 ayri elde
edilmistir.
4.1.1. Temel Sonuglarin ispatlart i¢in gerekli lemmalar 4.1.2.; yardimc1
sonuglarile 4.1.6. A, G — Normunda Yaklagim bagliklari altinda verilmistir.
Teorem 4.1.1.1’den Teorem 4.1.1.9’¢ kadar olan teoremlerin hepsinde

kompleks diizlemin cesitli bolgelerinde; 1.2 problemine bakilarak y, =y, p,G

yakinsama hizlarinin nasil degistigi belirlenmistir.
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5.2.ONERILER

4.1.1. Temel Sonuglar boliimiindeki teoremlerde 1.2 problemi bdlgenin
sinirinda hem i¢ hem de dis sifir a¢1 olmasi hali ele alinarak incelenmistir. Acaba,

1.2 probleminde D=C durumunda, yani bdlgenin sinir1 olan yarikonform egrinin

global tanimi ele alindifinda B, (z) polinomlar dizisinin ¢(z) fonksiyonuna

yakinsama hizi nasil olacaktir?
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