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KOMPLEKS DÜZLEMİN ÇEŞİTLİ BÖLGELERİNDE  

p-BIEBERBACH POLİNOMLARININ YAKINSAKLIĞI ÜZERİNE 

 

N. Pelin ÖZKARTEPE 

 

 

ÖZ 

 

 -kompleks düzlem; , :G L G  Jordan eğrisi ile sınırlı sonlu bölge ve 

0 G  olsun. w z  ile G  bölgesini 
0 0 00, : : , 0D r w w r r dairesine 

resmeden ve 0 0, 0 1 koşullarını sağlayan konform dönüşüm gösterilsin.  

   1 0pA G p  ile G  bölgesinde tanımlı, 0 0f  ve 

               1 : :
p p

pp p

zA G A G
f f f z d

 
koşullarını sağlayan tüm analitik fonksiyonlar sınıfı gösterilsin.  Burada z  

ile G  
üzerinde tanımlı iki boyutlu Lebesque ölçüsü gösterilmektedir. 

 n ile derecesi 'n yi aşmayan ve 0 0, 0 1n nP P  koşullarını sağlayan 

tüm 
nP z  polinomlar kümesi işaret edilsin. 

 Aşağıdaki extremal problemi göz önüne alalım; 

           
p

n z

G

z P z d min, 0.p                      

Gösterilebilir ki, her 0p  için bu extremal problemin çözümü vardır ve 1p  için 

bu çözüm tektir.  Bu tek çözümü veren polinom p Bieberbach polinomu olarak 

adlandırılır ve 
,n pB z

 
ile gösterilir. 

 Bu tezde, 1

pA G  ile C G  uzaylarında; uygun olarak 
,n pB  normunun 

n  da azalarak sıfıra gitmesi ve de bu sıfıra gitme hızının iç ve dış sıfır açıları 

içeren G  bölgesinin geometrik özelliklerine bağlı olarak değerlendirilecektir. 
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CONVERGENCE OF p-BIEBERBACH POLYNOMIALS IN VARİOUS 

REGIONS OF THE COMPLEX PLANE 

 

N. PELİN ÖZKARTEPE 

 

 

ABSTRACT 

 

LetG be a simply connected region whose boundary :L G  is a Jordan 

curve and 0 G . Let w z  be the conformal mapping of G onto the disk 

0 00, : :D r w w r , satisfying 0 0, 0 1.  

Denote by 1 , 0,pA G p  the set of functions f z  analytic in G with 

0 0f   such that   

   1

1

: :
p p

p
pp p

zA A G

G

f f f z d , 

where  zd  is the two-dimensional Lebesque measure. 

Also, let us denote by n  the class of polynomials ,nP z deg ,nP n  with 

0 00, 1n nP z P z  and consider following extremal problem: 

   
p

n z

G

z P z d min,    0p . 

There exists a polynomial 
,n pB z  which is the solution of the extremal 

problem, and if 1p , the solution is unique.  This unique solution was denoted by 

,n pB z  and it was called p Bieberbach polynomials. 

In this thesis the decrease of 
,n pB   to zero and calculation of the rate in 

regions with interior and exterior zero angles are determined depending on the 

geometric properties of boundary arcs. 
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SİMGE VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

   Kompleks sayılar kümesi 

    

G    G  bölgesinin kapanıĢı 

C G    G  bölgesinde sürekli olan fonksiyonlar kümesi 

1( )C G    Kendisi ve türevi G  bölgesinde sürekli olan fonksiyonlar  

kümesi 

A G    G  bölgesinde analitik fonksiyonlar kümesi 

A G    G  bölgesinde analitik ve G  sürekli fonksiyonlar kümesi 

D G    D  bölgesi kompakt olarak G  bölgesinin içindedir. 

mes    eğrisinin bir boyutlu Lebesque ölçüsü 

mes G   G  bölgesinin iki boyutlu Lebesque ölçüsü 

int L    L kapalı eğrisinin sınırladığı sonlu bölge 

ext L   L kapalı eğrisinin sınırladığı sonsuz bölge 

G    G  bölgesinin sınırı 

   ext G  

,B z   :t t z  

   : 1w w  

zd    dxdy , z x iy  

:    Tanım olarak eĢittir. 

1,k n   1,2,...,k n  

z    z  kompleks sayısının eĢleniği  

a b    ,a cb c  sabit olmakla  a  ve b  den bağımsızdır.  

a b    a b ve b a  

,d M L   inf : ,z z M L  

z    ,d z L  
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1. GİRİŞ 

 

 - kompleks düzlem; G , :L G  Jordan eğrisi ile sınırlı sonlu bir bölge 

ve 0 G  olsun.  w z  ile G  bölgesini 
0 0 00, : : , 0B r w w r r  dairesine 

resmeden ve 0 0, 0 1 koşullarını sağlayan konform dönüşüm gösterilsin.    

Burada 
0 0:r r G  sayısına G  bölgesinin 0  noktasına rağmen konform yarıçapı 

denir.   

 1 0pA G p  ile G  bölgesinde analitik, 0 0f   ve 

1 : :
p p

pp p

zA G A G

G

f f f z d  

koşulunu sağlayan  fonksiyonlar sınıfı işaret edilsin.  

 n  ile derecesi n ’yi aşmayan ve 0 0, 0 1n nP P  koşullarını sağlayan 

polinomlar sınıfı gösterilsin.   

Her 0p   için aşağıdaki ekstremal probleme bakalım:  

 

1 min
p

n A G
P                  (1.1) 

 

[1, s.137]’ deki benzer metot uygulanırsa gösterilebilir ki,  n  polinomlar 

kümesinde; 1.1  probleminin çözümü vardır. Ayrıca, 1p  ise  çözüm tekdir [1, 

s.142].  Bu tek polinoma , 0G  çifti için p Bieberbach polinomu denir ve 
,n pB z  

ile işaret edilir [2].  

2p  halinde literatürde çok iyi bilinen ,2n nB z z  Bieberbach 

polinomları elde edilir. 

 G  bölgesinin sınırı ile onun sonsuzluğu içeren tümleyeninin sınırı aynı  

ise G  bölgesine Caratheodory bölgesi denir. 

 Eğer, G   bir Caratheodory bölgesi ise  

 

1, 0,
p

n p A G
B n  
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dır [3, s. 63]. 

 Buradan, , 1n p n
B z  p Bieberbach polinomlar dizisi, w z  konform 

dönüşümüne G  bölgesinin her bir kompakt alt kümesinde düzgün yakınsaması elde 

edilir.   

Yaklaşım Teorisinin genel problemlerinden biri  G  bölgesinin kompakt alt 

kümesindeki düzgün yakınsamayı G  bölgesinin kapanışına taşımak ve  

 

, ,: max .n p n p nC G z G
B z B z const ,   (1.2) 

 

eşitsizliğini sağlayan : , 0,n n p G
 

0,n n , 
 

biçimindeki diziyi 

bulmaktır.  

 Bu tezde; (1.2)  problemi , parçalı yarı konform eğrilerle sınırlı ve sınırında iç 

ve dış sıfır açı içeren bölgelerde incelenecek ve her iki durumda da n  parametresi 

üstten değerlendirilecektir. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI   

 

  eğrisi verilsin ve bu eğrinin doğal denklemi 

, 0 , :z z s s mes , olsun.  

  Eğer  eğrisine her bir z z s  noktasında çizilen teğetin OX  ekseninden 

pozitif yönde ayırdığı açı fonksiyonu   :s z s   s ’in sürekli bir fonksiyonu 

ise, o halde bu eğriye sürekli değişken teğete sahip eğri denir ve bu özelliğe sahip 

eğriler sınıfı C  ile gösterilir.  

  Eğer s  sürekli  ise  eğrisine sürekli eğime sahip eğri denir. 

 Yaklaşım teorisinin temel problemlerinden biri de verilmiş fonksiyona 

polinomlarla yaklaşımın varlığını ve bölgenin geometrik özelliklerinin yaklaşım 

hızına etkisini göstermektir. Verilmiş bölgenin Riemann fonksiyonunun açık şekilde 

bilinmesi uygulamalarda önem taşımaktadır. Fakat, Riemann fonksiyonunun açık 

şekilde belirlenemediği hallerde onun yaklaşık ifadesinin elde edilmesi söz konusu 

olur. Bu nedenle, Riemann fonksiyonuna polinomlarla yaklaşılması ve  yaklaşan 

polinomun bulunmasına  ihtiyaç duyulmaktadır.  

 İlk defa, 1939 yılında M.V. Keldych 2p  olduğunda :L G ’nin sürekli 

eğime sahip eğri olması durumunda bu problemi incelemiş ve : 0n n G
 

yakınsama hızını  1n , 0 , olarak elde etmiştir [4].  Dolayısıyla, G ’ ta 

1n n
z  dizisinin z ’ye düzgün yakınsadığı gösterilmiş ve yakınsamanın hızı 

belirlenmiştir.  Daha sonra Keldych öyle bir *G  bölgesi inşa etmiştir ki, onun için 

inşa edilen 
*

1
,n

n
z G  dizisi *G ’da ıraksak olmuştur. Bu ise G ’ta 

1n n
z  

Bieberbach polinomlar dizisinin w z  konform dönüşümüne yakınsamasının G  

bölgesinin geometrik özelliklerine  bağlı olduğunu göstermektedir.  

 1951 yılında S.N. Mergelyan, 2p  durumunda (1.2)’de ifade edilen 

problemi C  sınıfından olan eğri ile sınırlı bölgeler için incelemiş ve yakınsama 

hızını   0  için 
1

2
n  olarak hesaplamıştır [5].   
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 Daha sonra, 2p  durumu için (1.2) problemi kompleks düzlemin çeşitli 

bölgelerinde [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12] , v.b. çalışmalarda  incelenmiştir. 

 2p  durumunda, F.G. Abdullayev, M. Küçükaslan 2 ’ de, ,Q , 

0 1, 
1

1
2

 sınıfından olan bölgeler için 1.2 ’de ifade edilen problemi 

incelemişlerdir.  Aynı çalışmada G  bölgesinin sınırı, K yarı konform eğri olması 

halinde n  yakınsama hızı değerlendirilmiştir.  

 C.Koşar, M. Küçükaslan ve F.G. Abdullayev 38 tarafından, 2p  

durumunda ,G C  olan bölgeler için aynı problem incelenmiştir. 

 Son olarak, M. Küçükaslan, C.Koşar ve F.G. Abdullayev 37  ‘ de A , 

0 2 sınıfından olan bölgeler için 2p  durumunda, (1.2) problemini 

incelemişlerdir. 
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3. MATERYAL VE METOT 

 

 Bu bölümde, bulgular kısmında kullanılacak bazı tanımlar ve temel teoremler 

verilecektir. 

 Bu tezde G , kompleks düzlemde :L G  Jordan eğrisiyle sınırlı sonlu bir 

bölge kabul edilecektir.  Ek olarak, genelliği kaybetmeksizin varsayılacak ki, 0 .G  

 

 

 3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

 

 Tanım 3.1.1.  G  kümesi için 

 i) G  açık bir kümedir, 

 ii) 1 2, G  için bu noktaları birleştiren ve G  olacak şekilde en az bir  

     
1 2: ,  eğrisi vardır. 

koşulları sağlanıyor ise G  kümesine kompleks düzlemde bir bölge denir. 

 

 Tanım 3.1.2. Eğer 1 2,G A G A  olacak şekilde kompleks 

düzlemde ayrık ve birleşimleri G  kümesini veren 1A  ve 2A  açık kümeleri varsa 

G ’ya bağlantısız küme denir.  Aksi halde G  bağlantılı küme olur. 

  

 Kapalı, bağlantılı bir kümeye Continuum adı verilir. 

 

 Lemma 3.1.1. 1 p  ve , 0a b  olsun.  Bu durumda   

 

12
p p p pa b a b  

 

eşitsizliği sağlanır [13]. 
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 Tanım 3.1.3. Eğer 0,2  sayısı için  

 

0 0
0

0

( ) ( )
( ) : lim

i

i
r

f z re f z
f z

re
 

 

limiti var ve sonlu ise f  fonksiyonuna 0z  noktasında -yönlü türevlenebilir denir.  

 Eğer, 0z  noktasında her bir 0,2  sayısı için -yönlü türevler var ve 

hepsi birbirine eşit ise f  fonksiyonuna 0z  noktasında türevlenebilirdir denir ve bu 

durumda 

 

0

0
0

0

( ) ( )
( ) : lim

z z

f z f z
f z

z z
 

dır. 

 f  fonksiyonu her bir z G  noktasında türevlenebilirse f  fonksiyonuna 

G ’de türevlenebilirdir denir. 

 

 Teorem 3.1.1. f  fonksiyonunun 0z G  noktasında türevlenebilir olması 

için gerek ve yeter koşul 0z G  noktasında sürekli ve z G  için 

*

0 0( ) ( ) ( ) ( )f z f z z z f z  olacak şekilde bir tek * :f G  fonksiyonunun 

olmasıdır.  Bu durumda *

0 0( ) ( )f z f z  dır  [14]. 

 

 Teorem 3.1.2. f  fonksiyonu 0z G  noktasında türevlenebilirse 

0( )
f

z
x

 ve 0( )
f

z
y

 

kısmi türevleri mevcut olup bu kısmi türevler 

0 0 0( ) ( ) ( )
f f

f z z i z
x y

 

ifadesini sağlar [15]. 
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 Teorem 3.1.3.  f  fonksiyonu 0z  noktasında türevlenebilirse  

 

0 0 0( ) ( ), ( ) 0
f f

f z z z
z z

 

dır [15]. 

 

 Tanım 3.1.4. f  fonksiyonunun 0z G  noktasında 
0( )

f
z

x
, 0( )

f
z

y
 kısmi 

türevleri mevcut ise 0( )
f

z
z

 ve 
0( )

f
z

z
 aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

 

0 0 0 0

1
( ) : ( ) ( ) : ( ),

2
z

f f f
z z i z f z

z x y
 

 

0 0 0 0

1
( ) : ( ) ( ) : ( ).

2 z

f f f
z z i z f z

z x y
 

 

 Özel halde ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y  şeklinde ise 

 

1
( ) ( )

2 2
z x y x y

i
f u v v u , 

 

1
( ) ( )

2 2
z x y x y

i
f u v v u , 

olur. 

 

 Tanım 3.1.5. f  fonksiyonu tanımlı olduğu 0z  noktasının belli bir 0( , )B z r  

komşuluğundaki tüm noktalarda türevlenebiliyorsa f  fonksiyonuna 0z  noktasında 

analitiktir denir. 

 

 Eğer G ’de tanımlı f  fonksiyonu, her bir z G  noktasında analitik ise f  

fonksiyonuna G ’de analitiktir denir.  G ’de analitik tüm fonksiyonların kümesi 
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( )A G  ile, G ’de analitik ve G ’da sürekli olan fonksiyonların kümesi ( )A G  ile 

gösterilir. 

 

 Tanım 3.1.6. Her bir n  için :nf G  tanımlı fonksiyonların 

oluşturduğu 
n n

f  dizisine ortak tanım bölgesi G  olan fonksiyonlar dizisi denir. 

 

 Tanım 3.1.7. 
n n

f  ortak tanım bölgesi G  olan fonksiyonlar dizisi ve 

0z G  olsun.  
0( )n n

f z  dizisi yakınsak ise 
n n

f  fonksiyonlar dizisine 0z G  

noktasında yakınsaktır denir. 

 

 Eğer, 
n n

f  fonksiyonlar dizisi G  bölgesinin her noktasında yakınsak ise 

n n
f  fonksiyonlar dizisine G  bölgesinde noktasal yakınsaktır denir. 

 
n n

f , G  bölgesinde noktasal yakınsak fonksiyonlar dizisi ve :f G  

bir fonksiyon olsun.  Eğer, z G  için lim ( ) ( )n
n

f z f z  ise f  fonksiyonuna 

n n
f  fonksiyonlar dizisinin limiti denir. 

 

 Tanım 3.1.8. n n
f , ortak tanım bölgesi G  ve :f G  bir fonksiyon 

olsun.  Bu durumda herhangi bir 0  verildiğinde en az bir  0 0: ( )n n  sayısı 

bulunabilinir öyle ki 0n n  ve z G  için ( ) ( )nf z f z  sağlanıyor ise 

n n
f  fonksiyonlar dizisine G  bölgesinde f  fonksiyonuna düzgün yakınsaktır 

denir. 

 

 Tanım 3.1.9. n n
f  ortak tanım bölgesi G  olan fonksiyon dizisi 

olsun.  Herhangi bir 0  verildiğinde öyle bir 0 0: ( )n n  sayısı vardır ki 

0,n m n  ve z G  için ( ) ( )n mf z f z  koşulu sağlanıyorsa n n
f  

fonksiyonlar dizisine G  bölgesinde bir  Cauchy dizisi denir. 
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 Teorem 3.1.4. 
n n

f  ortak tanım bölgesi G  olan fonksiyonlar dizisi olsun.  

n n
f  dizisinin G ’de düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter koşul onun 

Cauchy dizisi olmasıdır [16]. 

 

 Tanım 3.1.10. : , ,f a b  sınırlı bir fonksiyon olsun.  Herhangi bir 0  

için öyle bir 0  sayısı bulunabilir öyle ki ,a b  aralığının 
0

( )
n

k k

k

b a  

koşulunu sağlayan her bir ayrık 
0

( , )
n

k k k
a b  parçalanışı için 

0

( ) ( )
n

k k

k

f b f a  

sağlanıyor ise f  fonksiyonuna ,a b ’de mutlak sürekli fonksiyon denir. 

 

 Tanım 3.1.11. Kompleks değişkenli reel değerli :u G , fonksiyonu 

verilsin.  Eğer, u  fonksiyonu kenarları OX  ve OY  eksenlerine paralel olan her 

R G  dikdörtgeninin hemen hemen tüm yatay ve hemen hemen tüm dikey 

aralıklarında mutlak sürekli ise u  fonksiyonuna G ’de mutlak süreklidir denir.  

 

 Tanım 3.1.12. G ; :f G , bir fonksiyon olsun.  Eğer Re ( )f z  ve 

Im ( ) :f z G  fonksiyonları G ’de mutlak sürekli fonksiyonlar iseler f  

fonksiyonu G ’de mutlak süreklidir denir. G  bölgesinde mutlak sürekli 

fonksiyonların sınıfı ( )ACL G  ile gösterilir. 

 

 Teorem 3.1.5. ( )f ACL G  ise  G  bölgesinde hemen hemen her yerde  

f

x
 ve 

f

y
 

kısmi türevleri ve dolayısıyla 

1
:

2

1
:

2

f f f
i

z x y

f f f
i

z x y

 

kısmi türevleri vardır [17]. 
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 3.2. KOMPLEKS DÜZLEMDE EĞRĠ VE KOMPLEKS DEĞĠġKENLĠ 

FONKSĠYONLARIN ĠNTEGRALĠ 

 

 Tanım 3.2.1. ,a b  ve a b  olsun.  ( ) : ,z z t a b  sürekli 

fonksiyonuna kompleks düzlemde bir eğri denir ve  ile iĢaretlenir.  z a  noktasına 

 eğrisinin baĢlangıç noktası, z b  noktasına da bitiĢ noktası denir. 

 i.) ( ) ( )z a z b  ise  eğrisine kapalı eğri denir. 

 ii.) 
1 2, ,t t a b  için 1 2t t  olduğunda 1 2( ) ( )z t z t  ise  eğrisine Jordan 

yayı, eğer ( ) ( )z a z b  ise  eğrisine Jordan eğrisi denir. 

 iii.) ,t a b  için z t  var ve sürekli ise  eğrisine diferansiyellenebilir 

eğri denir.  Buna ek olarak 0z t  ise  eğrisine düzgün eğri denir. 

iv.) 
0 1: , ,..., nP t t t , ,a b  aralığının bir parçalanıĢı olmak üzere 

1,2,...,k n  için ( )z z t  fonksiyonu her 1( , )k kt t  aralığında sürekli türevlenebilir 

ve 
1

lim ( ) , lim ( )
k kt t t t

z t z t  limitleri mevcut ve bu noktada birbirlerine eĢit değiller ise  

eğrisine parçalı düzgün eğri denir. 

 

 Teorem 3.2.1. (Jordan Eğri Teoremi) , ’da kapalı sonlu bir Jordan 

eğrisi olsun.  Bu taktirde  eğrisi kompleks düzlemi ortak sınırları  olan biri sonlu, 

diğeri sonsuz ayrık iki bölgeye ayırır [16]. 

 

 Bu bölgelerden sonlu olana ’nın içi, sonsuz olana ’nın dışı denir ve bunlar 

sırasıyla int  ve ext  ile gösterilir.  

 

 Tanım 3.2.2. D  bir bölge olmak üzere D  bölgesinden alınan her bir  

eğrisi için  int D  oluyor ise D  bölgesine basit bağlantılı bölge denir. 
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,a b  aralığının 
0 1, ,..., nP t t t  Ģeklindeki tüm parçalanıĢlarının ailesi  ile 

gösterilsin ve 1

1

( ) : ( ) ( )
n

n k k

k

P z t z t  olsun Eğer, 

 

limsup ( ) :n
n

P P  

 

ise  eğrisine ölçülebilir eğri denir. 

  

 Teorem 3.2.2.  Eğer  parçalı düzgün eğri ise  eğrisi ölçülebilir ve  

 

: ( )

b

a

mes z t dt  

dır [16]. 

 

 Tanım 3.2.3.  eğrisinin doğal denklemi , 0 , :z z s s mes , 

olsun.  Eğer  eğrisine her bir z s  noktasında çizilen teğetin OX  ekseninden 

pozitif yönde ayırdığı açı fonksiyonu :s z s   s ’in sürekli bir fonksiyonu 

ise bu eğriye sürekli değişken teğete sahip eğri denir ve bu özelliğe sahip eğrilerin 

sınıfı C  ile gösterilir.  Eğer s  sürekli ve sınırlı ise  eğrisine sürekli eğime 

sahip eğri denir. 

 

 Tanım 3.2.4. G  bölgesi; :L G  eğrisi C  sınıfından olan sonlu sayıda 

yaylarının 0 1 2, , , ..., mz z z z  noktalarındaki birleĢiminden oluĢur öyle ki, L  eğrisi 0z  

noktasında yerel düzgün bir eğri ve  

 

 i) Her bir 1 j p m  için jz  birleĢme noktalarında G  bölgesi 

0 2j j
 köĢeli dıĢ açıya sahip ve 

1
: min j

j p
 olsun, 
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 ii) Her bir 1p j m  için jz  birleĢme noktalarında yerleĢen yerel 

koordinat sistemi ve  1 2 , 0, 1,2ic c i  sabitleri için  

a) 1 1

1 2 1: , 0 ,z x iy c x y c x x G  

 

b) 
2 1: : , 0z x iy y x x   olsun. 

 

koĢullarını sağlarsa G  bölgesine ,C  sınıfındandır denir. 

 

 Tanım 3.2.4’den ,G C  bölgesinin her bir 1jz j p  birleĢme 

noktasında 0 2  dıĢ açıya ve her bir 1jz p j m  birleĢme 

noktasında ise 1x tertipli (olası) iç sıfır açıya sahip olduğu görülür.  

 Eğer, 0  ise G  bölgesi iç sıfır açıya sahip değildir ve bu durum  

G C  ile gösterilir.  

Eğer, 1   ise G  bölgesi sadece iç sıfır açı içeren, parçalı düzgün eğri ile 

sınırlı bölge olur ve bu durum da 1,G C  ile gösterilir.  

 Genelliği kaybetmeksizin Tanım 3.2.4.’de  2m , 1p  alınırsa G  

bölgesinin Ģekli, ġekil–1 de gösterilmiĢtir. 

 

 

ġekil–1 
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 Tanım 3.2.5.  Kompleks düzlemde : : 0 1, 0 2G z x iy x y  

:1 2, 0 1z x iy x y  Ģeklinde tanımlanan bölgeye  L Ģekilli bölge denir. 

 

 Tanım 3.2.6. ,G H   basit bağlantılı bölgeler ve : G H  olsun.   

fonksiyonu 1-1 ve analitik ise ’ye konform dönüşüm denir. 

 

 Teorem 3.2.3. (Riemann Dönüşüm Teoremi Sonucu) G  basit 

bağlantılı bir bölge ve 0 G  olsun.  Bu durumda G  bölgesini 0,1 : : 1B w w  

dairesine resmeden ve 0 0 , 0 0  koĢullarını sağlayan bir tek ( )w z  

konform dönüĢümü vardır [16]. 

  

 Teorem 3.2.4. : G  ve : : 1w w olmak üzere 

 

( )    ve   
( )

lim 0
z

z

z
 

 

olacak Ģekilde bir tek :  konform dönüĢümü vardır. 

             

 Tanım 3.2.7. 0 1r  ve 1R  olsun.  Bu durumda; 

: : ( ) 1 , : : ( ) 1r RL z G z r L z z R , 1L L  

eğrilerine sırasıyla iç ve dış seviye eğrileri denir. Ayrıca, : int , :t t t tG L extL ; 

, : inf :d z L z L  dir. 

 Tanım 3.2.8. , denklemi ( ) : ,z z t a b  olan düzgün eğri ve f  

fonksiyonu  eğrisi üzerinde sürekli bir fonksiyon ise, 

( ) : ( ( )) ( )

b

a

f z dz f z t z t dt , 

integraline f  nin  eğrisi üzerindeki eğrisel integrali denir. 
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 Teorem 3.2.5. (Cauchy Teoremi) G  sonlu bir bölge, ( )f A G  olsun.  

, int G  koĢulunu sağlayan ölçülebilir Jordan eğrisi ise 

( ) 0f z dz  

dır [18]. 

 

 Teorem 3.2.6. (Cauchy İntegral Formülü) G  sonlu bir bölge, 

( )f A G  olsun.  , int G  koĢulunu sağlayan ölçülebilir Jordan eğrisi ise 

z int  için  

 

 

dır [18]. 

  

 Teorem 3.2.7. (Cauchy Türev Formülü) D ; f  D ’de analitik ve 

G D  sonlu sayıda parçalı düzgün eğri ile sınırlı bölge olsun.  Bu durumda, z G  

ve her 0,1,2,...n  için 

1

!

2

n

n

G

fn
f z d

i z
 

dır [18]. 

 

 Teorem 3.2.8. (Maksimum-Modulus Prensibi) G  Jordan eğrisi ile 

sınırlı sonlu bir bölge olsun.  Eğer f  G ’de analitik ve G ’da sürekli ise f  

maksimum değerini G ’de alır [18]. 

 

 Tanım 3.2.9. G sonlu bir bölge, :U G   ikinci mertebeden sürekli 

kısmi türevlere sahip bir fonksiyon ve  

2 2

2 2
:

x y
 

olmak üzere 0U  ise ,U x y  fonksiyonuna G  bölgesinde harmoniktir denir. 

 

1 ( )
( )

2

f
f z d

i z
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 Teorem 3.2.9. (Ortalama Değer Teoremi) G  sonlu bir bölge; 

:U G  fonksiyonu G ’de harmonik ise, 
0,B z r G  için 

2

0 0

0

1

2

itU z U z re dt  

dır [18]. 

 

 Teorem 3.2.10. G  sonlu bir bölge; :U G  fonksiyonu G ’de 

harmonik ve 
0,B z r G  olsun.  O zaman  

0

0 2

,

1
z

B z r

U z U z d
r

 

dır [16]. 

 

 Tanım 3.2.10. G   sonlu bir bölge verilsin. Her 0p  için, G  

bölgesinde tanımlı,  ölçülebilir ve 

p

z

G

f z d  

koĢulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı pL G  ile gösterilir. 

 Ayrıca, 1p  olmak üzere 
pL G  uzayında norm  

1

:
p

p
p

zL G

G

f f z d  

dır. 

 

 Tanım 3.2.11. G  sonlu bir bölge ve 0p  olsun. 

: : (p pA G f f A G L G  

koĢulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı 
pA G  ile gösterilir.  1p  olmak üzere 

pA G  uzayında norm  

:
p pA G L G

f f  

biçiminde tanımlanır. 
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 Teorem 3.2.11. G  bir bölge olsun.  ( )pf L G  , ( )qg L G , 

1,p
1 1

1
p q

 ise, aĢağıdaki eĢitsizlikler sağlanır: 

 i.) 

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
p q

p q

z z z

G G G

f z g z d f z d g z d , 

 ii.) 

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
p p p

p p p

z z z

G G G

f z g z d f z d g z d

  .

 

 Bu eĢitsizliklere sırasıyla Hölder Eşitsizliği ve Minkowski Eşitsizliği adı 

verilir [20]. 

 

 Tanım 3.2.12. G  bir bölge, :f G  verilsin. ( )pf L G  olmak üzere 

2 2
0

1 ( ) 1 ( )
( ) : . . : lim

z

f f
Tf z p v d d

z z
 

dönüĢümüne Hilbert Dönüşümü denir. 

 

 Teorem 3.2.12. (Calderon-Zygmund Eşitsizliği) : p pT L L , 1p  olmak  

üzere  

 

p p
pL L

Tf c f  

 

sağlanır.  

 Burada 1, 2pc p  [17]. 

 

 Tanım 3.2.13. G  bir bölge, :f G  bir fonksiyon ve 1p  olsun. 

 i) ( ),f ACL G    

 ii) B G  kompakt kümesi için , ( ),x y pf f L B  

koĢulları sağlanıyorsa f  fonksiyonuna G  bölgesinde pL G türevlenebilirdir 

denir. 
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 Teorem 3.2.13. (Green Formülü) G  sonlu bir bölge, :f G , 

1L G  türevlenebilir bir fonksiyon ise D G  ölçülebilir sınırlı Jordan bölgesi için  

 

 

 

dır [19]. 

 

 Teorem 3.2.14. (Cauchy-Pompeiu Formülü) G  sonlu bir bölge, 

:f G , 
1L G türevlenebilir bir fonksiyon, D G  ölçülebilir sınırlı Jordan 

bölgesi ve z D  ise  

( )1 ( ) 1
( )

2
D D

ff
f z d d

i z z
 

dır. 

 İspat: ( , )B z , z  merkezli  yarıçaplı daire olmak üzere 
( )f

z
 

fonksiyonuna \ ( , )D B z  bölgesinde Teorem 3.2.14 uygulanırsa; 

 

( \ ( , )) ( , ) \ ( , )

( )( ) ( ) ( )
2

D B z D B z D B z

ff f f
d d d i d

z z z z
 

 

elde edilir.  Bu eĢitliğin sol tarafındaki ikinci integral 

 

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

B z B z B z

f f f z f z
d d d

z z z
, 

 

Ģeklinde yazılabilir ve  

 

( ) 2 ( )
D D

f d i f d

( , ) ( , )

( , )

( ) ( )( ) ( )

1 2
2

B z B z

B z

f f zf f z
d d

z z

d
z
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olduğu göz önünde tutulursa 

 

0 0
( , ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim 2 ( )

B z B z B z

f f f z f z
d d d i f z

z z z
 

 

bulunarak ispat tamamlanır.           
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 3.3. YARI KONFORM DÖNÜġÜM VE EĞRĠLER 

 

 Tanım 3.3.1.  ,G H  herhangi iki bölge; :f G H  ise z G  için 

2 2
( ) : ( ) ( ) 0f z zJ z f z f z  koĢulunu sağlayan ve 1C  sınıfından olan bir 

homeomorfizm olsun.  Eğer, 

 

2 2

2 2

( ) ( )
sup

( ) ( )

z z

z G
z z

f z f z
K

f z f z
   (3.3.1) 

 

ise f fonksiyonuna G  bölgesi üzerinde tanımlı bir K yarı konform dönüşüm, 

1K  sayısına da f  dönüĢümünün yarı konformluk katsayısı denir. 

 

 Tanımdan görülür ki f fonksiyonu G  bölgesinde K yarı konform dönüĢüm 

ve 
1

:
1

K
k

K
 ise z G  için 

( )
1

( )

z

z

f z
k

f z
 dir.  

  Yarı konform dönüĢümün bazı özellikleri aĢağıdaki gibidir [22].  

i) 1-yarı konform dönüĢüm konformdur. 

 ii) 1f , 1K yarı konform ve 2f , 2K yarı konform dönüĢümleri verilsin. 

1 2f f  bileĢke dönüĢümü 1 2K K yarı konformdur.  

iii) f  dönüĢümü K yarı konform ise 
1f de K yarı konformdur. 

 

 Tanım 3.3.2. :f D L D , K yarı konform dönüĢümü olmak 

üzere ( )f L  çember veya doğru parçası ise L  eğrisine K yarı konform eğri  veya 

K yarı konform yay denir. (bkn. ġekil-2) 
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ġekil-2 

 ( )F L , L ’yi çember veya aralığa resmeden :f D L D  tüm 

homeomorfizmaların kümesi ve  

( )
: inf

z z

L
f F L

z z

f f
K

f f
 

 

olsun  [19], [20]. 

 

 Eğer LK  ise, L  eğrisine yarı konform eğri denir. Eğer ,L K yarı 

konform eğri ise  

     LK K         (3.3.2) 

dır. 

 L  eğrisi herhangi bir 1K  sayısı için K -yarı konform eğri ise, o halde L  

ye yarı konform eğri denir. 

 Tanım 3.3.2’de D  veya D  olmak üzere iki durum söz konusudur: 

 i) D  durumunda Tanım 3.3.2’ye  K yarı konform eğrinin global tanımı 

denir ve yarı konformluk katsayısı (3.3.1) yardımıyla hesaplanır. 

 ii) D  durumunda Tanım 3.3.2’ye K yarı konform eğrinin lokal tanımı 

denir ve yarı konformluk katsayısı (3.3.2) yardımıyla hesaplanır. 

 Teorem 3.3.1. L  bir Jordan eğrisi, 1 2 1 2, ,z z L z z  keyfi noktalar ve 

1 2( , )z z L , 1z  ile 2z  noktasına birleĢtiren küçük çaplı  yay olsun.  L  eğrisinin yarı 

konform eğri olması için gerek ve yeter koĢul 
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1 2

3 1 2

1 3 2 3

, , 1 2
( , )

sup
z z L

z z z

z z z z

z z
 

 

olmasıdır [17]. 

 

 Uyarı 3.3.1. Yarı konform eğriler sıfır açı içermez. 

 

 Teorem 3.3.2. D  olmak üzere L , analitik yay veya eğri ise L ’nin yarı 

konformluk katsayısı 1K  dir [21]. 

 

 Teorem 3.3.3. D olmak üzere L C   ise yeteri kadar küçük 0  

sayısı için L ’nin  yarı konformluk katsayısı 1K  dır [20]. 

 

 Tanım 3.3.3. G  sonlu bir bölge; :L G , sonlu sayıda jK yarı 

konform yayların 0 1 2, , , ...., mz z z z  noktalarındaki  birleĢimi ve
1

: max j
j m

K K  olsun.  

Eğer, L  eğrisi 0z noktasındaki yerel K yarı konform ve 1 2, , ...., mz z z  noktalarında  

bu noktalar yerel koordinat sisteminin baĢlangıç noktaları olmak üzere 

1 2 ,c c  0, 1,2i i   sabitler için; 

i)  1 1

1 2 1: , 0 ,z x iy c x y c x x G  

ii)  
2 1: , 0z x iy y x x  

koĢulları sağlanırsa G  bölgesine keyfi 1K  ve 0  sayıları için ,PQ K   

sınıfındandır denir.   

Tanım 3.3.3’deki G  bölgesine bir örnek ġekil–3 de gösterilmiĢtir.  
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                 ġekil–3 

 Tanım 3.3.4. L  bir Jordan eğrisi; :y  dönüĢümü altında 

int ,y L extL   y extL intL  ve z L  için ( )y z z  olsun.  Eğer :y  

yarı konform ise y  dönüĢümüne L  eğrisine göre yarı konform yansıma denir. 

 

 Teorem 3.3.4. L  bir Jordan eğrisi olsun.  L  eğrisine göre yarı konform 

yansımanın olması için gerek ve yeter Ģart L  eğrisinin yarı konform eğri olmasıdır 

[22]. 

 

 Uyarı 3.3.2. " "a b  ve " "a b  anlamı sırasıyla .a cb  ve 

1 2. .c a b c a olacak Ģekilde 1 2, ,c c c  pozitif sabitler vardır.  Burada 1 2, ,c c c  sabitleri 

a  ve b sayılarından bağımsızdır. 

 

 Teorem 3.3.5. L  eğrisi K -yarı konform eğri olsun.  O zaman L  eğrisinin 

belli bir sonlu komĢuluğunda sınırlı kısmi türevlere sahip ve 1C  sınıfından olan bir 

yarı konform yansıma vardır. 

  

 Özel olarak, L  eğrisinin belli bir sonlu komĢuluğundaki her bir z  için  

 

( ) ,y z z z z z L     (3.3.3) 

sağlanır [22]. 
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 Sonuç 3.3.1. L  eğrisi K -yarı konform eğri, L , ,G int L ext L  

olsun.  Bu durumda L ’ye göre 1( )c K yarı konform ( )y z  yansıması vardır ve bu 

yansıma; 

 i) a G  sabit bir nokta öyle ki, a y  olmak üzere; y z yansıması 

L a  bölgesinde sürekli türevlenebilir. 

 ii) Yeterince küçük 0  sayısı ve ( , )B a  için  ( , ) : ( , )B a y B a  olsun.  

: \ ( , ) ( , )B a B a , 

bölgesinde (3.3.3) sağlanır, 

 iii) \z L  için 1( , ), ( , ) ( , )z z
y c K c K y c K  ve \z L  için  

2

2

( ) , ( , )

, ( , )
z

y z z B a
y

z a z B a
 

ve 

2

2

( ) , ( , )

, ( , )
z

y z z B a
y

z a z B a
 

özelliklerine sahiptir [22]. 

 

 L G  eğrisi, lokal anlamda K yarı konform eğri olsun. , ,F f  

dönüĢümleri yardımıyla bir 01 2R  ve 1

0 0r R  sayısı için Tanım 3.3.2’ deki D  

bölgesi olarak [21]’de olduğu gibi 
0 0

: R rD G G  olarak seçilebilir.  Burada 

:R RG int L  dir.  Bu durumda gösterilebilir ki 
1 1( ) ( ( ))f f  dönüĢümü L  

eğrisine göre 2K yarı konform yansımadır [21].  Yani, ( )  dönüĢümü, L  eğrisinin 

üzerindeki noktaları değiĢtirmeyen ve herhangi 
01 ,R R  

0 1r r  sayıları için  

 

0 0
( \ ) \ , ( \ ) \r RR r
G G G G G G G G  
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sağlayan bir 2K yarı konform dönüĢümdür.  Bu durumda Sonuç 3.3.1’e benzer 

Ģekilde L ’ye göre  

*

1 1 1( ) , ,z z z z z L z D    (3.3.4) 

koĢulunu sağlayan * ( ),  ( )c K yarı konform dönüĢüm vardır.  Böylece [19]’den 

yararlanarak genelliği kaybetmeksizin Tanım 3.3.2’deki  D  bölgesinde  

*( ) ( ),z z z D     (3.3.5) 

 

olduğu kabul edilebilir.   

 

 Lemma 3.3.1. L , K yarı konform eğri 1z L  ve 2 3,z z G
1:z z z  

01( , )Rcd z L ( ), 1, 2,3j jw F z j  
02 3 1 1, : ( , ) ,rz z z z z cd z L ( ),j jw z   

1,2,3j olsun. 

 Eğer 
1 2 1 3z z z z  ise  

 

 i) 
1 2 1 3w w w w , 

 ii) 

2 2

1 3 1 3 1 3

1 2 1 2 1 2

K K

w w z z w w

w w z z w w
, 

 

sağlanır [23]. 

 

 Sonuç 3.3.2.  Lemma 3.3.1’deki 
0 03 3r Rz L z L  ise 

2 2

1 2 1 2 1 2

K K
w w z z w w  

dir 

 Lemma 3.3.2. :L G , K yarı konform eğri olsun.  Bu durumda, her bir 

z L  için ve 0 G  noktasını z L  noktası ile birleĢtiren ve G  bölgesi içinde 

yerleĢen öyle bir (0, )z  yayı vardır ki; 

 i) (0, )z  için ( , )d L z  dır. 

 ii) 1 2, (0, )z  için  1  noktasını 2  noktasına birleĢtiren 
1 2( , )  
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      (0, )z  alt yayı için  
1 2 1 2( , )mes   

koĢullarını sağlar [6]. 

 

 Lemma 3.3.3. :L G , K yarı konform eğri olsun.  Ölçülebilir her hangi 

bir G  yayı ve onun *( )  yansıması için 

 

* ( )mes mes  

sağlanır [6]. 

 Lemma 3.3.4. ,L K yarı konform eğri ve : : , ,G z z G d z L  

olsun.  O zaman 0  için 

 mes G  

 

dır.  Burada Eğer D  ise 
2

1 1
min ,

2 K
olur.  Bundan baĢka D  ise 

2

2

1
:

2

K

K
 olur [24]. 

 

 Eğer G  keyfi bir continuum bölge ise 
1

2
 dır [25 s.181]. 

 

 Lemma 3.3.5. (Goldstein Teoremi)  G  bir bölge ve :g G , 

K yarı konform dönüĢümü olsun.  Bu durumda, her bir E G  kompakt alt kümesi 

ve 
1

0,
K

 sayısı için 

( )mes g E mesE  

 

eĢitsizliği sağlanır [25]. 

 Lemma 3.3.6. (Bernstein-Walsh Lemması)  keyfi bir continuum ve 

,RL ’nin dıĢ seviye eğrisi olsun.  Bu durumda derecesi n ’yi aĢmayan cebirsel bir 

nP z  polinomu verildiğinde öyle bir 0M  sabiti bulunabiliyorsa ki 
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max n
z

P z M  

sağlansın, o halde her 1R  ve Rz G   için 

n

nP z MR  

 

eĢitsizliği sağlanır [26]. 
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3.6.1. p BIEBERBACH POLİNOMLARININ YARI KONFORM SINIRLI 

BÖLGELERDE YAKINSAKLIĞI 

 

 

 

Tanım 3.6.1.1 . Eğer L  yarıkonform eğri ve 0 , 1  sayıları için Lip  , 

Lip  koşullarını sağlıyorsa “ ,G Q  sınıfındandır” denir.  

,  dönüşümleri Şekil-4 de gösterilmiştir. 

 

 
Şekil-4 

 

Teorem 3.6.1.1.Keyfi 0 1 ve
1

1
2

 sayıları için ,G Q  olsun.  Bu  

durumda, 
,n pB z

 
p Bieberbach polinomları her 1 2

1
p  ve 2n  için 

 

    1
,n p C G

c
B

n
 

 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,  
 

 

  

2 1 2
0, 1 , 1 2,

2 2

2
0, 1 1 , 2 2 ,

1

p
p p

p
p p

 

keyfi sayıdır. 
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Teorem 3.6.1.2  L  eğrisi her hangi bir  1K  için K -yarıkonform olsun.  Bu  

durumda,
,n pB z

 
p Bieberbach polinomları, her 

2

2

1
1 2

1

K
p

K
 ve 2n

 
için 

  

 

    2
,n p C G

c
B

n
 

 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,  
 

2

2 2

2 2

2 22 2

1 2 2
0, 1 , 1 2,

1

1 1 2 1
0, 1 , 2 2 ,

11

K
p

pK K p

K K
p

pK p KK K

 

keyfi sayıdır. 
 

 

Teorem 3.6.1.3  
  

L  eğrisi, her hangi bir  1K   için K -yarıkonform olsun. Bu  

durumda,
,n pB z

 
p Bieberbach polinomları, her  

2

2

1
1 2

1

K
p

K   
 ve 2n  için  

 

    
1

3
, ,

p
n p A G

c
B

n  
 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,  

 

 

 

2

2 2

2 22 2

1
0, , 1 2,

1 1 2 1
0, 1 , 2 2 ,

11

p
pK

K K
p

pK p KK K

             , 

 

keyfi sayıdır. 
 

 

Teorem 3.6.1.4. Keyfi 0 1 ve
1

1
2

 sayıları için ,G Q  olsun.  Bu  

durumda,
,n pB z

 
p Bieberbach polinomları her  1 2

1
p  ve 2n  için 
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1

4
, ,

p
n p A G

c
B

n
 

 

eşitsizliğini sağlar.  Burada , 

 

 

2
0, 1 1 , 1 2,

2

2
0, 1 1 , 2 2 ,

1

p
p

p
p p

                     

 

                     

keyfi sayıdır. 
 

 

3.6.2. p BIEBERBACH POLİNOMLARININ İÇ SIFIR AÇI  İÇEREN  

PARÇALI ANALİTİK BÖLGELERDE YAKINSAKLIĞI 

 

Tanım 3.6.2.1. G  bölgesi; :L G  eğrisi sonlu sayıda analitik yaylarının 

0 1 2, , , ..., mz z z z  noktalarındaki birleşiminden oluşur öyle ki, L  eğrisi 0z  noktasında 

yerel analitik bir eğri ve her bir 1 j m  için jz  birleşme noktalarında G  bölgesi 

0 2j j
 köşeli dış açıya sahip ve 

1
: min j

j m
 ise, G  bölgesine A  

sınıfındandır denir. 

Eğer 1   ise G  bölgesi analitik eğri ile sınırlı bölge olur.  

 

Teorem  3.6.2.1. Her hangi bir 0 2  sayısı için G A  olsun.  Bu durumda, 

,n pB z
 
p Bieberbach polinomları her 

*

2
1

1
p

 

ve 2n  için 

 

   
1,
p

n p A
B 5c

n
 

 

 eşitsizliğini sağlar.  Burada  

 

               
1 2

: ;
2

p
p

, * : max 1, ,  * : min 1, .  
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Teorem 3.6.2.2. Her hangi bir 0 2  sayısı için G A  olsun.  Bu durumda,  

,n pB z
  

p Bieberbach polinomları her  
*

2
( )

1
p  ve : 1,2,...,n için 

 

 ,n p C
B 6c

*(2 / 1)

,

log ,

,p

n

n n

n

     
*

2
2 ,

1

2,

( ) 2,

p

p

p

    

 

eşitsizliğini sağlar.  Burada  

 
:

2

2 1 2
max 1,

1 1
. 

 

 

3.6.3. p BIEBERBACH POLİNOMLARININ İÇ SIFIR AÇI  İÇEREN  

PARÇALI DÜZGÜN  BÖLGELERDE YAKINSAKLIĞI 

 

Bu kısımda, keyfi 0 2  ve 0 1 sayıları için ,C  sınıfından olan G  

bölgesinde , 1n p n
B z  p Bieberbach polinomlar dizisinin w z  konform 

dönüşümüne yakınsaması incelenecek ve yakınsama hızı belirlenecektir.  

 

  

3.6.3.1. Temel Sonuçlar 

 

 Elde edilen teoremler verilmeden önce aşağıda tanımlanan işaretlemelere 

ihtiyaç duyulacaktır. 

 

2

1

2

*

3 *

9 20 132 3 18
: ,

16

2 2 2
: min , ,

2 1 2

2 2 1 2
: min , min , ,

2 1 2 1 2 2

2 2
: , : min 1, 2 , : max 1, 2 .

2 1

p p p
p

p p

p p

p p

p p

p

p
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Teorem 3.6.3.1.  
3

2
2

p  olsun.  
2 2

32 1
3 2min ,

2

p
p

p

 olmak üzere  

2 11 3
min ,

2 2

p
p

p
 için ,G C  olsun.  Bu durumda, 

,n pB z   

p Bieberbach polinomları her 2n  için 

7
,n p C G

c
B

n
 

sağlar.  Burada,   

2 2 2
0, 2 2

2 1

p
p

p p
 

keyfi sayıdır. 

 

Teorem 3.6.3.2. 
3

2
2

p  olsun. 
2

2
3

 olmak üzere 0  

2 1
min ,

2

p
p

p
 için ,G C  olsun.  Bu durumda, 

,n pB z   

p Bieberbach polinomları her 2n  için 

8
,n p C G

c
B

n
 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,   

 

2 2 2
0, 2 2

2 1

p
p

p p
 

 

keyfi sayıdır. 
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Teorem 3.6.3.3. 2 2 2p  olsun.  
2

2 1 mi n ,
2

p
p

 ve 0 1 

sayıları için ,G C  olsun.  Bu durumda, 
,n pB z   p Bieberbach polinomları 

her 2n  için 

9
,n p C G

c
B

n  

 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,   

2 2 2
0, 2 2

2 1

p
p

p p
 

 

keyfi sayıdır. 

 

Teorem 3.6.3.4.  2 2 2p  olmak üzere 
2

2 1 min ,
2

p
p

 ve 

1
1 1

2
 sayıları için ,G C  olsun Bu durumda, 

,n pB z   

p Bieberbach polinomları her 2n  için 

 

10
,n p C G

c
B

n  

 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,   

2 2 2
0, 2 2

2 1

p
p

p p
 

keyfi sayıdır. 

Teorem 3.6.3.5.  0 2 1 olmak üzere 
*

1
2 1 2

1
p  ve 0 2    

sayıları için ,G C  olsun.  Bu durumda, 
,n pB z   p Bieberbach polinomları 

her 2n  için 
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11
,n p C G

c
B

n
 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,   

2 2
0,

2 1

p

p
 

 

keyfi sayıdır. 

 

 

3.6.4. p BIEBERBACH POLİNOMLARININ ,PQ K  SINIFINDAN 

OLAN BÖLGELERDE YAKINSAKLIĞI 

 

 Bu bölümde, keyfi 1K  ve 0 1 sayıları için kompleks düzlemde 

verilen G  bölgesinin ,PQ K  bölgeler sınıfından olması durumu ele alınarak 

, 1n p n
B z  p Bieberbach polinomlar dizisinin; G  bölgesinin kapanışında 

w z  konform dönüşümüne düzgün yakınsaması ve yakınsama hızının 

belirlenmesi problemi verilecektir. 

 

 3.6.4.1. Temel Sonuçlar 

 

 Elde edilen yeni sonuçlar verilmeden önce bazı notasyonlar aşağıdaki şekilde  

kabul edilecektir. 

2

2 2 2

*

1 4 2 2 1 4 2
, : 4

2 2 2 48 1 4 1 16 1

0, 2 1

p p p p p
p K

K K K
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Teorem 3.6.4.1. 1K  ve 
2 1

0 min , ,
2

p
p K

p
 sayıları için 

,G PQ K  ve 
2

1
2 2

2 1
p

K
 olsun.  Bu durumda, 

,n pB z   

p Bieberbach polinomları her 2n  için 

12
,n p C G

c
B

n
 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,   

2

2 2 2
0, 2 2

2 1 1

p
p

pp K
 

keyfi sayıdır. 

  

Sonuç 3.6.4.1.  
7

2
4

p  sayısı verilsin öyle ki 
1

1 1
2 2

K
p

  ve 

2 1
0 min , ,

2

p
p K

p
 sayıları için G  ,PQ K  olsun.  Bu durumda, 

,n pB z   p Bieberbach polinomları her 2n  için 

13
,n p C G

c
B

n
 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,   

2

2 2 2
0, 2 2

2 1 1

p
p

pp K
 

keyfi sayıdır. 

Teorem 3.6.4.2.  2 2 2p  sayısı verilsin öyle ki  
1

1 1
2

K
p

  ve 

2
2 1

2p
 sayıları için ,G PQ K  olsun.  Bu durumda, 

,n pB z   

p Bieberbach polinomları her 2n  için 

14
,n p C G

c
B

n
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eşitsizliğini sağlar.  Burada,   

2

2 2 2
0, 2 2

2 1 1

p
p

pp K
 

keyfi sayıdır. 

 

Teorem 3.6.4.3. 2 2 2p  sayısı verilsin öyle ki  
1

1
2

K
p

  ve 

2

2

2 2 2 1 2
max 2 1,

8 2 1 2

p K p

p K p p
 sayıları için ,G PQ K  

olsun.  Bu durumda, 
,n pB z   p Bieberbach polinomları her 2n  için 

 

15
,n p C G

c
B

n  

 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,   

2

2 2 2
0, 2 2

2 1 1

p
p

pp K
 

keyfi sayıdır. 

 

Teorem 3.6.4.4. 2 2 2p  sayısı verilsin öyle ki  
1

1
2

K
p

, 

2 2

2 2 2

2 2 2 1 3 1 2
2 1 min ,

8 24 1

p K p p K p p

p K K K
 sayıları için 

,G PQ K  olsun.  Bu durumda, 
,n pB z   p Bieberbach polinomları her 2n  

için 

16
,n p C G

c
B

n
 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,   
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2

2 2 2

2 11 2
0, 2 2

1

p K
p

pK ppK K
 

keyfi sayıdır. 

 

Teorem 3.6.4.5. 1K  ve 
2

2

1
0 min 2 1,

2 1

K

K
 sayıları için 

,G PQ K  olsun.  Bu durumda, 
,n pB z   p Bieberbach polinomları her 

2(1 )p  ve 2n  için 

17
,n p C G

c
B

n
 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,   

2

22 2 2

2 121 1
0, min 1 ,

2 1 2 1 1 1

K

KK K K
 

 

keyfi sayıdır. 

Teorem 3.6.4.6. 1K  ve 
2

*

2

1
2 1 2

1

K
p

K
 sayısı verilsin öyle ki    

*2
0 min ,

2p
 sayısı için ,G PQ K  olsun.  Bu durumda, 

,n pB z   

p Bieberbach polinomları her 2n  için 

18
,n p C G

c
B

n
 

eşitsizliğini sağlar.  Burada,   

2

22 2 2

2 12 21 1
0, min ,

2 1 1 1

p Kp

p KK K K
 

keyfi sayıdır.  
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4. BULGULAR VE TARTIŞMALAR 

 

 

 

4.1.  p BIEBERBACH POLĠNOMLARININ    , ,PQ K    SINIFINDAN 

OLAN BÖLGELERDE YAKINSAKLIĞI 

 

 

 

4.1.1. Temel Sonuçlar 

 

 

Teorem 4.1.1.1.   2 3p ;  1K ,   
4

0 1
p

 ,   0 1
2

p
   sayıları için 

, ,G PQ K  olsun.  Bu durumda,
, 2n pB z n   polinomları 

 

 

   

3

2

, 1 4 1

2

1 1
, 0 ,

ln

1 1 4
, 1,

ln

p

p

n p pC G

p

n p
B c

n p p

 

 

 

eĢitsizliğini sağlar. 

 

 

Teorem 4.1.1.2.    2 2 2p ;  1 K min 
2

2 13 1
, ,

2 2 4 8

p pp

p p p
,   

2

2

2 2
max ,0 1

4 2 1 2

p K p

p K p
 sayıları için  ,0,G PQ K  olsun. Bu 

durumda, 
, 2n pB z n   polinomları 

 

     2
,n p C G

c
B

n
 

 

eĢitsizliğini 
2

4 1
,0

2 1

p

p K
,    için sağlar. 
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Teorem 4.1.1.3.  2 2 4p ;   

3
1

2
K ,     max

2

2

2 2 4
,0 1

4 2 1

p K

pp K p
 sayıları için 

,0,G PQ K  olsun.  Bu durumda, 
, 2n pB z n   polinomları 

 

               3
, ,n p C G

c
B

n
  

 

eĢitsizliğini   
2

4 1
,0

2 1

p

p K
,   için sağlar. 

 

 

Teorem 4.1.1.4.  2 4p ;  

2 1 3

2

p
K

p
,   0 min

2

2

2 2
, 1
24 2 1

p K p

p K p
  sayıları için   

,0,G PQ K  olsun. Bu durumda, 
, 2n pB z n   polinomları 

 

              4
, ,n p C G

c
B

n
  

 

eĢitsizliğini     

2

4

1 1 2
, 0

K p

pK
,    için sağlar. 

 

 

Teorem 4.1.1.5.  2 4p ;   

2

2 13
1 min ,

2 4 8

p p
K

p p
, 

2

2

2 2 4
max ,0 min 1, 1

4 2 1 2

p K p

p K p p
 sayıları için ,0,G PQ K  

olsun. Bu durumda 
, 2n pB z n  polinomları 

     

    5

, ,n p C G

c
B

n
  

 

eĢitsizliğini     

2

4

1 1 2
, 0

K p

pK
,    için sağlar. 
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Teorem 4.1.1.6.   
3

2
K    verilmiĢ sayısı için  

2

1
2 2

1
p

K
 olsun;   

 
3

2
K ,   0 min 

2

2

2 2 4
, 1, 1

4 2 1 2

p K p

p K p p
sayıları için  

,0,G PQ K   olsun. Bu durumda,  
, 2n pB z n   polinomları  

  

           6

, ,n p C G

c
B

n
 

 

eĢitsizliğini      

2

4

1 1 2
, 0

K p

pK
 ,    için sağlar. 

 

Teorem 4.1.1.7.   2p ;  1K ,    
1

0
2

    sayıları için  , ,0G PQ K  olsun. 

Bu durumda,   
, 2n pB z n   polinomları 

    

1 2

2

, 7

1
ln ln

ln
n p C G

B c n
n

 

 

eĢitsizliğini sağlar. 

 

 

Teorem 4.1.1.8.   1 2p ;  1 K min 1

2
,

2
K

p
,    

2

12

4
1

2

K

pK
  

sayıları için  ,0,G PQ K   olsun. Bu durumda, 
, 2n pB z n   polinomları 

 

    , 8

ln
n p C G

n
B c

n
, 

 

eĢitsizliğini  
2

4 1 2
,0 2 2

2 1

p
p

p K p
,  için sağlar.  Burada, 

 
2 4 2 2 2 2 2 2

1 2

16 128 8 16 4
:

16

p K K p K p K pK p

K
   

ve   

 
2

1 12

4
: max : 1

2

K
K K

pK
   

dır. 
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Teorem 4.1.1.9.  1 2p ;  1K ,    0 min 

4 2

4 2

1 2 2 4
1; , 1

2 2

K p K

K pK
 

sayıları için    ,0,G PQ K   olsun. Bu durumda,  
, 2n pB z n   polinomları 

 

    , 9n p C G
B c n  

 

eĢitsizliğini    
4

1 2
,0 2 2 p

pK p
,  için sağlar. 

 

 

   

3

2

, 1 4 1

2

1 1
, 0 ,

ln

1 1 4
, 1

ln

p

p

n p pC G

p

n p
B c

n p p

 

 

 

eĢitsizliğini sağlar. 

 

   

 4.1.2. Yardımcı    Sonuçlar 

 

,L K  yarıkonform eğri olsun. Böylece, L ‟ ye göre .  yarıkonform 

yansıması vardır öyle ki ,G G  ve L ‟nin noktalarını sabit tutar. 

17, .76p ‟ daki sonuçları kullanarak L ‟ ye göre öyle bir  C K yarıkonform .  

yansıması bulunabilinir öyle ki, L ‟ nin belli bir komĢuluğunda aĢağıdaki koĢulları 

sağlar: 

 1 1 1

1
, , ,z z z z z L z  

  
1

1, ,z z z  

 
2 2 1
, , , ,z z zz z z          (4.1.2.1) 

  , ;z z z z z L  

  
2 2

: : 1z zJ J  
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Lemma  4.1.2.1. 21  ,L K yarıkonform eğri olsun ; 

 

0

0

1 2 3 1 1 1

2 3 1 2 1

, , : , ,

, : , , , 1,2,3.

R

j j r j j

z L z z G z z z c d z L

w z z z G z z z c d z L w z j
   

 

Bu durumda; 

 

1)  
1 2 1 3 1 2 1 3z z z z ve w w w w  ifadeleri denktir. 

 

ve, dolayısıyla,  

 

1 2 1 3 1 2 1 3z z z z ve w w w w   ifadeleri de denktir. 

  

2) Eğer   
1 2 1 3z z z z   ise aĢağıdaki ifadeler sağlanır: 

 
2 2

1 3 1 3 1 3

1 2 1 2 1 2

K K

w w z z w w

w w z z w w
,  

03 rz L     

      

Böylece, 

 
2 2

1 2 1 2 1 3

K K
w w z z w w .                                                     (4.1.2.2.) 

 

Burada, 01 2R   ve   
1

0 0r R   sayıları tespit edilmiĢ sabitlerdir.       

 

Lemma 4.1.2.2. 34,35  ,L K yarıkonform eğri olsun. Böylece, z L   ve   

0z G   için G  bölgesinde, z  ile  0z  noktalarını birleĢtiren 
0,l z z  yayı vardır öyle ki 

aĢağıdaki özellikleri sağlar: 

 

 i ) 
0,l z z  için  ,d L z , 

 

           ii )  
1 2 0, ,l z z için eğer  

1 2 0, , ,l l z z ‟ ın alt yayı ise 

1 2 1 2,mesl .  

 

Lemma 4.1.2.3. 7  ,L K yarıkonform eğri olsun. Her ölçülebilir l D  yayı için  

 

mesl mes l   sağlanır.    
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İspat : (4.1.2.3.)  l  yayının doğal parametrizasyonu , 0z z s s mesl  olsun. l  

ölçülebilir bir eğri olduğundan her yerde  
dz

ds
 vardır öyle ki 1

dz

ds
. Sonuç olarak, 

(2.1)‟e göre aĢağıdaki ifade elde edilir: 

 

  
0 0

mesl mesld s d s dz
mes l ds ds mesl

ds ds ds
.        

 

 

Lemma 4.1.2.4.  ,L K yarıkonform eğri olsun.  

 

   
1

: , , ,
2

G z z G D d z L d D L     olsun. Bu durumda 

 

a) mesG mes G , 

b) 1 2, : min 2,mes G K eĢitsizlikleri sağlanır. 

 

 

İspat (4.1.2.4.)  a) .  dönüĢümünün Jakobianı   

  

 
2 2

: z zJ z z z  olsun. Böylece, (2.1)‟e göre aĢağıdaki ifade elde 

edilir: 

 

  z z

G G

mes G J z d d mesG   

 

b) mes G
2

sup 1 sup 1
z G z G

z z .  

Bundan dolayı, (4.1.2.1.)  göre  

 
2

, 1
K

d z L z                                             (4.1.2.3.)  

  

elde edilir. 

 

Diğer yandan, 

 

   
2

, 1d z L z  

 

keyfi kontinuum 25, .181p  için sağlanır ve böylece ispat biter. 
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Lemma 4.1.2.5. 36  ,L K yarıkonform eğri olsun. Bu durumda, 

 

0, 0 1u u R  için 

 

    
2

1

1 / K
umes G G u      

sağlanır. 

 

 

4.1.3. , ,G PQ K  Bölgesinin Bazı Özellikleri 

 

 

Tanım: G  de bir bölge; : ,L G sonlu sayıda jK yarıkonform yayların 

0 1 2, , ,..., mz z z z  noktalarındaki birleĢimi ve 
1

: max j
j m

K K  olsun. 

Eğer 0,L z noktasındaki yerel K yarıkonform ve 1 2, ,..., mz z z noktalarında ise bu 

noktalar (x,y) yerel koordinat sisteminin baĢlangıç noktaları ve 

1 2 3 4, , 0, 1,4ic c c c i  olmak üzere; 

a) 1,j p için 

1 1

1 2 1: ,0 ,z x iy c x y c x x  

 
2 1: , 0z x iy y x x G  

b) 1,j p m için 

1 1

3 4 3: ,0 ,z x iy c x y c x x G  

 4 3: , 0z x iy y x x  

koĢulları sağlanırsa “G  bölgesi ( , , ), 1, 0, 0PQ K K  sınıfındandır” denir. 

Bu tanımdaki G bölgesine bir örnek ġekil-5 de gösterilmiĢtir. 
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ġekil-5 

 

 Farz edelim ki  , ,G PQ K  bölgesi verilsin. Genelliği kaybetmeksizin ,  

1 20, 0; 1, 2, 1, 1; 1,1p m z z G  olsun ve yerel koordinat 

sistemi 1z  ve 2z  noktalarına öyle yerleĢtirilsin ki, eksenleri genel koordinat sisteminde 

OX ve OY „e  paralel olsun. 

 1 2: : , Im 0 , : : , Im 0L z z L z L z z L z  olarak alınsın. 0z  noktası 

2L  üzerinde keyfi bir nokta olsun.   

 , ,G PQ K  bölgesi, 1 21, 1z z  noktalarının yakın komĢuluklarında 

iç ve dıĢ sıfır açılara sahiptir. w z w z  fonksiyonu , ,G PQ K  

bölgesi için ,
2 11 1z z  noktasının yakın komĢuluğunda Lemma 2.1 „ in Ģartlarını 

sağlar. Sonuç olarak, Lemma 2.1 den aĢağıdakiler elde edilir: 

 
1 1: : 1z M z G z

 
ve 

2 : : 1z M z z  için uygun  

olarak  
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2 2

, 1 ; 1 1 ,
K K

d z L z z z  
(4.1.3.1)

 

  
2 2

, 1 ; 1 1
K K

d z L z z z
  

 

sağlanır. Diğer yandan, w z  ve  w z  fonksiyonlarının özelliklerini 

kullanarak aĢağıdaki ifadeler elde edilir: 

1 1

1 ln 1 , 1 ln 1 .z z z z
 (4.1.3.2) 

 

Lemma 4.1.3.1.  1, 0, 0K    sayıları için 0z G   olmak üzere  

, ,G PQ K  olsun. Bu durumda, z G 0z   için   öyle ki  

, 1,2j jz z j    

   

1

2

0 0

0

, , .
,

j

j

z z
z z z z

d z L
 

 

sağlanır. 

 

 

4.1.4. Polinomların C-Normunda Değerlendirilmesi 

 

Lemma 4.1.4.1.G  bir bölge, 0 G ; :L G  Jordan eğrisi ve z L  keyfi 

seçilmiĢ bir nokta olsun. 0  ile z L  noktalarını birleĢtiren ve G ‟nin içinde kalan en 

az bir 0, z  yayı varsa öyle ki aĢağıdaki özellikleri  

i) Her bir 
1 2, 0, z  için 

1 2 1 2,mes , 

 ii) f t  monoton artan bir fonksiyon olmak üzere 0, z  için 

,f z d L   

sağlasın.  Bu durumda,  derecesi n ‟yi aĢmayan ve 0 0nP  koĢulunu sağlayan tüm 

nP z  polinomları için  

1

2

2

, 0
p

c

p

n nC G A G

n

P f t dt P p  

olur. 
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Sonuç 4.1.4.1.  Keyfi  1, 0, 0K   sayıları için , ,G PQ K   olsun. 

Böylece, 

 

     1 ,
p

n n nC G A G
P P   

 

koĢulu sağlanır. Burada, 

 

    

2
2 2

, 2,

ln , 2,

, 2.

p
p

n

n p

n p

c p

  

  

 

 4.1.5. Cauchy İntegralinin pL Normunda  Değerlendirilmesi 

 

G  keyfi bir Jordan bölgesi ve  yayı, bitim noktası olan  

0z L G  hariç, düzlendirilebilir bir eğri olmak üzere; aĢağıdaki koĢulları sağlasın: 

  i )  Her bir 1 2,  için 
1 2 1 2,mes , 

 ii) g t  monoton artan bir fonksiyon vardır öyle ki;  için 

0 ,g z d L . 

 

Lemma 4.1.5.1. Yukarda verilen G  bölgesi için  yayı üzerinde ölçülebilir f t  

fonksiyonu verilsin öyle ki belli bir t  monoton artan ve 0 0 koĢullu 

fonksiyonu için   

  
0f z ,  

 sağlansın.  Bu durumda, 

 

: ,
f

F z d z
z

 

 

fonksiyonu aĢağıdaki eĢitsizliği sağlar: 
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1

2 2

0,12

2,12 24 1
2 0

4 3
2 20 2

2
0, ,

0 2 2

1
;1 2

1
; 2

p

p c

p

p

p

pA G c

p pp

p p
p

h t
t h t dt p

t t
F t dt

t t h t h t dt p
t

 

dir.  Burada 
1

,

0

:

t
r

h t dr
g r

, : mes  dır 

 

Sonuç 4.1.5.1.  Keyfi   1, 0K min 
4

1, 1 ; t t
p

   için   

,0,G PQ K   olsun. Bu durumda, 

 

 

  

2 1
1

2
2

2 1

2

ln . , 1; 1 2,

4
, 1; 2 4p

p

A G p

l l p
F

l p
p

 

 

eĢitsizliği  sağlanır. 

 

Sonuç 4.1.5.2.  Bazı    1, 0K min 
4

1, 1 ; t t
p

   için    

, ,0G PQ K  olsun. Bu durumda, 

 

   

2 1
1

2
2

2 1

2

ln . , 1, 1 2,

4
, 1, 2 4p

p

A G p

l l p
F

l p
p

 

 

eĢitsizliği sağlanır. 

 

 

4.1.6. 1

pA G Normunda Yaklaşım 

 

  Herhangi bir 0, 0  sabitleri için , ,G PQ K  olsun. Bu durumda 

basitlik için, fakat genelliği kaybetmeksizin, G  bölgesi sayfa 44 de  ifade edildiği gibi 

alınır. 

 , , 1, 2jL i j  eğrisi yarıkonform eğridir. .j
, jL  -ye göre yarıkonform 

yansıma olsun. 
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11 1 2

1

2
: : 1 ;

3

c c
z x iy y x  

    

   
12 1 2

1

2
: : 1 ;

3

c c
z x iy y x  

 

   
11 3 4

2 1

2
: : 1 ;

3

c c
z x iy y x  

   

   
12 3 4

2 2

2
: : 1 ,

3

c c
z x iy y x  

 

buradaki 1,2,3, 4jc  sabitleri , ,G PQ K  sınıfının tanımından alınmıĢtır. 

Lemma 4.1.2.3 ten görülür ki,  
1 2 1 2,i

jmes , 
1 2, , , 1,2i

j i j .  

 Yeterince küçük 0 1 sayısı için 1: 1R cn  olsun. Ayrıca RL  seviye 

eğrisi ile i

j
 yaylarının kesim noktaları , 1,2i

jz i j  olarak iĢaretlenir ve böyle 

noktalar  kesiĢimin  birinci noktaları olsunlar: 1 : : , Im 0R RL z z L z  ve 

2 1: /R R RL L L .  Bu noktalar RL  seviye eğrisini dört kısma ayırır: 

1 1 1 1

1 2: ,R RL L z z      (
1 1

1 2,z z  bitiĢ noktaları), 2 2 2 2

2 1: ,R RL L z z , 3 3 2 1

1 1: ,R RL L z z , 

4
4 4 2 1

2 2

1

: , , : j

R R R R

j

L L z z L L .  1 noktaları ile 
j

iz noktalarını birleĢtiren alt yaylar 
j

i  

ile gösterilsin.
1 2: , : int , , 1,2.j j j j j j

R R j RR R L U L i j  

  fonksiyonunu G  bölgesinden 1 2U U  -ye aĢağıdaki Ģekilde geniĢletilir: 

 

   
,

:
, .j j

z z G
z

z z U
    (4.1.6.1.) 

 

AĢikardır ki, 

  
,

0,
.

.
j

z

j j z j

z G
z

z z z U
    (4.1.6.2.) 

 

 

Cauchy-Pompeiu formülünden yararlanarak, keyfi bir z G  için 

 

  
1 2

1 2

1 1

2
R R

U U

z d d
i z z

 

 

yazılabilir. Bu durumda, yukarıdaki ifade  aĢağıdaki Ģekilde yazılır: 
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1

2
RL

f
z d

i z
 

  

1 2

2

, 1

11 1

2 j
i

i

i j U UR

d d
i z z

 (4.1.6.3.) 

 

 Burada, 

 

   

1 2

3

4

,

: 1 ,

1 ,

R R

R

R

L L

f L

L

 

 

dır.  

 

Lemma 4.1.6.1.  1 2p ;  1 , 0, 0K   sayıları için    , ,G PQ K  

olsun. Bu durumda,  3n   için   

 

 

 
1

1

, 4 1

2

1 2
ln ln , 0 1,

ln

1 2
ln ln , 1 1,

ln

p

p

n p pA G

p

n
n p

B

n
n p

   (4.1.6.4.) 

 

 

 sağlanır. 

 

Lemma 4.1.6.2.   1 2p  ;  1 , 0K   sayıları için ,0,G PQ K  olsun. 

Bu durumda,  3n  ve keyfi küçük  0  için  

 

 

4

4

1

2

1
2

2

1
2

, 2

2

24 1

2 1

1 4
, 0 min 1; 1 , 1,

2

1 4 2
, 0 1, ,

22

ln 4 2
, 1 1, ,

22

p

pK

pK

n p A G

p

p K

K
K

n pK

K
B K

n ppK

n K
K

ppK
n

     

          (4.1.6.5.) 

sağlanır. 
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Lemma 4.1.6.3.  2 3p  ;   
4

1, 0 1 , 0K
p

  sayıları için  

, ,G PQ K  olsun. Bu durumda, 2n için 

 

  
1

3

2

, 4 1

2

1 1
, 0 ,

ln

1 1 4
, 1,

ln

p

p

p

n p pA G

p

n p
B

n p p

  (4.1.6.6.) 

 

sağlanır. 

 

Lemma 4.1.6.4.   

 

a) 2 4p ; 
3

1
2

K , 0 sayıları için ,0,G PQ K  olsun. Bu durumda 

2n  ve keyfi küçük 0 için 

 

 

1,
p

n p A G
B  

 

2

4

2

1 1 2
2

2

4 1
2

2 1

2

2 2 2 11 3
, 0 , ,

4 2 1 2

2 21 4 3
, max ,0 1, 1 ,

4 2 1 2

K p

pK

p

p K

p K p
K

n p K p p

p K
K

n p K p p

 

 

b) 
2

1
2 2

1
p

K
; 

3

2
K ve 0  sayıları için ,0,G PQ K  olsun. Bu 

durumda 2n  ve keyfi küçük 0  için 

 

1,
p

n p A G
B  

 

 

2

4

2

1 1 2
2

2

4 1
2

2 1

2

2 21
, 0 ,

4 2 1

2 21 4
, 1,

4 2 1

K p

pK

p

p K

p K

n p K p

p K

n pp K p

  (4.1.6.7) 

sağlanır. 
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İspat: Lemma 4.1.3.1.-4.1.3.4‟ lerin ispatları benzer olduğu için ispatlar beraber 

verilir.  (4.1.3.3.)‟ deki ilk terim G ‟da analitik olduğu için derecesi n‟i aşmayan 

nP z  polinomu 30, .142p  vardır öyle ki; 

 

  
2

1 1
, .

2
R

n

L

f
d P z z G

i nz
     (4.1.6.8.) 

 

Böylece, (4.1.3.3.) den aşağıdaki ifade elde edilir: 

 

 
P

n
A G

P
2

2
, 1

11

j
i

p

i

i j R
A G

d
n z

 

         

1 2

5

2
1

1

p

k

kU U
A G

d J
nz

                        (4.1.6.9.) 

 

 

(4.1.2.1) ve Lemma 4.1.2.6.‟ya göre, 

 

1

21 1 1 , , , 1,2.i

j j R i j  (4.1.6.10.)

  

elde edilir. 

 

Böylece, 
4

0, min 1; 1
p

 sayıları için 

1

2 11
22

1, 1,

2 12
2

1,

ln . , 1; 1 2
1

4
, 1; 2 4.

i

p

p

i i

pR
A G i

l l p

d
z

l p
p

 (4.1.6.11.) 
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2

2 11
22

2, 2,

2 12
2

2,

ln . , 1; 1 2
1

4
, 1; 2 4.

i

p

p

i i

pR
A G i

l l p

d
z

l p
p

(4.1.6.12) 

 

değerlendirmeleri Sonuç 4.1.5.2 ve 4.1.5.3 den yararlanarak elde edilir.  Burada  

, : , , 1,2.i

j i jl mes R i j  Diğer yandan, Lemma 4.1.2.1 ve (4.1.3.1.) „e göre 

                                    
2

1

2 ,
i j Kd z L n  

dır.  Böylece (4.1.2.1.) ve (4.1.3.2.)‟ den , , , 1, 2,j il i j  için aşağıdaki değerlendirme 

elde edilir: 

   
1

, 1
ji

j i jl z  

         

1

2

1

1

ln , 1,2, 1, 0,

1
, 1,2, 2, 0.

K

n i j

i j
n

 

Sonuç olarak, (4.1.6.11.) ve (4.1.6.12.) den aşağıdaki ifade elde edilir: 

 

1

4 1

2

2

4 1

2

ln ln
, 0 1;

ln 1 2
1

4
0 1;1

,
ln

2 4.

i

p

p

p

pR
A G

p

n

n p

d
z

p
n

p

 (4.1.6.13.) 

2

2
2

4 1

2 1

2
4 1

2 1

1 0; 1;ln . ,

1 2
1

4
1;1

,

2 4.

i

p

p

p K

pR
A G

p K

n
n p

d
z

p
n

p

 (4.1.6.14.) 

 

Teorem 3.2.12‟yi kullanarak bulunur 
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1 2 1 2

pp

J

U U U U

d d  

           
2

,

1
j

p

j U

d     

(4.1.6.2.) , (4.1.2.1.) ve Calderon-Zigmund  eşitsizliğini  kullanılarak aşağıdaki ifade 

yazılabilir: 

   

1

2

5

1
j

p
p

j U

J d .    (4.1.6.15.) 

Durum 1)  1 2p  olsun.  Bu durumda,  Genelleşmiş Hölder eşitsizliği 

kullanılarak aşağıdaki elde edilir: 

 

1
2 2

2

1
2 2 .

j j j

p p

p

U U U

p p

j j

d d d

mes U mes U

  (4.1.6.16) 

Yeteri kadar büyük c  ve küçük 0

1

2
 için  

  
1

1 : : , 1 ln ;j

j jV U c n  

  
2 1: / , 1,2, 0;j j

j jV U V j  

  
0 0

1

0: : 1 ; : , 1,2, 0.j jU V U U j  

olarak seçilsin. Böylece, Lemma 4.1.2.4. den  

 
1

4

1

1

1 ln ; ;j K
j jmes V n mes V n  

4

1

1/ ,K
j j jmes U V n  

 
1

1 lnj

jmes V n ; 
2

1

1 K
j jmes V n ; 

2

1

1/ K
j j jmes U V n  

değerlendirmeleri elde edilir. 

Bu durumda (4.1.6.15.) den aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

   
4

1

5 1

ln , 0

, 0.

p

pK

n
J

n

    (4.1.6.17.) 
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Durum 2) 2p  olsun.  w - düzlemine geçerek ve 21  „den yararlanarak  

  
2

j j j j

p p

w

U U

d w d  

    

2

0

,
j j

p

w

U

r w
d

d w L
 

    

1

2

0

,j

p

w

V

r w
d

d w L
   

         

2

2

0

,j

p

w

V

r w
d

d w L
 

5,1 5,2: .J J      (4.1.6.18.)  

şeklinde elde edilir.  Şimdi 5,1J  ve 5,2J  -yi ayrı –ayrılıkta değerlendirelim.   

1

2
0 ,r w d w L    

olduğundan, Lemma 4.1.3.1.‟ den 

   

1

2

0

5,1 :
,j

p

w

V

r w
J d

d w L
 

          

1

2

0

1

j

p

w

V

d
r w

 

                      

* 0

2

0

1
p

w

r w r

d
r w

 

           
3

0 *

p
r r  

           
3

, 3,
p

z p  

bulunur.  Burada  
* :r w   öyle ki  1: inf : , 1,2. , :jw w w V j z w   ve   

olarak seçilirse, (4.1.2.1.), (4.1.3.2.) ve Lemma 4.1.3.1.‟e göre 

   

         
3

5,1 1

p
j

jJ z  
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3

2
1

p

j

j z  

            
3

2
1

p
jz        

            

3

21

ln

p

n
     (4.1.6.19.) 

elde edilir.  Benzeri şekilde, (4.1.2.1.), (4.1.3.1.) ve Lemma 4.1.2.1.‟e göre 

              

2

2

0

5,2
,j

p

w

V

r w
J d

d w L
 

           

2

2

1 2

0

1

j

K p

w

V

d
r w

 

           

2

* 0

1 2

0

1
K p

w

r w r

d
r w

 

            
21 1 2

0 * 2

1
, 2 ,

1

K p
r r p

K
 

Burada  * :r w  öyle ki  2: inf : , 1,2.jw w w V j  ve  

: . : ,z w L d z L z  olarak seçilirse, (4.1.2.1.), (4.1.3.1.) ve Lemma 

4.1.2.1.‟e göre 

 

   
21 1 2

*

5,2 0

K p

J r r  

 

          
21 1 2K p

z     

         

2

2

1 1 2K p

K
j z  

                     

2

2

1 1 2K p

Kz      

         

2

4

1 1 2

1
.

K p

K

n
                                    (4.1.6.20.) 
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bulunur. 

(4.1.6.15.), (4.1.6.18.), (4.1.6.19.) ve (4.1.6.20) den aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

   

2

4

1 1 23

2

5

1 1

ln

K pp

p pK

J
n n

  

       

3

21
, 3, 0.

ln

p

p

p
n

   (4.1.6.21.) 

 

Eğer 0  ise  

   

2

4

1 1 2

5 2

1 1
, 2 .

1

K p

pK

J p
n K

 

Sonuç olarak, 

 

 

4

2

4

1

1

3

2
5

1 1 2

2

ln , 0, 1 2,

, 0, 1 2,

1
, 0 , 2 3,

ln

1 1
, 0, 2 2 .

1

p

pK

p

p

K p

pK

n p

n p

J
p

n

p
n K

  (4.1.6.22.) 

 

(4.1.6.9.), (4.1.6.13.), (4.1.6.14.) ve (4.1.6.22.) değerlendirmelerinden sonuç olarak 

bulunur ki 

   
1

p
n A G

P
n
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2

2

4 1

2

4 1

2 1

4 1

2

4 1

2 1

1
ln ln . , 0 1, 0, 1 2,

ln

1
ln . , 0, 1, 1 2,

1 4
, 0 1, 0, 2 4,

ln

1 4
, 0, 1, 2 4.

p

p

p

p K

p

p

p

p K

n p
n

n O p
n

p
n p

p
n p

 

 

+ 

4

2

4

1

1

3

2

1 1 2

2

ln , 0, 1 2,

1
, 0, 1 2,

1
, 0, 2 3,

ln

1 1
, 0, 2 2

1

p

pK

p

p

K p

pK

n p

p
n

p
n

p
n K

  (4.1.6.23.) 

 

ve bu ifadelerde yer alan 0  sayısı keyfi küçük sayıdır. Böylece, (4.1.6.23.) den 

, ,p ‟ ların farklı  durumları için aşağıdakiler ortaya çıkıyor: 

Durum 1: 1 2, , 0,p o  

 

1

4 1

2

1 2
ln ln . , 0 1,

ln

1 2
ln ln . , 1 1.

ln

p

p

n A G p

p

n
n p

P

n
n p

 

 

Durum 2: 1 2, 0p , 

   
p

n A G
P  
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2

4

4

4 1
2

2 1

2

1
2

2

1
2

2

1 4 2
ln . , 1 1, ,

22

1 4 2
, 0 1, ,

22

1 4
, 0 min 1; 1 1.

2

p

p K

pK

pK

K
n K

n ppK

K
K

n ppK

K
K

n pK

 

 

Durum 3: 
4

2 3, 0 1, 0,p
p

 

 

  

3

2

4 1

2

1 1
, 0 ,

ln

1 1 4
, 1.

ln

p

p

p

n A G p

p

n p
P

n p p

 

 

Durum 4:  
2

1
2 min 4;2 , 0,

1
p

K
 

a) Eğer 2 4p  ve 
3

1
2

K  ise 

p
n A G

P  

 

2

4

2

1 1 2
2

2

4 1
2

2 1

2

2 2 2 11 3
, 0 , ,

4 2 1 2

2 21 4 3
, max ,0 1, 1 .

4 2 1 2

K p

pK

p

p K

p K p
K

n p K p p

p K
K

n p K p p

 

b) Eğer 
2

1
2 2

1
p

K
 ve 

3

2
K  
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2

4

2

1 1 2
2

2

4 1
2

2 1

2

2 21
, 0 ,

4 2 1

2 21 4
, 1.

4 2 1

p

K p

pK

n A G p

p K

p K

n p K p
P

p K

n pp K p

 

 

eşitsizlikleri sağlanır.  

Eğer, : 0 1 0n n n nP z P z P z P   olarak alınırsa   (4.1.6.23) 

ifadesinin 
nP z  polinomu için de sağlandığı görülür ve 0 0,nP   0 1nP  

koşulları da sağlanır. 

 

4.1.7. Temel Teoremlerin İspatları 

 

Lemma 4.1.7.1. G  basit bağlantılı bölge olsun öyle ki onun için 

aşağıdaki koşullar sağlansın: 

 

1) Öyle , , : ,n n n n n n  dizileri var ki, ( ,0)G  

çiftinin 
, ( )n pB z  p -Bieberbach polinomları ve derecesi n ‟i aşmayan ve 0 0nP  

şartını sağlayan 
nP z  polinomu için aşağıdaki koşullar sağlansın: 

1, , 2,3,...
p

n p nA G
B n ,     

, 1,2,...
p

n n nC G A G
P P n  

Ayrıca, eğer öyle 
1k k

n  alt dizisi vardır  

1) 
1

0
k kn nc c  

  2) 
1

, 0 1
k kn n   , 1,2,...k  

eşitsizlikleri sağlanıyor, o halde 

 

   ,n p nC G
B  

dır. 
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Teorem 4.1.1.1. ’ in ispatı: 

 

Lemma 4.1.3.3. den   : 2 3p p   için 

 

    

3

2

, 4 1

2

1 1
, 0 ,

ln

1 1 4
, 1

ln

p

p

n p p

p

n p

n p p

 

 

 

elde edilir. Sonuç 4.1.4.1. den 2, 1
2

p
p  için  , ;n p c  ele alınır.  Bu 

durumda , 

3

2

, 4 1

2

1 1
, 0 ,

ln

1 1 4
, 1,

ln

p

p

n p p

p

n p

n p p

 

1
2

p
  ve  2 3p    için elde edilir. 

Şimdi  
kn  dizisi ve  sayısını hesaplayalım. 

kn dizisi öyle seçilmelidir ki aşağıdaki koşullar sağlansın:  

   1) 
1

0
k kn nc c  

 

   2) 
1

, 0 1
k kn n . 

 

2 2, 1k

kn k    olsun.  
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1

1
1ln 2 ,

nk
kn      

3

2

1 4 1

2

1 1
, 0 ,

ln

1 1 4
, 1

ln

p

p

p

p

n p

n p p

 

      

1 , 1 ,k kn p n p ise  
1 11

1ln 2 2 2 ln 2 2 2k k
 

 

1
1

1

1 1

ln 2 ln 2

1 ln 2 1ln 2

k

k

k k

k k
 

 

O halde   

1

1

1
1

2

k

k
   olarak seçilebilir.  Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 4.1.1.2. , Teorem 4.1.1.3. ve Teorem 4.1.1.4.’ lerin  ispatı: 

 

Aşikardır ki   

2

2
2

2

3
4,

1 2
min 4;2

1 31
2 ,

1 2

K

K
K

K

   (4.1.7.1.1.) 

 

2

1 1
2 ,

1 2

p
p K

K p
    (4.1.7.1.2.) 

ve ayrıca 

  

1, 2 2 2
4 2

min 1; 1
42

1, 2 2

p
p

p

p
p

p

   (4.1.7.1.3.) 

olduklarından Teorem 4.1.1.2. ve Teorem 4.1.1.3., Teorem 4.1.1.4. lerin ispatlarını 

birlikte düşünebilir. 
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Eğer 
4

2 2 2 0 1 1
2

p
p

p
  olur. Lemma 4.1.3.4. den  

 
12

4 1

2 1

, 1 2

4 11 1
, 0

2 1

p

p K

n p

p

n n p K
        

 

2

2

2 2 4 1
; 1, 1

4 2 1 2

p K p
K

p K p p p
   (4.1.7.1.4.) 

sağlanır. Sonuç 4.1.4.1. den ,n p c  olarak ele alınırsa, bu durumda, 

    
1

,

1
n p

n
  

olur. Kolayca görülür ki, (4.1.7.1.1.) ve (4.1.7.1.4.)den  

    
3 1

min ;
2 2

p
K

p
    (4.1.7.1.5.)  

 koşulu sağlanmalıdır.  Diğer yandan, (4.1.7.1.4.)den  için aralığın  boş kalmaması 

nedeniyle 

2

2

2 2 4
1,

4 2 1

p K

p K p p
 

sağlanmalıdır.  Buradan  ise  

    
2

2 1

4 8

p p
K

p p
    (4.1.7.1.6.) 

 koşulu elde edilir. (4.1.7.1.5.) ve (4.1.7.1.6.) den 

   
2

2 13 1
min ; ;

2 2 4 8

p pp
K

p p p
   

bulunur. 

Eğer  (4.1.7.1.4.) de  1
2

p
 (Bu durum (4.1.7.1.3.) ye göre 2 2 2p  

olmayı gerektirir.) ise  Teorem 4.1.1.2.,
4

1
p

 ise (Bu durum (4.1.7.1.3.) ye göre 

2 2 4p  olmayı gerektirir.) Teorem 4.1.1.3. elde edilir. Son olarak,
kn dizisi 

ve 1  sayısını bulunması gerekmektedir.  Bunun için 
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  12

4 1

2 1
, 1 1

p

p K
n p n n ;  

1 2

4 1

2 1

p

p K
. 

 

Sonuç 4.1.4.1. den  ,n p c  olarak alınır.  O halde,  1

, 1 ;n p n  

2 1, 1k

kn k  

 
1 11 1

1 ,

1

, 1 1 2 , 1 2
k k p

k k

n p k n kn n  

1 1

1 ,, 1 1 1

2 1

22k k p

k

n p n k
 

1

1

1
1

2

2
  

olarak seçilebilir.  Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 4.1.1.4.’ ün ispatına gelince; 
3 1

4
2 2

p
p

p
 olur.  Buradan da,

3

2
K  

olduğunu görülür.  Ayrıca, 

 

 

2

2

1 21 4
1

2 4 2 2

p Kp
K

p pp K p
  

sağlanır. Öte yandan,  2 1 2 0p K  koşulunun sağlanması gerekmektedir. 

Buradan ise 
2( 1)p

K
p

 olması gerekir.  Bu durumda Lemma 4.1.3.4.den 

1

,

1
n p

n
,      

2 2

1 4 2

1 1 2 2 2
, 0 min ; 1

24 2 1

K p p K p

pK p K p
  

olur.  Sonuç 4.1.4.1.den  ,n p c  olarak ele alınır. O halde, 

    
1

,

1
n p

n
, 
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    2 1, 1k

kn k  

    
1

1

,

1
1

1
n p n

n
 

olarak alınırsa, 

    
1 11

12 1 1 2 1 1k k  

    
1

1

1

2
 

olur.  Buradan da, 

    

1

1

1
1

2

2
  

olarak seçilebilir.  Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 4.1.1.5’ in ispatı: 2 4p  aralığını yeniden 2 2 2p  ve 2 2 4p  

şeklinde bölmemek için  nın üst sınırını 
4

min 1, 1
2

p

p
 olarak bırakıldı.  

Kolayca görülür ki, 

 

2

2

2 2 4
1

4 2 1

p K

p K p p
 

için  

 

    
2

2 1

4 8

p p
K

p p
  , 

ve  

   

2

2

2 2
1

4 2 1 2

p K p

p K p
 

için  

    
1

2

p
K

p
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 koşulları sağlanmalıdır.    Diğer yandan,  
3

2
K   koşulu var olduğundan  ve   her 

2 4p  için 
3 1

2 2

p

p
  olduğundan sonuçta 

   
2

2 13
min ;

2 4 8

p p
K

p p
   

koşulu bulunur.  Öte yandan,  
2( 1)p

K
p

  için 2 1 2 0p K    ve 

2( 1)
1

p
K

p
 için    2 1 2 0p K   olduğundan,  için alttan   

2

2

2 2
max ,0

4 2 1

p K

p K p
 koşulunun sağlanması gerekir.  

Son olarak,
kn dizisi ve 1  sayısını bulunması gerekmektedir.  Bunun için Lemma 

4.1.3.4.den 

 12

4 1

2 1
, 1 1

p

p K
n p n n ;  1 2

4 1

2 1

p

p K
. 

ve  Sonuç 4.1.4.1. den  ,n p c  olarak alınır.  O halde,  1

, 1 ;n p n  

2 1, 1k

kn k  

  
1 11 1

1 ,

1

, 1 1 2 , 1 2
k k p

k k

n p k n kn n  

1 1

1 ,, 1 1 1

2 1

22k k p

k

n p n k
 

1

1

1
1

2

2
  

olarak seçilebilir.  Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 

Teorem 4.1.1.6.’ nın ispatı:  

3

2
K   için  

2

1
2 4

1K
 ve buna göre (1) den 

2

1
2

1
p

K
 alınır.   Bu  
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durumda Lemma 4.1.3.4. den  

 

  
1

2

, 1 4

1 1 21
;n p

K p

n pK
  

olur.  Böylece, 

  

2

2

2 2 4
0 min ; 1; 1

24 2 1

p K p

pp K p
 

olarak ele alınır. Sonuç 4.1.4.1. den ,n p c  olarak ele alınır.  O halde, 

   
1

,

1
n p

n
, 

   2 1, 1k

kn k  

   
1

1

,

1
1

1
n p n

n
 

olarak alınırsa,  

   
1 11

12 1 1 2 1 1k k  

   
1

1

1

2
 

olur.  Buradan da, 

   

1

1

1
1

2

2
  

olarak seçilebilir. 

Böylece ispat biter. 

 

Teorem 4.1.1.7.’ nin ispatı: 

Lemma 4.1.3.1.den 

   

1

2

, 1

2

1
ln ln , 0,

ln

1
ln ln , 0 1,

ln

n p

n
n

n
n
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2p  için elde edilir. 

   
1

, 1

1 1
ln ln ,

ln 2
n p n

n
  

şeklinde yazılsın. Sonuç 4.1.4.1. den 
, lnn p n   olarak alınırsa, o halde 

  
1 1

1

2

, , ,

1 1
. ln ln . ln . ln ln .

ln ln
n p n p n p n n n

n n
 

Buradan da,  
2 1 2

1 1 1 1 2

2 2 2 2
 elde edilir. 

Sonuç olarak 
1

2
 olur. 

Diğer yandan, 
kn   dizisi ve 1  sayısı yukarıdaki teoremlerin ispatında yapılan 

işlemler sonucunda elde edilir. Böylece, 

2

1

1
1

2

2
  

elde edilir. 

 

Teorem 4.1.1.8.’ in ispatı: 

Lemma  4.1.3.2. den 

    
4

1
2

, 2

1 4
; 0 min 1; 1

2

pK

n p

K

n pK
  

 olmak üzere  bu şekilde seçeriz. Sonuç 4.1.4.1. den 

   

2
2 2

, ; 2
p

p

n p n p   

durumu için bu şekilde yazılır. 

   
4

1 2
2 2

, , ,

1
.

p
ppK

n p n p n p
n

  

ifadesi elde edilir. Diğer yandan, 
kn   dizisi ve 1  sayısı yukarıdaki teoremlerin 

ispatında yapılan işlemler sonucunda elde edilir.  Böylece ispat tamamlanır. 
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Teorem 4.1.1.9.’ un ispatı: 

Lemma  4.1.3.2.den 

   
2

2

, 24 1

2 1

ln 4 2
; 1 1,

2 2
n p p

p K

n K
K

pK p
n

   

olarak alınır.  Sonuç 4.1.4.1. den 

2
2 2

, ; 2
p

p

n p n p   

için bu şekilde alınır. 

2

, , , 4 1 2
2 2

2 1

ln
.n p n p n p p

p
pp K

n

n

   

elde edilir.  

Şimdi, n  sayısının üzeri sıfırdan büyük olmak zorunda olduğu için aşağıdaki 

işlem yapılır: 

Yani,   

 
2

4 1 2
2 2 0

2 1

p
p

p K p
   

ifadesi sağlanmalıdır. Bu işlem sonucunda; 

2 4 2 2 2 2 2 2

12

16 128 8 16 4
:

16

p K K p K p K pK p

K
   elde edilir.  

ve, 
2

1 12

4
: 1

2

K
K

pK
  koşulundan seçilir.  

Böylece,  1

2
1 min ;

2
K K

p
  elde edilir. 

Diğer yandan, 
kn   dizisi ve 1  sayısı yukarıdaki teoremlerin ispatında yapılan 

işlemler sonucunda elde edilir.  Böylece ispat tamamlanır. 
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SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

 5.1. SONUÇLAR 

 

 Bu tezde, 1.2  problemi G  bölgesinin  , ,PQ K   sınıfından olması 

durumu ele alınarak incelenmiş, elde edilen sonuçlar Bulgular ve Tartışmalar 

bölümünde; 4.1.1. Temel Sonuçlar isimli başlık altında verilmiştir. Ayrıca, 

yakınsama hızları, sınıfın ve uzayın parametrelerine bağlı olarak, ayrı ayrı elde 

edilmiştir. 

  4.1.1. Temel Sonuçların ispatları için gerekli lemmalar 4.1.2., yardımcı 

sonuçlar ile 4.1.6. 
pA G  Normunda Yaklaşım başlıkları altında verilmiştir.  

 Teorem 4.1.1.1‟den Teorem 4.1.1.9‟e kadar olan teoremlerin hepsinde 

kompleks düzlemin çeşitli bölgelerinde; 1.2  problemine bakılarak : ,n n p G  

yakınsama hızlarının nasıl değiştiği belirlenmiştir. 
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5.2.ÖNERİLER 

 

 4.1.1. Temel Sonuçlar bölümündeki teoremlerde 1.2  problemi bölgenin 

sınırında hem iç hem de dış sıfır açı olması hali ele alınarak incelenmiştir.   Acaba, 

1.2  probleminde D  durumunda, yani bölgenin sınırı olan yarıkonform eğrinin 

global tanımı ele alındığında 
, ( )n pB z  polinomlar dizisinin ( )z  fonksiyonuna 

yakınsama hızı nasıl olacaktır?  
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