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Bu c¢aligmada, pozitif yar1 eksende birinci mertebeden siireksiz katsayili Dirac
diferansiyel denklemler sistemi ile farkli sinir kosullari ile iiretilen sinir deger
problemlerinin spektral ayrisim problemi incelenmistir. Rezolvent operator insa
edilmis ve Titchmarsh metodu uygulanarak ayrisim formdilii ile bu formiile denk olan

Parseval esitligi elde edilmistir.
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1. GIRIS

Spektral teori, David Hilbert’in 1900 ve 1910 yillar1 arasinda sonsuz
boyutlu uzaylar ve integral operatorlerin analizi iizerine c¢aligmalariyla hiz
kazanmistir. Spektral teori birgok nitel ve nicel tekniklerle ¢alisilan oldukca zengin
bir alandir. Ornegin, Strum-Liouville teori, degiskenlerin ayrilmasi, Fourier ve
Laplace doniisiimleri, pertiirbasyon teori, 0z fonksiyon ayrisimi, varyasyon
yontemleri vb. Fiziksel problemlerde diferansiyel operatorlerin spektral teorisinin
uygulamasi genistir. Problemlerin 6z degerlerinin, 6z fonksiyonlarinin, normlastirici

sayilarinin incelenmesi, 6z fonksiyonlarina gore ayrigim problemleri gibi.
Dirac denklemi 1929 yilinda Ingiliz fizik¢i Paul Dirac’m relativistik
kuantum mekaniginde spinleri % olan pargaciklarin hareketlerini modellemek igin

elde ettigi kuantum mekanik dalga denklemidir.

Kuantum mekaniginde dalga fonksiyonun uzaya ve zamana bagli degisimi
veren Schrodinger denklemi Avusturyali fizik¢i Erwin Schrodinger tarafindan
bulunmustur. Schrodinger denklemi ile diferansiyel denklemler icin smir deger
problemine bagli matematiksel kavramlarin fiziksel anlami ¢ok genislemistir.
Kuantum fiziginde spektral problem verilen potansiyelli karsilikli etkilemede dalga
fonksiyonunu Schrdédinger denkleminin ¢6ziimii olarak bulmak ve dalga fonksiyonu
ile ele alan sistemin tim gozlenen ozelliklerini tanimlamaktir. Lineer olmayan
Schrédinger denkleminin ¢oézlimiinde yardimci lineer problem birinci mertebeden
diferansiyel denklemler sisteminden olusur. Bu nedenle Dirac denklemler sistemi

icin spektral problemin incelenmesi 6nemlidir.

Uygulamada genel olarak siireksiz katsayili diferansiyel denklemlerle
karsilagilir. Mekanikte, fizikte, jeofizikte ve miihendisligin farkli alanlarinda
homojen olmayan veya diizgiin olmayan cisimlerle karsilagilabilir. Bu yiizden

stireksizlik durumunun diferansiyel denklemlerde incelenmesi gerekmektedir.

Tezde singiiler durumda birinci mertebeden iki bilesenli Dirac denklemler

sistemi i¢in farkli sinir kosullar altinda ayrisim problemleri incelenmistir.
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Bulgular ve tartisma kisminin birinci ve ikinci bdliimiinde birinci
mertebeden siireksiz katsayili kanonik Dirac denklemler sistemi ele alinir. Regiiler
problem igin ayristm formiilii ¢esitli metotlarla elde edilir. Ornegin integral
denklemler metodu, kontur integralleme metodu, sonlu farklar metodu gibi. B. M.
Levitan ve I. S. Sargsjan tarafindan singiiler durumda ayrisim formiili regiler
problemin limiti olarak elde edilmistir. Tezde singiiler durumda ele alinan
problemlerde kontur integralleme yontemi kullanilarak ayrisim formiilii elde edilir.
Katsayilar siireksizlik noktasina sahip oldugundan problemin ¢oziimiinde farkli

teknikler kullanilir. Ornegin, potansiyel bir X=a siireksizlik noktasina sahip

oldugunda [0,) yari ekseninde problemin ¢oziimii [0,a] ve [a,) araliklarinda iki

problemin ¢éziimiine indirgenir.
Birinci ve ikinci boliimde siireksiz katsayili
BY '+ Q(X)Y = 1p(X)Y , 0<x<wm (1.2)
kanonik Dirac denklemler sistemi ile sirasiyla
y,(0)=0 1.2)
ve
y,(0)=0 (1.3)

siir kosullar ile iiretilen sinir deger problemleri ele alinir, burada

B:(O 1} Q(X):[p(X) q(X)j’ Y(X):(yl(X)j
ax) —p(x) Y, (X)

X>a,

1’
1# a >0 olmak tizere p(X)={
, 0<x<a

bi¢cimindedir. p(Xx) ve q(X) reel degerli dl¢iilebilir fonksiyonlardir. A spektral

parametredir. Q(x) matris fonksiyonu Oklid normuna gére

[l00fx <o
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kosulunu sagladig: kabul edilir.

(1.1) denklemler sisteminin ¢oziimii icin I. M. Guseinov tarafindan verilen
yeni integral gosterim kullanilir. (1.1), (1.2) sinir deger probleminin ayrisim formiilii
Q(X) =0 oldugu ve Q(X);tO durumlarda ayr1 ayr1 incelenmistir. Sirasiyla (1.1),
(1.2) ve (1.1), (1.3) sinir deger problemlerinin (1.2) ve (1.3) sinir kosulunu saglayan
0zel ¢ozlimleri verilir, Wronskian tanimlanir ve hesaplanir. (1.1), (1.2) ve (1.1), (1.3)

sinir deger probleminin sa¢ilma fonksiyonu tanimlanir ve sagilma fonksiyonunun

kapal1 iist yar1 diizlemde kutup noktalarmin olmadigir gosterilir. (1.1), (1.2) sinir

deger probleminin aynsim formiili Q(Xx)=0 oldugu durumda sagilma
fonksiyonunun bigimi agik bigimde bulunmustur. H =L, (O,oo;(Cz) Hilbert

uzayinda sirastyla problemlere karsilik gelen operator verilir. Problemlerin rezolvent
operatorli insa edilir ve 6z fonksiyonlarina gore ayrisim formiilleri ile Parseval

esitligi elde edilir. Bdylece (1.1), (1.2) ve (1.1), (1.3) sinir deger problemlerinin
noktasal (diskret) spektruma sahip olmadig1 ve spektrum kiimesinin sadece (—oo,oo)

araligini kapsayan siirekli spektrumdan olustugu sonucuna ulagilir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Tezde birinci mertebeden iki bilesenli Dirac denklemler sistemi icin farkl
sinir kosullar1 altinda problemin 6z fonksiyonlara gore ayrisim problemleri incelenir.
Ayrisim probleminin incelenmesi spektral teoride Onemlidir. Matematiksel fizik
denklemlerinde sinir deger probleminin ¢oziimii sirasinda, integral doniisiimler
[6rnegin; Laplace Doniisiimii, Fourier Doniisiimii vb.] veya baska bir yontem
uygulanarak smir deger problemi degiskenlerine ayrildiginda, diferansiyel
operatdrlerin 6z fonksiyonlara gore ayrisimi probleminin incelenmesi gerekir. Lineer
olmayan Schrondinger denklemlerini ¢6zerken Dirac denklemler sistemi i¢in spektral
problem ile karsilasilir. Incelenen probleme bagli olarak farkli bigimde ve boyutta
birinci mertebeden diferansiyel denklemler sisteminin spektral 6zelliklerinin
bulunmasi énemlidir. Ornegin boyutuna gére, katsayilariin 6zelliklerine gore farkls
sistemlerle karsilagilir. Sonlu veya sonsuz aralikta ve siirekli katsayili Dirac
operatorii i¢in ayrigim problemi M. G. Gasymov [1], M. J. Ablowitz ve H. Segur [2],
V. A. Marchenko [3], B. M. Levitan ve I. S. Sargsjan [4, 5] gibi bir¢ok yazar
tarafindan incelenmistir. Yar1 eksende birinci mertebeden Dirac denklemler
sisteminin diiz ve ters problemi M. G. Gasymov ve B. M. Levitan ’1n ¢alismalarinda
[6] ve 2n mertebeden Dirac denklemler sistemi M. G. Gasymov’un [1] ¢aligmasinda

ele alinmistir.

Operator doniisiimii spektral problemlerin ¢dzlimiinde Onemli bir role
sahiptir. I. M. Guseinov [7] ¢alismasinda, siireksiz katsayil1 birinci mertebeden Dirac
denklemler sistemi i¢in problemin ¢dzlimiiniin operatdr doniisiimiinii degil ¢oziimiin
sahip oldugu integral gdsterimi vermistir. Tezde bulgular ve tartisma kisminda
incelenen problemlerde siireksiz katsayili Dirac denklemler sistemi i¢in ¢oziimiin
bahsedilen integral gdsterimi kullanilarak ayrisim problemi E. C. Titchmarsh " [8]
metodu kullanilarak ¢6ziilmiistiir. Sonlu aralikta ve siireksiz katsayili Dirac operatorii

icin ayrisim problemi H. M. Huseynov ve A. R. Latifova [9] tarafindan ¢6ziilmiistir.

Genel olarak, fizikte uygulamast yaygin oldugundan dolay1r Dirac
denklemler sistemi M. J. Ablowitz ve H. Segur [2], R. G. Newton ve R. Jost [10], L.



Akeay, O., 2012. Iki Boyutlu Dirac Denklemler Sistemi I¢in Spektral Ayrisum Problemi, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

P. Nizhnik [11, 12, 13], R. J. Kruger [14], D.G. Shepelsky [15] gibi ¢ogu yazar i¢in

ilgi ve arastirma alani olmustur.

Kh. R. Mamedov ve A. Col ’iin [16] ¢alismasinda farkli sinir kosulu ile
birinci mertebeden Dirac denklemler sistemi i¢in ayrigim problemi ¢oziilmiistiir. Yari
eksende ve siireksiz katsayili Dirac denklemler sistemi igin ters problem I. M.
Guseinov [17] ile yar1 eksende ve siireksiz katsayili sinir kosullar1 spektral parametre
igeren Dirac denklemler sisteminin ters problemi Kh. R. Mamedov [18] tarafindan
incelenmistir. Ayrica Dirac denklemler sistemi i¢in benzer problemler Kh. R.

Mamedov ve A. Col ’iin [19, 20, 21, 22] ¢alismalarinda verilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. TEMEL TANIMLAR
Tamm 3.1.1 (Birinci Mertebeden Dirac Denklemler Sistemi)

L operatorii asagidaki bigime sahip matris operatorii olarak tanimlansin

Lz(pll(x) plZ(X)J’ plz(X)E p21(X), (3.1.1)

p21 (X) p22 (X)

burada p, (x), (i,k=12), [0,7] araliginda siirekli reel degerli fonksiyonlardir.

Y, (X) 10

10 .
| = olmak tizere,
01

() . (0 1
y(x)= iki bilesenli vektor fonksiyonudur. O halde B= ve

(Bi+L—M]y:O (3.1.2)
dx
denklemi
d
%"‘ pll(x)y1+ plZ(X)yZ :ﬂ’yl’
(3.1.3)
d
_d_>)/(1+ p21(x)y1+ pzz(x)yz =/1y2,

birinci mertebeden diferansiyel denklemler sistemine denktir, burada A spektral
parametre P, (X)= P, (X)=0, p,(X)=V(X)+m ve p,,(x)=V(x)—m durumunda,
V (x) potansiyel fonksiyonu, m kiitle olmak iizere, (3.1.3) sistemi gorelilik kuantum

teorisinde bir boyutlu duragan Dirac sistemi olarak bilinir.
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H =H(x) iki boyutlu uzayda diizgiin ortagonal déniisiim olsun. Iki boyutlu
uzayda sabitlestirilmis ortanormal tabana gore her ortagonal doniisim asagidaki

matris bigimine sahiptir:

02009 snotr)

sing(x)  cosp(X)

Kolayca goriilebilir ki B ve H matrisleri degismelidir, yani BH =HB dir. y=Hz
degisken donilisiimii yapilsin. O halde y’ nin ifadesi (3.1.2) de yerine yazilarak ve

soldan H™ ile garpilarak
H ‘1Bi(Hz) +H ™ LHz =H " AHz
dx
veya
B%[H‘lBiHJrH‘lLH)Z:/%Z (3.1.4)
dx dx

elde edilir. Q=H 1Bdi H +H'LH matrisi hesaplanmalidir. Bunun igin
X

H—lain(d(X) 0 J

dx 0 ¢'(x)

. . 1 .
P,y COS” @+ Py, SiN 20+ Py, Sin* g Py, 0520+ =(P,, — Pyy)SiN 290
HLH = 2

1 . . .
P, COS 2¢+E(pzz —py)sin2¢  py,sin® @— py,sin2¢p+ p,, oS @

matris ifadeleri (3.1.4) de yerine yazilarak, Q matrisinin asagidaki bi¢ime sahip

[qll q12 j —
q21 q22

oldugu goriiliir:

Q
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, . . 1 )
@ +Py cos® @+ P, SIN2¢+ p,, sz@ Pi, COSZ(D"‘E(pzz — Pyy)sin2¢

1 . . . . '
Py, COS 2(/7+E(p22 = pu)sin2¢p @'+ Py Sin® @ — P, 8in 2¢+ p,, cos’ @
go(X) fonksiyonu q,, (X) =0 olacak sekilde segilsin. O halde
1 .
P, (x)c052¢(x)+§{ P, (X)— Py, (X)}sin 2(x) =0.

Boylece, pll(X);t pzz(x) i¢in

2p,, (X)
Pu (X) — P (X)

o(X) :%arctg

ve

Q(x>=(q“§x) qzzczx)]z[py) r(OX)}

bicimindedir. Boylece (3.1.4) denklemi

SN S o

formunda yazilabilir.

Simdi ¢(x) fonksiyonu trQ(x) =0, (x)+0,,(x)=0, yani

ngr(x)"‘ pll(X)+ Pi (X) =0

olacak sekilde secilsin. Bu durumda

¢(X)=—%§{ by (7)+ P (7)jd7

dir. O halde (3.1.4) denklemi
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(o 1jg+(p(><) Q(X))JZ:M (3.1.6)

-1 0)dx |a(x) —p(x

bicimini alir. (3.1.5) ve (3.1.6) denklemlerine (3.1.2) sisteminin kanonik formlari
denir. (3.1.2) denkleminin spektral teorisindeki ¢esitli problemlerin ¢oziimiinde bu
kanonik formlarin ya da bunlara benzer diger kanonik formlarmn kullanilmasi
uygundur. Ornegin, 6z deger ve 6z fonksiyonlarin asimptotik ifadeleri ¢alisilirken ve
(3.1.2) denkleminin 6z fonksiyonlarina gore ayrisimi ile ilgili sorularda (3.1.5)
kanonik formunu kullanmak uygundur. Diger taraftan, sonsuz aralikta tanimli (3.1.2)
denkleminin 6z degerlerinin sayisinin asimptotik ifadesi ve ters problemde (3.1.6)

kanonik formunun kullanilmasi uygundur.

Tamm 3.1.2. A ve B lineer diferansiyel operatorler ve E;, E, lineer fonksiyon
uzaylar1 olmak tizere X :E — E, lineer operator olsun. X operatorii asagidaki iki

kosulu saglarsa X operatoriine déntisiim operatérii denir,

1. AX=XB

2. Siirekli ters operator X ' vardir.

d d
Jo 8] o
Tix (X) ——  L(X)

olsun, burada pk(X), I’k(X), k=12 [O,ﬂ] sonlu araliginda reel degerli, siirekli

fonksiyonlardir.

E, ve E, asagidaki kosullar1 saglayan siirekli diferansiyellenebilir f(X) ve

g(x) vektdr degerli fonksiyonlar kiimesinden olussun,
f,(0)siny+f,(0)cosy =0,

9,(0)sins + f,(0)coss =0,
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burada y, J keyfi reel sayilardir.

X matris doniigiim operatorii

biciminde ifade edilir, burada R(X) ve K(X,S) iki  boyutlu siirekli

diferansiyellenebilir matrislerdir,

ve o ( X) , ( X) fonksiyonlari

a(x)= %sin{%jtrace[A— B]dr+sin‘1%},
0

B(x) :icos{%jtrace[A— B]dz+sin™ i} :

K K

k=sec(5—y).

Tanim 3.1.3

e Sonlu aralikta tanimli ve katsayilar1 siirekli olan diferansiyel operatorlere

regiilerdir denir.

e Sonsuz aralikta tanimli veya katsayilar1 (bazilar1 veya tamami) toplanabilir
olmayan (ya da her ikisi saglanacak sekilde) diferansiyel operatorlere

singiilerdir denir.

10
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Tanim 3.1.4

e H Hilbert uzayr ve A bu uzayda tanimli operatér olsun. R, =(A—/1I )7l

rezolvent operatorii varsa, A € C noktasina regiiler nokta denir.

e Regiiler olmayan tiim A € C noktalarina A operatériiniin spektrumu denir.

Bir operatoriin 6z degerleri spektrum kiimesine dahildir.
e Biitiin 6z degerlerin kiimesine operatoriin discrete spektrumu denir.

e Operatoriin diger spektrum noktalarina siirekli spektrum noktalar: denir. Bu

noktalarin olusturdugu kiimeye operatoriin siirekli spektrumu denir.

Tamm 3.1.5 (Dirac Delta Fonksiyonu)

ile birlikte jé(t)dt =1 kosulunu saglayan fonksiyona Dirac delta fonksiyonu

denir. Dirac delta fonksiyonun 6zellikleri,

1. T&(t—a)f(t)dtz f (a),

2 5(at)—é§(t),
3. &5(-t)=6(1),

11
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3.2. SINGULER DURUMDA DIRAC OPERATORU ICIN AYRISIM TEOREMI
VE PARSEVAL ESITLIGI

Singiiler Dirac operatorii i¢in ayrisim teoremi ve Parseval esitligi regiiler

problemin limiti olarak elde edilir [4, 5]. Asagidaki problem ele alinsin:
Y, —{A+0,(X)}y, =0, 0<X<o (3.2.1)
yi+{/1+q2(X)} Y, =0, (3-2-2)

burada @,(x) ve Q,(x) Xkatsayilar1 herhangi sonlu [O,b] araliginda stirekli

olsun. ¢(x, 1) (3.2.1), (3.2.2) denkleminin
¢, (0,4)=cosa ve ?,(0,4)=—sina,

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleridir, burada o keyfi reel sayidir. Agiktir ki

¢(x,A) asagidaki sinir kosulunu saglar,

y,(0, A)sinax +Y,(0,4)cosa =0. (3.2.3)

Teorem 3.2.1 (Parseval esitligi) f(x) €L, (0, oo) vektor degerli bir fonksiyon olsun.

Monoton artan f (x) fonksiyonuna bagli olmayan p(4), —oo <A <o, fonksiyonu ve

F(A) fonksiyonu vardir dyle ki,

O ey 8

{£20)+ £ (x)}dx= T F2(1)d p(1),

burada F(1) fonksiyonu (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) probleminin &z vektor

fonksiyonlarma gore f(Xx) vektor fonksiyonunun genellemis Fourier doniistimiidiir.

F(A) fonksiyonu siirekli fonksiyonlarin dizisinin limiti bi¢imindedir,

12
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F )= jl{ ()@ (x,2) + f,(X)e,(x,2)}dx, yani

00

lim [ {F(4)-F,(1)} dp(2)=0.

Teorem 3.2.2 (Ayrisim teoremi) f(x)e LZ(O,oo), 0<x<ow vektor degerli bir

fonksiyon ¢(x,4) ve F(2) daha nce bahsedilen dzellikteki fonksiyonlar olsun.

[FOax (D), | FRexdp(4)

integralleri her sonlu aralikta X gére mutlak ve diizgiin yakinsak olsun. O halde
L= [FaxDdp(2),  £,09=[FA)p(xA)dp(1).

Ozel olarak, B. M. Levitan ve I. S. Sargsjan [4] ¢alismasinda pozitif yari
eksende ve siirekli durumda Dirac denklemler sistemi i¢in ayrigim problemi
incelemistir. Tezde ise pozitif yar1 eksende silireksiz katsayili Dirac denklemler
sistemi i¢in ayrisim problemi farkli bir metotla (kontur iizeri integralleme metodu

kullanilarak) incelenmistir.

B%+Q(x)y:ﬁ,y, 0<Xx<oo (3.2.4)
X

¥,(0)=0, (3.2.5)

sinir deger problemi ele alinsin [4], burada

kel e e S

13
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p(X) ve q(x) reel degerli fonksiyonlar [0,00) yart ekseninin her sonlu alt

¢1(X'ﬂ)

@, (% 1)

deger probleminin asagidaki baslangi¢ kosullarin1 saglayan ¢oziimii olsun,

arahiginda siirekli oldugu kabul edilsin. (p(x,/1)=( j, (3.2.4), (3.2.5) smir

¢,(0,4)=0, 9,(0,2)=-1.

f (x)eL,(0,0) keyfi vektdr degerli fonksiyon olsun.
Fn(ﬂ)zj f7(x)e(x,2)dx
0

ise, 0 halde (3.2.4), (3.2.5) smir deger probleminin f(X) fonksiyonuna bagh

olmayan ve monoton artan p(i) , —0 < A <o, spektral fonksiyonu vardir dyle ki

o0

IfT(x)f(x)dx: [F2(2)dp(2)

—o0

Parseval esitligi vardir, burada

00

lim [F(2)-F,(2)} dp(2)=0.

14
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3.3. SUREKSIZ KATSAYILI DIRAC DENKLEMLER SISTEMININ COZUMU
ICIN INTEGRAL GOSTERIMI

I. M. Guseinov [7] ¢alismasinda, siireksiz katsayili birinci mertebeden Dirac
denklemler sistemi i¢in problemin c¢oziimiiniin sahip oldugu integral gosterimi
vermistir. Tezde incelenen problemlerde ¢oziimiin bu integral gosterimi kullanilarak

ayrisim problemi ¢oziilmiistiir.
Pozitif yar1 eksende siireksiz katsayili
BY '+ Q(X)Y = 1p(X)Y , 0<x<w (3.3.1)
Dirac denklemler sistemi ve
y,(0)=0 (3.3.2)

sinir kosulu ile tiretilmis problem incelenir, burada

B:(O 1} Q(X)z(p(x) q(x)]’ Y(X):(yl(x))
-1 0 q(x)  —p(x) Y2(X)
1 X>a,
p(x):{a, O<x<a 1#a>0,

p(x) ve q(x) reel degerli oOlgiilebilir fonksiyonlardir. A spektral parametredir.

Q(x) matris fonksiyonu Oklid normuna gore
[ll0qax < 00 (3.3.3)
0

kosulunu sagladigi kabul edilsin. Q(x)=0 oldugunda ImA>0 i¢in (3.3.1)

denkleminin

lim f (x, )™ = [_ﬁj

15
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kosulunu saglayan ¢oziimii

o Lo

bicimindedir, burada

aX—aa+a, 0<x<a,
(X)) =
X, X > a.

Teorem 3.3.1. (3.3.3) kosulu saglansin. Bu durumda ImA>0 ig¢in (3.3.1)

denkleminin

: 1
lim f (x,1)e™* :[ j
X—0 _|
kosulunu saglayan

f(x,A)=f(x, 1)+ T K(x,t)(_lije”tdt

#(x)

bicimine sahip tek ¢oziimi vardir. Burada K(X,.) matris fonksiyonun bilesenleri

pozitif yar1 eksende toplanabilirdir ve K(x,t) Oklid normuna gére

[ Kbl <e -1
4(x)

esitsizligini saglar, burada
o(x)= [t

Ayrica Q(X) mutlak siirekli ise

BK, (x,t)+Q(X)K(x,t)+p(x) K, (x,t)B=0,

16
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p(X)[ BK (%, (X)) =K (x,2()) B ] = ()

saglanir.

Ispat. F(x, 1), (3.3.1) denkleminin

10
limF(x,A)e "™ =
X—00 0 1

kosulunu saglayan ¢oziimii olsun. O halde

f(x,ﬂ)=F(x,/1)(1_j

oldugu agiktir. F(x,4) fonksiyonunun
F(x,A)=e @+ [ K(xt)e ™dt
#(x)
bicimine sahip oldugunu gostermek yeterlidir. Sabitlerin degisimi yontemi ile

F(x,4) i¢in

F(x,4)=e ™ — [ BO(t)e™ ™R (t, 1)dt (3.34)
(%)

Y7

integral denklemi elde edilir. F(x, A) 'nin bu integral denklemi saglamasi i¢in

—38

| K (t,s)e™*®ds |dt (3.3.5)
(x

“(x)

K (X, t) e—ABtdt _ _]2 BO (t PiBﬂ(x)—pr(t) engy(t) 4

—

)

H

esitliginin saglanmasi gerekir. Aksine K(x,t) bu esitligi saglarsa, F(x,4) matris

fonksiyonu (3.3.4) integral denklemi saglar.

K+(x,t):%[K(x,t)i BK (x,t)B]

17
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olarak gosterilsin. K. (x,t) matris fonksiyonunun ifadesinden

K(x,t)=K, (xt)+K_ (xt),
BK, (x,t) :%[BK (xt)-K(xt)B]=-K,(x1)B,

BK_(x,t)= %[BK (xt)+K(xt)B]=-K_(xt)B,
oldugu agiktir. (3.3.5) ifadesinin sag tarafi sol tarafina benzetilerek K, (x,t) matris
fonksiyonlar1 i¢in agagidaki integral denklemler elde edilir:
O<x<a, ax—aa+a<t<—-aX+aa+a icin

t+ax+aa-a

j_ T BQ(&)K_ (& t—aé+ax)dé,

K, (xt)=-=—BQ

1 t+ax+aa—a
2c

2a

O<x<a, t>—ax+aa+a igin

K, (x.t) =—% BQ(%)—}BQ(@ K_(&t-aé+ax)dé

X

t+ax—-aa+a
2a

- j BQ(&)K (&,t—&+ax—aa+a)dé,

X

O<x<a, t>ax—aa+a igin

a

K_(x8)=—[ B(E)K, (.t +ag —ax)é - [BO(E)K, (&,t+E—ax+aa—a)ds,

X

18
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t>Xx>a i¢in

K (xt)=-[BQ(&)K, (&t-x+&)d&.

X

Bu denklemler sisteminin ¢oziilebilirligi ardisik yaklasim metoduyla elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. BIRINCI MERTEBEDEN PARCALI SUREKLI KATSAYILI DIRAC
DENKLEMLEMLER SISTEMI ICIN SPEKTRAL AYRISIM PROBLEMI

4.1.1. Probleme Giris
Pozitif yar1 eksende siireksiz katsayili
BY '+ Q(x)Y = Ap(X)Y , 0<x<m (4.1.1.1)
kanonik Dirac diferansiyel denklemler sistemi ve
y,(0)=0 (4.1.1.2)

sinir kosulu ile iiretilen sinir deger problemi ele alinir, burada

B:(O 1} Q(X):[lo(x) qU)} Y@»{?“”]
-1 0 ax) —p(x) Y, (X)

1 X>a,
1# a >0 olmak tlizere p(X) ={
a, 0<x<a

bigimindedir. p(x) ve q(x) reel degerli Olgiilebilir fonksiyonlardir. A spektral

parametredir. ©Q(x) matris fonksiyonu Oklid normuna gére
[120)]dx < o (4.1.1.3)
0
kosulunu sagladigi kabul edilsin. €(x) =0 oldugunda (4.1.1.1) denkleminin
H —iAX 1
limf(x,A)e"™ =| . (4.1.1.4)
X—0 —I1

kosulunu saglayan ¢oziimii

20
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f 0 (X, i) — (_]'ijeiﬂ/l(x)

bi¢imindedir, burada

aX—aa+a, 0<x<a
w(X) =
X, X>a

formundadir. Bu durumda (4.1.1.1) denklemi ImA>0i¢in (4.1.1.4) kosulunu

saglayan

f(x,A)=fox, A1)+ T K (x,1) [fije”‘dt (4.1.1.5)

#(x)

bi¢iminde tek bir ¢Oziime sahiptir. Ayrica pozitif yar1 eksende K(x,.) matris

fonksiyonun bilesenleri toplanabilirdir ve K (x,t) Oklid normuna gore

Ko <em -1
u(x)

esitsizligini saglar, burada
7(0= [l
Tamm 4.1.1.1. Y(X, 1) ve Z(Xx, A1) (4.1.1.1) denkleminin ¢dziimleri olsun.
WY (x,4),Z(x, )] =YT (X, A)BZ(x,A)=Y,2, - ¥,Z,

ifadesine Y (x,4) ve Z(x,A) vektor fonksiyonlarinin Wronskian: denir.

f(x,A) ve f(x, 1) fonksiyonlarin Wronskiani x’ e bagl degildir,

W[f(x,ﬁ),m]zzi.

Bu nedenle reel A4 igin f(x,1) ve W (4.1.1.1) denkleminin temel ¢6ziim

sistemini olusturur.
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4.1.2. Ozel Coziim ve Sacilma Fonksiyonu

o(x, 1) (4.1.1.1) denkleminin
»(0,4)=0 ve ¢,04)=1 (4.1.2.1)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii olsun.

Lemma 4.1.2.1. Reel A ’lar igin

_p(X,4) e
i 00" (%, 2) = S(A) f (X, A) (4.1.2.2)

0zdesligi saglanir, burada

_ 50,4

=104

(4.1.2.3)
bicimine sahiptir. Ayrica S(A1) i¢in

sW=[s@| ve |s)=1

ozellikleri vardir.

Ispat. f(x,A) ve f(x,4) (4.1.1.1) denkleminin temel ¢bziim sistemini
olusturdugundan go(X,l) fonksiyonunu bu ¢oziimlerin lineer kombinasyonu

seklinde yazilabilir:
p(x,A)=c, () f(x,2)+¢c,(4) f(x,4), (4.1.2.4)

burada Cl(ﬂ,) ve C, (ﬂ,) A’ya bagl bilinmeyen fonksiyonlardir. (4.1.2.4)

denkleminde x =0 alarak ve (4.1.2.1) baslangi¢ kosullar1 kullanilarak,

6 (1) £,(0.4)+¢, (1) ,(0.2) =0,
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6 (1)1, (0.4) +¢, (1), (0.4) =1

elde edilir. Bu iki esitlikten

f,(0, 4 £,(0,4
cl()t):—% ve cz(/l):%

bulunur. Bulunan ifadeler (4.1.2.4) esitliginde yerine yazilirsa

go(x,/l)z—% f(x,z)+¥ f(x ) (4.1.2.5)

elde edilir. Gosterilmelidir ki reel A’ lar i¢in fl(O,/i) # 0. Aksi kabul edilsin, yani

enaz bir 4, sayisi vardir dyle ki f,(0,4,)=0 dir. Wronskian’in ifadesinden

f,(0,4) f,(0, %)~ f,(0,4,) ,(0, 4, ) =2i.

Bu esitlikte f,(0,4,)=0 ve f,(0,4,)=0 yazilarak 0=2i bulunur ve geliski elde

edilir. Bu yiizden reel A ’lar i¢in fl(O,/’t) #0. Boylece (4.1.2.5) ifadesinin her iki

_f0.4)
10,2

- bigimine

f(04) . .
tarafi 5 béliinerek (4.1.2.2) elde edilir ve burada S(1)

sahiptir. S (/1) sacilma fonksiyonunun bigiminden

T){W}:M:[sw]l,

L(0.4)] 1(0,2)
S =S()S(A) =S [S(D)] " =1,

yani S(2)=[S(A)]" ve |S(4)|=1 elde edilir. o

Tanim 4.1.2.1. S(ﬁ) fonksiyonuna (4.1.1.1), (4.1.1.2) smir deger probleminin

sagtlma fonksiyonu denir.
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Lemma 4.1.2.2. f,(0,4) fonksiyonun kapali {ist yar1 diizlemde sifirlar1 yoktur.

Ispat. (4.1.1.4) ifadesinden f, (0, A) fonksiyonun Im A >0 fiist yar1 diizlemde analitik
devam ettirilebilecegi goriiliir ve f;(0,4) fonksiyonu tiim eksen iizerinde siireklidir.
Lemma 4.1.2.1°de reel A lar igin fl(O,ﬂ);tO oldugu gosterildi. O halde
gosterilmesi gereken f(0,4) nin st yarn diizlemde (Imi>0) stfirlarinin

olmadigidir. Aksi kabul edilsin, yani A=, (,ue(C) f,(0,4) fonksiyonun sifir

olsun. f(x,u) (4.1.1.1), (4.1.1.2) probleminin ¢6ziimii oldugu igin

Bf (X, 1) +Q(x) f (%, 1) =p(x)uf (X 1)

yazilabilir. Bu denklemin 6nce eslenigi sonra transpozu alinirsa

—f" (X,,u) B+ f*(x,,u)Q(X) = p(X),uf*(X,,u)

elde edilir, burada f*(x,y) fonksiyonu f (x, ) fonksiyonunun transpozudur.

Bf (X, 1) +Q(x) f (%, 1)=p(x)uf (X 1)
—F7 (%, 1) B+ 7 (% 1) Q(x) = p(X) " (%, )
denklemler sisteminde birinci denklemi soldan f™(x, x) ile arpilarak
£ (%, 1) BF (%, 1)+ F7 (X, 1) Q(X) £ (%, 20)=p(X) ™ (X, 1) (X, )
ve ikinci denklemi sagdan f (X, ,u) ile carpilarak

—F7 (%, 1) BF (X, ) + 7 (%, 1) Q(X) T (%, 1) = p(x) z2f " (%, 12) F (X, p2)

bulunur. Bulunan denklemler taraf tarafa ¢ikarildiginda

(%, 1) Bf (X, 1)+ f7 (X, 1) Bf (X,y)=(,u—/_1)p(x) (% 1) F (X, )
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veya
WLE(x 22), (%)= (2= p2) p(X) £ (% 2) £ (%, 1)

elde edilir. Son ifade x’e gore 0 dan oo ’a kadar integrallendiginde:

0

+ (=) [ 17 (%) F (%, 22) p(x)dx =0, (4.1.2.6)

0

W (x ), f (% 01)]

x=0

Diger taraftan

W () F(xop) | = T(00)F, (0,1) = £, (0, 1), (0, p2) =,

x=0

(4.1.2.6) esitliginde son ifade yerine yazildiginda

(/_z—y)'[ f7 (% u)f (X, 1) p(x)dx=0

0

bulunur. Buradan g =g yani u’lerin reel oldugu gorilir. O halde f,(0, )

fonksiyonunun iist yar1 diizlemde (Im > O) stfirlar1 olmadig1 sonucuna varilir. Reel
eksen iizerinde de sifir yerinin olmadigi Onceki lemmada gosterilmisti. Boylece
celiski elde edilir, yani fl(O,l) fonksiyonunun kapali Gist yar1 diizlemde sifirlari

olmadig1 sonucu ¢ikar. o

4.1.3. Rezolvent Operatdriin insasi

Hp = l_z’p (0, 0; (Cz) Hibert uzayinda i¢ carpim

(F.G)= I{Fl(x)Gl(x)+ F, ()G, ()} (x) o

seklinde tanimlansin, burada
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bicimine sahip vektorlerdir. L: F — I(F) operatoriiniin tanim kiimesi
D(L) = {F|F =(F.(x),F,(x)) € H,,, K. (), F,(x) € AC[0,b],[0,b] = [0,0) I(F) € H,,,F; (0) =0}

bi¢gimine sahiptir, burada

(4.1.1.1), (4.1.1.2) sinir deger problemi LY =AY ’e karsilik gelir. Tanim kiimesi

D(L) olan L operatérii H =L, (O,oo; (CZ) uzayinda 6z esleniktir.

e

A, L operatoriiniin spektrum noktas: degil ise, R, =(L—/LI )7l rezolvent

operatorii vardir.

Lemma4.1.3.1. R, =(L—A1)" rezolvent operatorii

1 (x,A)f7(t,4),  x<t,
R‘(X’t)__fl(o,z){f(x,z)gi(t,z), X>t,

bi¢ciminde ¢ekirdege sahip integral operatdriidiir.

. F,
Ispat. LeD(L) olan operator ve F(X)=[ 1(X)] sonlu her (O,b) araliginin

R, (x)

disinda sifir olsun. Rezolvent operatorii inga etmek i¢in,

BY +Q(X)Y =Ap(X)Y + p(X)F(x), (4.1.3.1)
y,(0)=0 (4.13.2)

probleminin ¢oziilmesi gerekir. (4.1.3.1), (4.1.3.2) probleminin ¢éziimiinii sabitlerin

degisim yontemi uygulanarak
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Y (%, A)=¢, (X, Dp(x,A)+c,(x,4) f (X, 1) (4.1.3.3)

bi¢iminde bulunulmasi isteniyor, burada f (X, ﬂ,) ve go(X, l) (4.1.3.2) smur kosuluna

uygun homojen denklemin ¢oziimleridir.
Y (%, A) =, (% A% 1) +¢, (% 4) F (X, A),
Y (%, A) =, (X, (%, A)+¢, (%, A) @ (X, 2) +C, (%, 2) F (%, A)+C,(x,2) f'(x,2)
esitliklerini (4.1.3.1) denkleminde yerine yazarak,
G, (X, 2)Bp(X, 4)+C,(x, )BF (x, 2) +¢, (%, A) Be' (x, A) +Q(X)p(x, 4) |
+¢, (X, A)| B (x, ) +Q(x) f (x,4) ] =
=6, (% A) Ap(X)@(% )+ ¢, (%, A) Ap(X) f (%, A)+F(x)p(X)
elde edilir. f(x,4) ve p(x,4) problemin ¢oziimii oldugundan,
C, (X A4)Bp(x,A)+c,(x,4)Bf (x,4) = F(x) p(X) (4.1.3.9)
bulunur. (4.1.3.4) esitligi soldan ' (X, 4) ile carpildiginda
G (% A) f7(x,A)Bo(x A)+Cy(x, A) T (x,A)Bf (x,2) = £ (x, ) F(x) p(X)
G (% A) T (% 4)Bp(xA)= T (xA)F(X)p(X) (4.1.35)

elde edilir. Y (x,4) ¢ozliimiiniin L, (O,OO,CZ)’ den olmas icin cl(oo,/l):O olmasi

gerekir. (4.1.3.5) esitligi x den oo kadar integrallenerek

Tci(t,/i)dt= L TfT(t,/i)F(t)p(t)dt

6 (X 2) =~ [ 17 (L 2F Op(t)et (4.1.356)
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bulunur. Benzer sekilde (4.1.3.4) esitligi soldan ¢' (X, /1) ile carpildiginda
(% 2)0" (%1)Bp(X,2)+C,(X,A)p" (x,1)Bf (x,2) =" (X, 2)F(X)p(X)

C,(xA)¢" (X, 4)Bf (x,4)=9¢" (X, 42)F(X)p(x) (4.1.3.7)

sonucu ¢ikar. (4.1.3.7) esitligi 0 dan x kadar integrallenerek

X

Ic'z(t,ﬂ)dt= T (L A)F®)p(t)dt

c: (x.2) ¢, (0.4) =~ (; P G LOIOE:

c,(x,4)=¢,

(t,2)F(t)p(t)dt (4.1.3.8)

O

elde edilir. (4.1.3.6) ve (4.1.3.8) ifadeleri (4.1.3.3) esitliginde yerine yazilarak,

Y (x,A) = (o(x,/l)(— : (éi)]: fT(t,2) F(t)p(t)dtj

it (x,i)(cz(o,i)— fl(é,;t)j;goT (t,/l)F(t)p(t)dtJ

= [R, (X F@®p(t)dt+c,(0,2) f (x,2)

O'—:S

elde edilir, burada R, (x,t) gekirdek fonksiyonu
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R, (xt)=-

1 p(x,A) 1 (t,A), X <t,
f.(0,2) | f(x.2)e" (t.4), X >t

bi¢iminde ifade edilir. C, (0,2) ifadesini bulmak i¢in (4.1.3.2) smr kosulu

kullanilmalidir. Y (x, A) fonksiyonu (4.1.3.2) kosulunu sagladigi i¢in

¥.(0,2) =¢,(0,2),(0,2)+¢,(0,2) f,(0, 2).

Bu esitlikten

c,(0,4)f,(0,2)=0
bulunur ve bdylece C, (0, ﬂ,) =0 sonucuna varilir. Buradan Y (X, 4) ¢0ziimiiniin
Y(x,2) = [R, (xt)F()p(t)t
0

bi¢imine sahip oldugu elde edilir. o

Lemma 4.1.3.2 F(x) sonlu vektor fonksiyonu ve F(x) € D(L) olsun. Bu durumda

F(x)+Z(x,/1)
A yl

[R, (x)F@p(t)dt=— (4.1.3.9)

formuna sahiptir, burada

Z(x,l):TRl(x,t)[BF'(t)+Q(t)F(t)]dt.

Ispat. (o(x,/”t) ve f (X,/l) problemin ¢oziimleri oldugundan,

o (x2)= ﬂp]ix){—ggf (xA)B+¢ (x,/l)Q(x)},
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£ (x,4) = {—2fT(x,/l)B+fT(x,/1)Q(x)}.

OX

Xt F(t)p

O'—t8

esitliginde bu ifadeler yerine yazilarak,

TRA(X,t)F(t)p(t)dt=

j;fx/i)(th/i )d—ﬁ

Tgp(x,/l)fT (t,2)p(t)dt

1 f (M)IL{_gng (t,A)B+o' (t,)t)Q(t)} F(t)p(t)dt

fl(O’ A) 0 /1,0('[)
B fl((lJ,/i)‘P(X’/i)T%t){—% fr(t,2)B+f" (t,/i)Q(t)}F(t)p(t)dt
:_fl(é,z)f(”)i%{‘g " (t.2) }F(t)dt

0,1 T%{‘—tf }F(t)dt

1 1
T1,(0,4) f(“)!;f (t,2)Q(t)F

1 1,
) fl(o,z)g"(x’ﬂ)lgf (t,.2)Q(t) F(t)dt

elde edilir. Kismi integralleme yapilarak
[R (xF ) (t)dt=
0

-t (xA)e (tA) L

A1,(0,2)

t=x
0 A1,(0,2)

f(x4)

O ey <

o' (t,4)BF (t)dt
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L1
21,(0,2)

1 [ .
Afl(O’i)(p(x,/l)if (t,2)BF (t)dt

(X, A) f7(t,2)BF ()|,

t=0
t=x

X%(pT (t,2)Q(t)F(t)dt -

|
h
—~
o
RN
S~
—_
—_
x
o
S~
O ey

- (D(X,A)T%fT(t,/”t)Q(t)F(t)dt

t=x 1 T t=00
_— A) (L, A)BFE(@®)|C
t=0 +ﬁvf1(01/1)¢(x ) ( ) () t=x

" 2£,(0,2) H{x )¢ (L 4)BF0

1
21,(0,2)

f (X,Z)I(DT (t,2)[ BF'(t)+ Q(t) F(t) ]dt

1

ml(o,/m)‘p(x’”“)? 7 (t,A4)[ BF () +Q(t)F (1) |dt

X

1 T
= 71.(0.7) f(x,2)¢" (t,2)BF(t)

t=x + 1
=0 A1,(0,2)

t=c0
t=x

o(x2) 7 (L, A)BE(1)]-

1% .
= ! R, (x,)[ BF (1) +Q(t) F(t) |dt (4.1.3.10)

elde edilir. Simdi

1
21,(0.2)

f(x4)e" (t,2)BF(t)

t=x
t=0 +

t=o0
t=x

o(x2) 7T (t,2)BF ()|

21,(0.2)

ifadesini hesaplanmalidir:

1
21,(0,2)

f(x,2)¢" (t,1)BF(t) p(x,A) 7 (t,2)BF ()| =

t=x
t=0 +

_1
21,(0,.2)

1 T
= 71.(0.7) f(x,2)@" (x,4)BF(x)—

) f(x,4)¢" (0,2)BF(0)
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1

T71,(0,2)

@(X,A) f7 (o0,1) BF () - p(x,A) f7(x,1)BF(x)

1
21,(0,2)

= TTo A)[f(x,l)goT(x,/i)—(p(x,/i) £7(x,4) |BF (x) -

1
21,00, 4)

0
() (04(0,2), %(oz))[o 1](5( )J

F,(0)

_ 1 —fl(X,ﬂ)(DZ(X,ﬂ)+(/)1(X,ﬂ) fz(X,ﬂ,) 0 F(x
" a60.2) 0 £ 06 )00 D) -0, (6 ) (6 ) ) - O

1
“21.(0,2) f(x4) (-0, (0. 2)F,(0)+¢,(0.2) F,(0))
!

~2£,(0,1)

(-1.(0.4))F(x) -

T (0 ) f(x, 2)(=F.(0))

bulunur. Bulunan ifade (4.1.3.10) da yerine yazilarak,

F(9 , Z(x4)
A A

j (X F(t)o(t)dt =~
0
elde edilir, burada

Z(X,A):]ERA(X,t)[BF'(t)+Q(t)F(t)]dt.

Ayrica limsup

A—0 x>0

Z (x, ﬂ)‘ =0. Gergekten,

1,06 2)] =670 + [ [ Ky (%) =Ky, (x,t) dt| <
u(x)

< ‘eily(x)

HKM (x.t)e[dt+ j Ky, (x,t)e it
#(x)

u(x)
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®© % o % " % . %
{ ] \Kn(xlt)\zdtJ (I \em\zdtJ +[ \Klz(x,t)\zdtJ [ | \e”‘\zdtJ
#(x) (

(%) u(x) (x)

@ }/2 —2Imat |* }/2
} +C2[62| i J =Ce™™,
tu(x) M A

t=ul
esitsizligi VX e[O,b]C[O, oo) icin saglanir, burada C =1+

< ‘eil/z(x)

-2IlmAt

<e M +C1(e2 Im A

C, +C,

J2ImAa

pozitif sabittir. Benzer sekilde Vx €[0,b]<[0,00) ve M poxitif sabiti igin,

bigimine sahip

‘fz (X,l)‘ <Me™"™™  Ayrica A — oo igin
f(x4)=0(e™) (4.1.3.11)
bicimindedir. (4.1.1.1) denkleminin
0(0)=0 ve  ,02)=1

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii

(1) :[—sin l(ﬂ(X)—(—aa+a))J+u(X)—(J:aa+a)A(X,t)(—sin it] o

cos A(u(x)—(-ca+a)) cos At

formundadir, burada A (x,.)el,(0,0). [sinAtj<e™* ve |cosit|<e ™

oldugundan,

u(x)~(—aa+a) u(x)~(-aa+a)

o1 (%, 2)| <|-sin A (u(x) - (—ea+a))|+ ! | A, (x,t)sin At|dt + _([ | A, (x,t)cos At|dt

< e—lml;z(x)—(—aa+a) " Nle—lml;z(x)—(—aa+a) T Nze—lm/ly(x)—(—aa+a) _ Ne—lmly(x)—(—aa+a)

esitsizligi Vx e [0, b] c [0,00) i¢in vardir, burada N =1+ N, + N, sabitlenmis pozitif

sayidir. Benzer durum Vx €[0,b]=[0,0) i¢in ve K pozitif sayisi igin,
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|, (%, 4)| < Ke M0 3 s 00 igin

p(x 1) =0t o)) (4.1.3.12)

asimptotik ifadesi saglanir.

o0

f(x,A) =€ 4 [ [Ky (x,t)e™ =ik, (x.t)e [dt
4(x)

f,(0,2) =" [ [K,(0,t)e™ —iK,, (0,t)e" [t

—qa+a

iA(-aa+a)| _ —Imi(-aa+a)
1(0,2)|2 13.
[1,(0,2)2[e =e (4.1.3.13)

esitsizligi saglanir. (4.1.3.11), (4.1.3.12) ve (4.1.3.13) kullanilarak

Z(x,2)|= <

TRﬂ(x,t)[BF'(t)m(t)F(t)]dt

+

jvf (t.2)[ BF ) +Q(t)F(t) |dt

X ey 8

f7(t,4)[ BF (1) + Q(t)F (t) |t

y)
|£,(0,2)

< e—lml(/l(X)Jraa*a) + e—lmﬂ#(x) f T (t, /I)[BF(t) + Q(t) = (t)j| dt

I¢’T (t.A)[ BF () +Q(t) F(t) ]t

X ey 8

elde edilir. Bulunan esitsizlikte limite gecildiginde

limsup|Z (x,4)| =0 (4.1.3.14)

A—0 450

bulunur. o
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4.1.4. Oz fonksiyonlara Gore Spektral Ayrisim Formiilii

Teorem 4.1.4.1. (4.1.1.1), (4.1.1.2) smir deger probleminin 6z fonksiyonlarina gore

ayrisim formiili

00

5(t—x)p‘1(t)=4iju(x,ﬂ)u*(t,}t)dﬂ, <A< (4.1.4.1)
T

—00

bi¢imine sahiptir, burada 6 Dirac delta fonksiyonu, x — ooiken

u(x,2)=e" G} —S(A)e™ (—1J +0(1),

u"(x,2)=e" (fj —S(1)e™ UJT +0(1),

u” fonksiyonu u fonksiyonun transpozudur.

Ispat. Lemma 4.1.3.1 ve Lemma 4.1.3.2 kullanilarak ayrigim formiilii elde

edilecektir. (4.1.3.9) ifadesinin her iki tarafi ZL ile carpitlip O merkezli R
7l
yarigaplt I'; cemberi boyunca A ya gore integrallendiginde:

00

~F(x) zziﬂigﬁdzj R, (x,t)F@®)p(t)dt + & (%), (4.1.4.2)

ry, 0

icﬁz(x,l)

27 A

I'r

burada &, (x)=— dA. R,(xt) fonksiyonu alt ve iist yar1 diizlemde

analitik fonksiyon oldugundan dolay1 (4.1.4.2) ifadesinin sag tarafi
1 ° 91,12, 93
z—midlgRﬂ(x,t)F(t)p(t)dt S N N E
seklinde yazabilir, burada
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1 R-ig )

1% =5_J_igdﬂ£ R, (x,t)F®)p(t)dt, (4.1.4.3)
) 1 —R+ie 0
= I dﬂ,! R,(xt)F®p(t)dt (4.1.4.4)

F—— {TMJR (xt)F)p(t)dt+ j oij () FDp(t )dt}

27“ R-ig 0 —R+ie 0

bicimindedir ve & herhangi pozitif sayidir. Lemma 4.1.3.2 ve (4.1.3.14) ifadesi

kullamlarak, R—oo iken 13 —0 ve Ilmsup‘gR )| =0 bulunur. R, (x,t)

R—w x>0

operatdriiniin bi¢imi kullanilarak limR,,. =R, ., bulunur ve

£—0

!Si_rB '([ R (X )F (t)p(t) dt = _([ R0 (X’t) F (t)p(t) dt
elde edilir. (4.1.4.2) esitliginde R — oo limite gegildiginde,

F(x)_—m—jdsz (, t)F(t)p(t)dt——Ilm[ F13 413 425 (%)

=L [aA][Re ()~ R D]F@p(t)et (4.1.45)

27 2

1
l//(X,ﬁ,), (4.1.1.1), (4.1.1.2) smir deger probleminin y/(O,i):(oj

kosulunu saglayan ¢oziimii olsun. (/)(X,ﬂ) ve t//(X,ﬂ) Aya bagh tam vektor
fonksiyonlaridir ve f (x,4) fonksiyonu bu ¢6ziimlerin lineer kombinasyonu seklinde

yazilabilir:
f(x,4)= fZ(O,/i)go(X,/1)+ fl(O,Z,)l//(X,/I). (4.1.4.6)

Rezolvent operatoriiniin bi¢imini kullanarak

0 0

~[[Reio(u) =R, o (] F M) p(t)dt =—| [RMO(x,t) —ﬁmo(x,t)]F(t) p(t)dt

0 0
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ffea) (2
f.(0,4) £,(0,4)

T(t,/l)F(t)p(t)dt+T(p(x,ﬂ)|: }F(t)p(t)dt

O Sy <

f(x,4) f(x4)
f.(0,4) f£(0,4)

bulunur. (4.1.4.6) kullanilarak,

fx4) f(x4)_ f,(0, A)p(x, 1)+ fl(O,}t)y/(x,/l)_
£(0,2) £(0,2) £,(0,2)

0. e(x2)+ (0. 4)y(x4) | £,0,4) £,(0,2) (%,2)
£,(0,2) £0.4) £0.4) ]

_LONLOD-LODHOL 0y 5y co(x%)z
1,00, 4)] 1,00, 4)]

sonucu ¢ikar. Boylece

17 15e(x,4)e" (t,2)
——|[R,Lic (X, ) =R, (X, )| F () p(t)dt == ——F(t)p(t)dt.
M![ o (K1) (X H]F®)(t) ﬁ! 0 ®p(t)

Bulunan esitlik (4.1.4.5) de yerine konularak

]?go(x,/l)(oT (t,4)

100
F(x\)==[da F(t)p(t)dt 4.1.4.7
() ;ri 5 \fl(O,/I)\Z Oo(t) ( )

veya denk olarak
F(x) _ 1 T dﬂTu(x,A)u*(t,/i)F(t)p(t)dt
4 %

sonucuna ulasilir, burada
u(x,4)=f(x,42)-=S(1) f(x, 1),
u(x,4)=fT(x,4)=S(1)f (x,A).

Ayrica X — oo iken
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u(x,2)=e" Gj —S(A)e™ [_1J +0(1)

u(x,2)=e" (1 —i)-S(Ae™ (1 i)+o(1)

bicimindedir. Boylece L operatdriiniin 6z fonksiyonlarina gore ayrisim formiilii elde

edilmistir.
(4.1.4.7) formiilii Stieltjes integrali bigiminde yazilarak

0

F(X) = jgo(x,,l)ﬁgi (t,ﬂ.)F(t)p(t)dtjda(/l)

—00

elde edilir, burada

do(2)

1 dA ‘2. —0< A<

7 [6(0.2)

Tamm 4.1.4.1. o(A) fonksiyonuna L operatdriiniin spektral fonksiyonu denir.

Simdi Parseval esitligini elde etmek icin
d)(/i)zz(pT (% A)F (x)p(x)dx
gosterimi kullanilarak (4.1.4.7) formiiliinden
F(0 = [ (2)p(x 2)do(2)

bulunur. Bulunan ifadenin her iki tarafi F(x) ile carpip 0 dan oo kadar

integrallendiginde asagidaki Parseval esitligi elde edilir,

[F200(x)dx = [ @%(2)d (2),
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42. BIR SINIF SUREKSIZ KATSAYILI DIRAC DIFERANSIYEL
DENKLEMLEMLER SiSTEMI ICIN AYRISIM PROBLEMI

4.2.1. Probleme Giris

Pozitif yar1 eksende siireksiz katsayili

{ Y, + ()Y, +A(X)Y, = A0(X)Y, O<x<oo  (4.2.11)

—y, +0(X)Y; — P()Y, = Ap(X)Y, |
Dirac denklemler sistemi ve

y,(0)=0 (4.2.1.2)

sinir kosulu ile tiretilen sinir deger problemi ele alinsin, burada 1+« >0 igin

() = 1, X>a,
r “la, 0<x<a

bigimindedir. p(x) ve q(x) reel degerli olgiilebilir fonksiyonlardir. A spektral

parametredir.

o) zz(p(x) a(x) j

ax) —p(x)

matris fonksiyonu Oklid normuna gore
[l20)fdx < (4.2.1.3)
0

kosulunu sagladigi kabul edilsin. Q(x)=0 oldugunda (4.2.1.1) denkleminin
ImA > 0igin,

1@0 f(x,A)e"™ = (flj

kosulunu saglayan ¢oziimii
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f 0 (X, i) — (_]'ijeiﬂ/l(x)

bi¢imindedir, burada

aX—aa+a, 0<x<a
(X)) =
X, X>a

Bu durumda (4.2.1.1) denkleminin bu kosulu saglayan

f(x,A)=fox, 1)+ T K (x,1) [_lije”‘dt (4.2.1.4)

#(x)

bigiminde tek bir ¢éziimii vardir. Ayrica pozitif yar1 eksende K(x,.) matris

fonksiyonun bilesenleri toplanabilirdir ve K(x,t) Oklid normuna gére

[ Kbt <™ -1
#(x)

esitsizligini saglar, burada

7()= [l

4.2.2. Ozel Coziim ve Sacilma Fonksiyonu

o(x, 4) (4.2.1.1) denkleminin
¢ (0,4)=-1, »,(0,2)=0 (4.2.2.1)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii olsun.
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Lemma 4.2.2.1. Reel A ’lar i¢in

A
2 2054 Do s () fx ) (4.2.2.2)
£0.2)
0zdesligi saglanir, burada
£.(0.2)
s(1) = 204 4223
(A £ 0.2) ( )

bi¢imine sahiptir ve ayrica S(A) i¢in asagidaki bagintilar saglanir:

sw=[s@| ve [s@)=1

Ispat. f(x,A) ve f(x,4) (4.2.1.1) denkleminin temel ¢6ziim sistemini
olusturdugundan ¢(X,A) fonksiyonu bu ¢dziimlerin lineer kombinasyonu seklinde

yazilabilir:
go(x,i):(:l(ﬂ) f(x,4)+c, (Z)f(x,l), (4.2.2.4)

burada c,(4) ve c,(4) A’ya bagh bilinmeyen fonksiyonlardir. Simdi ¢, (1) ve

C, (/1) fonksiyonlar: bulunmalidir.
WL (x,A),o(x,A)]1= f,(0,2)¢,(0,4)— ,(0,2)¢, (0,4) = 1,(0, 1),
WL (x,2),0(x, )] = 1,(0, ), (0, 4) - £,(0, )2 (0. 1) = £,(0,2)

esitlikleri ve (4.2.2.4) kullanilarak

500

a(1)=—=8D e (=204

2i

bulunur. Bulunan bu ifadeler (4.2.2.4)’de yerine yazilarak:
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(;)(X,/I)z—% f(x,/1)+¥f(x,/1). (4.2.2.5)

Simdi reel A4’ larigin f, (O, /1) # 0 oldugunu gosterilmelidir. Aksi kabul edilsin, yani

en az bir 4, sayisi vardir 8yle ki f,(0,4,)=0 dir. Wronskian’imn ifadesinden

fl(o’ﬂo) fz(oiﬂo)— fz(O,ﬂo) fl(O,ﬂo)ZZi.

Bu esitlikte f,(0,4)=0 ve f,(0,4,)=0 yazilarak 0=2i bulunur ve geliski elde

edilir. O halde reel A’ larigin f, (O,l) #0 dir. Boylece (4.2.2.5) ifadesinin her iki

f,(0,4) . . :
taraf % ile boliinerek (4.2.2.2) elde edilir ve buradan S(/l) fonksiyonunun,
|

N AT
,(0,4)

bi¢imine sahip oldugu goriiliir. S (i) fonksiyonunun bi¢iminden

L(0.4)] T,(0.4)

WZ{W}M:[SM)F,

S =S()S(A) =S [S(N)] " =1,

yani sirastyla m = [S(/i)]_1 ve [S(4)|=1

elde edilir. o

Tanmim 4.2.2.1. (4.2.2.3) bicimine sahip S(4) fonksiyonuna (4.2.1.1), (4.2.1.2) sinir

deger probleminin sa¢ilma fonksiyonu denir.

Lemma 4.2.2.2. f,(0,4) fonksiyonunun kapali iist yar1 diizlemde (Im A2 0) sifirlari

yoktur.
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Ispat. (4.2.1.4) ifadesinden f,(0,4) fonksiyonun ImA>0 {ist yar diizlemde
analitik devam ettirilebilecegi goriilir ve f,(0,4) fonksiyonu tiim reel eksen
iizerinde siireklidir. Lemma 4.2.2.1. de reel A lar igin f,(0,4)#0 oldugu
gosterildi. Simdi f,(0,4) nin ist yar dizlemde (ImA>0) sifirlart olmadig

gosterilmelidir. Kabul edilsin ki 2=, (#eC) f,(0,1) fonksiyonun sifir olsun.

f(x, 1) (4.2.1.1.), (4.2.1.2.) siur deger probleminin ¢dziimii oldugu igin
Bf (X,,u)+Q(X) f (X,,u) = p(x),uf (X,,u)

yazilabilir. Bu denklemin 6nce eslenigi sonra transpozu alindiginda

— 7 (% 1) B+ 7 (X, 1) Q(X) = p(X) uf (X, 1)

elde edilir, burada f*(x,y) fonksiyonu f (x, ) fonksiyonunun transpozunu ifade

etmektedir.

Bf'(X,,u)+Q(X) f (X,,u)zp(x),uf (X,,u)

—F7 (%, 1) B+ 7 (%, ) Q(X) = p(X) et " (%, 1)

denklemler sisteminde sirasiyla birinci denklem soldan f*(X, ,u) ile carpilarak ve

ikinci denklemi sagdan f (X, ,u) ile ¢arpilarak
£ (%, ) BE (%, 1)+ 7 (% 20)Q(X) F (X, 20) = p(X) £ (%, 1) F (X, p2)

— 7 (%, 2) BF (%, ) + £7 (%, 1) Q(X) F (%, ) = p(X) pef " (%, 22) T (%, 12)

bulunur. Bulunan denklemler taraf tarafa ¢ikarildiginda
WLT ), f ()] = (=) p(X) £ (% 12) £ (x, 2)

elde edilir. Bulunan son esitlik 0 dan oo’a kadar X ’e gore integrallendiginde,
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[e¢)

+(/_1—,u)j £ (% 1) (%, 1) p(x)dx =0. (4.2.2.6)

0

W (x ), (% 01)]

x=0

Diger taraftan Wronskian’in tanimindan

W T (), ()| =T(0,)F,(0,1) = (0, 1)1, (0, 1) =0.

x=0

(4.2.2.6) da son esitlik yerine yazildiginda

[e'e]

(/_1—/1)'[ (% u)f (X, 1) p(x)dx =0

0

bulunur. Béylece = oldugu gorilliir, yani u ’lerin reel oldugu elde edilir. O
halde f, (O, /1) fonksiyonunun kapali {ist yar1 diizlemde (Im/l > 0) stfirlar1 olmadigi

sonucuna varilir. o

4.2.3. Rezolvent Operatdriin Insasi

H,=L,, (0, 0; Cz) Hibert uzayinda i¢ ¢arpim

<F,G>=I{F1<x)el<x>+F2<x>ez<x>}p<x>dx

seklinde tanimlansin, burada

vektor fonksiyonlandir. L: F —I(F) operatoriiniin tanim kiimesi
D(L) = {F|F =(F(x),F,(x)) € H,, K (), F, (x) € AC[0,b],[0,b] = [0,%0) I(F) € H,,, F, (0) = 0}

bi¢gimine sahiptir, burada
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(4.2.1.1),(4.2.1.2) smir deger problemi LY =AY ’e karsilik gelir. Tanim kiimesi

D(L) olan L operatorii H, =L, ,(0,00;C*) uzayinda 6z esleniktir.

A, L operatoriiniin spektrum noktas: degil ise, R, =(L—Al )7l rezolvent

operatorii vardir.

Lemma4.2.3.1. R, =(L—Al)" rezolvent operatdrii

B 1 (x,A)fT(t,4),  x<t,
R (xt)=- fZ(O,l){lEo(X,Z)(pT (t,A),  x=t,

bi¢iminde ¢ekirdege sahip integral operatoriidiir.

. F
Ispat. LeD(L) olan operatdr ve F(X)=[ 1(X)] sonlu her (0,b) araliginmn

R, (x)

disinda sifir olsun. Rezolvent operatdrii inga etmek igin,
BY +Q(X)Y =Ap(X)Y + p(X)F(x), (4.2.3.1)
y2(0)=0 (4.2.3.2)

problemi ¢oziilmelidir. (4.2.3.1), (4.2.3.2) probleminin ¢0zliimii sabitlerin degisim

yontemi uygulanarak

Y (X, A) =c, (X, A)o(x,A)+C,(x,4) f(x,2) (4.2.3.3)

bigiminde bulunulmasi isteniyor, burada f (X, /1) ve go(X, l) (4.2.3.2) smir kosuluna

uygun homojen denklemin ¢oziimleridir.
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Y (% 2) =6, (% Ap(x, ) +C, (%, 2)  (x,4),
Y'(%,2) =6, (% D)@ (X, A)+¢, (% A) @ (X, ) +C, (%, A) F (X, 1)+, (%, A) F (%, A)
esitlikleri (4.2.3.1) denkleminde yerine yazilarak,
G (X, 4) B (X, 1)+, (%, A)Bf (X, ) +¢, (X, 2)| Bp' (X, 4) +Q(X)9(x, 2) ]
+¢, (X, 4)[ B (%, A) +Q(x) f (x,4)]
=¢, (%, A)Ap(X) @ (X A)+¢, (%, 1) Ap(X) T (X, 2)+F (x)p(X)
elde edilir. f(x,4) ve p(x,4) problemin ¢éziimii oldugundan,
¢, (% A)Bo(x,4)+c,(x, 2)Bf (x,2) = F(x)p(X) (4.2.3.4)
bulunur. (4.2.3.4) esitligi soldan T (x, 1) ile carpildiginda
¢ (% A) fT (X 2)Bp(x,A)+c,(x,A) f7(x,2)Bf (x,2) = (x,2)F(x)p(X)
¢ (xA) fT(x,2)Bp(x,4)=f"(xA)F(X)p(x) (4.2.3.5)

elde edilir. Y (x,4) ¢ozlimiiniin L, (O,oo,(Cz)’ den olmasi i¢in Cl(oo,ﬂ):O olmasi

gerekir. (4.2.3.5) esitligi X den oo kadar integrallenerek

TCi(t,ﬂ)dt = fT (L A)F () p(t)dt

'—\
X Sy 8

,(0.2)

1
f,(0.2)

¢ (% 4)=- [T (LAFOA () (4.2.36)

bulunur. Benzer sekilde (4.2.3.4) esitligi soldan @' (X, 1) ile ¢arpildiginda
¢ (X A)@" (X, 2)Bp(x,A)+C,(X, )" (X,4)Bf (x,2) =¢" (X, 2)F(X)p(X)

C,(xA)¢" (X, 4)Bf (x,4)=9" (x,4)F(X)p(x) (4.2.3.7)
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sonucu ¢ikar. (4.2.3.7) esitligi 0 dan x kadar integrallenerek

1 X

!c'z(t,l)dt STy !goT (t,2)F(t)p(t)dt
¢, (x,A)=C, (0,1 [0 (L 2)FOp(t)dt
c,(x.4)=¢,(0.2) -~ o) [o" (LA)F®p(t)dt (4.2.3.8)

elde edilir. (4.2.3.6) ve (4.2.3.8) ifadeleri (4.2.3.3) esitliginde yerine yazilarak,

Y(x,A)= ¢(x,/1)(— L T fr(t,2) F(t)p(t)dtj

+f(x,/1)( ng (t.2)F®p(t)d ]
o T T(tLA)F®)p(t)dt
ff T(62)F@p(t)dt+c, (0,4) T (x 4)

T (x,t)F(t)p(t)dt+c,(0,2) f (x,4)

elde edilir. Burada R, (x,t) gekirdek fonksiyonu

B 1 (x,A)fT(t,4),  x<t,
R (xt)=- fZ(O,}t){?)(X,Z)¢T (t,2),  x=xt

bi¢giminde ifade edilir. CZ(O,/l) ifadesinin bulunmasi i¢in (4.2.3.2) sinir kosulu

kullanilmalidir. Y (x,A4) fonksiyonu ¢o6ziim oldugu i¢in (4.2.3.2) kosulunu saglar:
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¥2(0,2)=,(0,2) 9, (0,2) +¢,(0,2) £, (0,2).

Bu esitlikten ¢,(0,4)f,(0,4)=0 dir. O halde c,(0,4)=0 bulunur. Bdylece

Y (X, A) ¢oziimiiniin

Y (x,4) :TRA (x,t)F(t)p(t)dt

bicimine sahip oldugu elde edilir. o

Lemma 4.2.3.2. F(x) sonlu vektor fonksiyonu ve F(x) € D(L) olsun. Bu durumda

R, (% t)F()p(t)dt = Fix) . Z(;'ﬂ) (4.2.3.9)

Oy 8

formuna sahiptir, burada

Z(x,/i):TRl(x,t)[BF'(t)JrQ(t)F(t)]dt.

Ispat. go(X,ﬂ,) ve f(X,l) problemin ¢o6ziimleri oldugundan asagidaki ifadeler

saglanir,

{_a_ax(f (x,A)B+¢" (x,ﬂ)Q(X)},

_ Ap(x){_g £ (% A)B+ 17 (x,/l)Q(x)}.

R, (X t)F(t)p(t)

O ey 8

jf LAY (64) p(t)dt——— [p(t )T (t.2) p(t)ct

f,(0.4)

esitliginde bu ifadeler yerine yazilarak,
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R, (xt)F(t)p(t)dt=

o—38

1

_ f2 - Em{__(p (t.4)B+ (1, ﬂ)Q(x)}F(t)p(t)dt

_fz(oyl)gp(x,g)j 1()(){ gf (t,2)B+fT(t, /I)Q(x)}l:(t)p(t)dt

f7(t,2)Q(t) F(t)dt
elde edilir. Kismi integralleme yapilarak

TRA(x,t)F(t)p(t)dt=

=, (10'1) f(x4)e" (t.4) T (10’2) f (x,ﬂ)i(f (t,4)BF (t)dt
+ﬂf2 (lo,ﬂ)(o(x,/l) fr(t,2) ST (10'/1)(0()(’/1);[7 £7(t,2) BF (t)dt

fz(o,l){f (M)E%qf (t,/l)Q(t)F(t)dt+go(x,/1)T%fT (t,ﬂ)Q(t)F(t)dt}

X

“an04) (xA)e' (.4)8F0

t=x
t=0 +

o(x2) f7(t,4)

A1,(0,2)
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1
A1,(0,2)

f(x4)[¢" (t ) BF ) +Q(t)F(t) |dt

O e <

2t (10,1)("’("'/1)? (6. 4)[BF O +Q(H) F (D) Jt

X

1 T
= A5 (0.2) f(x,4)¢" (t,2)BF(t)

t=c0
t=x

o(x,A) 7 (t,2)BF ()|

t=x
t=0 +

1

21,(0,2)
17 .

+ { R, (x,t)[ BF (1) +Q(t)F(t) |dt (4.2.3.10)

elde edilir. Simdi

1 T t=x 1 T t=c0
FYRCEY f(x,2)¢" (t,2)BF ()] +M2(O’A)¢(x,z)f (t,2)BF ()|
ifadesi hesaplanmalidir:
1 T t=x 1 T t=oo _
7 (0.2) f(x,2)¢" (t,2)BF(t) t°+}tf2(0,ﬁ)¢(x’i)f (t,2)BF (1) =
1 ; 1 :
_ T (07) f(x,A)p (X’;L)BF(X)_/HZ(O,/I) f(x,4)e" (0,4)BF(0)
1 ; 1 .
+M2(0,A)¢(X'l)f (oo,/l)BF(oo)—MZ(O,;L)go(x,/l)f (x,4)BF(x)
1 : .
=“2(M)[f(x,z)(p (X, A)—p(x4) £7(x,4) |BF(X)
1 0 1)(F(0)
_zfz(o,ﬂ)f(x’ﬂ“)(%(o’”’ %(O’ﬂ))(—l OJ(FZ(OJ
_ 1 - fl(x’ ﬂ,)(DZ(X, ﬂ) + (/)1()(1 ﬂ“) fz (X, ﬂ’) 0 F
0 ﬂ)( 0 1,06 20,06 2) = 0,02 flw)j *
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1
A£,(0,2)

f(x,4)(=¢,(0, A)F,(0) + ¢, (0,2) F,(0))

1

) f (x, 2)(=F, (0))

(=1.(0,2)) F(x) -

Af (o )

bulunur. Bulunan ifade (4.2.3.9) da yerine yazilarak,

_FM, Z(x4)
A A

T (X F () p(t)dt =

elde edilir, burada

Z(x,i):TRl(x,t)[BF'(t)JrQ(t)F(t)]dt.

lim Sup‘Z X, A ‘ 0 dir. Gergekten, (4.2.1.1) denkleminin

A—0 x>0
¢ (0,4)=-1 ve #,(0,2)=0

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimii

—cos A (p(x)—(~aa+ a))J . y(x)—(rewa) A(x,t)(_cos it] it

—sinA(u(x)-(-aa+a)) —sin At

(o(x,ﬂ):£

burada A, (x,.)eL,(0,). [sinAt|<e ™" ve [cosAt|<e™* oldugundan,

((X)~(—aa+a) (x)-(—aa+a)
|(p1(x,i)|£|—cosl(y(x)—(—aa+a))|+‘ _[ |An(x,t)sin/1t|dt+ﬂ J |,5&2(x,t)cos/1t|dt
0

0

< e—lmiy(x)—(—aa+a) T Kle—lmlip(x)—(—aaw) T NKZe—Iml,u(x)—(—aaw) _ Ke—lmiy(x)—(—am-a)

esitsizligi VX e [0, b] c [O, oo) icin vardir, burada K =1+ Kl + Kz sabitlenmis pozitif

sayidir. Benzer durum VX e [0, b] c [O, oo) icin ve N pozitif sayist igin,

‘(02 (X’ 2’)‘ < Ne_lml“(x)—(—aa+a) .
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A — oo iken

p(x4)=0(em o)), (4.23.11)

Ayrica A — o0 iken

f(x2)=0(e"™**) (4.23.12)

asimptotik ifadesi saglanir.

o0

f,(x 2)=—ie"" + J. [ Ky (x,1)e —iK,, (x,t)e dt

#(x)
f,(0,4) =" 4 j Ky (0,t)e —iK,, (0,t)e™ it
[£,(0,2) 2 [ )| =g Mo (4.2.3.13)

esitsizligi saglanir. (4.2.3.11), (4.2.3.12) ve (4.2.3.13) kullanilarak

Z(x,2)|= TRl(x,t)[BF'(t)+Q(t)F(t)]dt <

0

j A)[ BF () +Q(t) F(t) Jdt

X

j (t.2)[ BF () +Q(t F(t)]dt

—ImA(u(x)+aa—a) te —Im Au(x)

<e

j T (t,4)[ BF (1) +Q(t) F(t) ]dt

X

j (t.2)[ BF (t)+Q(t) F(t) |t

0

elde edilir. Bulunan esitsizlikte limite gecildiginde

limsup|Z (x,4)| =0 (4.2.3.14)

A—® y50

bulunur. o
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4.2.4 Parseval Esitligi

Teorem 4.2.4.1. (4.2.1.1), (4.2.1.2) smir deger probleminin 6z fonksiyonlarina gore

ayrisim formiili

o0

5(t—x)p‘l(t)=4iIu(x,ﬁ)u*(t,ﬂ)dﬂ, <A< (4.2.4.1)
T

—00

bi¢imine sahiptir, burada 6 Dirac delta fonksiyonu, x — ooiken

u(xA)=e @ _s(a)e ( _1J +o(1)
u'(x,2)=e"(1 -i)-S(Ae™(1 i)+o(1),

u” fonksiyonu u fonksiyonun transpozudur.

Ispat. Lemma 4.2.3.1 ve Lemma 4.2.3.2 kullanarak problemin 6z fonksiyonlarina

gore ayrisim formiilii elde edilecektir. (4.2.3.9) ifadesinin her iki tarafi ZL ile
i

carpilip 0 merkezli R yarigcapli I'; ¢emberi boyunca A ya gore integrallendiginde:
(0 == dA[R, () F O p(t)t-+ 2, (x). (4.2.4.2)
2y

burada

o (1) == § ZA)g 5
27l r A

R, (x,t) fonksiyonu alt ve iist yari diizlemde analitik fonksiyon oldugundan dolayi

(4.2.4.2) ifadesinin sag tarafi
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1 o0
TmidilRﬂ(x,t)F(t)p(t)dtz 1212413

seklinde yazabilir, burada

1 R-ig 0

lh=—— [ da[R,(xt)F®)p(t)dt, (4.2.4.3)

27[' —R-i¢ 0

1 —R+ie 0

=" I di! R, (x,t)F®)p(t)dt, (4.2.4.4)
\ 1 R+ig
IR_Zm{ j d/ljR (xt)F®)o(t) dt+RJ;édﬂjR (xt)F(t)o(t )dt}

bi¢gimindedir ve & herhangi pozitif sayidir. Lemma 4.2.3.2 ve (4.2.3.14) ifadesi

kullanilarak, R-—>o0 iken I3 -0 ve limsup|e,(x)=0 bulunur. R,(xt)
=% x>0

operatdriiniin bi¢imi kullanilarak, I‘irrg R..i. = R, bulunur ve bu ifadeden

m! R.... (X DF () p(t)dt = { R, (X t)F(®)p(t)dt
elde edilir. (4.2.4.2) esitliginde R — oo iken limite gegildiginde,

F(x)_—llm—J.d/IJ‘R(xt)F(t)p(t)dt_—Ilm[ F1R+13 ]+ (X)

= —Ziﬂi T dzT[Rm (X,t) =R (%) [F(t) p(t)dt (4.2.4.5)

sonucuna varilir.

l//(X,ﬂ) ile (4.2.1.1), (4.2.1.2) sinir deger probleminin

v,(0,2)=0 ve  ,(0,4)=1
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kosullarin1 saglayan ¢oziimii gosterilsin. O halde f(X,/1) ¢Ozliimii (o(x,/i) ve

l//(x,/l) Aya bagli tam vektér fonksiyonlarmin lineer kombinasyonu seklinde

yazilabilir:

f(x,2) = ,(0, )w (% 1) ,(0,2)p(x ). (4.2.4.6)

Rezolvent operatoriiniin bi¢imi kullanilarak

o0

—T[Rmo(x,t) —R, (6 D]F ) p (1)t =[] R, io (%, 1) ~Raio(x,t) F(t) p(t)dlt =

0

{f(x,ﬂ)_ f(x,2) |+ (1) f7(t2)

L04) £0.4) (t’l)F(t)p(t)dH!w(x’A){ £,04) fz(o,;b)]F(t)p(t)dt

O ey <

bulunur. (4.2.4.6) kullanilarak,

f(x4) f(x4) 0y (x1)- fl(O,/i)go(x,/l)_
f,(0,4) f,(0,1) £,(0, 1)

_OA(xA) -0 Ae(xd) | HOA _ KOA | 5y
£,00.4) LO04) LOAH

— fz(O,i) fl(O,/i)—fl(O,/’L) f2(0,ﬂ,) (X ﬂ)=—2i (p(X,l)
1,0, ) 1,0, )

sonucu cikar. Boylece

17 15e(x,4)e" (t,2)
——|[RLic (X, ) =R, (X, )| F (1) p(t)dt == L F(t)p(t)dt.
M![ o (K1) (X H]F®)(t) ﬂ! .0.) ®p(t)

Bulunan esitlik (4.2.4.5) de yerine yazilarak

17, 7fe(xA)e" (t,4)
Foo=2 [da Ft)p(t)dt 4247
) 7rL[o 2.; ‘fZ(O,ﬂ,)r Oo(t) ( )

veya
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F(x) =$ T dﬂ'Tu(x,/1)u*(t,/1)F(t)p(t)dt

sonucuna ulasilir, burada
u(x,4) = f(x,4)—=S(1) f(x,1)
u(x,A)=f"(x,2)=S(A)f (x,1).

Ayrica X —> oo iken

u(x4)=e @ _s(a)e ( _1J +o(1)

u(x,2)=e" (1 —i)-S(Ae™ (1 i)+o(1)

bicimindedir. Béylece L operatoriiniin 6z fonksiyonlarina gore ayrisim formiilii elde

edilmistir.
(4.2.4.7) formiili Stieltjes integrali bigiminde yazilarak

0

F(X) = jq;(x,,z)[ofgoT (t,l)F(t)p(t)dt]da(/i)

—00

elde edilir, burada

formundadir.

Tamm 4.2.4.1. o(A4) fonksiyonuna (4.2.1.1), (4.2.1.2) probleminin spektral

fonksiyonu denir.

Simdi
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D(4)=[g" (x A)F (x)p(x)dx
0
gosterimi kullanilarak (4.2.4.7) formiiliinden
F(x) = [ @(A)p(x2)do (1)

bulunur. Bulunan son ifadenin her iki tarafi F(x) ile ¢arpip 0 dan oo kadar

integrallendiginde,
IFZ(X)p(X)dX = I ®*(A)do(4)
0 —00

Parseval esitligi elde edilir. o
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43. Q(x)=0 DURUMDA (4.1.1.1), (4.1.1.2) PROBLEMININ 0z
FONKSIYONLARINA GORE AYRISIM PROBLEMI

4.3.1. Probleme Giris

Q(x) =0 oldugunda (4.1.1.1), (4.1.1.2) sinir deger problemi

{yz,:ip(x)yl’ 0<Xx<oo (4.3.1.1)
-y = ﬂp(X) Yo
y,(0)=0 (4.3.1.2)
o 1 X>a, o
bi¢imindedir, burada 1# o >0 olmak lizere p(x) = { 0<x<a bicimindedir.
a, S X<

p(x) ve qg(x) reel degerli olgiilebilir fonksiyonlardir. A spektral parametredir.

(4.3.1.1) denklemler sisteminin

lim f (x, )™ = (_ﬁj

kosulunu saglayan ¢oziimii

f 0 (X, i) — (_]'ijeiﬂ/l(x)

bi¢imindedir, burada

aX—aa+a, 0<x<a

£(x) ={

X, X>a.

4.3.2. Ozel Coziim ve Sacgilma Fonksiyonu

(4.3.1.1) denklemler sisteminin
@’ (0,/1)=0 ve go;’(o,ﬂ):l. (4.3.2.1)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziim aransin:
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Y (x)=Aay,(x),
—¥1(X) = Aay, (X),
denklemler sistemi incelendiginde,
¥; () =c¢,(x)cos Aax+c,sin lax
¥, (X)=—c, (x)cos Aax+c, sin lax
elde edilir. (4.3.2.1) smir kosullar1 kullanildiginda
¢ (0.2)=¢(x)=0, ¢, (0.2)=—¢,(x)=1
bulunur. Boylece
@ (X, A)==sin Aax, @2 (X, A) = cos Lax

¢Ozlimii elde edilir.

Lemma 4.3.2.1. Reel A igin asagidaki 6zdeslik saglanir:
0
i 4 (X! /1) _ [lj e—iﬂ.,u(x) _e—Zii(—aa+a) ( 1.]eiﬂ.,u(x) . (4322)
|

ei/l(—aa+a) i

Tamm 4.3.2.1. S°(1)=e 2" fonksiyonuna (4.3.1.1), (4.3.1.2) smr-deger

probleminin sagi/ma fonksiyonu denir.

Sagilma fonksiyonunun bi¢iminden kapali iist yar1 diizlemde (ImﬂZO)

stfirlarinin olmadig1 goriiliir.

4.3.3. Rezolvent Operatdriin insasi

H, =L,, (O, 0; Cz) Hibert uzayinda i¢ ¢arpim

(F.G)=[{R ()G, (x)+F (x)G, (x)}p(x)dx

o3

seklinde tanimlansin, burada
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bigimine sahip vektorlerdir. L, : F — I(F) operatriiniin tanim kiimesi
D(Lo) = {F|F =(R.(x), K, (x)) € H,., Ry (x), F, (x) € AC[0,b],[0,b] [0,0), ly(F) € H,,, F; (0) = 0}

bi¢cimindedir, burada IO(F)ziBF’. (4.3.1.1), (4.3.1.2) smur deger problemi

p(x)

L,Y =AY ifadesine karsilik gelir.

A, L, operatoriiniin spektrum noktas degil ise, R® =(L,— A1) rezolvent

operatori vardir.

Lemma4.3.3.1 R =(L, A1) rezolvent operatorii

1 {(oo(x,/l) O (t,2), x<t,

ROA(X't):_m fo(x,/’L)ngT (t,ﬂ,), X2t

bi¢iminde ¢ekirdege sahip integral operatoriidiir ve
BY =p(X)Y + p(x)F(x),
%:(0)=0

homojen olmayan sinir deger probleminin ¢oziimii asagidaki bicime sahiptir:

Y (X, A) =TR§ (xt)F(t)p(t)dt.
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Lemma 4.3.3.2 F(x) sonlu vektdr fonksiyonu ve F(x) € D(L,) olsun. Bu durumda

< Z(x, A
jRg(x,t)F(t)p(t)dt:-Fixh (2 )

0

- - _OC 0 2 H —
formuna sahiptir, burada Z(x,/l)_.([Rl(x,t)BF (ydt. Ayrica limsup Z(x,i)‘—O.

=0 x>0

4.3.4. Ayrisim Formiilii, Parseval Esitligi

Teorem 4.3.4.1 (4.3.1.1), (4.3.1.2) sinir deger probleminin 6z fonksiyonlarina gore

ayrisim formiilii
F(x) _ L ]2 d/i]gu‘)(x,/’t)uo*(t,/I)F(t)/’(t)dt
47 %

bi¢imine sahiptir,

1) - : 1)
uO (X, ﬂ,) _ (-Jelﬁt(x) _ e72|l(7aa+a) [ -Jem,u(x),
I

uO*(X, /1) — (l —i)euﬂ(X) _eZiﬂ(—aa+a) (l i)e—il,u(x).
Ayrica Parseval esitligi asagidaki bigime sahiptir,
[F?(p(x)dx = [ @}(2)da, (1),
0 —00

burada

1 di

; e2|mi(—aa+a)

do, ()=

formundadir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuglar

Birinci mertebeden siireksiz katsayili Dirac denklemler sistemi ile farkli

sinir kosullartyla olusturulan sinir deger problemlerinin,
1. Sagilma fonksiyonlar: tanimlandi ve 6zellikleri incelendi
2. Rezolvent operatorleri insa edildi

3. Problemlerin 6z fonksiyonlarma goére ayristm formiilleri ve denk

olarakParseval esitlikleri elde edildi.

4. Ayrica ele alinan smir deger problemlerinin ilkinde potansiyel fonksiyon
Q(X) =0 alinarak yukarda bahsedilen durumlar incelenmis ve denklemlerin

bicimleri daha ayrintili gériilmiistiir.

5.2. Oneriler

1. Birinci dereceden siireksiz katsayili Dirac denklemler sistemi ile farkli sinir
kosullar1 ile {retilen smir deger problemlerinin spektral ayrisiminin

incelenmesi Onerilir.

2. Siireksiz katsayinin sonlu sayida ya da sayilabilir sayida siireksizlik noktasina
sahip oldugu durumlarda Dirac denklemler sistemi i¢i ayrisim problemi

arastirilabilir.
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