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Nazlım Deniz ARAL 

 
 

ÖZ 
 
 - kompleks düzlem; , G⊂ :L G= ∂  Jordan eğrisi ile sınırlı sonlu bir 

bölge ve : extGΩ =  olsun. ( )w z= Φ  ile Ω  bölgesini { }: : 1w wΔ = >  bölgesine 

konform resmeden ve ( ) ( ), ′Φ ∞ > 0Φ ∞  koşullarını sağlayan dönüşüm 

gösterilsin. 

= ∞

 ( )pA G  ile G  bölgesinde analitik ve 

( ) ( ):
p

pp
zA G

G

f f z dσ= < ∞∫∫  

koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı işaret edilsin, burada σ  ile  üzerinde tanımlı 

iki boyutlu Lebesque ölçüsü gösterilmektedir. 

G

 , bir doğal sayı olmak üzere, n n℘  ile derecesi ’yi aşmayan polinomlar 

sınıfı gösterilsin. Bilindiği gibi Bernstein-Walsh Lemması  

n

( ) ( ) ( )
1

,
n

n n C G
P z z P z

+
≤ Φ ∈Ω     (*) 

dir [1]. 

 Bu tezde; (*) eşitsizliği, sağ tarafındaki ( )n C G
P  sayısının ( )2

n A G
P sayısı ile 

değiştirilerek, kompleks düzlemin çeşitli bölgelerinde incelendi.  

Aynı zamanda X  ve Y ,  de tanımlı fonksiyonların normlu (veya yarı 

normlu) uzayları olmak üzere, 

G

( )
( )

( ), ,k
n n YX Y

P A k n G≤ P

)

 

şeklindeki eşitsizliklerin bulunması problemi incelendi. Burada  genelde 

 ve ’ye bağlı sabittir. 

( , ,A k n G

,k n G
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REGIONS OF THE COMPLEX PLANE 
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ABSTRACT 
 

Let  denote the complex plane, G  be a finite region whose boundary 
 is a Jordan curve. 

⊂

:L = ∂G : extGΩ = . Let ( )w =Φ z  be the conformal mapping of Ω  

onto the { }: : 1z zΔ = > , normalized by ( ) ( ), 0′ .Φ ∞ = ∞ Φ ∞ >  

Let us denote by ( )pA G  the set of functions f  analytic in G  and satisfying 

( ) ( )1 : :
p p

pp p
zA A G

G

f f f z dσ= = <∫∫ ∞ , 

where σ  is two-dimensional Lebesque measure. 
Let us denote by n℘  the class of polynomials ( ) ,nP z deg . It 

is well known Bernstein-Walsh Lemma says: 
( )nP n n≤ ∈

( ) ( ) ( )
1

,
n

n n C G
P z z P z

+
≤ Φ ∈Ω     (*) 

In this thesis, the inequality (*) has been investigated by replacing the 
number ( )n C G

P  by ( )2
n A G

P  for some regions of complex plane. 

Moreover, the problem of finding  
( )

( )
( ), ,k

n n YX Y
P A k n G≤ P  

type inequalities have been investigated, where X  and Y  are the normed (or 
seminormed) spaces of functions on  and G ( ), ,n GA k  is a constant which depends 

on . , ,k n G
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SİMGE VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

^    Kompleks sayılar kümesi 

^    { }∪ ∞^  

G     bölgesinin kapanışı G

G∂     bölgesinin sınırı G

:=    Tanım olarak eşittir. 

zdσ    , dxdy z x iy= +  
D G     bölgesi kompakt olarak  bölgesinin içindedir. D G

( )int L    L  kapalı eğrisinin sınırladığı sonlu bölge 

( )ext L   L  kapalı eğrisinin sınırladığı sonsuz bölge 

( )mes γ   γ  eğrisinin uzunluğu 

( )mes G    bölgesinin alanı G

Ω    ( )ext G  

( ,B z )δ   { }:t t z δ− <  

Δ    { }: 1w w >  

1,k = n

)

   1, 2,...,k n=

a b≺       ve  den bağımsız sabit.  ,a cb c≤ > 0 a b

a b;    ,    ve  den bağımsız sabit.  b ca≤ 0c > a b

a b     a b ve b a≺ ≺

( ,d M L   { }inf : ,z z M Lζ ζ− ∈ ∈  

( )zδ     ( ),d z L

( )C G     bölgesinde sürekli olan fonksiyonlar kümesi G

1( )C G    Türevi G  bölgesinde sürekli olan fonksiyonlar kümesi 

( )A G     bölgesinde analitik fonksiyonlar kümesi G

( )A G     bölgesinde analitik ve G G  sürekli fonksiyonlar kümesi 
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1. GİRİŞ 

 

Yaklaşım Teorisi’nde önemli yer tutan problemlerden bir tanesi 

polinomların kendi normları veya polinomun kendisi ile türevlerinin farklı normları 

arasında nasıl bir bağıntının bulunduğu problemidir. Bu tür sonuçlar literatürde 

Markov (Markoff) (polinomların türevleri ve kendi normları arasındaki bağıntı), 

Bernstein, Walsh (polinomun normları arasındaki bağıntı), Nikolskii (farklı 

uzaylarda türevleri ve kendi normları arasında bağıntı) vs. tipi eşitsizlikler halinde 

rastlanmaktadır. Diğer taraftan, verilen bir polinomun verilen bir küme üzerindeki 

herhangi bir normunun, kümenin genişlemesi ile değişiminin gözlemlenmesi 

problemi de bu teorinin temel taşlarındandır. Çoğu zaman yardımcı sonuçlar olarak 

ihtiyaç duyulan bu tür değerlendirmeler ilerleyen zamanlarda bağımsız bir teori 

olarak gelişmeye devam etmiş ve halen devam etmektedir. Sonraki aşamalarda bu 

teori, ortogonal polinomlar teorisinde, dahil olma teorisinde vs. gibi alanlarda 

uygulamalar buldu.  

 Bu çalışmada, belirtilen problemlerden esas olarak iki tanesi üzerinde 

durulacaktır. Bu problemlerden ilki, polinomların farklı normları arasında nasıl bir 

bağıntının olacağı, diğeri ise polinomun, verilen bölge üzerindeki normu bilindiği 

halde, bölgenin dışındaki artışının nasıl değerlendirileceğidir. Tabii ki, bu tür 

problemlerin çözümü, ele alınan bölgenin özelliklerine, bakılan uzayın özelliklerine 

ve bunlar gibi birçok parametreye bağlı olacaktır.  

Bu çalışmadaki esas amaç, kompleks düzlemin çeşitli bölgelerinde yukarıda 

ifade edilen iki problemin çözümünün incelenmesi ve elde edilen sonucun bu 

parametrelere nasıl bağlı olduğunun ortaya konulmasıdır. 

 G⊂ ^ , :L G= ∂  Jordan eğrisi ile sınırlı sonlu bir bölge ve : extGΩ =  olsun. 

( )w z= Φ  ile Ω  bölgesini { }: : 1w wΔ = >  bölgesine konform resmeden ve 

( ) ( ), 0′Φ ∞ = ∞ Φ ∞ >  koşullarını sağlayan dönüşüm gösterilsin. Her 1R >  sayısı 

için { }: : ( )RL z z R= Φ =  olmak üzere : intR RG L=  , :R RextLΩ =  olsun. 

 ( )h z , G  bölgesinde tanımlı bir ağırlık fonksiyonu olsun. ( ),pA h G  ile G  

bölgesinde analitik ve  
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( ) ( ),
: ( )

p

pp
zA h G

G

f h z f z dσ= < ∞∫∫  

koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı işaret edilsin. Burada σ ile G üzerinde tanımlı 

iki boyutlu Lebesque ölçüsü gösterilmektedir. ( ) ( )1, :p pA G A G= . 

G ’da sürekli fonksiyonlar sınıfı ( )C G  ile gösterilsin ve ( )f C G∈  için  

( ) { }: max ( ) :
C G

f f z z G= ∈  

olsun.  

n℘  ile derecesi n ’yi aşmayan cebirsel polinomlar sınıfı gösterilsin.  

Verilen bir nP n∈℘  polinomunun ele alınan küme üzerinde herhangi bir 

uzaydaki ( ( )C G , ( )pL G∂ , ( )pA G ) normunun (veya yarınormunun) bu kümenin 

genişlemesine bağlı olarak artışının bulunması ile ilgili aşağıdaki şekilde verilen 

eşitsizlikler Berstein-Walsh eşitsizliği [1] olarak bilinmektedir: 

( )
'

, , 'n n GG
P A n G G P≤ , 'G G⊂ .   (1.1) 

Eğer ele alınan küme G  bölgesi ve norm olarak düzgün norm ele alınırsa, 

bilindiği gibi, klasik Bernstein-Walsh Lemması (G bölgesi için tasarlanmış haliyle) 

 ( ) ( ) ( )
1

,
n

n n C G
P z z P z

+
≤ Φ ∈Ω  (1.2) 

eşitsizliğini vermektedir [1 , 2]. Buradan, özel halde 

( ) ( )
1

R

n
n nC G C G

P R P+≤      (1.3) 

bulunur. Yani, G  bölgesi RG  bölgesine kadar genişletildiğinde ( )R
n C G

P sayısı en 

fazla ( )n C G
P sayısının 1nR +  katı kadar artacaktır. 

 Bu tezde; ilk önce (1.1) eşitsizliği, kompleks düzlemin çeşitli bölgelerinde 

ve çeşitli normlarda incelendi. Elde edilen sonuçlarda, polinomun normunun 

bölgenin geometrik özelliklerine ve uzayın parametrelerine göre nasıl değiştiği 

gösterildi. Daha sonra, X  ve Y , ( ( ) ( ) ( ), ,p pC G L G A G∂ ) normlu uzaylarından 

birisi ve ( )k
nP , nP ’in .k  mertebeden türevi olmak üzere, 

( )
( )

( ), ,k
n n YX Y

P A k n G P≤     (1.4) 



Aral, N.D. 2012. Kompleks Düzlemin Çeşitli Bölgelerinde Cebirsel Polinomların Davranışı. Doktora Tezi. Mersin Üniversitesi 
 

 
 

3

şeklindeki eşitsizliklerin bulunması problemi incelendi. Burada ( ), ,A k n G  genelde 

,k n  ve G ’ye bağlı bir sabittir. 

 Bu tezin, Materyal ve Yöntem kısmında esas teoremlerin ispatları için 

gerekli tanım ve kavramların yanısıra yardımcı lemmalar ve teoremler verilecektir. 

Bulgular ve Tartışma kısmında esas teoremler ve sonuçlar verilecektir. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMALARI 

 

 Bernstein-Walsh tipi eşitsizliklerin ilki, 1912 yılında Bernstein tarafından 

bulunmuştur. (1.1)’deki işaretlemelere göre, [ ]1,1G = −  ve [ ]1,1X C= −  alınırsa 

1 1: : ( ), 1
2RG z z w w R

w
⎧ ⎫= = + = >⎨ ⎬
⎩ ⎭

 için ' RG G=  olmak üzere Bernstein, (1.1)’de 

( ), , 'A n G G  sabitinin nR  olduğunu belirlemiştir. Dolayısıyla, Berstein eşitsizliği 

olarak bilinen değerlendirme kaynaklarda aşağıdaki gibi yer aldı: 

[ ]( ) 1,1R

n
n nC G C

P R P
−

≤     (2.1) 

Γ  ölçülebilir Jordan eğrisi olsun. Her 0p >  için ( )pL Γ  ile Γ  üzerinde 

ölçülebilir ve  

( )
: ( )

Lp

p pf f z dz
Γ

Γ

= < +∞∫  

koşulunu sağlayan ( )f z  fonksiyonlarının sınıfı gösterilsin. 

(2.1) eşitsizliğinin benzeri, Γ  kapalı ve ölçülebilir bir Jordan eğrisi olmak 

üzere ( )pL Γ  uzayında Hille, Szegö, Tamarkin [2] tarafından elde edilmiştir.  

: GΓ = ∂ , ' :R RG G intL= =  ve :R RGΓ = ∂  olarak alınırsa, bu durumda (2.1)’in 

benzeri olan  
1

( )( )
, 0

pp R

n
p

n n L GL G
P R P p

+

∂∂
≤ >    (2.2) 

eşitsizliği yazılabilir.  

 Verilen bölgenin üzerine bazı koşullar koyarak (2.2)’deki değerlendirme 

( )pA G  uzayına aşağıdaki şekilde taşınabilir [4] : 

[ ]
1

( )( )
1 ( 1) , 0

pp R

n
p

n n A GA G
P c R P p+≤ + − >   (2.3) 

Burada c  sabiti n  ve R  den bağımsızdır. 

2009 yılında N.Stylianopoulos [5], yarıkonform ve ölçülebilir bir eğriyle 

sınırlı bölgede keyfi n nP ∈℘  polinomunun modülünün artışını bütün Ω ’da 

değerlendirirken, (1.2)’nin sağ tarafındaki ( )n C G
P yerine ( )2

n A G
P  sayısını kullanarak 

aşağıdaki sonucu elde etmiştir: 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1
,

,
n

n n A G

c L
P z n P z z

d z L
+

≤ Φ ∈Ω .  (2.4) 

Burada, ( )c L , L ’ye bağlı bir sabit ve ( ),d z L  ise z  noktasının L  eğrisine olan 

uzaklığıdır. 

 Daha sonra, esas problemlerimizden ikincisi ile ilgili olarak, kompleks 

düzlemin çeşitli bölgeleri için polinomların türevlerinin X  normları ile onların kendi 

Y  normları karşılaştırıldı. X  ve Y  olarak farklı uzaylar ele alındığında bu tür 

sonuçlara, çeşitli geometrik özelliklere sahip bölgeler ve kümeler için Markov [6], 

Mergelyan [7], Dzjadyk [8], Suetin [9], Simonenko [10], Kulikov [11], Mamedhanov 

[12], Batchaev [13], Abdullayev [4,14,15], Gaier [16,17], Pritsker [18], Andrievskii 

[19] ve bunlar gibi bir çok çalışmalarında rastlanabilir. Yapılan çalışmalarda, 

aşağıdaki şekilde değerlendirmelerin  
( )

( )
( , , )k

n n YX Y
P A n k G P≤     (2.5) 

( , )n nX Y
P B n G P′≤ ⋅      (2.6) 

ve bu eşitsizliklerde yer alan ( , , )A n k G , ( , )B n G  sayılarının verilen bölgelerin 

özelliklerine bağlı olarak nasıl değiştiğinin bulunması gibi problemler incelenmiştir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu bölümde, bulgular kısmında kullanılacak bazı tanımlar ve temel 

teoremler verilecektir. 

Bu tezde, G  kompleks düzlemde :L G= ∂  Jordan eğrisiyle sınırlı sonlu bir 

bölge kabul edilecektir.  Ek olarak, genelliği kaybetmeksizin 0 G∈  kabul edilecektir. 

 

 

3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

 

Tanım 3.1.1. Eğer, 1 2,G A G A∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅  olacak şekilde kompleks 

düzlemde ayrık ve birleşimleri G  kümesini veren 1A  ve 2A  açık kümeleri varsa 

G ’ya bağlantısız küme denir. Aksi halde G  bağlantılı küme adını alır [20]. 

 

Tanım 3.1.2.  G ⊂ ^  kümesi için 

i) G  bir açık kümedir, 

ii) Her 1 2, Gζ ζ ∈  için bu noktaları birleştiren ve Gγ ⊂  olacak şekilde en 

az bir ( )1 2: ,γ γ ζ ζ=  eğrisi vardır koşulları sağlanıyor ise G  kümesine kompleks 

düzlemde bir bölge denir [21]. 

 

Kapalı ve bağlantılı bir kümeye Continuum adı verilir. 

  

Teorem 3.1.1. f  fonksiyonunun 0z G∈  noktasında türevlenebilir olması 

için gerek ve yeter koşul 0z G∈  noktasında sürekli ve z G∀ ∈  için 

( ) ( )*
0 0 0( ) ( ) ( ) ( )f z f z z z f z z z zε= + − + −  sağlayan bir tek * :f G → ^  

fonksiyonunun olmasıdır. Burada ( )
0

lim 0
z z

zε
→

=  dır. Bu durumda *
0 0( ) ( )f z f z′ =  dır 

[22]. 

 

Teorem 3.1.2. f  fonksiyonu 0z G∈  noktasında türevlenebilirse, z x iy= +  

olmak üzere, 
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0( )f z
x
∂
∂

 ve 0( )f z
y
∂
∂

 

kısmi türevleri mevcut olup bu kısmi türevler 

0 0 0( ) ( ) ( )f ff z z i z
x y
∂ ∂′ = = −
∂ ∂

 

ifadesini sağlar [23]. 

 

Tanım 3.1.3. f  fonksiyonunun 0z G∈  noktasında 0( )f z
x
∂
∂

, 0( )f z
y
∂
∂

 kısmi 

türevleri mevcut ise 0( )f z
z

∂
∂

 ve 0( )f z
z
∂
∂

 aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

 

0 0 0 0
1( ) : ( ) ( ) : ( ),
2 z

f f fz z i z f z
z x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 

0 0 0 0
1( ) : ( ) ( ) : ( ).
2 z

f f fz z i z f z
z x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 

Özel halde ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +  şeklinde ise 

 

1 ( ) ( )
2 2z x y x y

if u v v u= + + − , 

 

1 ( ) ( )
2 2z x y x y

if u v v u= − + + , 

olur [23]. 

 

Teorem 3.1.3.  f  fonksiyonu 0z  noktasında türevlenebilirse  

 

0 0 0( ) ( ), ( ) 0f ff z z z
z z

∂ ∂′ = =
∂ ∂

 

dır [23]. 
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Tanım 3.1.4. f  fonksiyonu tanımlı olduğu 0z  noktasının belli bir 

{ }0 0( , ) : :B z r z z z r= − <  komşuluğundaki tüm noktalarda türevlenebiliyorsa f  

fonksiyonuna 0z  noktasında analitiktir denir [21]. 

 

Eğer G ’de tanımlı f  fonksiyonu, her bir z G∈  noktasında analitik ise f  

fonksiyonuna G ’de analitiktir denir.  G ’de analitik tüm fonksiyonların kümesi 

( )A G  ile, G ’de analitik ve G ’da sürekli olan fonksiyonların kümesi ( )A G  ile 

gösterilir. 

 

Tanım 3.1.5. [ ]: , ,f a b →\  sınırlı bir fonksiyon olsun.  Herhangi bir 0ε >  

için öyle bir 0δ >  sayısı bulunabilir öyle ki [ ],a b  aralığının 
0

( )
n

k k
k

b a δ
=

− <∑  

koşulunu sağlayan her bir ayrık { } 0
( , ) n

k k k
a b

=
 parçalanışı için 

0

( ) ( )
n

k k
k

f b f a ε
=

− <∑  

sağlanıyor ise f  fonksiyonuna [ ],a b ’de mutlak sürekli fonksiyon denir. 

 

Tanım 3.1.6. Kompleks değişkenli reel değerli :u G →\ , fonksiyonu 

verilsin.  Eğer, u  fonksiyonu kenarları OX  ve OY  eksenlerine paralel olan her 

R Gq  dikdörtgeninin hemen hemen tüm yatay ve hemen hemen tüm dikey 

aralıklarında mutlak sürekli ise u  fonksiyonuna G ’de mutlak süreklidir denir.  

 

Tanım 3.1.7. G ⊂ ^ ; :f G → ^ , bir fonksiyon olsun.  Eğer, Re f  ve 

Im :f G → \  fonksiyonları G ’de mutlak sürekli fonksiyonlar iseler f  fonksiyonu 

G ’de mutlak süreklidir denir. G  bölgesinde mutlak sürekli fonksiyonların sınıfı 

( )ACL G  ile gösterilir. 

 

n∈`  olmak üzere, 0 1nz< <  ve  

1 1
n n

n n n

z z z
z z z

∞

=

−
−∏  
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sonsuz çarpımı 1z <  için mutlak yakınsak ise, bu çarpım 1z < ’de analitik olan ve 

Blascke çarpımı denilen belirli bir fonksiyonu gösterir. 

( ): i
rf f re θ= , [ ]0, 2θ π∈ , ( )sup i

rf f re θ

θ
∞
=  olmak üzere, 

{ }: , 0 1rH f f r∞ = < ∞ ≤ <  göstersin. 

 

Teorem 3.1.4. (Blaschke Fonksiyonları): G ⊂ ^  bölgesi verilsin. n∀ ∈`  

için 0nα ≠  ve ( )
1

1 n
n

α
∞

=

− < ∞∑  olacak şekilde { }nα  G  bölgesinde bir dizi olsun. k  

negatif olmayan bir tamsayı ve z G∈  için, 

 ( )
1 1

nk n

n nn

zB z z
z
αα
αα

∞

=

−
=

−∏  

ile tanımlı B  fonksiyonu H∞  sınıfındandır. Ayrıca bu fonksiyon nα  dışında sıfır 

yeri içermez. 

Bu B  fonksiyonuna Blaschke Çarpımı denir. Dikkat edilmelidir ki, 

nα ’lerin bazıları tekrarlanabilir. Blaschke çarpımında çarpan yoksa ( ) 1B z = ’dir. 

 
 
3.2. KOMPLEKS DÜZLEMDE EĞRİ VE KOMPLEKS DEĞİŞKENLİ 

FONKSİYONLARIN İNTEGRALİ 

 

Tanım 3.2.1. ,a b∈\  ve a b<  olsun.  [ ]( ) : ,z z t a b= →^  sürekli 

fonksiyonuna kompleks düzlemde bir eğri denir ve γ  ile işaretlenir.  ( )z a  noktasına 

γ  eğrisinin başlangıç noktası, ( )z b  noktasına da bitiş noktası denir. 

i) ( ) ( )z a z b=  ise γ  eğrisine kapalı eğri denir. 

ii) Her [ ]1 2, ,t t a b∈  için 1 2t t≠  olduğunda 1 2( ) ( )z t z t≠  ise γ  eğrisine 

Jordan yayı, eğer sadece uç noktalarında ( ) ( )z a z b=  ise γ  eğrisine Jordan eğrisi 

denir. 
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iii) [ ],t a b∀ ∈  için ( )z t′  var ve sürekli ise γ  eğrisine diferansiyellenebilir 

eğri denir.  Buna ek olarak [ ],t a b∀ ∈  için ( ) 0z t′ ≠  ise γ  eğrisine düzgün eğri 

denir. 

iv) [ ],a b  aralığının sonlu tane noktası hariç γ  eğrisi 

diferansiyellenebiliyorsa ve bu söz konusu noktalarda γ ’nın sağdan ve soldan 

türevleri var ve bu türevler γ ’nın bu noktalardaki sağ ve sol limitlerine eşitse γ  

parçalı diferansiyellenebilir eğridir denir [24]. 

v) γ  parçalı diferansiyellenebilir eğri olsun. Eğer [ ],t a b∀ ∈  için ( ) 0tγ ′ ≠  

ise γ , parçalı düzgün eğridir denir. 

vı) Her 1 2,z z L∈  çifti için ( )1 2,s z z , 1z ’i 2z ’ye birleştiren, eğri üzerindeki 

en küçük yay uzunluğu olmak üzere bir 1c >  sabiti vardır öyleki ( )1 2 1 2,s z z c z z≤ −  

ise L ’ye yarı düzgün bir eğri denir. 

 

Tanım 3.2.2. G ⊂ ^  bir bölge olmak üzere G  bölgesinden alınan her bir 

γ  eğrisi için  int Gγ ⊂  oluyor ise D  bölgesine basit bağlantılı bölge denir. Başka 

bir deyişle ^ ’a göre tümleyeni bağlantılı olan bölgeye basit bağlantılı bölge denir. 

 

Teorem 3.2.1. (Jordan Eğri Teoremi) γ , ^ ’da bir Jordan eğrisi olsun. Bu 

taktirde γ  eğrisi kompleks düzlemi ortak sınırları γ  olan biri sonlu, diğeri sonsuz iki 

ayrık bölgeye ayırır. Bu bölgelerin her biri basit bağlantılıdır [24]. 

  

[ ],a b  aralığının { }0 1, ,..., nP t t t=  şeklindeki tüm parçalanışlarının ailesi P  

ile gösterilsin ve 1
1

( ) : ( ) ( )
n

n k k
k

P z t z t −
=

= −∑A  olsun. Eğer, 

{ }limsup ( ) :nn
P P

→∞
∈ < ∞A P  

ise γ  eğrisine ölçülebilir eğri denir. 

  

Teorem 3.2.2.  Eğer γ  parçalı düzgün eğri ise bu eğri ölçülebilirdir ve  
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( ) ( )
b

a

mes z t dtγ ′= ∫  

dır [24]. 

 

Tanım 3.2.3. γ  eğrisinin doğal denklemi ( ) , 0 , :z z s s mesγ= ≤ ≤ =A A , 

olsun.  Eğer, γ  eğrisine her bir ( )z s  noktasında çizilen teğetin OX  ekseni ile pozitif 

yönde yaptığı açı ( ) ( )( ):s z sθ θ=  s ’in sürekli fonksiyonu ise bu eğriye sürekli 

teğete sahip eğri denir ve bu özelliğe sahip eğrilerin sınıfı Cθ  ile gösterilir. Eğer 

( )sθ ′  sürekli ve sınırlı ise γ  eğrisine sürekli eğime sahip eğri denir. 

 

Tanım 3.2.4.  , , , ,a b c d e  ve f  birer reel sayı olmak üzere 

kompleks düzlemde { }: : ,G z x iy a x b d y f= = + < < < < ∪  

{ }: ,z x iy a x c d y e= + < < < <  şeklinde tanımlanan bölgeye  L − şekilli bölge denir. 

 

Tanım 3.2.5. S ⊂ ^  bir küme ve :f S →^  bir fonksiyon olsun. 0 1α< ≤  

olmak üzere 1 2,z z S∀ ∈  için,  

( ) ( )1 2 1 2f z f z A z z α− ≤ −  

olacak şekilde bir 0A >  varsa f  fonksiyonuna Hölder (Lipshitz) α  sınıfı’ndandır 

denir ve ( )f H Sα∈  veya f Lipα∈  ile gösterilir. ( ) ( )1H S H S=  olsun. 

Aşağıdaki özellikler sağlanır: 

1) ( ) ( )f H S f C S∈ ⇒ ∈  

2) β α≤  olmak üzere ( ) ( )f H S f H Sα β∈ ⇒ ∈  dir.  Yani 

( ) ( )H S H Sα β⊆  dır. 

3) ( ) ( ),f H S g H S∈ ∈  olmak üzere, 

( ) ( ) ( ) ( ), . , 0ff g H S f g H S H S g
g

+ ∈ ∈ ∈ ≠  

dir [25]. 

 



Aral, N.D. 2012. Kompleks Düzlemin Çeşitli Bölgelerinde Cebirsel Polinomların Davranışı. Doktora Tezi. Mersin Üniversitesi 
 

 
 

12

Tanım 3.2.6. f ’nin teğet dönüşümünün 0z  noktasında yönü değişmiyor ve  

a) açıları değişmiyor, 

b) kareyi kareye resmediyor 

c) çemberi çembere resmediyor 

koşullarından herhangi birini sağlıyorsa 0z ∈^  noktasında 2\  diferansiyellenebilir 

f  dönüşümüne bu noktada konform denir  

Eğer :f D →^  birebir, örten ve D ’nin her bir noktasında konform ise f  

fonksiyonuna D  bölgesinde konform dönüşüm denir [26]. 

  

Aşağıda verilen teorem konform dönüşüm teorisinin en önemli 

teoremlerinden biri olan Riemann Dönüşüm Teoremi’nin bir sonucudur. 

 

Teorem 3.2.3. G ⊂ ^  basit bağlantılı bir bölge ve 0 G∈  olsun.  Bu 

durumda G  bölgesini ( ) { }0,1 : : 1B w w= <  dairesine resmeden ve � ( )0 0ϕ = , 

l ( )0 0ϕ′ >  koşullarını sağlayan bir tek �( )w zϕ=  konform dönüşümü vardır [24]. 

 

Teorem 3.2.4. : GΩ = ^\  ve { }: : 1w wΔ = > olmak üzere 

( )Φ ∞ = ∞    ve   ( )lim 0
z

z
z→∞

Φ
>  

olacak şekilde bir tek :Φ Ω→Δ  konform dönüşümü vardır. 

 

Tanım 3.2.7. 0 1r< <  ve 1R >  olsun.  Bu durumda, 

�{ } { }: : ( ) 1 , : : ( ) 1r RL z G z r L z z Rϕ= ∈ = < = ∈Ω Φ = > ,  

eğrilerine sırasıyla iç ve dış seviye eğrileri denir.  

 

Tanım 3.2.8. γ , denklemi [ ]( ) : ,z z t a b= →^  olan düzgün eğri ve f  

fonksiyonu γ  eğrisi üzerinde sürekli bir fonksiyon ise, 

( ) : ( ( )) ( )
b

a

f z dz f z t z t dt
γ

′=∫ ∫ , 
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integraline f  nin γ  eğrisi üzerindeki eğrisel integrali denir. 

 

Teorem 3.2.5. (Cauchy Teoremi) G ⊂^  sonlu bir bölge, ( )f A G∈  

olsun.  γ , int Gγ ⊂  koşulunu sağlayan ölçülebilir Jordan eğrisi olsun. Bu durumda 

( ) 0f z dz
γ

=∫  

dır [27]. 

 

Teorem 3.2.6. (Cauchy İntegral Formülü) G ⊂^  sonlu bir bölge ve 

( )f A G∈  olsun. γ , int Gγ ⊂  koşulunu sağlayan ölçülebilir Jordan eğrisi ise her 

z int γ∈  için  

 

 

dır [27]. 

 

Teorem 3.2.7. (Cauchy Türev Formülü) D ⊂ ^  bir bölge, f  D ’de 

analitik ve G Dq  sonlu sayıda parçalı düzgün eğri ile sınırlı bölge olsun. Bu 

durumda, z G∀ ∈  ve her 0,1, 2,...n =  için 

( ) ( ) ( )
( ) 1

!
2

n
n

G

fnf z d
i z

ξ
ξ

π ξ +
∂

=
−∫  

dır [27]. 

 

Teorem 3.2.8. (Sonsuz Bölgeler için Cauchy İntegral Formülü) L , yönü 

negatif, kapalı, ölçülebilir bir Jordan eğrisi olsun. ( ) ( )f z A extL∈  ve  

 ( )lim
z

f z A
→∞

=  

ise  

 
( )

1 ( ) , int
2
1 ( ) ,

2

L

L

f d A z L
i z

f d f z A z extL
i z

ξ ξ
π ξ

ξ ξ
π ξ

= ∈
−

= − + ∈
−

∫

∫
 

dır [28]. 

1 ( )( )
2

ff z d
i zγ

ξ ξ
π ξ

=
−∫
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Teorem 3.2.9. (Maksimum-Modulus Prensibi) G ⊂ ^  Jordan eğrisi ile 

sınırlı, sonlu bir bölge olsun. Eğer, ( )f A G∈  ve f  sabitten farklı ise f  maksimum 

değerini G∂ ’de alır [27]. 

 

Tanım 3.2.9. G ⊂^ sonlu bir bölge, :U G →^   ikinci mertebeden sürekli 

kısmi türevlere sahip bir fonksiyon ve  
2 2

2 2:
x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

 

olmak üzere 0UΔ =  ise ( ),U x y  fonksiyonuna G  bölgesinde harmoniktir denir. 

 

Teorem 3.2.10. (Ortalama Değer Teoremi) G ⊂^  sonlu bir bölge, 

:U G →^  fonksiyonu G ’de harmonik ise, ( )0 ,B z r G⊂  olan her 0z G∈  ve 0r >  

için 

( ) ( )
2

0 0
0

1
2

itU z U z re dt
π

π
= +∫  

dır [27]. 

 

Teorem 3.2.11. G ⊂^  sonlu bir bölge; :U G →^  fonksiyonu G ’de 

harmonik ve ( )0 ,B z r G⊂  olsun.  O zaman  

( ) ( )
( )0

0 2
,

1
z

B z r

U z U z d
r

σ
π

= ∫∫  

dır [24]. 

G ⊂ ^ , L G= ∂  Jordan eğrisi ile sınırlı sonlu bir bölge; ( ) 0h z ≥ , G ’de 

tanımlı integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere 

 ( )0 z
G

h z dσ< < ∞∫∫  

koşulunu sağlarsa h ’a, G  üzerinde tanımlı ağırlık fonksiyonu denir.  
 

Tanım 3.2.10. G ⊂^  bir bölge, ( )h z  G ’de tanımlı bir ağırlık fonksiyonu 

ve 0p >  olsun. G  bölgesinde tanımlı, ölçülebilir ve 
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( ) ( ) p
z

G

h z f z dσ < ∞∫∫  

koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı ( ),pL h G  ile gösterilir. 

Eğer ( ) 1h z ≡  ise ( ) ( )1,p pL G L G≡  dir. 

Ayrıca, 1p ≥  olmak üzere ( )pL G  uzayında norm  

( ) ( )
1

:
p

pp
zL G

G

f f z dσ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫∫  

dır. 

 

Tanım 3.2.11. G ⊂^  sonlu bir bölge ve ( )h z , G ’de tanımlı ağırlık 

fonksiyonu olsun. 0p >  olmak üzere G ’de analitik ve  

 ( ) ( ) ( )
1

p

pp
zL G

G

f h z f z dσ
⎛ ⎞

= < ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫∫  

koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı ( ),pA h G  ile gösterilir. Bu sınıf 

( ) ( ){ }, : : ( ,p pA h G f f A G L h G= ∈ ∩ )  

ile de gösterilir. Özel halde ( ) 1h z ≡  alınırsa, ( ) ( ): 1,p pA G A G=  olarak gösterilir. 

1p ≥  olmak üzere ( )pA G  uzayında norm  

( ) ( ):
p pA G L G

f f=  

biçiminde tanımlanır. 

Yukarıdaki integral Lebesque anlamındadır. Ama gerektiğinde bu integrali 

Rieman integralinin limiti şeklinde tanımlayabiliriz. Bu durum aşağıdaki teoremle 

verilmektedir. 

 

Teorem 3.2.12. Lebesque anlamındaki  

[ ] 2: ( ) z
G

I f f z dσ= ∫∫  

integrali Riemann anlamındaki integrallerin limiti olarak ifade edilebilir [16]. 
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Lebesque integralinin özellikleri ve ( ) ( )22 2 22f g f g f g+ ≤ + ≤ +  

eşitsizliği yardımıyla  

i) Her 2 ( )f A G∈  ve her c∈^  için 2 ( )cf A G∈  

ii) 2, ( )f g A G∈  için 2 ( )f g A G+ ∈  

önermelerinin sağlandığı görülür. 

(i) ve (ii) den 2 ( )A G  uzayı toplama ve skalerle çarpma işlemlerine göre 

kapalıdır. 

O halde 2 ( )A G  bir lineer uzaydır. 

 

Teorem 3.2.13. ( )2f A G∈ , ( ) ( )0 0: ,z d z Gδ = ∂  olmak üzere  

( ) ( ) [ ]2
0 2

0

1f z I f
zπδ

≤  

dir [16]. 

 

2, ( )f g A G∈  için  

2 2 21 1 1
2 2 2 2

i i if g f g f ig f g+ +
= + + + − −  

özdeşliğinden yararlanarak 

( ) ( ) z
G

f z g z dσ < +∞∫∫  

olduğu kolayca görülür. O halde aşağıdaki tanım verilebilir. 

 

Tanım 3.2.12. 2, ( )f g A G∈  için  

( ), : ( ) ( ) z
G

f g f z g z dσ= ∫∫    (3.1) 

şeklinde tanımlanan ifadeye f  ile g  nin iç çarpımı denir. 

 

2 ( )A G  uzayı (3.1)’de tanımlanan iç çarpım ile bir iç çarpım uzayıdır. 

Ayrıca, 

2 ( )
: ( , )

A G
f f f=     (3.2) 
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normuna göre bir normlu uzaydır [3]. 

 

Teorem 3.2.14. 2 ( )A G  uzayı (3.2) normuna göre Banach uzayıdır [3]. 

 

İspat: { } 2 ( )nf A G∈  bir Cauchy dizisi olsun. ( ) ( )n mf z f z−  fonksiyonuna 

Teorem 3.2.13 uygulanırsa, 

2
2( ) ( ) , , : ( , )n mf z f z z B G dist B Gε δ

πδ
− < ∈ ⊂ = ∂  

elde edilir. { }n n
f

∈`  dizisinin G ’de düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter koşul 

onun cauchy dizisi olmasıdır.  Buna göre { }nf  analitik fonksiyonlar dizisi B G⊂  

kompaktında bir ( )F A G∈  fonksiyonuna düzgün yakınsaktır yani;  

lim ( ) ( ),nn
f z F z z B G

→∞
= ∈ ⊂ . 

Öte yandan 0,n m n≥  için  

[ ]2( ) ( )n m z n m
B

f z f z d I f fσ ε− ≤ − <∫∫  

sağlanır. m →∞  limite geçilirse her 0 ,n n≥ her B G⊂  kompleks kümesi için 

2( ) ( )n z
B

f z F z dσ ε− <∫∫  

bulunur. B G⊂  keyfi kompakt olduğundan 0n n∀ ≥  için [ ]nI f F ε− ≤  yani  

( )F A G∈  ve 

2 ( )
lim 0n A Gn

f F
→∞

− =  

dır. 

Dolayısıyla 2 ( )A G  uzayından olan her Cauchy dizisi yakınsaktır ve limit 

fonksiyonu uzayın elemanıdır. Yani 2 ( )A G  uzayı Banach uzayıdır. 

O halde Teorem 3.2.14.’ün sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 3.2.15. 2 ( )A G  lineer uzayı (3.1) iç çarpımıyla bir Hilbert uzayıdır 

[3]. 

 



Aral, N.D. 2012. Kompleks Düzlemin Çeşitli Bölgelerinde Cebirsel Polinomların Davranışı. Doktora Tezi. Mersin Üniversitesi 
 

 
 

18

Teorem 3.2.16. G ⊂^  bir bölge olsun. 1,p ≥
1 1 1
p q
+ =  olmak üzere 

( )pf L G∈  , ( )qg L G∈  ise, 

i) 

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
p qp q

z z z
G G G

f z g z d f z d g z dσ σ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

( ), pf g L G∈  ise  

ii) 

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
p p pp p p

z z z
G G G

f z g z d f z d g z dσ σ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ ≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫ ∫∫ ∫∫  

eşitsizlikleri sağlanır. 

Bu eşitsizliklere, sırasıyla, Hölder Eşitsizliği ve Minkowski Eşitsizliği adı 

verilir [29]. 

Özel halde 2p q= =  durumunda  

 

1 1
2 22 2( ) ( ) ( ) ( )z z z

G G G

f z g z d f z d g z dσ σ σ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ ∫∫  

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Shwarz Eşitsizliği denir. 
 

Tanım 3.2.13. G ⊂^  bir bölge, :f G → ^  bir fonksiyon ve 1p ≥  olsun. 

i) ( ),f ACL G∈    

ii) B G∀ q  kompakt kümesi için , ( ),x y pf f L B∈  

koşulları sağlanıyorsa f  fonksiyonuna G  bölgesinde pL − türevlenebilirdir denir. 

 

Teorem 3.2.17. (Green Formülü) G ⊂^  sonlu bir bölge, :f G → ^ , 

1L − türevlenebilir bir fonksiyon ise D G⊂  ölçülebilir sınırlı Jordan bölgesi için  

 

 

 

dır [23]. 

 

 

( ) 2 ( )
D D

f d i f d ξξξ ξ ξ σ
∂

=∫ ∫∫
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3.3. YARI KONFORM DÖNÜŞÜM VE EĞRİLER 

 

Tanım 3.3.1.  ,G H ⊂ ^  herhangi iki bölge; :f G H→  ise z G∀ ∈  için 
2 2( ) : ( ) ( ) 0f z zJ z f z f z= − >  koşulunu sağlayan ve 1C  sınıfından olan bir 

homeomorfizm olsun. Eğer, 

 
2 2

2 2

( ) ( )
sup

( ) ( )
z z

z G
z z

f z f z
K

f z f z∈

+
≤ < ∞

−
   (3.3) 

 

ise f  fonksiyonuna G  bölgesi üzerinde tanımlı bir K −yarı konform dönüşüm, 

1K ≥  sayısına da f  dönüşümünün yarı konformluk katsayısı denir [8]. 

 

Tanımdan görülür ki f fonksiyonu G  bölgesinde K −yarı konform 

dönüşüm ve 1:
1

Kk
K
−

=
+

 ise her z G∈  için ( ) 1
( )

z

z

f z k
f z

≤ <  dir.  

Yarı konform dönüşümün bazı özellikleri aşağıdaki gibidir [8].  

i) 1-yarı konform dönüşüm konformdur. 

ii) 1f , 1K − yarı konform ve 2f , 2K − yarı konform dönüşümleri verilsin. 

1 2f fD  bileşke dönüşümü 1 2K K⋅ − yarı konformdur.  

iii) f  dönüşümü K − yarı konform ise 1f − de K − yarı konformdur. 

 

Tanım 3.3.2. :f D L D′⊃ → , K −yarı konform dönüşümü olmak 

üzere ( )f L  çember (veya doğru parçası) ise L  eğrisine K −yarı konform eğri (veya 

K − yarı konform yay) denir [8]. (bkn. Şekil-1) 
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Şekil-1 

( )F L , L ’yi çember veya aralığa resmeden :f D L D′⊃ →  tüm 

homeomorfizmaların kümesi ve  

( )
: inf z z

L f F L
z z

f f
K

f f∈

+
=

−
 

olsun. 

Eğer LK < ∞  ise, L  eğrisine yarı konform eğri denir. Eğer ,L K −yarı 

konform eğri ise  

     LK K≤                (3.4) 
dır [30], [31]. 

L  eğrisi herhangi bir 1K ≥  sayısı için K -yarı konform eğri ise, o halde L  

ye yarı konform eğri denir. 

Tanım 3.3.2’de D = ^  veya D ⊂ ^  olmak üzere iki durum söz konusudur: 

i) D = ^  durumunda Tanım 3.3.2’ye K −yarı konform eğrinin global 

tanımı denir ve yarı konformluk katsayısı (3.3) yardımıyla hesaplanır. 

ii) D ⊂ ^  durumunda Tanım 3.3.2’ye K −yarı konform eğrinin lokal 

tanımı denir ve yarı konformluk katsayısı (3.4) yardımıyla hesaplanır. 

 

Teorem 3.3.1. L  bir Jordan eğrisi, 1 2 1 2, ,z z L z z∈ ≠  keyfi noktalar ve 

1 2( , )z z L⊂A , 1z  ile 2z  noktasına birleştiren küçük çaplı yay olsun. L  eğrisinin yarı 

konform eğri olması için gerek ve yeter koşul 

1 2
3 1 2

1 3 2 3

, , 1 2( , )

sup
z z L

z z z

z z z z
z z∈

∈

− + −
< ∞

−
A
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olmasıdır [23]. 

 

Uyarı 3.3.1. Yarı konform eğriler sıfır açı içermez. 

 

Teorem 3.3.2. D ⊂ ^  olmak üzere L  analitik yay veya eğri ise L ’nin yarı 

konformluk katsayısı 1K =  dir [32]. 

 

Tanım 3.3.3. L ⊂ ^  bir Jordan eğrisi; :y →^ ^  dönüşümü altında 

( ) ,y intL extL=   ( )y extL intL=  ve z L∀ ∈  için ( )y z z=  olsun.  Eğer :y →^ ^  

yarı konform ise y  dönüşümüne L  eğrisine göre yarı konform yansıma denir [8]. 

 

Teorem 3.3.3. L ⊂ ^  bir Jordan eğrisi olsun. L  eğrisine göre yarı konform 

yansımanın olması için gerek ve yeter şart L  eğrisinin yarı konform eğri olmasıdır 

[8]. 

 

Uyarı 3.3.2. " "a b≺  ve " "a b≈  sembolleriyle 1 2, ,c c c  pozitif sabitler 

olmak üzere sırasıyla .a c b≤  ve 1 2. .c a b c a≤ ≤  gösterilir. Burada 1 2, ,c c c  sabitleri a  

ve b  sayılarından bağımsızdır. 

 

Teorem 3.3.4. L  eğrisi K -yarı konform eğri olsun.  O zaman L  eğrisinin 

belli bir komşuluğunda sınırlı kısmi türevlere sahip ve 1C  sınıfından olan bir yarı 

konform yansıma vardır [8]. 

 

Özel olarak, L  eğrisinin belli bir komşuluğundaki her bir z  için  

 

( ) ,y z z z z z L′ ′ ′− ≈ − ∈     (3.5) 

sağlanır [8]. 

 

Sonuç 3.3.1. L  eğrisi K -yarı konform eğri, L∞∉ , G int L=  ve ext LΩ =  

olsun. Bu durumda, L ’ye göre 1( )c K − yarı konform ( )y z  yansıması vardır ve bu 

yansıma; 
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i) a G∈  sabit bir nokta öyle ki, ( )a y= ∞  olmak üzere; ( )y z yansıması 

{ }( )L a∪^\  bölgesinde sürekli türevlenebilir. 

ii) Yeterince küçük 0δ >  sayısı ve ( , )B a δ  için  i ( )( , ) : ( , )B a y B aδ δ=  

olsun.  

i( ): \ ( , ) ( , )B a B aδ δ δ= ∪^ ^ , 

bölgesinde (3.6) sağlanır, 

iii) Her \z L∈^  için 1( , ), ( , ) ( , )z zy c K c K y c Kδ δ δ−≤ ≤ ≤  ve \z L∉^  

için  

i

2

2

( ) , ( , )

, ( , )
z

y z z B a
y

z a z B a

δ

δ−

⎧ ∈⎪
⎨

− ∈⎪⎩
≺  

ve 

i

2

2

( ) , ( , )

, ( , )
z

y z z B a
y

z a z B a

δ

δ−

⎧ ∈⎪≈⎨
− ∈⎪⎩

 

özelliklerine sahiptir [8]. 

 

L G= ∂  eğrisi, lokal anlamda K −yarı konform eğri olsun. , ,F fΦ  

dönüşümleri yardımıyla 01 2R< ≤  ve 1
0 0r R−=  sayısı için Tanım 3.3.2’ deki D  

bölgesi olarak [32]’de olduğu gibi 
0 0

: R rD G G= \  olarak seçilebilir. Burada 

:R RG int L=  dir. Bu durumda { }1 1( ) ( ( ))f fα − −⋅ = ⋅  dönüşümü L  eğrisine göre 

2K − yarı konform yansımadır [32]. Yani, ( )α ⋅  dönüşümü, L  eğrisinin üzerindeki 

noktaları değiştirmeyen ve herhangi i
01 ,R R< <  0 1r r< <�  sayıları için  

i 0 0
( \ ) \ , ( \ ) \r RR rG G G G G G G Gα α⊂ ⊂�  

koşullarını sağlayan bir 2K − yarı konform dönüşümdür. Bu durumda, Sonuç 3.3.1’e 

benzer şekilde L ’ye göre  

  
*

1 1 1( ) , ,z z z z z L z Dα − ≈ − ∈ ∈    
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koşulunu sağlayan * ( ),α ⋅  ( )c K − yarı konform dönüşüm vardır.  Böylece [30]’dan 

yararlanarak genelliği kaybetmeksizin Tanım 3.3.2’deki D  bölgesinde  

   
*( ) ( ),z z z Dα α= ∈      

olduğu kabul edilebilir.   

 

Tanım 3.3.4. Eğer, her { }: : 1w w Gψ < →  konform ve yalınkat dönüşümü 

→^ ^ ’a K -yarı konform 1
1

kK
k

+⎛ ⎞=⎜ ⎟−⎝ ⎠
 dönüşümüne kadar genişletilebilirse G  

bölgesine k -yarıdaire ( )0 1k≤ <  denir.  

Eğer, herhangi bir 0 1k≤ <  için G  bölgesi ( L  eğrisi) k -yarıdaire ( k -

yarıçember) ise G  bölgesine ( L  eğrisine) yarıdaire (yarıçember) denir. 

1R >  için ( ): RL y L∗ = , : , :G intL extL∗ ∗ ∗ ∗= Ω =  olsun.  :R
∗Φ Ω →Δ  

konform bir dönüşüm olsun ( ) ( )( ), 0R R′Φ ∞ = ∞ Φ ∞ > . Bu durumda 

( ), Rz t d z L− =  olacak şekilde z L∗∈  ve t L∈  için  

( ) ( ) ( ), , ,R Rd z L d t L d z L∗T T   

 ( ) ( ) ( )1 1R Rz t c RΦ ≤ Φ ≤ + −  (3.6) 

dir. Burada c  bir sabittir [32]. 

 

Lemma 3.3.1. L , K −yarı konform eğri 1z L∈  ve 

2 3,z z G∈ ∩{ 1:z z z− ≤  }01( , )Rcd z L ( ), 1, 2,3j jw F z j= =  

{ }( 02 3 1 1, : ( , ) ,rz z z z z cd z L∈Ω∩ − ≤ ( ),j jw z= Φ   )1,2,3j = olsun. 

Eğer 1 2 1 3z z z z− −≺  ise  

i) 1 2 1 3w w w w− −≺ , 

ii) 
2 2

1 3 1 3 1 3

1 2 1 2 1 2

K K
w w z z w w
w w z z w w

−

− − −
− − −

≺ ≺ , 

sağlanır [33]. 
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Sonuç 3.3.2.  Lemma 3.3.1’de ( )0 03 3r Rz L z L∈ ∈  ise 

2 2

1 2 1 2 1 2
K Kw w z z w w

−

− − −≺ ≺    (3.7) 

dir. 

 

Lemma 3.3.2. G , 0 1k≤ <  için bir k -yarıdaire olsun.  Bu durumda, 

1 2,w w∀ ∈Ω  için 

 ( ) ( ) 1
1 2 1 2

kw w w w +Ψ −Ψ −;  

dir [8]. 
 

Sonuç 3.3.3. (3.7)’nin sol tarafı keyfi continuum için  

 ( ) ( )2
1, 1d z L R −;  (3.8) 

biçimindedir [8]. 
 

Yarıkonform eğriyle sınırlı bölgeler için Cauchy İntegral Formülü’nün 

benzeri Belyi tarafından aşağıdaki şekilde verilmiştir [8]. 

 

Teorem 3.3.5. ( )f A G∈  ve y , L G= ∂ ’ye göre Sonuç 3.3.1. deki 

özellikleri sağlayan yarıkonform yansıma olmak üzere, z G∀ ∈  için, 

 ( )
( )
( )( )

( )2
1

G

f y
f z d

y z
ξξ

σ ξ
π ξ

= −
−

∫∫  

dir [8]. 
G  kümesi L G= ∂  Jordan eğrisi ile sınırlı bir bölge, { } 1

m
i i

z
=

, 1,i m= , L  

üzerindeki noktalar kümesi ve 2iγ > −  olmak üzere, 

 ( ) ( )0
1

i
m

i
i

h z h z z z γ

=

= −∏  (3.9) 

ağırlık fonksiyonu olsun. Burada ( )0h z , G  de tanımlı ve 0 0c∃ >  vardır öyle ki, 

z G∀ ∈  için, 

( )0 0h z c≥  

sağlar. 
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Lemma 3.3.3. 0p >  olmak üzere f  fonksiyonu 1z >  de analitik ve 

sonsuzlukta en fazla n ’inci dereceden kutup yerine sahip olsun. O halde 1 21 R R< <  

koşulunu sağlayan 1R  ve 2R  için 

( ) ( )1 2 1

1 2
2 1

2 1
1

2
1p p

p
n

p
A R z R A z R

R Rf R f
R

+

< < < <

⎛ ⎞−
≤ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

elde edilir. 

 

İspat: Riesz teoremine göre [34], 1 2R Rρ≤ < , 11 s R< ≤  koşullarını 

sağlayan her ρ  ve s  için, 

( ) ( )
1

1 1

p p

n p n p
z z R

f z f z
dz dz

z zρ
+ +

= =

≤∫ ∫    (3.10) 

ve 

 ( ) ( )
1

1 1

p p

n p n p
z R z s

f z f z
dz dz

z z+ +
= =

≤∫ ∫  (3.11) 

yazılır. 

(3.10) ρ ’ya göre 1R ’den 2R ’ye ve (3.11) s ’ye göre 1’den 1R ’e 

integrallenirse, 

 ( ) ( )
1 2 1

2 2
2 1

2
1 11

np np
p p

z znp
R z R z R

R Rf z d f z d
R

σ σ
+ +

+
< < < <

−
≤

−∫∫ ∫∫  (3.12) 

elde edilir. 

 
2 2

2 1
2

1

:
1

np np

np

R RS
R

+ +

+

−
=

−
 (3.13) 

seçelim. 

Kesrin pay ve paydasına Lagrange teoremi [35] uygulanırsa, bazı 

1 1 1, 1r r R< <  ve 2 1 2 2,r R r R< <  için, 

 ( ) ( )
( ) ( )

2
2 2 1

2
1 1

2
2 1

np

np

np r R R
S

np r R

+

+

+ −
=

+ −
 

elde edilir. Buradan, 
1

1 1
r
<  ve 2 2r R<  olmasından, 
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 12 1
2

1 1
npR RS R

R
+−

<
−

 (3.14) 

dir. (3.12) ve (3.14) kullanılarak 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1

1 2 1

1
1

p p

p pp p
z zA R z R A z R

R z R z R

f f z d S f z d S fσ σ
< < < <

< < < <

= ≤ =∫∫ ∫∫  

 ( )( ) ( ) ( )
1 2

1

11
1 112 1

2
1 11p

pp
p p pp np

zA R z R
z R

R Rf R f z d
R

σ+
< <

< <

⎛ ⎞⎛ ⎞−
⎜ ⎟≤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫  

 ( ) ( )1 2 1

1
12 1

2 1
1 1p p

p
p n p
A R z R A z R

R Rf R f
R

+
< < < <

⎛ ⎞−
≤ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

 
Lemma 3.3.4. L  bir K -yarıkonform eğri, ( )h z  ise (3.9) daki gibi 

tanımlanmış olsun. O halde, keyfi ( )n nP z ∈℘ , herhangi 1R >  ve 1,2,...n =  için  

 
( )( ) ( )1 1

1

1, ,
, 0

p pc R

n
p

n nA h G A h G
P c R P p

+ −

+
≤ >  (3.15) 

dir. Burada 1,c c  , n  ve R  den bağımsız sabitlerdir. 

 

İspat: İspat birkaç adımda verilecektir. İlk olarak bazı 0c >  için  

 ( ) ( ) ( )
2

, ,
1 1

p R p

n
p

n nA h G G A h G G
P c R P ∗

+
+ −⎡ ⎤⎣ ⎦≺

5 5
 (3.16) 

değerlendirmeyi göstermemiz gereklidir. Gösterelim ki 1 2ρ ρ<  olacak şekilde 1 2,ρ ρ  

sayılarını öyle seçebiliriz ki 

1
G Gρ

∗ ⊂  (3.17) 

2RG Gρ
∗⊂  (3.18) 

1 1Rρ −T  (3.19) 

2 1Rρ −T  (3.20) 

sağlansın. Gerçekten, ( ),z L z y z∗∈ =�  olmak üzere, 1 2,ρ ρ  (3.17) ve (3.18)’i 

sağlayan keyfi sayılar olsun. Sırasıyla 

( )1 1,d z L z zρ
∗ = − ;  ( ) 2,d z L z z= −  ve ( )2 3,d z L z zρ

∗ = −  
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formüllerine göre 
11 2,z L z Lρ

∗∈ ∈  ve 
23z Lρ

∗∈  noktaları tanımlansın. Her z L∗∈  ve 

t L∈  için ( ), Rz t d z L− =  olmak üzere  

 ( ) ( ) ( ), , ,R Rd z L d t L d z L∗T T  

bağıntısından,  

 ( ) ( ) ( )3 2 4 2, , ,R Rc d z L d z L c d z L∗≤ ≤  (3.21) 

olacak şekilde z  ve R  den bağımsız 3c  ve 4c  sayıları vardır. 

L∗  bir yarıçember olduğu için RΦ  fonksiyonuna Lemma 3.3.1 uygulanarak  

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 11

222
5 6

1 1 1 1
R RR R

R R

z zz zz z c c
z z z z

εε

ρ

⎛ ⎞Φ −ΦΦ −Φ−
≥ ≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟− Φ −Φ −⎝ ⎠

 

elde edilir. Buradan  

 
( ) ( )

1

1 1
1 6 2

2

1

R R

z z c z z
z z

ε
ρ−

⎛ ⎞−
− ≥ −⎜ ⎟⎜ ⎟Φ −Φ⎝ ⎠

 (3.22) 

bulunur.  

( )Ry z  için D-özelliğine [36] sahip olduğundan, 

 ( )2 3 2 7 2, Rz z c d z L c z z− ≥ ≥ −�  

elde edilir ve Lemma 3.3.1. e göre  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 8 2 8 1R R R Rz z c z z c RΦ −Φ ≥ Φ −Φ ≥ −�  

bulunur. (3.22) den  

 
( )

1

1 1
1 6 2

8

1
1

z z c z z
c R

ε
ρ− ⎛ ⎞−

− ≤ −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

elde edilir. Böylece 1
9 8 6

1 .
2

c c c ε−=  olmak üzere, (3.17) ve (3.19)’a uygun olarak, 

 ( )1 91 1c Rρ = + −  (3.23) 

yazılabilir.  

Şimdi 2ρ  yi tanımlayalım. RΦ  ye Lemma 3.3.1. uygulanmasıyla  

 
( ) ( )
( ) ( )10

3 3

c

R R

R R

z zz z c
z z z z

Φ −Φ−
≤

− Φ −Φ

��
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elde edilir. ( ) ( )3 2 1R Rz z ρΦ −Φ −V  olmasından, 

 
( ) ( )

2
3 11

1
c

R R

z z c z z
z z
ρ⎛ ⎞

−⎜ ⎟− ≥ −⎜ ⎟⎜ ⎟Φ −Φ
⎝ ⎠

�
�

 (3.24) 

elde edilir. 

( ) ( ) ( ) ( )12 2R R R Rz z c z zΦ −Φ ≤ Φ −Φ� �  

olmak üzere, 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

12 2 131 1

R R R R R R

R R

z z z z z z

c z z c R

Φ −Φ ≤ Φ −Φ + Φ −Φ

≤ + Φ −Φ ≤ −

� �

�
 

bulunur ve (3.24) den  

 
( )
2

3 11
13

1
1

c

z z c z z
c R
ρ⎛ ⎞−

− ≥ −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
�  

elde edilir.  
1

1
14 8 6 13 11. . cc c c c cε −−= +  olmak üzere, 

 ( )2 141 1c Rρ = + −  (3.25) 

seçerek (3.18) ve (3.20) koşulunu sağlayan 2ρ  elde edilmiş olur. 

Şimdi (3.16) yı gösterelim. Bunun için ( )h z  ağırlık fonksiyonunun singüler 

noktalarına göre aşağıdaki şekilde Blashke fonksiyonunu oluşturalım. 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1

:
1

m m
R R ii

R R
i i R i R

z z
B z B z

z z= =

Φ −Φ
= =

−Φ Φ
∏ ∏    ,   z ∗∈Ω  (3.26) 

( ) 0R iB z =  ve ( ) 1RB z ≡ , z L∗∈  olduğu kolayca görülür. 

0p >  ve 1R >  için  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2

0
1

: ,

i
pm

R R i p
R R n R R Ri

i R R

w w
f w h w P w w w z

wB w

γ

=

⎡ ⎤Ψ −Ψ
′= Ψ Ψ Ψ = Φ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦Ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

∏  

fonksiyonunu oluşturalım. Rf  fonksiyonu Δ  de analitik ve w = ∞  da en fazla n  inci 

mertebeden kutup yerine sahiptir. Lemma 3.3.3.’e göre  

 ( ) ( )1 2 1

1 2
2 1

2 1
1

2
1p p

p
n

p
R RA w A w

f f
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ
ρ

+

< < < <

⎛ ⎞−
≤ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

, 
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veya 

 ( ) ( ) ( ) ( )0
1

i

R

m pi
n zi

i R RG G

z zh z P z d
z B z

γ

σ
=

−
Φ∏∫∫

5

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

0
1

im pi
n zi

i R RG G

z zh z P z d
z B z

ρ ρ

γ

σ
∗ ∗ =

−
≤

Φ∏∫∫
5

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

22 1
2 0

11

2
1

im ppn i
n zi

i R RG G

z zh z P z d
z B z

ρ

γ
ρ ρ ρ σ
ρ ∗ ∗

+

=

−−
≤

− Φ∏∫∫
5

 

 ( ) ( ) ( ) ( )22 1
2 0

11

2
1

im ppn i
n zi

i R RG G

z zh z P z d
z B z

γ
ρ ρ ρ σ
ρ ∗

+

=

−−
≤

− Φ∏∫∫
5

 

elde edilir.  (3.23) ve (3.25) ile  

 ( ) ( )
R

p
n z

G G

h z P z dσ∫∫
5

 (3.27) 

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )2
2

1

max

min

i

R

im pR Rz G G pn
n zi

i R R G Gz G G

z B z
h z P z d

z B z

γ

ρ σ
∗∗

∈ +

=
∈

⎡ ⎤Φ
⎢ ⎥
⎢ ⎥Φ⎣ ⎦

∏ ∫∫U 5

55

 

elde edilir.  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1.
1

.

R R ii
R R R

R i
R

R i

R R R i R

R i RR i R

z z
z B z z

zz
z

z z z z
z zz z

Φ −Φ
Φ = Φ

Φ−Φ
Φ

Φ Φ −Φ Φ
= =

Φ −ΦΦ Φ

 

olduğu için ve (3.27) den  
 ( ) ( )

R

p
n z

G G

h z P z dσ∫∫
5

 

 
( )
( ) ( ) ( )2

2
1

max

min

i

R
m pRz G G pn

n z
i R G Gz G G

z
h z P z d

z

γ

ρ σ
∗∗

∈ +

= ∈

⎡ ⎤Φ
⎢ ⎥

Φ⎢ ⎥⎣ ⎦
∏ ∫∫≺ 5

55

 

 ( ) ( )2
2

ppn
n z

G G

h z P z dρ σ
∗

+ ∫∫≺
5

 

elde edilir. 2ρ  ve R  simetrik olduğundan ispat tamamlanır. 
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Bölgenin genişlemesine bağlı olarak polinomun artışının bulunması ile ilgili 

aşağıdaki lemmayı verebiliriz. 

 

Lemma 3.3.5. (Bernstein-Walsh Lemması) ℜ  tümleyeni basit bağlantılı 

bölge olan keyfi bir continuum ve ,RL ℜ ’nin dış seviye eğrisi olsun.  Bu durumda 

bir ( )n nP z ∈℘  verildiğinde bir 0M >  için 

( )max nz
P z M

∈ℜ
≤  

sağlanıyorsa, her 1R >  ve Rz G∀ ∈   için 

( ) n
nP z MR≤  

eşitsizliği sağlanır [1]. 

 

1R >  için ( ){ }: : , : int , :R R R R RL z z R G L extL= Φ = = Ω =  olsun. O halde 

(1.2)  

 ( ) ( )R

n
n nC G C G

P R P≤  (3.28) 

şeklinde yazılabilir. (3.28) değerlendirmesinin ( )pL L  uzayında benzeri  

 ( ) ( )

1

1 , 0
p R p

n
p

n nL L L L
P c R P p

+
≤ >  

dir [3].  

 

Lemma 3.3.6. L  yarıkonform ve ölçülebilir bir eğri olsun.  O halde, 

herhangi bir n nP ∈℘  için, 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1
,

,
n

n n A G

c L
P z n P z z

d z L
+

≤ Φ ∈Ω  (3.29) 

dir.  

İspat: n nP ∈℘  ve z∈Ω  sabit bir nokta olsun.  O halde 1
n
n

P
+Φ

 fonksiyonu 

Ω  da analitik, L G= ∂  de sürekli ve z = ∞  da sıfırdır.  Böylece sonsuz bölgeler için 
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Cauchy teoreminden ve ( )y z  nin z L∀ ∈  için ( )y z z=  ve z∀ ∈^  için 

( )( )y y z z=  özelliğinden, ( ) ( )
( )

: nP
g

z
ζ

ζ
ζ

=
−

 olmak üzere  

 ( )
( )

( )
( )

( )
( )( )1 1 1

1 1
2 2

n
n n n

L L

P z g g
d d

z i i y
ζ ζ

ζ ζ
π ζ π ζ+ + +

= − = −
Φ Φ Φ∫ ∫ D

 

elde edilir. 1

1
n y+Φ D

 fonksiyonu G  da sürekli ve G  de 2L -türevlere sahiptir. O halde 

Green formülüyle,  

 ( )
( )

( )
( ) ( )1 1

1n
n n

G

P z g
dA

z y
ζ

ζ
ζ

π ζ+ +

⎡ ⎤
= − ⎢ ⎥Φ Φ⎣ ⎦

∫∫ D
 

 ( ) ( )( )
( )( )

( )2

1
n

G

yn g y dA
y ζ

ζ
ζ ζ

π ζ+

′Φ+
=

Φ∫∫ D
 (3.30) 

elde edilir. Lemma 3.3.1 kullanılarak  

( )( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )

2 2

2 222 2

1
1n n

G G

y y y J y
dA dA

ky y

ζζ ζ ζ
ζ ζ

ζ ζ+ +

′Φ ′Φ
≤ −

−Φ Φ
∫∫ ∫∫

D D
 

( )
( )

( )
2

22 2

1
1 n

t
dA t

k ζ+
Ω

′Φ
= −

− Φ
∫∫   

( )
( )22 22

1 1
1 1 1n

dA w
k k nw

π
+

Δ

= − = −
− − +∫∫   

elde edilir. Buradan, 

 ( ) ( ) ( )

( )( )
2

2
2

2
,

n L G

G

P
g dA

dist z L
ζ ζ ≤∫∫  

ve (3.30)’a Cauchy Schwarz eşitsizliğinin uygulanmasıyla ispat tamamlanır. 

 

Lemma 3.3.7. L  bir K -yarıkonform eğri ve ( )n nP z ∈℘ , ( )0 0nP z =  olsun. 

O halde,  
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 ( ) ( )

1 , 2

log , 2

, 0 2
p

n nC G A G
q

p

P P n p

n p

>⎧
⎪

′ × =⎨
⎪ < <⎩

≺  

dir [37]. 

 

Tanım 3.3.5. G  bir bölge ve :L G= ∂  olsun. Eğer  

i) L  bir yarıçember, 

ii) LipαΦ∈ , 0 1α< ≤ , 

koşulları sağlanırsa G  bölgesine Qα  sınıfındandır denir. 

 

Tanım 3.3.6. G  bir bölge ve :L G= ∂  olsun. Eğer 

i) L  bir yarıçember, 

ii) LipαΦ∈ , z∈Ω  ve , 1Lip wβΨ∈ ≥ , 0 , 1α β< ≤ , 

koşulları sağlanırsa G  bölgesine Qβ
α  sınıfındandır denir. 

 

Teorem 3.3.6. ( )n nP z ∈℘  ve 1 p≤ < ∞  olsun. G Qα∈ , 1 1
2

α< ≤  ve (3.9) 

da tanımlanan ( )h z ’de i∀  için 0iγ =  olsun. O halde  

 ( ) ( )

2

,
.

p

p
n nC G A h G

P c n Pα≤  

dir. Burada ( ), ,c c G h p=  dir [14]. 

Her n∈`  için nd  sayısı  

( ) 1: inf : , 1 ,nd z z G
n

ξ ξ⎧ ⎫= − ∈∂ Φ = +⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

biçiminde tanımlansın.  

 

Teorem 3.3.7. G ⊂ ^  ölçülebilir Jordan eğrisiyle sınırlı bir bölge olsun.  

0 p q< < < ∞  olmak üzere, 

( ) ( )
1 1 1 1 12

q p

p q p q q p
n n nA G A G

P e d P− − −
∂ ∂

≤  

dir [18]. 
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Teorem 3.3.8. G ⊂ ^  bir yarıdaire olsun. Bu durumda, 

( )
( )

( )
2 1 11 1 12

q p

q pp q p q
n n nA G A G

P C d P−− −≤ ,    0 p q< < ≤ ∞   

dir [18]. 

 

Lemma 3.3.8. G , bir yarıdaire ve ( )n nP z ∈℘ , deg nP n≤  keyfi bir polinom 

olsun. Herhangi 1 cR
n

= +  ve 1,2,...n =  , 0,1, 2,...,m = için ( )1 1: , 0c c G c= >  vardır 

öyle ki, 
( )

( )
( )

( )1
m m

n nC G C G
P c P

∗
≤  

dir [38]. 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMALAR 
 
 
4.1. Qα , Qβ

α  SINIFINDAN OLAN BÖLGELERDE BERNSTEİN-WALSH TİPİ 

DEĞERLENDİRMELER 

 
Bu kısımda (1.2) eşitsizliğine benzer eşitsizlikler G  bölgesinin Qα  ve Qβ

α  

sınıfından olması durumunda incelenmiş ve yeni sonuçlar elde edilmiştir. Aynı 

zamanda elde edilen sonuçlar (3.29) ile karşılaştırılarak hangi durumlarda daha iyi 

olduğu belirtilmiştir. 

 
 

Teorem 4.1.1.1.   G  Jordan eğrisiyle sınırlı bir bölge olsun.  O halde, her 

bir n nP ∈℘  ve 1R >  için, 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

14

, R

n
n n A G

R

cP z P z
d L L

+
≤ Φ    ,   z∈Ω  (4.1) 

dir. 

Yarıkonform eğri ile sınırlı bölgelerde her 1 cR
n

= +  için [33] deki 

değerlendirmeye göre, 

 ( ) ( )2 2R
n nA G A G

P P≤  

sağlandığından aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

Teorem 4.1.1.2.   G  yarıkonform eğriyle sınırlı bir bölge olsun. O halde, 

her bir n nP ∈℘  için, 

 ( ) ( ) ( )
2

14

1
,

n
n n A G

c
n

cP z P z
d L L

+

+

≤ Φ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   z∈Ω  (4.2) 

dir. 

 

Sonuç 4.1.1.1. 0c >  olmak üzere 1 c
n

z G +∈ ∩Ω  için (4.2) ,(3.29)’dan daha 

iyidir. 
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Şimdi daha geniş fonksiyonel özelliklere sahip bölgelerdeki sonuçları 

verelim. 

Teorem 4.1.1.3. G Qβ
α∈ , 1 1, 0 1

2
α β≤ ≤ < ≤  olsun. O halde, her bir 

n nP ∈℘  için, 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

6
11,

n

n n A G
n

cP z n P z
d z L

μ

+

+
≤ Φ    ,   z∈Ω  (4.3) 

dir.  Burada 1:μ α β−= −  dir.  

 

Sonuç 4.1.1.2.   2
3

α ≥  ve 2
2
αβ
α
−

≥   sayıları için G Qβ
α∈  olsun. O halde 

L  den uzaktaki z∈Ω  noktaları için (4.3), (3.29) dan daha iyidir. 

(4.3) de 2
3

α ≥  ve 2
2
αβ
α
−

≥  olması durumunda 1
2

μ ≤  olacaktır. Bu 

durumda n  nin kuvveti 1
2

 veya 1
2

 den daha küçüktür. Böylece (4.3), (3.29) dan 

daha iyi bir sonuç olacaktır. 

 

Teorem 4.1.1.4. G Qα∈ , 1 1
2

α≤ ≤  olsun.  Bu durumda her bir n nP ∈℘  

için, 

 ( ) ( ) ( )
2

1

7 11

n

n n A G
n

P z c n P zν

+

+
≤ Φ    ,   z∈Ω  (4.4) 

dir. Burada 1:ν α −=  dir. 

 

Teorem 4.1.1.5.  G Qβ
α∈ , 1 1

2
α≤ ≤ , 0 1β< ≤  olsun. O halde her bir 

n nP ∈℘  için, 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

18

,
n

n n A G

cP z n P z
d z L

μ +
≤ Φ    ,   11

n
z +∈Ω  (4.5) 

dir.  Burada 1:μ α β−= −  dır. 
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Sonuç 4.1.1.3.   2
3

α ≥  ve 2
2
αβ
α
−

≥  için G Qβ
α∈  olsun.  O halde herhangi 

bir 11
n

z +∈Ω  için (4.5), (3.29) den daha iyidir. 

Teorem 4.1.1.6.   G Qα∈ , 1 1
2

α≤ ≤  olsun.  Bu durumda her bir n nP ∈℘  

için, 

 ( ) ( ) ( )
2

1
9

n
n n A G

P z c n P zν +
≤ Φ    ,   11

n
z +∈Ω  (4.6) 

dir.  Burada 1:ν α −=  dir. 

 

Sonuç 4.1.1.4.  a) Eğer G  konveks ise 1LipΨ∈  [39,p.48] ve 1LipΦ∈  

[16,p.582] dir. Böylece, (4.3)(4.6) da 0μ =  ve 1ν =  alabiliriz. 

b) :L G= ∂  sürekli eğriliğe sahip düzgün bir eğri ise, tüm 0 , 1α β< <  için 

G Qβ
α∈  dir . Ve (4.3)(4.6) keyfi küçük 0μ >  ve keyfi 1ν <  için sağlanır. 

c) G , L  şekilli bir bölge ise 2 3LipΦ∈  ve 1 2LipΨ∈  dir. Böylece, (4.3) 

ve (4.6) 1μ = ve 2
3

ν =  için sağlanır. 

d) L , yarı düzgün bir eğri ise, bu durumda ( ) 11 1 1 arcsin1
2

cα π −= −  için 

LipαΦ∈  ve ( )22 1 cβ = +  için LipβΨ∈  dir [40],[41]. 

e) L , c − yarıkonform ise, 
( )2 arcsin1 c

πα
π

=
−

 için LipαΦ∈  ve 

( )
( )

22 arcsin1
arcsin1

c
c

β
π π

=
−

 için LipβΨ∈  dır[42].  Aynı zamanda L  asimptotik konform 

bir eğri ise tüm 0 , 1α β< <  için LipαΦ∈  ve LipβΨ∈  dır.  Bu durumda da μ  ve 

ν  hesaplanabilir [42]. 
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4.2. K -YARIKONFORM EĞRİYLE SINIRLI BÖLGELERDE BERNSTEİN-

WALSH TİPİ DEĞERLENDİRMELER 

 

Bu kısımda (1.2) eşitsizliğine benzer eşitsizlikler G  bölgesinin K -

yarıkonform eğriyle sınırlı bir bölge olması durumunda incelenmiş ve yeni sonuçlar 

elde edilmiştir. Aynı zamanda elde edilen sonuçlar (3.29) ile karşılaştırılarak hangi 

durumlarda daha iyi olduğu verilmiştir. 

 

Teorem 4.2.1.1. L , K -yarıkonform eğri olsun. O halde her bir n nP ∈℘  

için  

 ( ) ( ) ( )
1

2

16
1 1,

n

n n nA G

cP z n P
d z L

μ μ− +−
+≤ Φ   ,   z∈Ω  (4.7) 

elde edilir. Burada { }4: min 2, Kμ =  dir. 

 

Sonuç 4.2.1.1. 4 1 17
4

K +
≤  ve z∈Ω  için L  den uzak noktalarda (4.7), 

(3.29) den daha iyidir. 

4 1 17
4

K +
≤  olması durumunda 1 17

4
μ +
≤  olur. Böylece (4.7) de n  nin 

kuvveti 1
2

 den küçük bir değer olacaktır. Bu ise (4.7) nin daha iyi bir sonuç 

olduğunu gösterir. 

 

Teorem 4.2.1.2. L , K -yarıkonform eğri olsun. O halde her bir n nP ∈℘  

için  

 ( ) ( ) ( )
2

1

7 1 1

n

n n nA G
P z c n P zμ +

+≤ Φ   ,   z∈Ω  (4.8) 

dir. Burada { }4: min 2, Kμ =  dir. 

Şimdi sağ tarafta RΦ ’yi Φ  ile değiştirelim. Bu durumda Ω ’dan RΩ ’ye 

geçeceğiz. Buna uygun olarak aşağıdaki sonuçları verebiliriz. 
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Teorem 4.2.1.3.   L , K -yarıkonform eğri olsun. O halde her bir n nP ∈℘  

için, 

 ( ) ( ) ( ) ( )1

2

18

,
n

n n A G

cP z n P z
d z L

ν ν − +−≤ Φ    ,   1 1 nz +∈Ω  (4.9) 

dir. Burada { }2: min 2, Kν =  dir. 

 

Sonuç 4.2.1.2. 1 1 17
2

K ≤ +  ve 1 1 nz +∈Ω  için (4.9), (3.29) dan daha 

iyidir. 

1 1 17
2

K ≤ +  olması durumunda 1 17
4

μ +
≤  olur. Böylece (4.9) da n  

nin kuvveti 1
2

 den küçük bir değer olacaktır. Bu ise (4.9) un daha iyi bir sonuç 

olduğunu gösterir. 

 

Teorem 4.2.1.4. L , K -yarıkonform eğri olsun.  O halde her bir n nP ∈℘  

için 

 ( ) ( ) ( )
2

1
9

n
n n A G

P z c n P zν +
≤ Φ    ,   1 1 nz +∈Ω  (4.10) 

dir. Burada { }2: min 2, Kν =  dir. 

 

 

4.3. k -YARIDAİRE OLAN BÖLGELERDE POLİNOMLARIN NORMLARININ 

KARŞILAŞTIRILMASI 

 

Bu kısımda G  bölgesinin k -yarıdaire olması durumunda (1.4) şeklindeki 

problemler incelenmiş ve yeni sonuçlar elde edilmiştir. 

 

Teorem 4.3.1.1. G , 0 1k≤ < , k -yarıdaire olsun. O halde her n nP ∈℘  

polinomu ve 0,1,2,...m =  için, 
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 ( )

( )

( )

( )

2 1

1 , 1
p

m k
m p

n n A GC G
P c n P p

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠≤ >  (4.11) 

dir. 

Teorem 4.3.1.2. G , herhangi bir 0 1k≤ <  için, k -yarıdaire olsun. O halde 

her n nP ∈℘  polinomu ve 0,1,2,...m =  için, 

 ( )
( )

( ) ( )

( )2

21 1

2 , 2
p

m k
m p

n n A GA G
P c n P p

⎡ ⎤
+ − +⎢ ⎥

⎣ ⎦≤ >  (4.12) 

elde edilir. 

 

Teorem 4.3.1.3. G , herhangi bir 0 1k≤ <  için, k -yarıdaire olsun. O halde 

her n nP ∈℘  polinomu ve 1 p q< ≤ < ∞  için 

 ( )

( )

( )

1 12 1

3
q p

k
p q

n nA G A G
P c n P

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠≤  (4.13) 

elde edilir. 
 
 
 
4.4. Qα  SINIFINDAN OLAN BÖLGELERDE POLİNOMLARIN NORMLARININ 

KARŞILAŞTIRILMASI 

 

Bu kısımda Qα  sınıfından olan bölgelerde (1.4) şeklindeki problemler 

incelenmiş ve yeni sonuçlar elde edilmiştir. 

 

Teorem 4.4.1.1. Herhangi bir 0 1α< ≤  için G Qα∈  olsun. O halde her 

n nP ∈℘  polinomu ve 0,1,2,...m =  için, 

 ( )
( )

( ) ( )4 , , , , , 1
pp

m
n n A GA G

P c A m n p k P pδ≤ >  (4.14) 

dir. Burada ( )

( )2 1

1 2

1,
2, , , ,
1,
2

m k
p

m
p

n
A m n p k

n

δ

α

α
δ

α

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎧
⎪ <
⎪= ⎨
⎪

≥⎪⎩

 ve ( ) , 1 2Gδ δ δ= ≤ ≤  belirli 

bir sayıdır. 
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Teorem 4.4.1.2. Herhangi bir 0 1α< ≤  için G Qα∈  olsun. O halde her 

n nP ∈℘  polinomu ve 0,1,2,...m =  için, 

 ( )
( )

( ) ( )22
5 , , ,m

n n A GA G
P c A m n Pδ α≤  (4.15) 

dir. Burada ( )

1,
2, , ,
1,
2

m

m

n
A m n

n

δ

α

α
δ α

α

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ ≥⎪⎩

 ve ( ) , 1 2Gδ δ δ= ≤ ≤  belirli bir 

sayıdır. 

 

Teorem 4.4.1.3. Herhangi bir 0 1α< ≤  için G Qα∈  olsun. O halde her 

n nP ∈℘  polinomu ve 1 p q< ≤ < ∞  için, 

 ( ) ( ) ( )6 , , , ,
q p

n nA G A G
P c A n p q Pδ α≤  (4.16) 

dir. Burada ( )

1 12

2 1 1

1,
2, , , ,
1,
2

p q

p q

n
A n p q

n

δ

α

α
δ α

α

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎧
⎪ <
⎪= ⎨
⎪

≥⎪⎩

 ve ( ) , 1 2Gδ δ δ= ≤ ≤  belirli bir 

sayıdır. 

 
 

 

4.5. TEOREMLERİN İSPATI 

 

Teorem 4.1.1.1’ in ispatı:  

z G∈  keyfi sabit bir nokta olsun.  Bu durumda esas lemmaya [16] göre, 

 ( ) ( ) ( )2 2

2

1
,

R

n n z
R G

P z P z d
d z L

σ
π

≤ ∫∫  

yazılabilir. Buradan, 

 ( ) ( ) ( )2

1
, R

n n A G
R

P z P
d z L

≺    ,   z G∈  (4.17) 
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( ) ( )
( )1: n

n n

P z
F z

z+=
Φ

 fonksiyonu Ω  da analitik ve ( ) 0nF ∞ =  dır. O halde Maksimum 

modülüs prensibine göre, her bir z∈Ω  için 

 ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )21 1

1max max
, R

n n
n nn n A Gz Lz

R

P z P z
P z P

z z d z L+ + ∈∈Ω
≤ =

Φ Φ
≺  

veya 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

11
, R

n
n n A G

R

P z P z
d L L

+
Φ≺    ,   z∈Ω  

elde edilir. 

 

Teorem 4.1.1.2.’nin ispatı: 

Teorem 4.1.1.2 yi ispatlamak için Teorem 4.1.1.1. de 11R
n

= +  alarak 

Lemma 3.3.3 e göre  

 ( ) ( )
2 1

1

1

1

,
c
n

n
n n A G

c
n

P z P z
d L L

+

+
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+

Φ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≺  

( ) ( )
2

1
12

1

1 .
,

n n
n A G

c
n

R P z
d L L

+ +

+

Φ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≺  

O halde buradan, 

 ( ) ( ) ( )
2

1

1

1

,

n
n n A G

c
n

P z P z
d L L

+

+

≤ Φ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ,   z∈Ω  

elde edilir. 
 

Teorem 4.1.1.3. ün ispatı:  

1R >  keyfi sabit olmak üzere ( ): RL y L∗ =  oluşturalım. (3.6) ve Lemma 

3.3.1.’e göre 1ε  sayısını ( )1 1: 1 1Rρ ε= + −  olmak üzere G G∗ ⊆  olacak şekilde 

seçelim.  1
1

1: 1
2

R ρ −
= +  olsun. 



Aral, N.D. 2012. Kompleks Düzlemin Çeşitli Bölgelerinde Cebirsel Polinomların Davranışı. Doktora Tezi. Mersin Üniversitesi 
 

 
 

42

 
Şekil 2  

z∈Ω  ve ( )Rw z= Φ  için  

 ( ) ( )( )
1: n R

R n

P w
h w

w +

Ψ
=  

olsun. Sonsuz bölgeler için Cauchy integral gösteriminden, ( ) 0Rh ∞ =  olduğu 

dikkate alınarak, 

 ( ) ( )
1

1:
2R R

t R

dth w h t
i t wπ =

= −
−∫  

elde edilir. Her 1 1t R= >  için 1 1
1 1n nt R+ += >  olduğundan, 

 ( )( ):n n RA P w= Ψ  

 ( )( )
1

1 1
2

n
n R

t R

dt
w P t

t wπ
+

=

≤ Ψ
−∫  (4.18) 

bulunur. Hölder eşitsizliğini uygulayarak, 

 ( )( ) ( )
1

1
2

21n
n n R R

t R

A w P t t dt+

=

⎛ ⎞
′⎜ ⎟Ψ Ψ

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫≺  (4.19) 

( )1

1
2

2
1

t R R

dt
t t w=

⎛ ⎞
⎜ ⎟×
⎜ ⎟′Ψ −⎝ ⎠
∫  

( )
1

1 1 1 2: .n
n nw A B+=  

elde edilir.  
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 ( ) ( )( ) ( ): .n n R Rf t P t t′= Ψ Ψ  

fonksiyonunu oluşturalım. 1t R=  çemberini n  eşit parçaya ayıralım ve bu parçaları 

nδ  ile gösterelim. Her bir parçanın uzunluğu 12
n

Rmes
n
πδ =  dir. 1

nA  e ortalama değer 

teoremi uygulanırsa, 

 ( ) ( )2 21

1 1
k

n n

n n n k k
k k

A f t dt f t mes
δ

δ
= =

′= =∑ ∑∫    ,   k kt δ′ ∈  

şeklinde yazılabilir. Diğer taraftan, orta değer ile ilgili değerlendirmeye göre, 

 ( )
( )

( )2 2

2
1

1
1 k k

n k n
t tk

f t f d
t

ξ
ξ

ξ σ
π ′ ′− < −

′ ≤
′ −

∫∫  

dir. Böylece  

 
( )

( )1
2

1 11 k k

n
k

n n
k t tk

mesA f d
t

ξ
ξ

δ ξ σ
π= ′ ′− < −′ −

∑ ∫∫≺    ,   k kt δ′ ∈  

elde edilir. kt′  noktalarını merkez kabul eden daireleri göz önüne alırsak en fazla iki 

noktada kesişirler. Böylece, 

 
( )

( ) ( )
1 1

2 21 1
2

1 11 1
n n n

mesA f d n f d
t

ξ ξ
ξ ρ ξ ρ

δ ξ σ ξ σ
< < < <′ −
∫∫ ∫∫≺ ≺  

elde edilir. (3.6) ya göre 1
nA  için,  

 ( ) ( ) ( )2

1

2 21
n n z n z n A G

GG G

A n P z d n P z d n P
ρ

σ σ
∗ ∗

=∫∫ ∫∫≺ ≺
5

  (4.20) 

elde edilir. 
1
nB  integralini değerlendirmek için R′Ψ  için [8] deki  

 
( )( )

( ) ( )
( )( )

( )
, ,1 4

4 , ,
R R

R

d t L d t L
t

d t B d t B

∗ ∗Ψ Ψ
′≤ Ψ ≤

∂ ∂
 

şeklindeki değerlendirme göz önüne alınarak ve ( )R zΦ  için (3.8) kullanılarak, 

 
( )

( )( )1

2

1
22

1
,n

t R R

t dt
B

d t L t w∗
=

−

Ψ −∫≺  

( )
( )( )1

2

2 2 22

1
,t R R

t dt
d t L t w t wβ β−∗

=

−
=

Ψ − −∫  
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( )

( )
( )11

2

2 2 22

11
, 1t RR

t dt
d z L t wt

β
α

−∗
=

−

−−
∫≺  

( ) ( )
( )

11

1 2 12 2 1

1 1
, 1t RR

dt
d z L t wt

β
α

−⎛ ⎞∗ −⎜ ⎟= ⎝ ⎠

=
−−

∫  

( )
( )

( )
( )1 1

1

2 1 2 1

22

1 1
,, R

n n
d z Ld z L

α β α β−− − − −

∗
≺ ≺  (4.21) 

(4.18), (4.19), (4.20)ve (4.21) den  

 ( ) ( ) ( )
( )1

2

1 21 1
,

n
n n A G

P z w n P n
d z L

α β −− −+≺  

( )

( ) ( ) ( )

1

2

1

,
n

R n A G

n z P
d z L

α β− −
+

= Φ    ,   z∈Ω  

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.1.1.4.’ ün ispatı: 

Teorem 4.1.1.4 ün ispatı Teorem 4.1.1.3.’e benzer olarak yapılacaktır. 

 
( )

( )( )1

2

1
22

1
,n

t R R

t dt
B

d t L t w∗
=

−

Ψ −∫≺  

( )1

2 22

1

1t R

dt
t wt α

−
= −−
∫≺  

( )1

2

1t R

dt

t α= −
∫≺  

2 1
nα

−
≺  

bulunur. Sonuç olarak buradan, 

 ( ) ( )2

1 1
1 2n

n n A G
P z w n P nα

−+≺  

( ) ( )
2

1
1n

n RA G
n n P zα +

= Φ    ,   z∈Ω  

elde edilir.   
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Teorem 4.1.1.5 in ispatı: 

1R >  keyfi sabit ve 1
1: 1

2
RR −

= +  olsun.  Rz∈Ω  ve ( )w z= Φ  için  

 ( ) ( )( )
1: n

n

P w
h w

w +

Ψ
=  

olsun. Sınırsız bölgeler için Cauchy integral gösteriminden  

 ( ) ( )
1

1:
2 t R

dth w h t
i t wπ =

= −
−∫  

elde edilir. Teorem 4.1.1.5.’in ispatındaki yöntemle benzer terimler aşağıdaki gibi 

değerlendirilir.  

 j ( )( ):n nA P w= Ψ  

 ( )( )
1

1 1
2

n
n

t R

dt
w P t

t wπ
+

=

≤ Ψ
−∫  (4.22) 

( )( ) ( )
1

1
2

21n
n

t R

w P t t dt+

=

⎛ ⎞
′⎜ ⎟Ψ Ψ

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫≺  

( )1

1
2

2
1

t R

dt
t t w=

⎛ ⎞
⎜ ⎟×
⎜ ⎟′Ψ −⎝ ⎠
∫  

j j( )
1

1 21 1: .n
n nw A B+=  

 i ( ) ( )( ) ( ): .nnf t P t t′= Ψ Ψ  

fonksiyonunu ele alalım. 1t R=  çemberini n  eşit parçaya ayıralım ve bu parçaları 

nδ  ile gösterelim. Her bir parçanın uzunluğu 12
n

Rmes
n
πδ =  dir.  j1

nA  e ortalama 

değer teoremi uygulanırsa, 

 j i ( ) i ( )
2 21

1 1
k

n n

n k kn n
k k

A f t dt f t mes
δ

δ
= =

′= =∑ ∑∫    ,   k kt δ′ ∈  

elde edilir. Diğer taraftan ortalama değer kullanılarak, 

 j
( )

( ) 21
2

1 11 k k

n
k

n n
k t tk

mesA f d
t

ξ
ξ

δ ξ σ
π= ′ ′− < −

≤
′ −

∑ ∫∫    ,   k kt δ′ ∈  
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 j
( )

i ( ) i ( )
2 21 1

2
1 11 1

n n n
R R

mesA f d n f d
t

ξ ξ
ξ ξ

δ ξ σ ξ σ
< < < <′ −
∫∫ ∫∫≺ ≺  

bulunur.  (3.6) ya göre j1
nA  için,  

 j ( ) ( )2

2 21

R

R

n n z n A G
G G

A n P z d n Pσ∫∫≺ ≺
5

 (4.23) 

j1
nB  integralini değerlendirmek için ′Ψ  için [8] deki değerlendirme göz önüne 

alınarak ve (3.8) kullanılarak, 

 j ( )
( )( )

1

2

1
22

1
,n

t R

t dt
B

d t L t w=

−

Ψ −∫≺  (4.24) 

 
( )

( )( )
1

2

2 2 22

1
,t R

t dt
d t L t w t wβ β−

=

−
=

Ψ − −∫  

( )
( )
( )11

2

2 2 22

11
, 1t RR

t dt
d z L t wt

β
α

−
=

−
=

−−
∫≺  

( ) ( )
( )

11

1 2 12 2 1

1 1
, 1t RR

dt
d z L t wt

β
α

−⎛ ⎞−⎜ ⎟= ⎝ ⎠

=
−−

∫  

( )
( )1

1

2 1

2

1
, R

n
d z L

α β− −≺  

bulunur. ( ) ( )
11 1, RL Lζ τ ζ τ= Ψ ∈ ∈Ψ ∈  gösterelim öyleki ( ),d z L z ζ= − , 

( )1 1, Rd z L z ζ= −   olsun. Ters görüntülerini ise ( ) ( )1 1,τ ζ τ ζ= Φ = Φ  gösterelim.  

Aynı zamanda 1 1 1 11, , ,w w R w w Rτ τ τ τ∗ ∗ ∗ ∗= − = = − = −  işaretlemeleri 

yapalım. 1
1: 1

2
RR −

= +  için 1 1 1w w w wτ τ τ τ∗ ∗− − − −;T T  dir. O halde Lemma 

3.3.1. den ( ) ( )1
, , Rd z L d z L≺  dir. Böylece  

 j
( )

( )1

1

2 11
2

1
,n

R

B n
d z L

α β− −≺  (4.25) 

elde edilir. (4.22), (4.23), (4.25) ve Lemma 3.3.2 den  

 ( ) ( ) ( )
( )1

2

1 21 1
,R

n
n n A G

P z w n P n
d z L

α β− − −+≺  
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( )

( ) ( ) ( )

1

2

1

,
n

n A G

n z P
d z L

α β− −
+

= Φ    ,   11
n

z +∈Ω  

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.   

 

Teorem 4.1.1.6.’nın ispatı:  

Teorem 4.1.1.4 ün ispatına benzer olarak Teorem 4.1.1.6.’nın ispatı Teorem 

4.1.1.5.’in ispatıyla özdeştir. Bu durumda Teorem 4.1.1.5.’in ispatındaki metot 

kullanılarak ve (4.24) den aşağıdakiler elde edilir. 

 
( )

( )( )
1

2

1
22

1
,n

t R

t dt
B

d t L t w=

−

Ψ −∫≺  

 
( )1

2 22

1

1t R

dt
t wt α

−
= −−
∫≺  

( )1

2

1t R

dt

t α=

=
−

∫  

2 1
nα

−
≺  

bulunur. Sonuç olarak, 

 ( ) ( )2

1 1
1 2

R

n
n n A G

P z w n P nα
−+≺  

( ) ( )
2

1
1n

n A G
n P zα +

Φ≺    ,   11
n

z +∈Ω  

elde edilir. 

 

Teorem 4.2.1.1.’in ispatı: 

Keyfi sabit 1R >  için ( ): RL y L∗ =  oluşturalım. (3.6) ya göre 1ε  sayısı 

1
G Gρ

∗ ⊆  olacak şekilde seçilebilir. 1
1

1: 1
2

R ρ −
= +  alalım. 

z∈Ω  ve ( )Rw z= Φ  için  

 ( ) ( )( )
1: n R

R n

P w
h w

w +

Ψ
=  

alalım. Sınırsız bölgeler için Cauchy integral gösteriminden, 
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 ( ) ( )
1

1
2R R

t R

dth w h t
i t wπ =

= −
−∫  

elde edilir.  1 1t R= > , 1 1
1 1n nt R+ += >  , 

 ( )( ) ( )( )
1

1 1:
2

n
n n R n R

t R

dt
A P w w P t

t wπ
+

=

= Ψ ≤ Ψ
−∫  , (4.26) 

dir. Hölder eşitsizliği uygulanarak, 

 ( )( )
1

1 2
21n

n n R R
t R

A w P t dt+

=

⎛ ⎞
′⎜ ⎟Ψ Ψ

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫≺  

( )
( )

1

1 2

1 21 1 1
2 2

1 : n
n n

t R R

dt w A B
t t w

+

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟× =
⎜ ⎟′Ψ −⎝ ⎠
∫  (4.27) 

bulunur.   

 ( ) ( )( ) ( ):n n R Rf t P t t′= Ψ Ψ  

fonksiyonunu oluşturalım. 1t R=  çemberini n  eşit parçaya ayıralım ve bu parçaları 

nδ  ile gösterelim. Her bir parçanın uzunluğu 12
n

Rmes
n
πδ =  dir. 1

nA  e ortalama değer 

teoremi uygulanırsa, 

 ( ) ( )2 21

1 1
k

n n

n n n k k
k k

A f t dt f t mes
δ

δ
= =

′= =∑ ∑∫  ,  k kt δ′ ∈   

elde edilir. Diğer taraftan ortalama değer kullanılarak,  

 ( )
( )

( )2 2

2
1

1
1 k k

n k n
t tk

f t f d
t

ξ
ξ

ξ σ
π ′ ′− < −

′ ≤
′ −

∫∫ , 

bulunur. Bundan yaralanarak, 

 
( )

( )1
2

1 11 k k

n
k

n n
k t tk

mesA f d
t

ξ
ξ

δ ξ σ
π= ′ ′− < −′ −

∑ ∫∫≺   ,   k kt δ′ ∈  

dir. kt′  noktalarını merkez kabul eden daireleri göz önüne alırsak en fazla iki noktada 

kesişirler. Böylece, 

 
( )

( ) ( )
1 1

2 21 1
2

1 11 1
n n n

mesA f d n f d
t

ξ ξ
ξ ρ ξ ρ

δ ξ σ ξ σ
< < < <′ −
∫∫ ∫∫≺ ≺  

elde edilir. Sonuç 3.3.1. e göre, 1
nA  için, 
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 ( ) ( )2

1

2 21
n n z n A G

G G

A n P z d n P
ρ

σ
∗ ∗
∫∫≺ ≺
5

 (4.28) 

elde edilir.   
1
nB  integralini değerlendirmek için R′Ψ  için [8] deki değerlendirme göz önüne 

alıınarak ve ( )R zΦ  için (3.8) kullanılarak, 

 
( )

( )( )1

2

1
22

1
,n

t R R

t dt
B

d t L t w∗
=

−

Ψ −∫≺  

( )
( )( )1

2

2 22 2

1
,t R R

t dt
d t L t w t wμ μ

∗ −
=

−
=

Ψ − −
∫  

( )
( )
( )1

2

2 22 2

11
, 1t R

t dt
d z L t t w

μ
μ

∗ −
=

−

− −
∫≺  

( ) ( ) ( )
1

2 12 12 1

1 1
, 1t R

dt
d z L t t w

μ
μ

−∗ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟= ⎝ ⎠

=
− −

∫  

( )
( )

( )
( )1 1

1

2 1 2 1

22

1 1
,, R

n n
d z Ld z L

μ μ μ μ− −− − − −

∗
≺ ≺    (4.29) 

bulunur. Burada { }4: min 2, Kμ =  dir. (4.26), (4.27), (4.28)ve (4.29) bağıntılarından, 

 ( ) ( ) ( )
( )1

2

1 21 1
,

n
n n A G

P z w n P n
d z L

μ μ−− −+≺  

( )

( ) ( ) ( )

1

2

1

,
n

R n A G

n z P
d z L

μ μ−−
+

= Φ    ,   z∈Ω  

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.2.1.4 ün ispatı: 

Teorem 4.2.1.4 ün ispatı teorem 4.2.1.3 ün ispatına benzer şekilde 

yapılacaktır. (4.29) ifadesinde  

 
( )

( )( )1

2

1
22

1
,n

t R R

t dt
B

d t L t w∗
=

−

Ψ −∫≺  
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( ) ( )1 1

2 1
2 2 2 2

1
1 1t R t R

dt dt n
t wt t

μ
μ μ

−
−

= =−− −
∫ ∫≺ ≺ ≺  (4.30) 

elde edilir. Sonuç olarak, 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

11 1 2 nn
n n n RA G A G

P z w n P n n P zμ μ ++ − = Φ≺    ,   z∈Ω  

bulunur. 

 

Teorem 4.2.1.5 in ispatı: 

1R >  keyfi sabit  ve 1
1: 1

2
RR −

= +  alalım. Rz∈Ω  ve ( )w z= Φ  için  

 ( ) ( )( )
1: n

n

P w
h w

w +

Ψ
=  

fonksiyonunu göz önüne alalım. Sınırsız bölgeler için Cauchy integral gösteriminden 

 ( ) ( )
1

1
2 t R

dth w h t
i t wπ =

= −
−∫  

elde edilir. Teorem 4.2.1.3 ün ispatına benzer bir yolla 

 j ( )( ) ( )( )
1

1 1:
2π

+

=

= Ψ ≤ Ψ
−∫

n
n n n

t R

dtA P w w P t
t w

 

( )( ) ( )
1

1 2
21n

n
t R

w P t t dt+

=

⎛ ⎞
′⎜ ⎟Ψ Ψ

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫≺  

( )
jj( )

1

1 2
1 21 1 1

2 2

1 : n
n n

t R

dt w A B
t t w

+

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟× =
⎜ ⎟′Ψ −⎝ ⎠
∫ ≺  (4.31) 

bulunur. 

 i ( ) ( )( ) ( ):n nf t P t t′= Ψ Ψ  

tanımlayalım. 1t R=  çemberini n  eşit parçaya ayıralım ve bu parçaları nδ  ile 

gösterelim. O halde 12
n

Rmes
n
πδ =  olur. j1

nA  integraline Ortalama değer teoremini 

uygularsak, 

 j i ( ) i ( )
2 21

1 1
k

n n

n n k n k k
k k

A f t dt f t mes
δ

δ
= =

′ ′= =∑ ∑∫    ,   k kt δ′ ∈  

elde edilir. Diğer taraftan ortalama değeri kullanarak, 
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 j
( )

i ( )
21

2
1 11 k k

n
k

n n
k t tk

mesA f d
t

ζ
ζ

δ ζ σ
π= ′ ′− < −′ −

∑ ∫∫≺    ,   k kt δ′ ∈  

 j
( )

i ( ) i ( )
2 21

2
1 1 11

n
k

n n n
k R Rk

mesA f d n f d
t

ζ ζ
ζ ζ

δ ζ σ ζ σ
π= < < < <′ −

∑ ∫∫ ∫∫≺ ≺  

bulunur. Sonuç 3.3.1.’e göre j1
nA  integrali için  

 j ( ) ( )2

2 21

R

R

n n z n A G
G G

A n P z d n Pσ∫∫≺ ≺
5

 (4.32) 

elde edilir. j1
nB ’e bakalım; 

 j ( )
( )( )

1

2

1
22

1
,=

−

Ψ −∫≺n
t R

t dt
B

d t L t w
 

( )
( )( )

1

2

2 22 2

1
,t R

t dt
d t L t w t wν ν

−
=

−
=

Ψ − −
∫  

( )
( )
( )11

2

2 22 2

11
, 1t RR

t dt
d z L t t w

ν
ν
−

=

−

− −
∫≺  

( ) ( ) ( )
11

2 1 12 2 1

1 1
, 1t RR

dt
d z L t t

ν
νω

− ⎛ ⎞−⎜ ⎟= ⎝ ⎠

=
− −

∫  

( )
( )1

1

2 1

2

1
, R

n
d z L

ν ν −− −≺  (4.33) 

elde edilir. Burada { }2: min 2, Kν =  dir. 

( ) ( )1 1, , , Rd z L z d z L zζ ζ= − = −  olmak üzere 

( ) ( )
11 1, RL Lζ τ ζ τ= Ψ ∈ = Ψ ∈  alalım.  ( ) ( )1 1,τ ζ τ ζ= Φ = Φ . Aynı zamanda 

1τ ∗ = , 1w wτ ∗− = − , 1 1Rτ ∗ = , 1 1w w Rτ ∗− = −  gösterelim. 1
1: 1

2
RR −

= +  

olduğundan 1 1w w w wτ τ τ τ∗ ∗− − − −;T T  dir. Lemma 3.3.1 den 

( ) ( )
1

, ,Rd z L d z L;  bulunur.  Böylece , 

 j
( )

( )12 11
2

1
,nB n

d z L
ν ν −− −≺  (4.34) 
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elde edilir.(4.31), (4.32), (4.34) ve Lemma 3.3.4. den  

 ( ) ( ) ( )
( )1

2

1 21 1
,R

n
n n A G

P z w n P n
d z L

ν ν −− −+ =≺  

( )

( ) ( ) ( )

1

2

1

,
n

n A G

n z P
d z L

ν ν −−
+

= Φ    ,   1 1 nz +∈Ω  

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.2.1.6 nın ispatı:  

Teorem 4.2.1.6 nın ispatı teorem 4.2.1.4 ün ispatına benzer olarak Teorem 

4.2.1.5 in ispatıyla özdeştir. Teorem 4.2.1.5 in ispatında kullanılan metot ve (4.34) 

den, 

 
( )

( )( )
1

2

1
22

1
,n

t R

t dt
B

d t L t w=

−

Ψ −∫≺  

( ) ( )1 1

2 1
2 2 2 2

1
1 1t R t R

dt dt n
t wt t

ν
ν ν

−
−

= =

=
−− −

∫ ∫≺ ≺  

elde edilir. Sonuç olarak, 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

11 1 2

R

nn
n n n RA G A G

P z w n P n n P zν ν ++ − Φ≺ ≺    ,   1 1 nz +∈Ω  

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.3.1.1. ve Teorem 4.4.1.1. in ispatı: 

L , bir yarıçember olduğundan keyfi z G∗∈  için Beyli integral gösterimi ile  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) 2

1 !
,nm

n m
G

P ym
P z d z G

y z
ζ

ζ

ζ ζ
σ

π ζ
∗

+

+
= − ∈

−
∫∫  (4.35) 

yazılabilir. (4.35) de her iki tarafın modülü alınıp Hölder eşitsizliği uygulanırsa, 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1

2

1 !

R

qqp
pm

n n q m
G G

ym
P z P d d

y z
ζ

ζ ζζ σ σ
π ζ

+

⎡ ⎤⎡ ⎤+ ⎢ ⎥≤ ×⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫ ∫∫  

 
( ) ( ) ( )

1

2

1 1, 1
p

qq

nq m A G
G

y
d P

p qy z
ζ

ζσ
ζ

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥ + =⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫≺  (4.36) 
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elde edilir. 

 ( )
( ) ( )2:

q

q
q m

G

y
J z d

y z
ζ

ζσ
ζ

+
=

−
∫∫  

olsun. 0ε >  için ( ) { }: :U z zε ζ ζ ε= − <  olmak üzere genelliği kaybetmeden 

( ): 0U U Gε ε
∗= ⊂  alabiliriz.  Keyfi sabit z L∗∈  için  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 2

:

:

q

q
q m

U

q

q m
G

y
J z d

y z

y
d

y z

J z J z

ε

ζ
ζ

ζ
ζ

σ
ζ

σ
ζ

+

+

=
−

+
−

= +

∫∫

∫∫  (4.37) 

Önce ( )1J z  integralini değerlendirelim. Sonuç 3.3.1.e göre ( ) 2
y yζ ζT , Uεζ ∈  

dir. z L∗∈  ve Uεζ ∈  için zζ ε− ≥  olduğundan ( ) ( )y z yζ ζ− T  dır. Bu 

durumda  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

2

2

1

q

q m
U

q

q m
U

qm
U

y
J z d

y z

y
d

y

d

y

ε

ε

ε

ζ
ζ

ζ
ζ

ζ

σ
ζ

σ
ζ

σ

ζ

+

+

=
−

=

∫∫

∫∫

∫∫ ≺

T  (4.38) 

( )2J z  integralinin değerlendirilmesi için öncelikle ( )y ζ  yansımasının Jacobianının 

22
:y y yζ ζℑ = −  aşağıdaki eşitsizliği sağladığını göz önüne alalım.  

 
( )

11
22 2

2 22 2
1

y y
y

y
y y y y

ζ
ζ

ζ ζζ ζ

⎡ ⎤⎡ ⎤ℑ ℑ⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

1
2 1 12

2 2
21 y y

⎛ ⎞
≤ ℑ ℑ⎜ ⎟−⎝ ⎠

≺X
X
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Burada 1

1

1:
1

K
K

−
=

+
X  dir.   

( )2J z  integralinde değişken değişimi ile  

 

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )

2 2

2

2
,

2 2
,

q

q m
G U

q m
y G U

q m
z d z L

q m

y
J z d

y z

d

z
d

y

d z L

ε

ε

ζ
ζ

ζ

ζ

ζ

σ
ζ

σ

ζ
σ

ζ

+

+

+
− ≥

− +

=
−

−

∫∫

∫∫

∫∫

≺

≺

≺

5

5  (4.39) 

dir. O halde  

 
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2 2

2 2

1 ,

, ,

q mq
R

q m
R

J z d z L

d z L z L

− +

− + ∗

+

∀ ∈

≺

≺
 (4.40) 

elde edilir. (3.6) kullanılarak ve (4.36), (4.37)-(4.40) dan z L∗∀ ∈  ve t L∈  öyle ki 

( ),z t d z L− =  için  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

,

, ,

p

p

m
m p

n n A G

m
p

R n A G

P z d t L P

d t L P z L

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

∗⎝ ⎠ ∀ ∈

≺

≺

 (4.41) 

dir. G , bir yarıdaire ise Lemma 3.3.2 ile  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1, k k
Rd z L z w w nζ τ τ + − += − = Ψ −Ψ ≥ − ;  

dır.  Böylece Lemma 3.3.8.dan  

 ( ) ( )
( )

( )

21

p

k m
m p

n n A G
P z n P

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠≺  

elde edilir. Teorem 4.3.1.1. ispatlanmış olur. G Qα∈  ise [8] ve [43] ile  

 ( ) ( ), 1Rd t L R nμ μ−−; ;  

dır. Burada 1
2

α ≥  ise 1μ
α

=  , 1
2

α <  ise ( ), , ,1 2Gμ δ δ δ α δ= = ≤ ≤  belirli bir 

sabittir. Böylece Lemma 3.3.8. ile  
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 ( )
( ) ( )

2

1 2

1,
2 , 1
1,
2

pp

m
p

m
n n A GA G m

p

n
P P p

n

δ

α

α

α

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎧
⎪ <
⎪ >⎨
⎪

≥⎪⎩

≺  

elde edilir. Böylece Teorem 4.4.1.1.in de ispatı tamamlanmış olur. 

 

Teorem 4.4.1.2. nın ispatı: 

L  bir yarıçember olduğundan, 11R cn−= +  olmak üzere her bir RL ’de 

yarıçemberdir. Böylece RL ’de ( )Ry ζ  için Sonuç 3.3.1 deki koşulları sağlayan bir 

Ry , ( )0Ry = ∞ , yansıması inşa edilebilir. Bu ( )Ry ζ ’i kullanarak, ( )nP z  için 

Belyi’nin integral gösterimi RG  için aşağıdaki gibi yazılabilir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

,
2

1 !
,

R

nm R
n m

G R

P ym
P z d z G

y z
ζ

ζ

ζ ζ
σ

π ζ
+

+
= − ∈

−
∫∫  (4.42) 

(4.42)’nin her iki tarafının modülü alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

,
2

1 !

R

nm R
n m

G R

P ym
P z d

y z
ζ

ζ

ζ
σ

π ζ
+

+
≤

−
∫∫  

( ) ( )

( )
,
2 2

2 2

1 !

R

n R
m m

G
R

P z ym
d

y z

ζ
ζσπ ζ

+ +
+

+
=

−
∫∫  

elde edilir. Hölder eşitsizliğinden, 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

22
2

2

2

,
2

1 !

R

R

nm
n m

G R

R
m

G R

P zm
P z d

y z

y
d

y z

ζ

ζ
ζ

σ
π ζ

σ
ζ

+

+

+⎡ ⎤
≤ ⎢ ⎥

−⎣ ⎦

×
−

∫∫

∫∫

 (4.43) 

dir. (4.43)’ün G  bölgesi üzerinden integralini alırsak, 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2
2

22
,

2 2

1 !

R R

m
n z

G

Rn
zm m

G G GR R

m
P z d

yP
d d d

y z y z
ζ

ζ ζ

σ
π

ζ
σ σ σ

ζ ζ
+ +

+⎡ ⎤
≤ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥× ⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫
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elde edilir. Buradan 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )2

2
2 ,

2

2

2

2

1 !
sup

sup

:

R

R R

R

Rm
n z m

z GG G R

z
nm

G G GR

R R n A G

ym
P z d d

y z

d P d
y z

A z B z P

ζ
ζ

ζ
ζ

σ σ
π ζ

σ ζ σ
ζ

+
∈

+
∈

⎧ ⎫
+ ⎪ ⎪≤ ⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪× ⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭

= × ×

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫  (4.44) 

elde edilir.   

Şimdi ( )
( )

2

,
2: sup

R

R
R

z G G R

y
A z d

y z
ζ

ζσ
ζ∈

=
−

∫∫  integralini değerlendirelim. 0ε >  

için ( ) { }: :U z zε ζ ζ ε= − <  ve genelliği kaybetmeden ( ): 0U U Gε ε
∗= ⊂  olsun. 

z L∈  için  

 

 

( ) ( )

( )

2 2

, ,
2 2

2

,
2

/

1 2:

R

R

R R
m m

G UR R

R
m

G U R

y y
d d

y z y z

y
d

y z

J J

ε

ε

ζ ζ
ζ ζ

ζ
ζ

σ σ
ζ ζ

σ
ζ

+ +

+

=
− −

+
−

= +

∫∫ ∫∫

∫∫  

dir. Önce 1J  integralini değerlendirelim. Sonuç 3.3.1.’e göre her Uεζ ∈  için 

( ) 2

, RRy yζ ζT  dir.  zζ ε− ≥ olduğundan z L∈  ve Uεζ ∈  için  

( ) ( )R Ry z yζ ζ− T  

dir.  Sonuç olarak, 

 

( )

( )
( )

( )

2

,
1 2

1

4

2

2 1

R
m

U R

R
m

U R

m
U R

y
J d

y z

y
d

y

d

y

ε

ε

ε

ζ
ζ

ζ

ζ

σ
ζ

ζ
σ

ζ

σ

ζ

+

+

+

=
−

=

∫∫

∫∫

∫∫ ≺

T  (4.45) 



Aral, N.D. 2012. Kompleks Düzlemin Çeşitli Bölgelerinde Cebirsel Polinomların Davranışı. Doktora Tezi. Mersin Üniversitesi 
 

 
 

57

dir. Benzer olararak 2J  integralini değerlendirelim. 

22

, ,: ,
Ry R RJ y yζ ζ= −  ( )Ry ζ  yansımasının Jakobiyanı aşağıdaki eşitsizliği 

sağladığını göz önünde bulunduralım. 

 ( )

11
22 2

,
2, 22 2

, ,, ,

1
2 1 12

2 2
2

1

1

y R y
R

R RR R

y y

y
y

y y y y

ζ
ζ

ζ ζζ ζ

⎡ ⎤⎡ ⎤ℑ ℑ⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞
≤ ℑ ℑ⎜ ⎟−⎝ ⎠

≺X
X

 

elde edilir. Burada 1

1

1:
1

K
K

−
=

+
X  dir. Sonuç olarak 

2

,Ry Ry ζℑ ;  dir. Bu 

değerlendirmeden sonra, 1J  in değerlendirmesine benzer olarak 2J  için  

( )

( ) ( )

\

2

,
2 2

2 2
\ \

R

R R R

R
m

G U R

m m
G U y G UR

y
J d

y z

d d

zy z

ε

ε ε

ζ
ζ

ζ ζ

σ
ζ

σ σ

ζζ

+

+ +

−

−−

∫∫

∫∫ ∫∫

≺

≺ ≺

 

bulunur. Şimdi 
( )

2
\R R

m
y G U

d

z
ε

ζσ

ζ +−∫∫  integralini değerlendirelim. 

( ) ( )
2 2

\U ,R R R

m m
y G z d z L

d d

z z
ε

ζ ζ

ζ

σ σ

ζ ζ+ +
− ≥

≤
− −∫∫ ∫∫    (4.46) 

dir. Buradan 1
iz re ϕζ − =  dönüşümü ile kutupsal koordinatlara geçilirse 

( )

( ) ( )( )
2

1 2
2

, 0 ( , )

2 ,
R R

mm
Rm

z d z L d z L

d
r dr d d z L

mz

π
ζ

ζ

σ πϕ
ζ

∞
−− +

+
− ≥

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∫∫ ∫ ∫  (4.47) 

bulunur.  Bu durumda (4.45) ve (4.47) ile  

 ( ) ( )( ) ( )( )1 , , ,
m m

R R RA z d z L d z L z L
− −

+ ∀ ∈≺ ≺  (4.48) 

elde edilir. 

Şimdi ( )RA z  deki değerlendirmeye benzer olarak ( )RB z  yi 

değerlendirelim. 
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( ) ( )

( )

2 2

, ,
2 2

2

,
2

/

1 2:

R R
m m

G UR R

R
m

G U R

y y
d d

y z y z

y
d

y z

J J

ε

ε

ζ ζ
ζ ζ

ζ
ζ

σ σ
ζ ζ

σ
ζ

+ +

+

=
− −

+
−

= +

∫∫ ∫∫

∫∫  

yazalım.   

( )

( )

2

,
1 2

1

2 1

R
m

U R

m
U R

y
J d

y z

d

Y

ε

ε

ζ
ζ

ζ

σ
ζ

σ

ζ

+

+

=
−

∫∫

∫∫ ≺T

 

ve  

 

( )

( )

( )

( )( )
1

2 2

2
\

2
,

,

R

R

m
G U R

m
y G U

m
z d z L

m
R

d
J

y z

d

z
d

z

d z L

ε

ε

ζ

ζ

ζ

ζ

σ

ζ

σ

ζ

σ

ζ

+

+

+
− ≥

−

=
−

−

≤
−

∫∫

∫∫

∫∫

≺

≺

5

 

bulunur. Böylece 

 ( ) ( )( ), ,
m

R RB z d z L z L
−

∀ ∈≺  (4.49) 

elde edilir. (4.44),(4.48) ve (4.49) dan  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )2

2 2 2, ,
R

mm
n z R n A G

G

P z d d z L P z Lσ
−

∀ ∈∫∫ ≺  

elde edilir. G Qα∈  olduğundan [8] ve [43] e göre 

 ( ) ( ), 1Rd z L R nμ μ−−; ;  

elde edilir. Burada 1
2

α ≥ ise 1μ
α

=  , 1
2

α <  ise ( ), , 1 2Gμ δ δ δ δ= = ≤ ≤  belirli 

bir sayıdır.   

Sonuç olarak Lemma 3.3.4. e göre  
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 ( )
( ) ( ) ( )2 22

. .

R

m m m
n n nA G A GA G

P n P n Pμ μ≺ ≺  

bulunur.  Böylece ispat tamamlanır. 

  

Teorem 4.3.1.2. nin ispatı: 

(4.42) ye benzer yolla aşağıdaki integral gösterimini yazabiliriz. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

,
2

1 !
,

R

nm R
n m

G R

P ym
P z d z G

y z
ζ

ζ

ζ ζ
σ

π ζ
+

+
= − ∈

−
∫∫  

Hölder eşitsizliğini uygulayarak, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

1 22

2

1 22

,
2

1 !

R

R

nm
n m

G R

R
m

G R

Pm
P z d

y z

y
d

y z

ζ

ζ
ζ

ζ
σ

π ζ

σ
ζ

+

+

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟≤
⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟×⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫

∫∫

 

elde edilir. Burada her iki tarafın .p  kuvvetini alıp G  bölgesi üzerinden integral 
alırsak, 

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2 22 2
,

2 2

1 !

R R

p
pm

n z
G

p p

R n
zm m

G G GR R

m
P z d

y P
d d d

y z y z
ζ

ζ ζ

σ
π

ζ
σ σ σ

ζ ζ
+ +

+⎡ ⎤
≤ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟× ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫
 (4.50) 

bulunur. Buradan 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )

22

,
2

22

2

1 1

1 !
sup

:

R

R

p
p

p Rm
n z m

z GG G R

p

n
z zm

G G R

R R

ym
P z d d

y z

P
d d

y z

A z B z

ζ
ζσ σ

π ζ

ζ
σ σ

ζ

+
∈

+

⎧ ⎫
+⎡ ⎤ ⎪ ⎪≤ ⎨ ⎬⎢ ⎥

−⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎩ ⎭
⎡ ⎤⎧ ⎫⎪ ⎪⎢ ⎥× ⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎩ ⎭⎢ ⎥⎣ ⎦

= ×

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫  

elde edilir. ( )1
RA z  integralinin değerlendirilmesi ( )RA z  nin değerlendirmesine 

benzer şekilde yapılır. Bu durumda z L∈  için 
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( )

( )

( )( )

22

,1
2

2

sup

.

R

p

R
R m

z G G R

mp

R

y
A z d

y z

d z L

ζ
ζσ

ζ
+

∈

−

⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
∫∫

≺

 

bulunur.  

( )1
RB z  integralini değerlendirelim. Genelleşmiş Hölder eşitsizliğinden, z L∈  için  

 ( ) ( )
( )

22

1
2

R

p

n
R z zm

G G R

P
B z d d

y z

ζ
σ σ

ζ
+

⎡ ⎤⎧ ⎫⎪ ⎪⎢ ⎥= ⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎩ ⎭⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫ ∫∫  

( )
( )

22

2

2
2R

pp

z
n m p

G G
R

dP d
y z

ζ
σζ σ

ζ
+

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟≤ ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠⎣ ⎦

∫∫ ∫∫  

( )
( )22

2

sup
R

R

pz
nm A GpG G

R

d P
y zζ

σ

ζ
+

∈

⎧ ⎫
⎪ ⎪≤ ×⎨ ⎬
⎪ ⎪−⎩ ⎭
∫∫  

 ( )( ) ( )2

22
2,

R

m p p
R n A G

d z L P
+

−
×≺  

bulunur. Böylece (4.50) den  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )2

2 1
,

R

p m p pm
n z R n A G

G

P z d d z L Pσ
− +

×∫∫ ≺  

elde edilir. RLζ ∈  alalım öyle ki  ( ), Rd z L zζ= −  , z L∈  olsun. Lemma 3.3.2. yi 

göz önünde bulundurarak  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1, k k
Rd z L z w w nζ τ τ + − += − = Ψ −Ψ ≥ − ;  (4.51) 

bulunur. Lemma 3.3.4 e göre (4.49), (4.50) ve (4.51) den ispat tamamlanır. 

 ( )
( )

( ) ( )

( )2

21 1

p

k m
m p

n n A GA G
P n P

⎡ ⎤
+ + −⎢ ⎥

⎣ ⎦≺  

 

Teorem 4.3.1.3. ve Teorem 4.4.1.3. nın ispatı: 

(4.41) e göre  

 ( ) ( ) ( ) ( )

2

, ,
p

m
m p

n R n A G
P z d t L P z L

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

∗⎝ ⎠ ∈≺  
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dir. 0m =  için  

 ( ) ( ) ( )

2

,
p

p
n R n A G

P z d t L P
−

≺  

dir. Lemma 3.3.8. ile  

 ( ) ( )1n nC G C G
P c P ∗≤  

alınır. 

 
( ) ( )

( ) ( )

1

1

q

q
q

n n zA G
G

q
q p p

n n z
G

P P z d

P z P z d

σ

σ
−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫

∫∫
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 12

max

max

,

p

p

p p
q

n n zz G
G

pp
qq

n n A Gz G

q p
R n A G

P z P z d

P z P

d t L P

σ

∗

−

∈

−

∈

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫∫

≺

≺

 

dir. 

G , bir yarıdaire ise Lemma 3.3.2 ile  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1, k k
Rd z L z w w nζ τ τ + − += − = Ψ −Ψ ≥ − ;  

dir. G Qα∈  ise [8] ve [43] ile  

 ( ) ( ), 1Rd t L R nμ μ−−; ;  

dir. Böylece ispat tamamlanır. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu bölümde öncelikle bu tez çalışmasında ele alınan sonuçlar özetlenecek 

daha sonra bu konu ile ilgili başka nelerin yapılabileceği ile ilgili öneriler 

verilecektir. 

 

5.1. SONUÇLAR 

 

Bu tezde, ( )1.2  problemi, ( )2A G  normunda, G  bölgesinin Qα , Qβ
α  

sınıflarından ve K -yarıkonform eğriyle sınırlı olması durumlarında, (1.4) problemi 

ise bölgenin k -yarıdaire ve Qα  sınıfından olması durumunda  ele alınarak 

incelenmiş, elde edilen sonuçlar Bulgular ve Tartışma bölümünde; 4.1.1. Temel 

Sonuçlar isimli başlık altında verilmiştir.  

4.1.1. Temel Sonuçların ispatları için gerekli Lemmalar ve Yardımcı 

Sonuçlar Materyal ve Yöntem başlığı altında verilmiştir.  

Teorem 4.1.1.1’den Teorem 4.4.1.6’ya kadar olan teoremlerin hepsinde 

kompleks düzlemin çeşitli bölgelerinde; ( )1.2  ve (1.4) problemlerine bakılarak 

(3.29)’a göre daha iyi sonuçlar elde edilmeye çalışılmıştır. 

 

 

5.2.ÖNERİLER 

 

4.1.1. Temel Sonuçlar bölümündeki teoremlerde ( )1.2  problemi ( )2A G  

normunda ele alınarak incelenmiştir. Acaba, ( )1.2  problemi ( )pA G  ve ( ),pA h G  

normlarına göre ele alındığında polinomun değerlendirilmesi nasıl olacaktır?  
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