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KOMPLEKS DUZLEMIN CESITLI BOLGELERINDE
CEBIRSEL POLINOMLARIN DAVRANISI

Nazlim Deniz ARAL

07/
C- kompleks diizlem; G C, L:=0G Jordan egrisi ile smirli sonlu bir
bolge ve Q:=extG olsun. w=®(z) ile Q bdlgesini A= {w:w|>1} bolgesine
konform resmeden ve CD(oo):oo, CD’(oo)>0 kosullarin1 saglayan doniistim

gosterilsin.

AP(G) ile G bolgesinde analitik ve
11, =[]/ (=) dor. <0
G

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi isaret edilsin, burada o ile G iizerinde tanimli
iki boyutlu Lebesque 6l¢iisii gosterilmektedir.

n, bir dogal say1 olmak lizere, g, ile derecesi n’yi asmayan polinomlar

siifi gosterilsin. Bilindigi gibi Bernstein-Walsh Lemmasi

|5.(2) <[@(2)

n+l

P

n

, 2€Q *)

c(c)
dir [1].
P

n

Bu tezde; (*) esitsizligi, sag tarafindaki

o(z) Sayismnin ||El|| () SAYIS1 ile

degistirilerek, kompleks diizlemin gesitli bolgelerinde incelendi.
Ayni zamanda X ve Y, G de tanimli fonksiyonlarin normlu (veya yari

normlu) uzaylar1 olmak iizere,

g

< A(k,n,G')

L,

X(¥) !

seklindeki esitsizliklerin bulunmasi problemi incelendi. Burada A(k,n,G) genelde

k,n ve G ’ye bagl sabittir.

Anahtar Kelimeler: Cebirsel Polinom, Konform doéniisiim, Yarikonform doniisiim,
Yarikonform egriler

Damisman: Prof. Dr. Fahreddin Abdullayev, Matematik Ana Bilim Dali, Mersin

Universitesi
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BEHAVIOR OF ALGEBRAIC POLYNOMIALS IN VARIOUS
REGIONS OF THE COMPLEX PLANE

NAZLIM DENIZ ARAL

ABSTRACT

Let C denote the complex plane, G — C be a finite region whose boundary
L= oG is a Jordan curve. Q:=extG. Let w= CD(z) be the conformal mapping of Q

onto the Azz{z :|z|>1} , normalized by @ (o) =00, ®'(0)> 0.

Let us denote by A (G) the set of functions f analyticin G and satisfying
[ =115 ) = []If (2)] do, < o0,
G

where o is two-dimensional Lebesque measure.
Let us denote by ¢, the class of polynomials P, (z),deg P.<n (n € N). It

is well known Bernstein-Walsh Lemma says:

R.(2)|<[e@) IRl - 20 )
In this thesis, the inequality (*) has been investigated by replacing the

number ||Pn||c(6) by | Pn||A2(G) for some regions of complex plane.

n+l

Moreover, the problem of finding
p) ‘X(Y) < A(k,n,G)[P,,

n

type inequalities have been investigated, where X and Y are the normed (or
seminormed) spaces of functions on G and A(k,n,G) is a constant which depends

on k,n,G.

Keywords: Algebraic polynomial, Conformal mapping, Quasiconformal mapping,
Quasiconformal curves.

Advisor: Prof.Dr.Fahreddin Abdullayev, Department of Mathematics, Mersin
University
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SiIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

C Kompleks sayilar kiimesi

C Cu {oo}

G G bolgesinin kapanist

oG G bolgesinin siniri

= Tanim olarak esittir.

do. dxdy, z=x+iy

DeG D bolgesi kompakt olarak G bolgesinin i¢indedir.
int(L) L kapal1 egrisinin siirladigi sonlu bolge

ext(L) L kapal1 egrisinin sinirladig1 sonsuz bolge

mes ( }/) y egrisinin uzunlugu

mes (G) G bolgesinin alani

Q ext (é )

B(z, o) {t:]t—2|< 5}

A {w: |w| > 1}

k=1n k=12,..,n

a=<b a<ch, c>0 a ve b den bagimsiz sabit.

a>b b<ca,c>0 a ve b den bagimsiz sabit.

axb a<bveb=<a

d(M,L) inf{|z-¢|: zeM, {eL}

1) (Z) d (Z, L)

C (G) G bolgesinde siirekli olan fonksiyonlar kiimesi
C'(G) Tiirevi G bolgesinde siirekli olan fonksiyonlar kiimesi
A (G) G bolgesinde analitik fonksiyonlar kiimesi

A(E) G bolgesinde analitik ve G siirekli fonksiyonlar kiimesi
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1. GIRIS

Yaklasim Teorisi’'nde Onemli yer tutan problemlerden bir tanesi
polinomlarin kendi normlar1 veya polinomun kendisi ile tiirevlerinin farkli normlari
arasinda nasil bir bagintinin bulundugu problemidir. Bu tiir sonuglar literatiirde
Markov (Markoff) (polinomlarin tiirevleri ve kendi normlar1 arasindaki baginti),
Bernstein, Walsh (polinomun normlar1 arasindaki bagint1), Nikolskii (farkl
uzaylarda tlirevleri ve kendi normlar1 arasinda baginti) vs. tipi esitsizlikler halinde
rastlanmaktadir. Diger taraftan, verilen bir polinomun verilen bir kiime tizerindeki
herhangi bir normunun, kiimenin genislemesi ile degisiminin gdzlemlenmesi
problemi de bu teorinin temel taglarindandir. Cogu zaman yardimci sonuglar olarak
ihtiya¢c duyulan bu tiir degerlendirmeler ilerleyen zamanlarda bagimsiz bir teori
olarak gelismeye devam etmis ve halen devam etmektedir. Sonraki agamalarda bu
teori, ortogonal polinomlar teorisinde, dahil olma teorisinde vs. gibi alanlarda
uygulamalar buldu.

Bu c¢alismada, belirtilen problemlerden esas olarak iki tanesi {izerinde
durulacaktir. Bu problemlerden ilki, polinomlarin farklt normlar1 arasinda nasil bir
bagintinin olacagi, digeri ise polinomun, verilen bdlge {lizerindeki normu bilindigi
halde, bolgenin disindaki artisinin nasil degerlendirilecegidir. Tabii ki, bu tiir
problemlerin ¢6ziimii, ele alinan bdlgenin 6zelliklerine, bakilan uzayin 6zelliklerine
ve bunlar gibi bir¢cok parametreye bagli olacaktir.

Bu ¢alismadaki esas amac, kompleks diizlemin ¢esitli bolgelerinde yukarida
ifade edilen iki problemin ¢6ziimiiniin incelenmesi ve elde edilen sonucun bu

parametrelere nasil bagli oldugunun ortaya konulmasidir.

Gc C, L:=0G Jordan egrisi ile sinirlt sonlu bir bolge ve Q= extG olsun.
w=®(z) ile Q bolgesini A:= {w:|w| >1 } bolgesine konform resmeden ve
® (o) =00, @'(0)>0 kosullarini saglayan doniisiim gosterilsin. Her R>1 sayisi
icin L, = {z : |<I)(z)| = R} olmak iizere G, =intL, , Q, :=extL, olsun.

h(z), G bélgesinde tammli bir agirlik fonksiyonu olsun. 4, (4,G) ile G

bolgesinde analitik ve
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”f”jp(h,c;) = .” /’l(Z)‘f(Z)‘p dO'z < 0

G
kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi isaret edilsin. Burada o ile G iizerinde taniml

iki boyutlu Lebesque dlgiisii gosterilmektedir. 4,(1,G):=4,(G).
G ’da siirekli fonksiyonlar sinifi C (5) ile gosterilsin ve f e C (5) i¢cin
”f”c(E) ‘= max {|f(z)| ‘1z € 5}

olsun.

¢, 1le derecesi n’yi asmayan cebirsel polinomlar sinifi gosterilsin.
Verilen bir P, € o, polinomunun ele alinan kiime iizerinde herhangi bir
uzaydaki (C(E), L,(0G), A4,(G)) normunun (veya yarinormunun) bu kiimenin

genislemesine bagli olarak artisinin bulunmasi ile ilgili asagidaki sekilde verilen

esitsizlikler Berstein-Walsh esitsizligi [1] olarak bilinmektedir:
P

n

_<A(n.G.G)

L,

GcG'. (1.1)

G 2
Eger ele alinan kiime G bdlgesi ve norm olarak diizgiin norm ele alinirsa,

bilindigi gibi, klasik Bernstein-Walsh Lemmasi ( G bolgesi i¢in tasarlanmis haliyle)

n+l

P (z)<|e(2) ||R, ) » Z€Q (1.2)
esitsizligini vermektedir [1 , 2]. Buradan, 6zel halde
n+l
P C(GR)SR P @) (1.3)

bulunur. Yani, G bolgesi G, bolgesine kadar genisletildiginde ||P,

— , Savisit en
c(G,) >

fazla || P,

n+l
(@) sayisinin R"" kati1 kadar artacaktir.

Bu tezde; ilk 6nce (1.1) esitsizligi, kompleks diizlemin ¢esitli bolgelerinde
ve ¢esitli normlarda incelendi. Elde edilen sonuglarda, polinomun normunun

PR

bolgenin geometrik Ozelliklerine ve uzayin parametrelerine gore nasil degistigi

gosterildi. Daha sonra, X ve Y, (C (5),LP (GG),AP (G)) normlu uzaylarindan

birisi ve Pn(k), P ’in k. mertebeden tiirevi olmak iizere,

P(k)Hx(y) < A(k,n,G)

n

L,

, (1.4)
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seklindeki esitsizliklerin bulunmasi problemi incelendi. Burada A(k,n,G) genelde
k,n ve G ’ye bagl bir sabittir.

Bu tezin, Materyal ve Yontem kisminda esas teoremlerin ispatlari igin
gerekli tanim ve kavramlarin yanisira yardimci lemmalar ve teoremler verilecektir.

Bulgular ve Tartisma kisminda esas teoremler ve sonuglar verilecektir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Bernstein-Walsh tipi esitsizliklerin ilki, 1912 yilinda Bernstein tarafindan

bulunmustur. (1.1)’deki isaretlemelere gore, G:[—l,l] ve X=C [—l,l] alinirsa
1 1 .. . . ,
G, =4z:z =E(W+_)’ |w| =R>1; icin G'=G, olmak iizere Bernstein, (1.1)’de
w

A(n,G,G’) sabitinin R" oldugunu belirlemistir. Dolayisiyla, Berstein esitsizligi
olarak bilinen degerlendirme kaynaklarda asagidaki gibi yer aldi:

<R"|P

n

||1)’7||C(6R) cl-11] (21)

I" 6lgtilebilir Jordan egrisi olsun. Her p >0 i¢in L, (') ile I izerinde
Olgiilebilir ve

|

Lp(T)

o= I|f(z)|p |dz| <+

kosulunu saglayan f (z) fonksiyonlariin sinifi gosterilsin.

(2.1) esitsizliginin benzeri, I kapali ve 6l¢iilebilir bir Jordan egrisi olmak

tizere L,(I') uzayinda Hille, Szegd, Tamarkin [2] tarafindan elde edilmistir.
['=0G, G'=G, =intL, ve I, :=0G, olarak alinirsa, bu durumda (2.1)’in
benzeri olan

n+—
<R ?
L,(8Gy)

P

n

p>0 (2.2)

n L,(2G)’

esitsizligi yazilabilir.
Verilen bolgenin iizerine bazi kosullar koyarak (2.2)’deki degerlendirme
4,(G) uzayma asagidaki sekilde tagmabilir [4] :

1
n+—

1+e(R-1)]"

L,

p>0 (2.3)

n

<
4,(G) [ 4,(G)”

Burada ¢ sabiti n ve R den bagimsizdir.
2009 yilinda N.Stylianopoulos [5], yarikonform ve o6lgiilebilir bir egriyle

simirli bolgede keyfi P e, polinomunun modiliiniin artismi biitin - Q’da

degerlendirirken, (1.2)’nin sag tarafindaki

L,

(@) yerine ||P, () SAyISI kullanarak

asagidaki sonucu elde etmistir:
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n+l

P

d(z,L)

F,

wol®@) . zeq. 2.4)

Burada, ¢(L), L’ye bagl bir sabit ve d(z,L) ise z noktasiin L egrisine olan

uzakligidir.

Daha sonra, esas problemlerimizden ikincisi ile ilgili olarak, kompleks
diizlemin ¢esitli bolgeleri i¢in polinomlarin tiirevlerinin X normlari ile onlarin kendi
Y normlar1 karsilastirildi. X' ve Y olarak farkli uzaylar ele alindiginda bu tiir
sonugclara, ¢esitli geometrik 6zelliklere sahip bolgeler ve kiimeler i¢in Markov [6],
Mergelyan [7], Dzjadyk [8], Suetin [9], Simonenko [10], Kulikov [11], Mamedhanov
[12], Batchaev [13], Abdullayev [4,14,15], Gaier [16,17], Pritsker [18], Andrievskii
[19] ve bunlar gibi bir ¢ok c¢aligmalarinda rastlanabilir. Yapilan calismalarda,

asagidaki sekilde degerlendirmelerin

g

< A(n,k,G)
X(¥)

L,

(2.5)

Y

L

. SB(n,G)-

1)’![

(2.6)

Y

ve bu esitsizliklerde yer alan A(n,k,G), B(n,G) sayilarimin verilen bolgelerin

ozelliklerine bagli olarak nasil degistiginin bulunmasi gibi problemler incelenmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bulgular kisminda kullanilacak bazi tanimlar ve temel
teoremler verilecektir.

Bu tezde, G kompleks diizlemde L:=0G Jordan egrisiyle sinirlt sonlu bir
bolge kabul edilecektir. Ek olarak, genelligi kaybetmeksizin 0 € G kabul edilecektir.

3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanmm 3.1.1. Eger, G4, #3J, GnA4,# olacak sekilde kompleks

diizlemde ayrik ve birlesimleri G kiimesini veren 4, ve 4, acik kiimeleri varsa

G ’ya baglantisiz kiime denir. Aksi halde G baglantili kiime adini alir [20].

Tamm 3.1.2. G < C kiimesi i¢in
i) G bir agik kiimedir,
ii) Her £,,¢, € G igin bu noktalan birlestiren ve y < G olacak sekilde en

az bir 7/:=y(§’1,§’2) egrisi vardir kosullar1 saglaniyor ise G kiimesine kompleks

diizlemde bir bélge denir [21].
Kapali ve baglantili bir kiimeye Continuum adi verilir.

Teorem 3.1.1. f fonksiyonunun z, € G noktasinda tiirevlenebilir olmasi
icin gerek ve yeter kosul z,e€G noktasinda siirekli ve VzeG icin
f(2)=f(z)+(z=2) f (2)+(z-z,)e(z) saglayan bir tek [ :G—>C

fonksiyonunun olmasidir. Burada lim &(z)=0 dir. Bu durumda f"(z,) = /" (z,) dir
Z‘)ZO

[22].

Teorem 3.1.2. f fonksiyonu z, € G noktasinda tiirevlenebilirse, z = x +iy

olmak tizere,
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0 0
T ve 2
kismi tiirevleri mevcut olup bu kismi tiirevler
, 0 .0
FE) =2 @) =2 ()

ifadesini saglar [23].

o

Tamm 3.1.3. f fonksiyonunun z, € G noktasinda G_(ZO)

A

tiirevleri mevcut ise 8_(20) ve
z

o

—(z,) asagidaki sekilde tanimlanir:
oz

fowf(forzf%ﬂaam,

W &_(W

'iz = f-(z
g 0)+lay(o)J L S (20)

Ozel halde f(z)=u(x,y)+iv(x,y) seklinde ise

1 i
fo=Zutv)+=vo—u,),

1 i
fE = E(ux —Vy) +E(VX +uy) s
olur [23].
Teorem 3.1.3. f fonksiyonu z, noktasinda tiirevlenebilirse
, 0 0
Fe=Le). Liy=o
0z 0z
dir [23].

o

, —(z,) kismi
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Tanmm 3.1.4. f fonksiyonu tanimli oldugu z, noktasmnin belli bir
B(z,,7)= {z:|z—zo| <r} komsulugundaki tiim noktalarda tiirevlenebiliyorsa f

fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir [21].

Eger G ’de tanimli f fonksiyonu, her bir z € G noktasinda analitik ise f
fonksiyonuna G ’de analitiktir denir. G ’de analitik tiim fonksiyonlarin kiimesi

A(G) ile, G’de analitik ve G ’da siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi A(E) ile

gosterilir.

Tanim 3.1.5. f: [a,b] — R, sinirh bir fonksiyon olsun. Herhangi bir ¢ >0

icin dyle bir 6 >0 sayis1 bulunabilir dyle ki [a,b] araliginin Z(bk -a,)<0

k=0

kosulunu saglayan her bir ayrik {(ak ,b, )}Z:o parcalanis1 igin Z| f(b,)— f(a, )| <&
k=0

saglantyor ise f fonksiyonuna [a,b] *de mutlak stirekli fonksiyon denir.

Tamm 3.1.6. Kompleks degiskenli reel degerli u:G — R, fonksiyonu
verilsin. Eger, u fonksiyonu kenarlar1i OX ve OY eksenlerine paralel olan her
R &G dikdortgeninin hemen hemen tiim yatay ve hemen hemen tiim dikey

araliklarinda mutlak stirekli ise # fonksiyonuna G ’de mutlak siireklidir denir.

Tanmm 3.1.7. Gc C; f:G — C, bir fonksiyon olsun. Eger, Re /' ve
Im f:G —> R fonksiyonlar1 G ’de mutlak siirekli fonksiyonlar iseler f* fonksiyonu

G ’de mutlak siireklidir denir. G bolgesinde mutlak siirekli fonksiyonlarin sinifi

ACL(G) ile gosterilir.

neN olmak iizere, 0<|z,|<1 ve
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sonsuz ¢arpimi |z| <1 icin mutlak yakinsak ise, bu ¢arpim |z| <1’de analitik olan ve

Blascke carpimi denilen belirli bir fonksiyonu gosterir.

]‘r:=f(rei6), 96[0,27[], f.

_ i6 .
L= Sl;p‘ f (re )‘ olmak  {izere,

H” ={f:||f,| <, 0<r<1} gostersin.

Teorem 3.1.4. (Blaschke Fonksiyonlar1): G — C bolgesi verilsin. Vne N

icin o, #0 ve i(l—|an|) <o olacak sekilde {@,} G bolgesinde bir dizi olsun. &

n=1

negatif olmayan bir tamsay1 ve z € G i¢in,

B(z) = zkﬁ 4, — 2

n=l1 1— a,.z a,

an

ile tanimhi B fonksiyonu H” smifindandir. Ayrica bu fonksiyon ¢, disinda sifir

yeri igermez.
Bu B fonksiyonuna Blaschke Carpimi denir. Dikkat edilmelidir ki,

o, ’lerin bazilari tekrarlanabilir. Blaschke ¢arpiminda ¢arpan yoksa B (z) =1"dir.

3.2. KOMPLEKS DUZLEMDE EGRI VE KOMPLEKS DEGISKENLI
FONKSIYONLARIN INTEGRALI

Tamm 3.2.1. a,beR ve a<b olsun. z=z(t):[a,b] >C siirekli
fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir ve y ile isaretlenir. z(a) noktasina

y egrisinin baslangi¢ noktas, z(b) noktasina da bitis noktas1 denir.

i) z(a) = z(b) i1se y egrisine kapali egri denir.

ii) Her #,1, €[a,b] i¢in ¢ #1, oldugunda z(1,)#z(s,) ise y egrisine
Jordan yayi, eger sadece u¢ noktalarinda z(a) = z(b) ise y egrisine Jordan egrisi

denir.
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iii) ‘v’te[a,b] icin z'(t) var ve siirekli ise y egrisine diferansiyellenebilir
egri denir. Buna ek olarak Vte[a,b] icin z'(t);tO ise y egrisine diizgiin egri
denir.

iv) [a,b] araliginin  sonlu  tane noktast haric y  egrisi
diferansiyellenebiliyorsa ve bu s6z konusu noktalarda y’nin sagdan ve soldan
tiirevleri var ve bu tiirevler » 'nin bu noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse y
pargall diferansiyellenebilir egridir denir [24].

v) y parcali diferansiyellenebilir egri olsun. Eger V¢ € [a,b] icin 7'(1) =0
ise y, parcali diizgiin egridir denir.

vi) Her z,,z, € L gifti igin s(z,,z,), z i z, ye birlestiren, egri iizerindeki
en kiigiik yay uzunlugu olmak iizere bir ¢ > 1 sabiti vardir dyleki s(z,,z,)<c|z —z,|

ise L ’ye yari diizgiin bir egri denir.

Tanim 3.2.2. G < C bir bolge olmak iizere G bdlgesinden alinan her bir

y egrisi i¢in inty < G oluyor ise D bolgesine basit baglantili bélge denir. Baska

bir deyisle C’a gore tlimleyeni baglantili olan bolgeye basit baglantili bolge denir.

Teorem 3.2.1. (Jordan Egri Teoremi) y, C ’da bir Jordan egrisi olsun. Bu
taktirde y egrisi kompleks diizlemi ortak sinirlar1 y olan biri sonlu, digeri sonsuz iki
ayrik bolgeye ayirir. Bu bolgelerin her biri basit baglantilidir [24].

[a,b] araligmmn P ={t,1,...,t,} seklindeki tiim par¢alanislarinin ailesi P
ile gosterilsin ve ¢, (P) =Y _|z(t,) - z(,_, )| olsun. Eger,

k=1
limsup{ﬂn(P) :Pe IP} <0

ise y egrisine ol¢iilebilir egri denir.

Teorem 3.2.2. Eger y parcali diizgiin egri ise bu egri lgiilebilirdir ve

10
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mes(y)= j|z’(t)| dt

dir [24].

Tamm 3.2.3. y egrisinin dogal denklemi z=z(s), 0<s</(, (:=mesy,
olsun. Eger, y egrisine her bir z(s) noktasinda ¢izilen tegetin OX ekseni ile pozitif
yonde yaptig1 agi G(S)::H(z(s)) s ’in siirekli fonksiyonu ise bu egriye siirekli
tegete sahip egri denir ve bu 0Ozellige sahip egrilerin sinifi C, ile gosterilir. Eger

0'(ss) siirekli ve siirli ise y egrisine siirekli egime sahip egri denir.

Tamm 3.2.4. a,b,c,d,e ve [ birer reel sayr olmak iizere
kompleks diizlemde G::{z:x+iy : a<x<b,d<y<f}u

{Z =x+iy:a<x<c,d<y< e} seklinde tanimlanan bolgeye L — sekilli bélge denir.

Tanim 3.2.5. S < C bir kiime ve f:S — C bir fonksiyon olsun. 0 < <1

olmak iizere Vz,,z, € S igin,

‘f(zl)_f(zz)‘SA|Zl_Zz|a
olacak sekilde bir 4>0 varsa f fonksiyonuna Holder (Lipshitz) o sinifi’ndandir
denir ve f e H*(S) veya f € Lipa ile gosterilir. H'(S)=H(S) olsun.
Asagidaki dzellikler saglanir:
1) feH(S)= feC(S)
2) p<a olmak iizere f[eH"(S)= feH’(S) dir.  Yani
H*(S)c H”(S) dur.

3) feH(S),geH(S) olmak iizere,

frgeH(S), fgeH(S), éeH(S) (g0)

dir [25].

11
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Tanim 3.2.6. f ’nin teget doniisiimiiniin z, noktasinda yonii degismiyor ve
a) acilar degismiyor,
b) kareyi kareye resmediyor

¢) cemberi cembere resmediyor
kosullarindan herhangi birini sagliyorsa z, € C noktasinda R’ diferansiyellenebilir
f doniistimiine bu noktada konform denir

Eger f:D — C birebir, 6rten ve D ’nin her bir noktasinda konform ise f

fonksiyonuna D bolgesinde konform doniisiim denir [26].

Asagida verilen teorem konform doniislim teorisinin en Onemli

teoremlerinden biri olan Riemann Doniisiim Teoremi’nin bir sonucudur.

Teorem 3.2.3. G c C basit baglantili bir bolge ve 0 G olsun. Bu

durumda G bblgesini B(0,1):={w:|w|<1} dairesine resmeden ve (}(O):O,

g;'(O) > 0 kosullarini saglayan bir tek w = g}(z) konform dontisiimii vardir [24].

Teorem 3.2.4. Q:=C\G ve A= {w:|w|>1} olmak iizere

D)= ve lim?

Z—0 z

>0

olacak sekilde bir tek @ : Q2 — A konform doniisiimii vardir.

Tanmm 3.2.7. 0<r <1 ve R>1 olsun. Bu durumda,
L :={zeG:‘¢(z)‘=r<1}, Ly={zeQ:|0()|=R>1),

egrilerine sirasiyla i¢ ve dis seviye egrileri denir.

Tamm 3.2.8. y, denklemi z:z(t):[a,b]—>C olan diizgiin egri ve f

fonksiyonu y egrisi lizerinde siirekli bir fonksiyon ise,

[ 1@z = [ £z0) '@ dt,

12
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integraline f nin y egrisi lizerindeki egrisel integrali denir.

Teorem 3.2.5. (Cauchy Teoremi) Gc C sonlu bir bolge, f € A(G)

olsun. y, inty < G kosulunu saglayan dl¢iilebilir Jordan egrisi olsun. Bu durumda

[f(2)dz=0
e
dir [27].
Teorem 3.2.6. (Cauchy Integral Formiili) G C sonlu bir bélge ve

f € A(G) olsun. y, int y G kosulunu saglayan Ol¢iilebilir Jordan egrisi ise her

z€inty igin

£
fe)=— lj

dir [27].
Teorem 3.2.7. (Cauchy Tiirev Formiilii) D c C bir bolge, f D’de

analitik ve G&D sonlu sayida pargali diizgiin egri ile sinirli bolge olsun. Bu

durumda, Vze G ve her n=0,1,2,... i¢in

dir [27].

Teorem 3.2.8. (Sonsuz Bélgeler i¢in Cauchy Integral Formiilii) L, yonii

negatif, kapali, 6l¢iilebilir bir Jordan egrisi olsun. f (z) € A(extL) ve

im /() -
ise
J‘f(g)dﬁ A, zeintL
27i
2ﬁljf(§)d§:—f(z)+A , z€extL
dir [28].

13
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Teorem 3.2.9. (Maksimum-Modulus Prensibi) G — C Jordan egrisi ile

sinirli, sonlu bir bolge olsun. Eger, f e A(E) ve f sabitten farkli ise | f | maksimum

degerini 0G ’de alir [27].

Tanim 3.2.9. G cC sonlu bir bolge, U : G — C ikinci mertebeden siirekli
kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon ve
2 2
A= 6—2 + 6_2
ox~ Oy

olmak tlizere AU =0 ise U (x, y) fonksiyonuna G bolgesinde harmoniktir denir.

Teorem 3.2.10. (Ortalama Deger Teoremi) G —C sonlu bir bolge,
U:G — C fonksiyonu G ’de harmonik ise, B(z,,7)=G olan her z,€G ve r>0

i¢in

dir [27].

Teorem 3.2.11. G —C sonlu bir bolge; U : G — C fonksiyonu G ’de

harmonik ve B(z,, r) < G olsun. O zaman

dir [24].
GcC, L=0G Jordan egrisi ile siirli sonlu bir bélge; #(z)>0, G de
taniml1 integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere
0<[[h(z)do. <o
G
kosulunu saglarsa /#’a, G lizerinde tanimh agirlik fonksiyonu denir.

Tamm 3.2.10. G < C bir bélge, 4(z) G ’de tammli bir agirlik fonksiyonu

ve p >0 olsun. G bolgesinde tanimli, Sl¢iilebilir ve

14
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J.J.h(z)‘f(z)‘pdaz <0

G

kosulunu saglayan fonksiyonlar smifi L,

(h,G) ile gosterilir.
Eger h(z)=11ise L,(1,G)=L,(G) dir.

p

Ayrica, p >1 olmak tlizere L (G) uzayinda norm

P

P e

dir.

Tamm 3.2.11. G<C sonlu bir bdlge ve h(z), G’de tammh agirhk

fonksiyonu olsun. p >0 olmak lizere G ’de analitik ve

1
o= [ oY e | <
kosulunu saglayan fonksiyonlar simifi 4, (h, G) ile gosterilir. Bu simf
A4,(hG)={f:f e A(G)NL,(hG)}
ile de gosterilir. Ozel halde h(z)=1 alirsa, 4,(G):= 4,(1,G) olarak gosterilir.
p =1 olmak iizere 4,(G) uzayinda norm

11,0 =171,

bi¢giminde tanimlanir.
Yukaridaki integral Lebesque anlamindadir. Ama gerektiginde bu integrali
Rieman integralinin limiti seklinde tanimlayabiliriz. Bu durum asagidaki teoremle

verilmektedir.

Teorem 3.2.12. Lebesque anlamindaki

1171=[[lr@f do.

integrali Riemann anlamindaki integrallerin limiti olarak ifade edilebilir [16].

15
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Lebesque integralinin ozellikleri ve |f+g|2 < (|f|+|g|)2 < 2(|f|2 +|g|2)
esitsizligi yardimiyla

i) Her f € A,(G) ve her ceC i¢in ¢f € 4,(G)

ii) /,g€4,(G) icin f+geA(G)
Oonermelerinin saglandigi goriiliir.

(1) ve (i1) den 4,(G) uzay: toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine goére

kapalidir.
O halde 4,(G) bir lineer uzaydir.

Teorem 3.2.13. /€ 4,(G), 6(z,)=d(z,,0G) olmak iizere

2 1
17 (20) Swz—(zo)l[f]
dir [16].
f,g€4,(G) igin
_ 1 i o 1+ 1+i
fg=§|f+g|2+§|f+lg|—7|f|2—7|é’|2

0zdesliginden yararlanarak

[[1@)eg(z)do, <+

G

oldugu kolayca goriiliir. O halde asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 3.2.12. f,g < 4,(G) igin

(f.)=|[ f(2)g(z)do. (3.1)

seklinde tanimlanan ifadeye f ile g nin i¢ ¢arpim denir.

A4,(G) uzay1r (3.1)’de tanimlanan i¢ carpim ile bir i¢ ¢arpim uzayidir.
Ayrica,

11,0 =N (3.2)

16
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normuna gore bir normlu uzaydir [3].

Teorem 3.2.14. A4,(G) uzay1 (3.2) normuna gore Banach uzayidir [3].

Ispat: { fn} € A4,(G) bir Cauchy dizisi olsun. f,(z)— f, (z) fonksiyonuna

Teorem 3.2.13 uygulanirsa,

fn(Z)—fm(Z)|2 <%, ze Bc G, 6 :=dist(B,0G)
T

elde edilir. { fn}neN dizisinin G ’de diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
onun cauchy dizisi olmasidir. Buna gore { fn} analitik fonksiyonlar dizisi Bc G
kompaktinda bir ' € A(G) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir yani;
’lli_{rolofn(z):F(z), zeBcG.

Ote yandan n,m > n, igin

[[ln@-1Gf do.<1[f,-f,]<e

B
saglanir. m — oo limite gegilirse her n>n,, her B c G kompleks kiimesi i¢in

mfn (2)-F(2) do. <¢

B

bulunur. B < G keyfi kompakt oldugundan Vn > n, i¢in / [ |, —-F ] <¢ yani
F e A(G) ve

lim 0

n—0

f,—F

46)
dir.
Dolayisiyla 4,(G) uzayindan olan her Cauchy dizisi yakinsaktir ve limit

fonksiyonu uzayin elemanidir. Yani 4,(G) uzay1 Banach uzayidir.

O halde Teorem 3.2.14.’{in sonucu olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.15. 4,(G) lineer uzay: (3.1) i¢ ¢arpimiyla bir Hilbert uzayidir
[3].

17
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Teorem 3.2.16. G C bir bolge olsun. p>1, l+l:1 olmak {izere

fel,(G), gelL,/(G) ise,

1

b ([ /()g(2)do| < [ [[lrer do. J [ [l do. ] ,

f,geLp(G) ise

i) Uf @)+ g donp < [H ek daz]p + [ [[ler dazJp

esitsizlikleri saglanir.

Bu esitsizliklere, sirasiyla, Hélder Esitsizligi ve Minkowski Esitsizligi adi
verilir [29].

Ozel halde p =g =2 durumunda

s( jf f(2)f daz];( jj Hel do—zT

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Shwarz EgitsizIligi denir.

[[7(2)g(z)do.

G

Tamm 3.2.13. G < C bir bolge, f : G — C bir fonksiyon ve p >1 olsun.
i) f e ACL(G),
ii) VB €G kompakt kiimesi i¢in f, f, € L (B),

kosullar1 saglaniyorsa f fonksiyonuna G bolgesinde L, —tiirevlenebilirdir denir.

Teorem 3.2.17. (Green Formiilii) G — C sonlu bir bolge, f:G — C,

L, —tiirevlenebilir bir fonksiyon ise D c G olgiilebilir sinirli Jordan bolgesi i¢in

[ 1@ dé=2i[[ f,(6)do,

dur [23].

18
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3.3. YARI KONFORM DONUSUM VE EGRILER

Tanmm 3.3.1. G,H c C herhangi iki bolge; f:G —> H ise Vze G igin

)| -

homeomorfizm olsun. Eger,

J(z)= fz(z)|2 >0 kosulunu saglayan ve C' smifindan olan bir

£+
£ -

f;(Z)|2 <K<
L@l

(3.3)

zeG

ise f fonksiyonuna G bdlgesi iizerinde tanimli bir K —yart konform déniisiim,

K >1 sayisinada f doniisiimiiniin yar: konformluk katsayisi denir [8].

Tanimdan goriiliir ki f fonksiyonu G bolgesinde K —yar1 konform

fz(2)

z

z

doniigiim ve & = ise her z e G i¢in <k<1 dir.

K +1

Yar1 konform doniisiimiin bazi1 6zellikleri asagidaki gibidir [8].

i) 1-yar1 konform doniisiim konformdur.
ii) f,, K, —yarn konform ve f,, K,—yar1 konform déniisiimleri verilsin.

1, o f, bileske doniisiimii K, - K, —yar1 konformdur.

iii) / doniisiimii K — yar1 konform ise f~'de K- yar1 konformdur.
Tanm 33.2. f:D>L—> D', K-yart konform doniisimii olmak

tizere f (L) ¢ember (veya dogru parcasi) ise L egrisine K —yari konform egri (veya

K —yar1 konform yay) denir [8]. (bkn. Sekil-1)
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Sekil-1
F(L), L’yi cember veya araliga resmeden f:D>L—>D' tim

homeomorfizmalarin kiimesi ve

VARANE

K= Fer L) |fz|— .

z

olsun.
Eger K, <o ise, L egrisine yar: konform egri denir. Eger L, K —yar1
konform egri ise
K, <K (3.4)
dir [30], [31].
L egrisi herhangi bir K >1 sayisi i¢in K -yar1 konform egri ise, o halde L

ye yar1 konform egri denir.
Tanim 3.3.2°de D=C veya D « C olmak iizere iki durum séz konusudur:

i)y D=C durumunda Tamm 3.3.2’ye K —yar1 konform egrinin global

tanimi denir ve yar1 konformluk katsayisi (3.3) yardimiyla hesaplanir.

ii)D cC durumunda Tamm 3.3.2°’ye K —yar1 konform egrinin lokal

tanimi denir ve yar1 konformluk katsayisi (3.4) yardimiyla hesaplanir.

Teorem 3.3.1. L bir Jordan egrisi, z,z, €L, z; # z, keyfi noktalar ve
l(z,,z,)c L, z ile z, noktasina birlestiren kii¢lik ¢capli yay olsun. L egrisinin yar1
konform egri olmasi icin gerek ve yeter kosul

|2, — 2| +|z, — 23]

sup <0
zy,2,€L, |Z1 _Z2|
z3€l(2y,25)
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olmasidir [23].

Uyar 3.3.1. Yar1 konform egriler sifir ag1 igermez.

Teorem 3.3.2. D — C olmak iizere L analitik yay veya egri ise L ’nin yar1

konformluk katsayis1 K =1 dir [32].

Tanmm 3.3.3. Lc C bir Jordan egrisi; y:C — C doniistimii altinda
y(intL)=extL, y(extL)=intL ve VzelL igin y(z)=z olsun. Eger 3:C—C

yar1 konform ise y doniisiimiine L egrisine gore yart konform yansima denir [8].

Teorem 3.3.3. L — C bir Jordan egrisi olsun. L egrisine gore yar1 konform

yansimanin olmasi i¢in gerek ve yeter sart L egrisinin yar1 konform egri olmasidir

8].

Uyan 3.3.2. "a<b" ve "a=b" sembolleriyle c, ¢, c, pozitif sabitler
olmak tizere sirastyla a <c.b ve c;.a<b<c,.a gosterilir. Burada c,c,,c, sabitleri a

ve b sayilarindan bagimsizdir.

Teorem 3.3.4. L egrisi K-yar1 konform egri olsun. O zaman L egrisinin
belli bir komsulugunda sinirh kismi tiirevlere sahip ve C' sinifindan olan bir yar

konform yansima vardir [8].

Ozel olarak, L egrisinin belli bir komsulugundaki her bir z igin

|y(z)—z’|z|z—z’ ,z el (3.5)

saglanir [8].

Sonug¢ 3.3.1. L egrisi K-yar1 konform egri, cog L, G=intL ve Q=extL
olsun. Bu durumda, L ’ye gore ¢ (K)—yar1 konform y(z) yansimasi vardir ve bu

yansima,
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i) aeG sabit bir nokta dyle ki, a=y(w) olmak iizere; y(z)yansimasi
C\ (Lw{a}) bélgesinde siirekli tiirevlenebilir.
i) Yeterince kiigik >0 sayist ve B(a,0) i¢in B(a,8):=y(B(a,0))

olsun.

Cs = @(muém,a)),

bolgesinde (3.6) saglanir,
iii) Her zeC\L i¢in |y.|<c(K,8), c¢(K,0)" <|y|<e(K,8) ve zg¢C\L

i¢in

z

<|ﬂnr, z e B(a,0)
z-d]”,  zeB(a,5)

\

z

@, zeB@o)
z-a[*, zeB(a,)

ozelliklerine sahiptir [8].

L=0G egrisi, lokal anlamda K —yar1 konform egri olsun. F, ®, f

1

dontisiimleri yardimiyla 1< R, <2 ve r, =R, sayisi i¢in Tanim 3.3.2° deki D

bolgesi olarak [32]’de oldugu gibi D:=G, \G, olarak segilebilir. Burada
G, =intL, dir. Bu durumda a()= f"' {(]‘(T} donligimii L egrisine gore
K’ —yar1 konform yansimadir [32]. Yani, a(-) déniisiimii, L egrisinin {izerindeki
noktalar1 degistirmeyen ve herhangi 1 < R< R,, 1, < r<l sayilar1 i¢in

a(G\G)c G\G,, a(G\G.)cG,\G

kosullarmi saglayan bir K* —yar1 konform déniisiimdiir. Bu durumda, Sonug 3.3.1%¢

benzer sekilde L ’ye gore

, zyeL,zeD

Ot*(z)—zl‘z|z—zl
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kosulunu saglayan o (-), ¢(K)-yar1 konform doniisiim vardir. Bdylece [30]’dan
yararlanarak genelligi kaybetmeksizin Tanim 3.3.2’deki D bolgesinde

a(z)=a'(z), ze D
oldugu kabul edilebilir.

Tamm 3.3.4. Eger, her y : {w : |w| < 1} — G konform ve yalinkat dontigiimii

C—>C-’a K -yar1 konform (K :%j donlisiimiine kadar genisletilebilirse G

bélgesine k -yaridaire (0 <k <1) denir.

Eger, herhangi bir 0<k <1 icin G bolgesi (L egrisi) k-yaridaire (k-
yarigember) ise G bolgesine ( L egrisine) yaridaire (yarigember) denir.

R>1 igin L' =y(Ly), G =intl', Q" =extl’ olsun. @,:Q"—>A
konform  bir  doniisim olsun (@, ()=00,d,(©)>0). Bu durumda
|z—t|=d(z,Ly,) olacak sekilde z€ L' ve r e L igin

d(z.L)=<d(t,Ly)<d(z.L,)
@ (z)| <|@, (¢)| <1+ c(R-1) (3.6)

dir. Burada ¢ bir sabittir [32].

Lemma 33.. L, K-yarn konform efri oz el  ve
z,,z,€GN{zt)z-z]< cd(z, L)} w, =F(z)), j=12.3
(77 € QN {z:|z -2 <ed(z, L)), w, =(z)), j=1,2,3)0lsun.

Eger |z, —z,|< |z, — z,] ise

i) |wl —w2|< |wl - W,

>

K*Z
W =W,

W =W,

ii)

saglanir [33].
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Sonug¢ 3.3.2. Lemma3.3.1’de z; € L, (23 € LRO) ise

-2

K2
w—wy | <]z —z|=|w —w,

(3.7)
dir.

Lemma 3.3.2. G, 0<k<I1 i¢in bir k-yarndaire olsun. Bu durumda,
v w,w, e Q igin
“I’(wl)—‘l’(w2 )‘ >~ |wl —w2|l+k
dir [8].
Sonug 3.3.3. (3.7)’nin sol tarafi keyfi continuum i¢in
d(z,L)>(R-1) (3.8)
bicimindedir [8].

Yarikonform egriyle smirli bélgeler icin Cauchy integral Formiilii’niin

benzeri Belyi tarafindan asagidaki sekilde verilmistir [8].

Teorem 3.3.5. feA(E) ve y, L=0G’ye gore Sonu¢ 3.3.1. deki

ozellikleri saglayan yarikonform yansima olmak iizere, Vz € G igin,

:_l f(f)J’g o
f(2) ”IGIW ($)

dir [8].
G kiimesi L =0G Jordan egrisi ile simrl bir bolge, {z,}" , i=1m, L
tizerindeki noktalar kiimesi ve y, > -2 olmak {lizere,
h(z)=hy(2)[]]z-z]" (3.9)
i=1

agirhik fonksiyonu olsun. Burada 4, (z), G de tamimh ve 3¢, > 0 vardir oyle ki,
Vz e G i¢in,
hy(z)=c,

saglar.
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Lemma 3.3.3. p>0 olmak iizere f fonksiyonu |z| >1 de analitik ve
sonsuzlukta en fazla » ’inci dereceden kutup yerine sahip olsun. O halde 1< R, <R,

kosulunu saglayan R, ve R, i¢in

, R —R l/p
Rl<‘z‘<R2 R1 -1

Ispat: Riesz teoremine gére [34], R <p<R,, 1<s<R, kosullarini

l<‘z‘<R

elde edilir.

saglayan her p ve s i¢in,

f(2) f(z
— dz| < — dz (3.10)
ZJ‘,;Z 1/p | | ZJ.RIZ 1/p | |
ve
f(z f(z
J.R Zn+]/p |d |_J. Zn+1/p |d| (311)
yazilir.
(3.10) p’ya gore R ’den R,’ye ve (3.11) s’ye gore 1’den R ’e
integrallenirse,
R — R
I} ‘f(z)‘pdazéRnT [[ 7)) do. (3.12)
Ri<|z|<R, 1 INER
elde edilir.
Rnp+2_Rnp+2
S=—2—1 3.13
Rlnp+2_1 ( )
segelim.

Kesrin pay ve paydasina Lagrange teoremi [35] uygulanirsa, bazi

rn,1<n <R ver, R <r<R, igin,

(np+2) o (R2 _R1)

(np+2)r"™? (R —1)

elde edilir. Buradan, 1 <1 ve r, <R, olmasindan,
h
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2 1 +1
R =R g 3.14
Rl -1 : ( )

S<

dir. (3.12) ve (3.14) kullanilarak

|/ ZP(RI<\Z\<RZ): ” 1f(2)] do.<S H £ (2) do. =S| f Zp(1<\z\<zel)
R <|z|<R, 1<|z|<R
» » (R,-R v sl \VP p w
(”f Ap(Rl<z<R2)) S( _ J (RZP ) J-.[ ‘f(z)‘ daz
Rl 1 1<|z|<R,

p
R,—R n+
||f||jp(Rl<‘z‘<R2) S[ Rfl _llj R2 l/p ||f||Ap(l<‘Z‘<Rl)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.

Lemma 3.3.4. L bir K -yarikonform egri, h(z) ise (3.9) daki gibi

tammlanmus olsun. O halde, keyfi P, (z) € g, , herhangi R>1 ve n=1,2,... i¢in

L
) < CIR P

L,

, p>0 (3.15)

n

Ap (h’GHr(Rfl) Ap(h’G)

dir. Burada c,c, ,n ve R den bagimsiz sabitlerdir.

Ispat: Ispat birkag adimda verilecektir. flk olarak bazi ¢ >0 igin

P

n

(3.16)

n

2
LGN <[1+c(R-1)]"» ahonG)
degerlendirmeyi gostermemiz gereklidir. Gosterelim ki p, < p, olacak sekilde p,, p,

sayilarini oyle segebiliriz ki

G, cG (3.17)
G, G, (3.18)
p =< R-1 (3.19)
p, < R-1 (3.20)

saglansin. Gergekten, ze L, z=y(z) olmak iizere, p,p, (3.17) ve (3.18)i

saglayan keyti sayilar olsun. Sirasiyla

d(z,L; ) = |z—z1

; d(z,L):|z—zz| ve d(z,L;z):|z—z3|
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formiillerine gbre z, €L,, z, € L ve z; € L, noktalari tanimlansin. Her ze L’ ve
tel igin |z—t|=d(z,Ly) olmak iizere
d(z,L)=<d(t,L,)=<d(z,L)
bagintisindan,
cid(zy,L,)<d(2,L) < c,d (z,, L) (3.21)
olacak sekilde z ve R den bagimsiz ¢, ve ¢, sayilar1 vardir.

L’ bir yarigember oldugu i¢in @, fonksiyonuna Lemma 3.3.1 uygulanarak

s [Mz)—wzz)}gl
’ /-l

elde edilir. Buradan

s Al e 3.22
|Z Zl| “ [‘(DR(Z)—QR(ZZ)‘] |Z ZZ| ( )

bulunur.

vz (2) igin D-6zelligine [36] sahip oldugundan,

|z—22|2c3d(22,LR)2c7 ‘2—22

elde edilir ve Lemma 3.3.1. e gore
‘GDR (Z)—q)R (22)‘208

bulunur. (3.22) den

®(2)- @ (2,) 2 (R-1)

elde edilir. Boylece ¢, = %cg ¢, olmak tizere, (3.17) ve (3.19)’a uygun olarak,

p=1+c,(R-1) (3.23)
yazilabilir.

Simdi p, yi tanimlayalim. ®, ye Lemma 3.3.1. uygulanmasiyla

|@,(2)-0,(2)
(

-0
D, Z)—(DR (23)

C

E=p
<¢
Z—%‘
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elde edilir. ‘d)R (z2)- D@z )‘ = p, —1 olmasindan,

_ P, -1 =
|Z Z3|chl{q)R (o)-, (;)J ‘z z‘ (3.24)

elde edilir.

olmak iizere,

Dy (2)= 0y (2) <[ @4 (2) = @ ()] + @4 (2) - D, (21)

R(;)—QDR (22)

<c,+1

<c, (R—l)

bulunur ve (3.24) den

_ p,—1 " =
|Z Z3|ZCH[CI3(R—1)] ‘z Z‘

elde edilir. ¢, =c,.c;” +c.c, olmak iizere,
p, =1+c,(R-1) (3.25)
secerek (3.18) ve (3.20) kosulunu saglayan p, elde edilmis olur.

Simdi (3.16) y1 gosterelim. Bunun i¢in 4 (z) agirlik fonksiyonunun singiiler

noktalarina gore asagidaki sekilde Blashke fonksiyonunu olusturalim.

iR o

B (z,)=0 ve ‘BR (z)‘ =1, ze L’ oldugu kolayca goriiliir.

p>0ve R>1 icin

i

Fu(w)=ho (¥, )lﬂ[{ WB,(KI,‘P(W()W")} P(¥ ¥ )] =2, (2)

i=1

< =

fonksiyonunu olusturalim. f, fonksiyonu A de analitik ve w = da en fazla n inci

mertebeden kutup yerine sahiptir. Lemma 3.3.3.”¢ gore

I/p 2
TR ET S I T
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veya
[ L B (z) do
e (2)Bi(2) )
Vi
’" z-z )
R e R
Vi
J2 p 2 z-z p
2o JL ) 200 4
Vi
P~ P n+2 - Z—z p
sz_;l_ll P% G{L*ho(z)li:[—¢>R(z)B;(z) P,(z) do.
elde edilir. (3.23) ve (3.25) ile
ﬂ h(z)|P,(z) do. (3.27)
G \G
Vi
m_| max D, z B z
< ZGGR\G‘ ‘ pn+2 Pd
—H[mm —|0.(5)B() \] J e de

elde edilir.

D, (zi)

|22 (2)] @0 (2) - (2)]_|2(2)

(2] |x () =04 (2)] |0, (2)
oldugu i¢in ve (3.27) den
H h(z)|P,(z) "do
Gy \G
n | max ‘q) (2) 5
ZEW p7+2 P d
) 1_1[{ mmzeG\G* ‘(DR (Z) } Gij; ' ‘ "
< pimt? H h(z)|P, z)‘p do,

G\G"

elde edilir. p, ve R simetrik oldugundan ispat tamamlanr.
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Bolgenin genislemesine bagli olarak polinomun artisinin bulunmasi ile ilgili

asagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.3.5. (Bernstein-Walsh Lemmasi) R tliimleyeni basit baglantili

bolge olan keyfi bir continuum ve L,, R ’nin dis seviye egrisi olsun. Bu durumda
bir P, (z) € g, verildiginde bir M >0 igin

m%%(‘Rl(z)‘SM

saglantyorsa, her R >1 ve Vz e Gr icin
|P,(z)| < MR"

esitsizligi saglanir [1].

R>1 igin L,:= {z I‘(D(Z)‘ = R}, G, =intL,, Q, =extL, olsun. O halde

(1.2)
P

n

<R"|P

n

(3.28)

(Gr) c(a)

seklinde yazilabilir. (3.28) degerlendirmesinin L, (L) uzayinda benzeri

1

n+—
P <¢R 7

n

P

n

, p>0

L[J(LR) L[)(L)

dir [3].

Lemma 3.3.6. L yarikonform ve olgiilebilir bir egri olsun. O halde,

herhangi bir P, € ¢, icin,

n+l

,zeQ (3.29)

a@\s%ﬁ 1], 00 (:)

dir.

n+l

Ispat: P egp ve zeQ sabit bir nokta olsun. O halde (DP” fonksiyonu

Q da analitik, L =0G de siirekli ve z =00 da sifirdir. Boylece sonsuz bolgeler igin
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Cauchy teoreminden ve y(z) nin Vzel ig¢in y(z)=z ve VzeC igin

y( y(z)) =z Ozelliginden, g(é“ ) = (]2 (_4 )) olmak iizere
F(z) _ 1 el) Ly
O"(z) 27y @ ( i L CI)"+1 )

elde edilir. ch+11 fonksiyonu G da siirekli ve G de I* -tiirevlere sahiptir. O halde
°y

Green formiiliiyle,

2]

_ntl j [g(¢ —)ygdA(g) (3.30)

elde edilir. Lemma 3.3.1 kullanilarak

O, 1 ()
2 g)g— 2 2 dA(é’)
G ‘(®n+2 oy)(é,)‘ ( 1—k J;; ‘(®n+2 oy)(é/)‘
1o o)
B 1-k2 J;-!‘(sz (g)‘sz(t)

elde edilir. Buradan,

2

2 - L(0)
e aa(¢)s (dist(=.L))

n

ve (3.30)’a Cauchy Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla ispat tamamlanir.

Lemma 3.3.7. L bir K -yarikonform egri ve P,(z)eg,, P,(z,)=0 olsun.
O halde,
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1 , p>2
P @)~ P 40 Jlogn , p=2
n? , 0<p<2

dir [37].

Tanim 3.3.5. G bir bolge ve L:=0G olsun. Eger
1) L bir yarigcember,
i) ®elipa, 0<a<l,

kosullar1 saglanirsa G bolgesine O, smifindandir denir.

Tamm 3.3.6. G bir bolge ve L :=0G olsun. Eger
1) L bir yarigcember,

w21, 0<a,B<1,

kosullar1 saglanirsa G bdlgesine Q7 sinifindandir denir.

Teorem 3.3.6. P, (z)ep, ve 1< p<ow olsun. GeQ,, %<a£1 ve (3.9)

da tanimlanan % (z)’de Vi igin y, =0 olsun. O halde

2
2]y < en (17

4,(h,G)
dir. Burada ¢ =¢(G,h, p) dir [14].

Her ne N i¢in d, sayisi

d,:ﬁﬁ{p—gy ®(§ﬂ=1+l},

n

biciminde tanimlansin.

Teorem 3.3.7. G — C olgiilebilir Jordan egrisiyle sinirli bir bolge olsun.
0< p < g <o olmak lizere,

I-p/q J/p-1/q 3 V/q-1/p
lla o) <27PetPTHd

ni4,(0G)

dir [18].
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Teorem 3.3.8. G — C bir yaridaire olsun. Bu durumda,

7.

pla CVp-tiag 20aVp)
4 S2TCTIA TR g, 0<p<gse

dir [18].

Lemma 3.3.8. G, bir yaridaire ve P,(z) € @, ,deg P, <n keyfi bir polinom

olsun. Herhangi R=1+< ve n=1,2,... m=0,1,2,...i¢in ¢, :=c¢,(G,c)>0 vardir
n

syle ki,

P( ﬂl)

n

HP"(m)

<c1

<)

()

dir [38].

33



Aral, N.D. 2012. Kompleks Diizlemin Cesitli Bolgelerinde Cebirsel Polinomlarin Davranigt. Doktora Tezi. Mersin Universitesi

4. BULGULAR VE TARTISMALAR

4.1. Q,, O” SINIFINDAN OLAN BOLGELERDE BERNSTEIN-WALSH TiPi
DEGERLENDIRMELER

Bu kisimda (1.2) esitsizligine benzer esitsizlikler G bdlgesinin Q, ve QO

sinifindan olmasi durumunda incelenmis ve yeni sonuglar elde edilmistir. Aym
zamanda elde edilen sonuclar (3.29) ile karsilastirilarak hangi durumlarda daha iyi

oldugu belirtilmistir.

Teorem 4.1.1.1. G Jordan egrisiyle sinirli bir bolge olsun. O halde, her
bir P e ve R>1 icin,

P (z)|<—

d(L.L)

n+l

®(2)

, zeQ (4.1)

4, (Gr)

dir.

Yarikonform egri ile simrli bolgelerde her R=1+% icin [33] deki
n
degerlendirmeye gore,

P

n

o SIE.

A 4(G)

saglandigindan asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.1.1.2. G yarikonform egriyle sinirlt bir bolge olsun. O halde,
her bir P, € p, i¢in,

n+l

Cy

B(2)= d(u

o]

14<
n

L,

zeQ (4.2)

4(G) ‘q)(z)
dir.

Sonug 4.1.1.1. ¢ >0 olmak lizere z e Gt NQ icin (4.2) ,(3.29)’dan daha

iyidir.
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Simdi daha genis fonksiyonel ozelliklere sahip bdlgelerdeki sonuglari

verelim.
Teorem 4.1.1.3. Ge(Q”, %S a<1,0< <1 olsun. O halde, her bir
P e, icin,
n+l
c
P(z)< d(; )n” Plool® . (2)] . zeQ (4.3)

dir. Burada py:=a ' - f dir.

Sonu¢ 4.1.1.2. « 2% ve [ 2> 3 i sayilart igin G € Q7 olsun. O halde
a

L den uzaktaki z € Q noktalari i¢in (4.3), (3.29) dan daha 1yidir.
2-«a
2a

(4.3) de az% ve [ olmast durumunda ,uﬁl olacaktir. Bu
3 2

durumda » nin kuvveti % veya % den daha kiiciiktiir. Boylece (4.3), (3.29) dan

daha iyi bir sonug olacaktir.

Teorem 4.1.14. GeQ,, —<a <1 olsun. Bu durumda her bir P, e p,

1
2
1¢in,

n+l

P

n

‘Pn (z)‘ <c,n”

(I)l+l (Z) , zeQ) (4.4)

4,(G)

dir. Burada v =" dir.

Teorem 4.1.1.5. GeQ’, %Saﬁl, 0< <1 olsun. O halde her bir

P e, icin,

n+l

c . —
P"(Z)‘SKS,L)W 18], o @G)" . et (4.5)

dir. Burada y:=a ' - du.
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2—-«a

Sonug¢ 4.1.1.3. « 2% ve 2> i¢gin G e Q7 olsun. O halde herhangi

bir z e Q! icin (4.5), (3.29) den daha 1yidir.

Teorem 4.1.1.6. GeQ,, —<a <1 olsun. Bu durumda her bir P, € o,

1
2
i¢in,

n+l

‘Pn (z)‘ <cyn"

Bl aloG)" . zetul (4.6)

dir. Burada v =« dir.

Sonug 4.1.1.4. a) Eger G konveks ise W € Lipl [39,p.48] ve @ € Lipl
[16,p.582] dir. Boylece, (4.3)(4.6) da £=0 ve v =1 alabiliriz.

b) L:=0G siirekli egrilige sahip diizgiin bir egri ise, tim 0< e, f <1 i¢in
G e QF dir. Ve (4.3)(4.6) keyfi kiigiik x>0 ve keyfi v <1 igin saglanr.

¢) G, L sekilli bir bolge ise @ € Lip2/3 ve ¥ e Lip1/2 dir. Boylece, (4.3)

ve (4.6) u=1ve v :g icin saglanir.

d) L, yan diizgiin bir egri ise, bu durumda « :%(1—1/ 7T arcsin l/c)_1 i¢in

® e Lipa ve f=2/(1+c)’ igin ¥ e Lipf3 dir [40],[41].

e) L, c-yarikonform ise, «a= z - icin ®elLipa ve
2(z —arcsinl/c)

2(arcsin/c)’
= (arcsin / ) icin W € Lipf dir[42]. Ayni zamanda L asimptotik konform
(7 —arcsinl/c)

bir egri ise tim 0 <, f <1 i¢in ® € Lipa ve ¥ € Lipf dir. Bu durumda da u ve

v hesaplanabilir [42].
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4.2. K -YARIKONFORM EGRIYLE SINIRLI BOLGELERDE BERNSTEIN-
WALSH TiPi DEGERLENDIRMELER

Bu kisimda (1.2) esitsizli§ine benzer esitsizlikler G bolgesinin K -
yarikonform egriyle sinirli bir bolge olmasi durumunda incelenmis ve yeni sonuglar
elde edilmistir. Ayn1 zamanda elde edilen sonuglar (3.29) ile karsilagtirilarak hangi

durumlarda daha iyi oldugu verilmistir.

Teorem 4.2.1.1. L, K -yarikonform egri olsun. O halde her bir P, € g,
i¢cin

P (Z)‘ < c—én‘ufﬂ’l n+l

! d(z,L)

b,

4(G) ‘(Dul/n , z€Q 4.7)

elde edilir. Burada g :=min {2,K 4} dir.

Sonu¢ 4.2.1.1. K< ,4/1+:1/ﬁ ve ze€Q i¢in L den uzak noktalarda (4.7),

(3.29) den daha iyidir.

1+\/ﬁ 1+\/ﬁ

K<} olmasi durumunda g <

olur. Boylece (4.7) de n nin

kuvveti % den kiigiik bir deger olacaktir. Bu ise (4.7) nin daha iyi bir sonug

oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.1.2. L, K -yarikonform egri olsun. O halde her bir P €,
i¢in

n+l

2, () <en|B] )| @1 () zeQ (4.8)
dir. Burada y:= min{2,K 4} dir.
Simdi sag tarafta @,’yi @ ile degistirelim. Bu durumda Q’dan Q,’ye

gececegiz. Buna uygun olarak asagidaki sonuglar1 verebiliriz.
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Teorem 4.2.1.3. L, K -yarikonform egri olsun. O halde her bir P € o,
i¢in,
n+l

P (z) s 2™

, Qi 4.9
g d(Z,L) z € Quy (4.9)

L,

4(G) ‘q)(z)

dir. Burada v = min{Z,K 2} dir.

Sonu¢ 4.2.1.2. KS%\/HM/E ve zeQuy icin (4.9), (3.29) dan daha

iyidir.

K s%\/n\/ﬁ olmasi durumunda u < 1+:1/ﬁ olur. Boylece (4.9) da n

nin kuvveti 1 den kiiclik bir deger olacaktir. Bu ise (4.9) un daha iyi bir sonug

oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.1.4. L, K -yarikonform egri olsun. O halde her bir P € o,
i¢in

n+l

‘Pn (z)‘ <cyn” . z2€Quy (4.10)

L,

4(G) ‘(D(Z)

dir. Burada v = min{Z,K 2} dir.

4.3. k-YARIDAIRE OLAN BOLGELERDE POLINOMLARIN NORMLARININ
KARSILASTIRILMASI

Bu kissmda G bélgesinin £ -yaridaire olmast durumunda (1.4) seklindeki

problemler incelenmis ve yeni sonuglar elde edilmistir.

Teorem 4.3.1.1. G, 0<k <1, k-yaridaire olsun. O halde her P g,

polinomu ve m =0,1,2,... i¢in,
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(4.11)

P , p>1

n

P < cln[’”*fa](”")

g 4,(G)

(@)

dir.
Teorem 4.3.1.2. G, herhangi bir 0 <k <1 i¢in, k -yaridaire olsun. O halde

her P, € ¢, polinomu ve m=0,1,2,... i¢in,

{(mﬂ)—g}(lﬁc)
PP ) (4.12)

mll4,(G)

elde edilir.

Teorem 4.3.1.3. G, herhangi bir 0 <k <1 i¢in, k -yaridaire olsun. O halde

her P, € ¢, polinomu ve 1< p<g <o i¢in

2[%75(1”{) (4.13)

P

n

P

n

<
-G 4,(0)

4,(6)

elde edilir.

4.4. O, SINIFINDAN OLAN BOLGELERDE POLINOMLARIN NORMLARININ

KARSILASTIRILMASI

Bu kisimda @, smifindan olan bolgelerde (1.4) seklindeki problemler

incelenmis ve yeni sonuglar elde edilmistir.

Teorem 4.4.1.1. Herhangi bir 0<a <1 i¢cin GeQ, olsun. O halde her

P € ¢, polinomuve m=0,1,2,... i¢in,

P o <c¢,A(8,m,n, p,k)|P, s o+ P>l (4.14)
n§[m+%](l+k) Cw <l

dir. Burada A(5,m,n,p,k) =1 2 ve 0= 5(G), 1<6 <2 belirli
n;[m;] , a 2%

bir sayidir.
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Teorem 4.4.1.2. Herhangi bir 0<a <1 i¢in GeQ, olsun. O halde her

P €, polinomuve m=0,1,2,... i¢in,

(m) <
P AZ(G)_CSA(&m,n,a) P 4(6) (4.15)
n’" a<%
dir. Burada A(é‘,m,n,a)z . : ve 5=5(G), 1<6<2 belirli bir
ne , o2 —
2

sayidir.

Teorem 4.4.1.3. Herhangi bir 0<a <1 i¢in GeQ, olsun. O halde her
P e polinomuve 1< p<g<o igin,

P

n

P

n

(4.16)

< céA(5,n,p,q,a)

za(i_l]
P q

n , a<—
2 ve §=6(G), 1<5<2 belili bir

4,(G) 4,(G)

dir. Burada A(8,n,p,q,a)=

sayidir.

4.5. TEOREMLERIN ISPATI

Teorem 4.1.1.1° in ispati:

zeG keyfi sabit bir nokta olsun. Bu durumda esas lemmaya [16] gore,

2 1 2
B,(2) Smg P(z) do.
yazilabilir. Buradan,
1 J—
Pn(Z)‘<m nllay(Gy) zeG (417)
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F,(z) :=M fonksiyonu Q da analitik ve F, (c0)=0 dir. O halde Maksimum
n (Dn+1 (Z) n

modiiliis prensibine gore, her bir z € Q icin

P,(z) P(z)|_ I
CD;ﬁ—l (Z) = I'IZ’IE%X CD;ﬁ—l (Z) zeaLX ])" (Z)‘ = d(Z,LR) nll4,(Gy)
veya
1 n+l gy
£ ()< d(L,Ly)" "0 Ol)f . ze0
elde edilir.

Teorem 4.1.1.2.°nin ispati:

Teorem 4.1.1.2 yi ispatlamak i¢in Teorem 4.1.1.1. de R:1+l alarak
n

Lemma 3.3.3 e gore

n+l

P, (z)< P A{Gle]\ﬂb(z)
d(L,Ll J g
1 ”*% n+l
< R Z|P AZ(G)‘<I>(Z) .
d(L,Ll J
O halde buradan,
1 n+l
‘Pn(z)‘ﬁ P AZ(G)‘CD(Z) , zeQ
d[L,L1 C]
elde edilir.

Teorem 4.1.1.3. iin ispati:

R>1 keyfi sabit olmak iizere L :=y(L,) olusturahm. (3.6) ve Lemma
3.3.1.°¢e gore ¢ sayisim p,=1+¢& (R—1) olmak iizere EQG olacak sekilde

secelim. R, ::H’D'T_1 olsun.
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Sekil 2

zeQ ve w=®,(z) igin

olsun. Sonsuz bolgeler i¢in Cauchy integral gdsteriminden, h,()=0 oldugu

dikkate alinarak,

hy (W)= —%L hy (1)~

elde edilir. Her |f|= R, >1 igin |f|"" = "' >1 oldugundan,

L, (\PR (W))‘

A =

n

1

n+l 1

27r

<{w

“t (4.18)

t=R,

bulunur. Holder esitsizligini uygulayarak,

w”“[ [ g(\PR(z))\P;(t)\ﬂdt@z (4.19)
=
o)

{,&

n+1 (Al Bl)

A <

n

elde edilir.
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£,(6) =P, (¥ (1)) W (1)

fonksiyonunu olusturalim. |t| = R, ¢emberini n esit pargaya ayiralim ve bu pargalari

. . . 27R
o0, ile gosterelim. Her bir par¢anin uzunlugu meso, = 4
n

dir. A e ortalama deger

teoremi uygulanirsa,

1) Jat| = Z\f
seklinde yazilabilir. Diger taraftan, orta deger ile ilgili degerlendirmeye gore,

fn(fzi ” ‘f,, ‘zdaaf

"’f AR

!
, t, €0,
,5k

dir. Boylece

A< ” __meso, _”‘ , fes,

k=1 7Z'(|t | 1 \g AN

elde edilir. #, noktalarini merkez kabul eden daireleri géz oniine alirsak en fazla iki

noktada kesisirler. Boylece,

Al < eSO £,(¢) do. <n ¢) do,
| | 1 1<‘§‘<p1 1<¢|<py
elde edilir. (3.6) ya gore 4, igin,
A =<n (z) do. <n Bl (4.20)
c;\c* :
elde edilir.
B! integralini degerlendirmek igin W', i¢in [8] deki
1d(¥, (t),L*) . <4d(\IfR(t),L*)
4 d(1,0B) a(0) < d(1,0B)

seklindeki degerlendirme goz 6niine alinarak ve @, (z) i¢in (3.8) kullanilarak,

oy (-1 |ad
" (Y (). ) - wf
(1-1) |1

in @ (P (0, ) =l o=
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= 1 I 1 |dt|
d (Z,LRI)‘,‘:RI (|t|—1)2{a_1] |t_W|2(l_ﬂ)
1 2a-p) 1 ' -p) .
dz(ZLjel)n -<d2(Z,L) (4.21)
(4.18), (4.19), (4.20)ve (4.21) den
n+1 1 (a 71)_1/2
‘ ‘<|W Pn ( )d(Z’L)]/l
B ') o (i )
T Pl -

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.1.4.° iin ispati:
Teorem 4.1.1.4 iin ispat1 Teorem 4.1.1.3.”e benzer olarak yapilacaktir.

B < (|t|_1)2 |dt|

"o d (e (2). L) - wf

1 |di

<

i (|- 1) 2 Je—wf

|

< | —

o (1)

2,

< n“

bulunur. Sonug olarak buradan,

11
ne 2
4(G)

Wn+l \/;

1
=n%<n

P

n

[£.(2)]=

n+l

PA(G)‘Q)R(Z) , zel

elde edilir.
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Teorem 4.1.1.5 in ispati:

R >1 keyfi sabit ve R, :=1+R2—1 olsun. zeQx ve w=®(z) igin

(= 220D

w

olsun. Sinirsiz bdlgeler i¢in Cauchy integral gosteriminden

1 dt
h(t)—

h(w):=——

27i oor t—w

elde edilir. Teorem 4.1.1.5.in ispatindaki yontemle benzer terimler asagidaki gibi

degerlendirilir.

y |dt]

n+l 1
w B — 4.22
2”1 (4.22)

=R,

YOl

| f e o

:
W@
URI Hf —uf

1

_ WnH(ZT /B;)E

- n*=n

@) =P (¥ (1) (7)
fonksiyonunu ele alalim. |t| =R, ¢emberini n esit par¢aya ayiralim ve bu parcalari

—~

. : . 27R, .
o, ile gosterelim. Her bir parganin uzunlugu mesd, = 5 dir, A' e ortalama
n

deger teoremi uygulanirsa,
= [|7.(
k=1 8,

elde edilir. Diger taraftan ortalama deger kullanilarak,

)‘2 |dt| = kz:"?" (4 )‘2 meso, , t, €0,

~ _~~ meso,
< "k

! & ‘do , 1L €D
k=17z(|t,£|—1)2 et 1<l |1 )‘ : o
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;13 - meso, J-J-

(I

bulunur. (3.6) ya gore Zi icin,

i ]

Gy \G

7n(§)‘2d05<” ” ?n(ég)rdq:

1
2
- 1) I<|g<R I<|g<R

p 2

n1l4,(Gg)

P (z)‘2 do.=<n

(4.23)

B! integralini degerlendirmek igin W' igin [8] deki degerlendirme géz Oniine
alinarak ve (3.8) kullanilarak,

Ei . 2(|t|—1)2 |dt] 2
in 42 (P(1).L) |-

(11-1) 1

ion @ (Y () L) =™ =]

1 t—l2 dt
. LR

dz (Z,LR1 ) =R, (|t|_1)g |t—W

(4.24)

_ 1 1 |dt]
d’ (Z’LRI ) =R, (|t| _1)2[,1"] |t— w|2(]_ﬂ)

1 2 -p)1
()

5

bulunur. £ =¥ (7)€L, { e ¥(r,) €L, gosterelim dyleki d(z,L)=|z—¢

d (z,LR1 ) =|z=¢,| olsun. Ters gdriintiilerini ise 7 =® (&), 7, =®(¢,) gdsterelim.

Ayni zamanda ‘r*‘ =1,

* *
w—r ‘:|w 71‘:R1»

w—r, ‘ =|w|- R, isaretlemeleri

b

yapalim. R =1+ R2

igin |w—1,| x‘w—z’f‘ >—‘w—rl*‘ =<|w-7]| dir. O halde Lemma

3.3.1.den d(z,L)< a?(z,LRl ) dir. Boylece

~ 1 2! -p)1
P en)”

n

(4.25)

elde edilir. (4.22), (4.23), (4.25) ve Lemma 3.3.2 den

n+l \/;

1 n(a* -p)-1)2

P
4,(Gg) d(Z,L)

n

P (z)<

w
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n(ailfﬁ

=d(Z’L)‘CD(Z)

n+l

O 1
|Pn||A2(G) , ze!

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.1.6.’nmin ispati:

Teorem 4.1.1.4 {in ispatina benzer olarak Teorem 4.1.1.6.’nin ispat1 Teorem
4.1.1.5.’in ispatiyla 6zdestir. Bu durumda Teorem 4.1.1.5.in ispatindaki metot

kullanilarak ve (4.24) den asagidakiler elde edilir.
2
RS 7]
x4 (lP(t)’L) jt=w]
1 |dt
2502
o ([ —1)e "

<

_

- 2
5 (1)

2

<n“
bulunur. Sonug olarak,
11

ne 2
4,(Gg)

n+l \/;

P(z)<

P

n

w

1

<n|p, ”AZ(G) ‘q) (2)

n+l

, Z€ QL
n

elde edilir.

Teorem 4.2.1.1.%in ispati:

Keyfi sabit R>1 ig¢in L = y(LR) olusturalim. (3.6) ya gore & sayisi

G; c G olacak sekilde secilebilir. R, ::1+’D‘T_1 alalim.

zeQ ve w=d,(z) igin

alalim. Sinirsiz bolgeler i¢in Cauchy integral gosteriminden,
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1 dt
hR(W)——%t_th )~
elde edilir. [f|=R, =R ST,
A,:=|P (P, (W) < WL [|p(¥ (r))\M (4.26)
n n R 272_ M=Rl n R |t—W s
dir. Holder esitsizligi uygulanarak,
12
A < w”“[j P (¥, (t))q';2|dt|J
=R,
12
1 n+l
x _|di] | =[w" (48)" (4.27)
[rIRI LA ]

bulunur.
£,(0) =B, (¥, (1)) ¥ (1)

fonksiyonunu olusturalim. |t| = R, cemberini n esit pargaya ayiralim ve bu pargalari

R,
n

o, ile gosterelim. Her bir par¢canin uzunlugu meso, = dir. 4! e ortalama deger

n

teoremi uygulanirsa,

AONTEDY

!
‘ ) mess, , t, €6,

elde edilir. Diger taraftan ortalama deger kullanilarak,

5@ Y2

If | |

‘ do%,

bulunur. Bundan yaralanarak,
|~ meso,
n , 2
k=1 7r(|tk|—1) e~ |<] -1

dir. #, noktalarin1 merkez kabul eden daireleri goz oniine alirsak en fazla iki noktada

£, (&)do, . 1 es,

kesisirler. Boylece,

4 < mes5

£,) do.<n [[ |£.(¢) do.

1<\§\<pl 1<gl<py

elde edilir. Sonug 3.3.1. € gore, 4 icin,
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A, =<n [[ |R(z) do.<n|P, (4.28)

G, \G

2
4(G)
elde edilir.

B! integralini degerlendirmek igin W', i¢in [8] deki degerlendirme gdz Oniine

alunarak ve @, (z) igin (3.8) kullanilarak,

B (-1 |aq 2
on @ (¥ (1), L) =]
(I1-1) ki

n (Ve (L) =i

! (d-1) o
(2L ) i (1) = s
1 1 |dt]
A (2L )y (1) )
1 2(/1—;[1 )—1 1 2(/4—;1")—1
< L) (Z,L;l ) n < 7(=1) n (4.29)

bulunur. Burada g :=min {Z,K 4} dir. (4.26), (4.27), (4.28)ve (4.29) bagintilarindan,

1 n(y—;fl)—l/Z

n+l
0 R R L oo
)
n n+l
S S

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.1.4 iin ispati:

Teorem 4.2.1.4 iin ispatt teorem 4.2.1.3 {in ispatina benzer sekilde

yapilacaktir. (4.29) ifadesinde

g T

e 4 (e (0). L) e wf
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1 dt dt 2u-1
< = =
L (I =1)"" e —wf IR (-

elde edilir. Sonug olarak,

n+l \/;

(4.30)

P u-1/2 n+l

— pH
w e =n , zefl

L,

n

P (z)‘ <

4,(G) ‘(DR (Z)

bulunur.

Teorem 4.2.1.5 in ispati:

R >1 keyfi sabit ve R =1+

alalm. z e Qx ve w=®(z) igin

fonksiyonunu g6z oniine alalim. Sinirs1z bolgeler i¢in Cauchy integral gosteriminden
h(w)=——— [ n(r _dr_
27i

M:RI t_W

elde edilir. Teorem 4.2.1.3 {in ispatina benzer bir yolla

w1 dt
g] LALA0) e

—~

A =

n

4

n

P (‘I’(w))‘ <

<

Wi

n n

1/2 /
~ ~\1/2
%WRJ =: ”“(AIB‘) (4.31)
W (1) [t —w]

bulunur.

1/2
W™ ( j P (% () ¥ (r) dtJ

[ ;
=R,
£, (0)=B,(¥ (1) V()
tanimlayalim. |t| =R, ¢emberini n esit pargaya ayiralim ve bu pargalart o, ile

TR,
n

gosterelim. O halde meso, = olur. 4, integraline Ortalama deger teoremini

uygularsak,
ZT _ n

elde edilir. Diger taraftan ortalama degeri kullanarak,

E (t,i )‘2 |dt| = Z‘Z (Z,L )‘2 meso, , t, €9,
k=1
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~ . n m’eSé‘k _ ‘E(é’)r do_{ ’ t]i c §k
k=1 7[(|tk|—1) AR

S [ 7<) o< [[ (<) do

t 1 1</¢<R 1<|¢|<R
7 (Jei[ 1) 142 i

bulunur. Sonug 3.3.1.°e gére A}l integrali i¢in

ay<n ([ |B(z) do.<n|B[, 4.32)
Gp\G
elde edilir. Eﬁ ’e bakalim;
S ) |
’ \:\:Rldz(lp(t)’L)V_Wr
) 41
or @ (¥ (0).L) = w|2“ = w|*
1 (d=1)" e
d? (z,LR1 ) =R, (|t| —1)2v |t— Wz%
_ 1 J- 1 |dt|
d*(z,Ly ) s (¢~ I)Z(H) - wr[l%]
1 2(1/—1/’1)—1 4 33
ren) (339
elde edilir. Burada v = min{Z,K 2} dir.
d(z.L)=|z=¢].d(z.Ly )=|¢ -z olmak iizere

C=VY(r)eL.;,=¥(r)el, alalm. 7=®({),7,=P®(4,). Aym zamanda

‘r*‘zl, ‘W—T*‘:|W|—l, ‘ﬁ‘:Rl, ‘W_Tl‘ [W|-R  gosterelim. R, —1+RT1

oldugundan  |w—1| x‘w—rf‘ >-‘W—T*‘X|W—T| dirr. Lemma 33.1 den

d(z,LR1 ) >d(z,L) bulunur. Béylece,

(4.34)
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elde edilir.(4.31), (4.32), (4.34) ve Lemma 3.3.4. den

n+l 1 v—y! -1/2
Z)"< W n\r, Az(GR)d(Z L)l’l( ) =
_ l’l(v_]f1 q) n+l 5
- d(z,L)‘ @ 1By - 2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.1.6 nmin ispati:
Teorem 4.2.1.6 nin ispati teorem 4.2.1.4 iin ispatina benzer olarak Teorem

4.2.1.5 in ispatiyla 6zdestir. Teorem 4.2.1.5 in ispatinda kullanilan metot ve (4.34)

den,
O (S
" e (Y (0).L) =l
1 dt dt 2v-1
< <n
,L(M_l) = IRl(ltl—l)2

elde edilir. Sonug olarak,

n+l v 12 n+l

n , 2€ Qi

z)‘-< w

4(6) ‘CDR (2)

n Az(GR)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.1.1. ve Teorem 4.4.1.1. in ispati:

L , bir yarigember oldugundan keyﬁ zeG" igin Beyli integral gosterimi ile

P(m Z _ m+l H

n

G (4.35)

m+2 é’ 4

yazilabilir. (4.35) de her iki tarafin modiilii alinip Holder esitsizligi uygulanirsa,

e ao | 1

q

A ‘” o,

/q

‘yc

m+2 C

Bfm)(z)‘s (m;[”)'[

mlla,(¢) 2

L (4.36)
q
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elde edilir.
ol
O
olsun. £>0 igin U {g“ |é’ z| < g} olmak tizere genelligi kaybetmeden
U,=U, (0) c G" alabiliriz. Keyfi sabit z e L igin
e
m+2
‘yz
H||————5do;, (4.37)
J-G.[‘y(é,)_zq( 2)
=J, (z) +J, (z)

Once Jl(z) integralini degerlendirelim. Sonug¢ 3.3.1.e gore ‘yg‘X\y(g)f, JeU,

dir. zeL' ve {eU, igin |{-z|2& oldugundan |y(¢)-z|<|y(¢)| dir. Bu

durumda

do (4.38)

J, (z) integralinin degerlendirilmesi i¢in dncelikle y(./; ) yansimasinin Jacobianinin

2
Z‘ asagidaki esitsizligi sagladigini1 g6z oniine alalim.

~ 2

3, =y -y
al 3
2 2
iR

1
2 )2 1 1
|2 T s <3,
1—x2) ’

[
[\S]
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Burada X = K-l
K, +1

dir.

J, (z) integralinde degisken degisimi ile

-0 b

q(m+2) O-C
G\U
jj dO‘;
$(G\U,) |§— | am+2) (4.39)
do,

et ‘y({ ‘q(m+2)

<(d(=zL)) "
dir. O halde
J(2)<1+(d (z,L,)) "
<(d(zL))™"" , vzer (440

elde edilir. (3.6) kullanilarak ve (4.36), (4.37)-(4.40) dan Vze L ve te L Oyle ki

|z—t|=d(z,L) igin

‘ P Z)‘ » d_[m%] (t.L)

"4 (9) (4.41)

< d{méj (t,Ly)

Vzel

4, () 2

dir. G, bir yaridaire ise Lemma 3.3.2 ile
L)=|¢—z|= “P(T)—‘P(w)‘ > |r—w|l+k = n )

dir. Bdylece Lemma 3.3.8.dan

P

n

n

P ( Z)‘ = n(”k)[m%j

4,(G)

elde edilir. Teorem 4.3.1.1. 1spatlanmis olur. G € O, ise [8] ve [43] ile
d(t,Ly)~(R-1)" =n*

1. 1 1. e
dir. Burada aZE ise =—, a<5 ise u=6,6=06(a,G),1<5<2 belirli bir
a

sabittir. Boylece Lemma 3.3.8. ile
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S R
P 2 \p p>1
n n p() >
e e

elde edilir. Boylece Teorem 4.4.1.1.in de ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 4.4.1.2. nin ispati:

L bir yarigember oldugundan, R=1+cn"' olmak iizere her bir L,’de
yaricemberdir. Boylece L,’de y, (cj ) icin Sonu¢ 3.3.1 deki kosullar1 saglayan bir
Yz Yp(0)=co, yansimasi insa edilebilir. Bu y,(¢)’i kullanarak, P,(z) igin

Belyi’nin integral gosterimi G, icin asagidaki gibi yazilabilir.

P (z)= (1) ﬂ y“ zeG (4.42)

n m+2 4 B

(4.42)’nin her iki tarafinin modiilii alinirsa

P ( z‘ (r+1): IJ. yRm§+2 O
P _
MR (Z)‘ifrfw :
G |y, (é’)_z‘ 2 2

2 2
P(m) (2)2 |:(m+1)':| J-J- RI (Z)‘ : do-g
a Gy | Vi (g)—Z
) (4.43)
Yrz
X
JG";!. Yr (C)—Z ’ .
dir. (4.43)’iin G bolgesi lizerinden integralini alirsak
2
Il n(m)(z)rdaz {M}
= Vs
2 2
P
xj I - (é/)‘ — dO'{J"[ Vrs —do, |do,
G| Gy R(él)_ Gp R(g)_z
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elde edilir. Buradan

fi(m)(z)

If

G

T zeG

de'Z < (m+1)!sup{”—d0'

[yl I

= Ay (2)% By (2) ||1)'7||A2(G)

elde edilir.

2

Simdi 4 R = sup H ‘Ld o, integralini degerlendirelim. &>0
yR
icin U, (z) = {.g“ : |§ - z| < g} ve genelligi kaybetmeden U, :=U, (O) c G" olsun.

ze L igin

2 2
Yrz Yz
PR g = f[— Ry

I () I ()

2

yR,;
+ G!/v[jg ‘yR (()—Z m+2" ¢

=J,+J,

dir. Once J, integralini degerlendirelim. Sonug 3.3.1.°e gére her ¢ eU, igin

= [y () dir. |¢ 2|2 & oldugundan z € L ve £ €U, igin

yR»Z

‘yR (é/)_z‘ = ‘yR (g)‘

dir. Sonug olarak,

2

Yrz

=]

e ()
= —Md (4.45)
] ™

d
I

‘yR

[
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dir. Benzer olararak J, integralini degerlendirelim.

\J

2

. 2
YR = ‘yR,é“ N yR,Z
sagladigini goz oniinde bulunduralim.

1
5 2

2 2
3
2
-1

— Yy
2
(‘yR,g‘z/

Yrz
1
2 V2, 1 1
S[ - 2 ‘SY‘2<‘Sy‘2
1-X

‘Sy yR,Z

yR»Z =

2
‘yR,g‘ - yR’Z

s Ve (g“ ) yansimasinin Jakobiyani asagidaki esitsizligi

o K, - . 2
elde edilir. Burada X = K] " dir. Sonug¢ olarak ‘Sy ‘> Yoz dir. Bu
_+_ R >
1
degerlendirmeden sonra, J, in degerlendirmesine benzer olarak J, i¢in
2
J = J.J- m+2 ;
Gp\Ug ‘yR
N [ e
Gp\U, ‘yR #(Gr\U,) |é/— |
o o, . L .
bulunur. Simdi H — integralini degerlendirelim.
.VR(GR\UE)| - |
do do
A e = (4.46)
#(Gx\U,) |¢~22d(z.Lg) g—Z|

dir. Buradan ¢ —z, =re'” doniisiimii ile kutupsal koordinatlara gegilirse

m+2
=) |§ |

bulunur. Bu durumda (4.45) ve (4.47) ile

d(z,Ly)

—j (j g ]dgo:%[(d(z,LR))_m (4.47)

Ap(2)=1+(d(z,Ly)) " = (d(z.Ly)) " ,Vzel (4.48)

elde edilir.
Simdi  A,(z) deki degerlendirmeye benzer olarak B, (z)

degerlendirelim.

yi
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2 2
I do = [
o [ (¢) | (€)
2
II‘
G/U, yR
=J,+J,
yazalim.
2
S = .” yRZ 0y
‘yR 4
_ do, )
I or
ve

Sy = ” Lm-ﬂ

G\U, ‘yR —Zz
J.J. m+2
G\U

do,
- m+2

‘(—zl‘zd(z,LR) é/ —Z

< (d(z, L, ))_m

bulunur. Boylece
By(z)<(d(z.Ly))" . Vzel (4.49)
elde edilir. (4.44),(4.48) ve (4.49) dan

I

elde edilir. G € O, oldugundan [8] ve [43] e gore

B (o) do. < (d(= 1)) "B, - ool

n

d(z,LR)>(R—1)”>n #
elde edilir. Burada aZ%ise ,u:l , a<% ise u=6,5=06(G),1<6<2 belirli
a

bir sayidir.

Sonug olarak Lemma 3.3.4. e gore
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P(’”)

n

um um
<n""|\P
4y (Gr) — nll4,(G)

<n
4(G)

bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.1.2. nin ispati:

(4.42) ye benzer yolla agagidaki integral gosterimini yazabiliriz.

P(m)(z): (m+1 J'J' £, é/)ng(é/)

n

mﬂdag, zeG
(yR (¢)- Z)

Holder esitsizligini uygulayarak,

n T o R(C)— m+2
5 1/2
yR,§
X —do
‘([:!. Yr (é/)_z ’ :

elde edilir. Burada her iki tarafin p. kuvvetini alip G bélgesi lizerinden integral

alirsak,
” P('")(z)pda < —( l)! ”
G n z

2 p/2 5 p/2_ (450)
_” yR; i (é/)‘
I dag P E—— dO} do,
Gy | Ve (él)_
bulunur. Buradan
5 p/2
1° -
TP (=) do S[(m+1) } sup H%e—gwdag
el T zeG Gy |V (g) —Zz

e
= 4y (2)x By (Z)

elde edilir. A4, (z) integralinin degerlendirilmesi 4, (z) nin degerlendirmesine

benzer sekilde yapilir. Bu durumda z € L igin
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2 p/2
m+2 }

By (z) integralini degerlendirelim. Genellesmis Holder esitsizliginden, z € L igin

JJHJJ SEer H
B [II‘yR g)z‘mﬁ}

<535{g ERE }

m+2

<(d(z,Ly)) 2 "x

bulunur. Béylece (4.50) den
I

elde edilir. £ € L, alalim 6yle ki d z Ly) |§

_ _ el
2?¥ﬁh

< (d(z.LR)) 2

bulunur.

p/2

P
4, (Gy)

p
nll4,(Gy)

P (2) do, < (d(zL,)) " <R

n

4,(Gy)

, z€ L olsun. Lemma 3.3.2. yi
g6z onilinde bulundurarak

2Lp)=l¢ —2| =¥ (7) =¥ () 2[r—wf " = n (451)
bulunur. Lemma 3.3.4 e gore (4.49), (4.50) ve (4.51) den ispat tamamlanir.

pm) 0s6) )|

n

<n
4,(0)

n

4(G)
Teorem 4.3.1.3. ve Teorem 4.4.1.3. nin ispati:
(4.41) e gore

poef<a o)

zel

14,(6) °
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dir. m =0 i¢in

2

[P.(2)]<d " (t.L)

"14,(G)

dir. Lemma 3.3.8. ile

%)@ <el? @

alinir.

L

Yq
4,(G) :( IR1(Z)‘q do;]

_(G

[

zeG

q
RN R (o) 4o

Gl

G

P(z ‘daj

P
q
4,(6)

P

n

2
< m@;‘Pﬂ (z)‘ q

<d [1 1](t,LR)

"l (9)
dir.
G, bir yaridaire ise Lemma 3.3.2 ile
L) =[] =¥ (2) = ()] 2fe ]
dir. Ge Q, ise [8] ve [43] ile
d(t,Ly)=(R-1)"=n*

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde oncelikle bu tez ¢alismasinda ele alinan sonuclar 6zetlenecek
daha sonra bu konu ile ilgili bagka nelerin yapilabilecegi ile ilgili Oneriler

verilecektir.

5.1. SONUCLAR

Bu tezde, (1.2) problemi, 4,(G) normunda, G bdlgesinin Q,, Qf

siniflarindan ve K -yarikonform egriyle sinirli olmasi durumlarinda, (1.4) problemi

ise bolgenin k-yaridaire ve @, smifindan olmasi durumunda ele aliarak

incelenmis, elde edilen sonuglar Bulgular ve Tartisma boliimiinde; 4.1.1. Temel
Sonuglar isimli baglik altinda verilmistir.

4.1.1. Temel Sonuglarin ispatlar1 i¢in gerekli Lemmalar ve Yardimci
Sonuglar Materyal ve Yontem baslig1 altinda verilmistir.

Teorem 4.1.1.1’den Teorem 4.4.1.6’ya kadar olan teoremlerin hepsinde

kompleks diizlemin g¢esitli bolgelerinde; (1.2) ve (1.4) problemlerine bakilarak
(3.29)’a gore daha iyi sonuglar elde edilmeye calisilmistir.
5.2.ONERILER

4.1.1. Temel Sonuglar bélimiindeki teoremlerde (1.2) problemi 4, (G)

normunda ele alinarak incelenmistir. Acaba, (1.2) problemi 4,(G) ve 4,(h,G)

normlarma gore ele alindiginda polinomun degerlendirilmesi nasil olacaktir?
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