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SOYUT KONVEKSLIK VE BAZI ESITSIZLIKLER UZERINE

Ilknur YESILCE

0z

Bu tezde, Hermite-Hadamard tip esitsizlikler ile ilgili cok sayida makale
incelenerek, sonuclari:

a) Klasik konvekslik i¢in elde edilen Hermite-Hadamard tip esitsizliklerin
tyilestirilmesi

b) Farkli soyut konvekslik smiflari i¢in Hermite-Hadamard tip esitsizliklerin
elde edilmesi
yoniinde 6zetlenmistir.

L;-konveks fonksiyonlar tanimlanmus, Ozellikleri c¢aligilmis ve bu

fonksiyonlar sinifi i¢in Hermite-Hadamard tip esitsizlikler incelenmistir. Ayrica,
farkl1 bolgeler i¢in Hermite-Hadamard tip esitsizliklerinin somut ifadeleri elde
edilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, many article related to Hermite-Hadamard type inequality are
investigated and their results are summarized as follows:

a) Refining the Hermite-Hadamard type inequalities for classic convexity

b) Obtaining the Hermite-Hadamard type inequalities for different classes of
abstract convexity.

L, -convex functions are defined, their properties are studied and Hermite-

Hadamard type inequalities for L;-convex functions are analyzed. Furthermore,

concrete expressions of Hermite-Hadamard type inequalities in various areas are
obtained.
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1. GIRIS

Konveks Analiz’in  Optimizasyon Teorisine, Yaklagim Teorisine,
Esitsizlikler Teorisine v.s ¢ok sayida uygulamalart mevcuttur ([1], [2], [3], [4], [5],
[6], [71, [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15]). Esitsizlikler Teorisindeki
uygulamalarin 6nemli bir kismi da Hermite-Hadamard tip esitsizliklerin elde

edilmesidir.
Eger f:[a,b] >R konveks fonksiyon
(vani VAe[0,1] ve x,ye[a,b] igin f(Ax+(1-2)y)<Af(x)+(1-2)f(y))
ise,
1

f(a—zbjéﬁi f (x)dxgz[f (a)+f(b)]

esitsizligi dogrudur. Buna Hermite-Hadamard tip esitsizlik denir.

Son yillarda Hermite-Hadamard tip esitsizlikler ve bunlarin uygulamalarina
olan ilgi daha da artmistir. Bu yondeki calismalar agagidaki gibi siniflandirilabilir:

1) Klasik konveks fonksiyonlar i¢in bilinen Hermite-Hadamard tip
esitsizliklerin daha iyi versiyonlarinin elde edilmesi icin ¢alisilabilir. Bu istikamette

yapilan onemli incelemeler [16], [17], [18], [19], [20], [21] v.b. calismalarda

bulunabilir. Ornegin, [16] f :[a,b] — R konveks fonksiyonu i¢in

f(a_;rbjgé{f (3a:bj+ f (afbﬂs biai f (x)dx <
<l{f(a+bj+ f(a)+f(b)}§ f(a)+f(b)

-2 2 2 2

esitsizligi Hermite-Hadamard esitsizligine gore daha iyi bir esitsizliktir.

2) Son yillarda, konvekslik kavraminin soyutlastirilmasi {izerine de g¢ok
sayida caligmalar yapilmistir. Bu caligmalar sonucu elde edilen konvekslik siniflari
icin Hermite-Hadamard tip esitsizliklerin incelenmesi de biiyiik 6nem tagimaktadir.
Bu yonde c¢ok sayida arastirmalar yapilmistir. Mesela, Godnova-Levin tip
fonksiyonlar ([22]), r-konveks fonksiyonlar ([23]), kuazikonveks fonksiyonlar ([24],
[25]), p-fonksiyonlar ([26]), multikativ konveks fonksiyonlar ([27]), artan radyant

fonksiyonlar ([28]), artan ve 1sinlar lizere konveks fonksiyonlar ([29]).
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Ornegin,

i) Eger f:[a,b]—>RR,., log-convex fonksiyon

++

(vani vte[0,1] ve x,ye[a,b]igin f(tx+(1-t)y)<[ f(x :'t[f(y):ll—t

ise,

f[a;bj<exp{—jlnf dx}< f(a)f(b)
esitsizligi dogrudur.
ii) Eger f :[a,b] >R, p-fonksiyon
(vani VAe[0,1] ve x,ye[a,b] igin f(Ax+(1-2)y)<f(x)+f(y))

ise,

a+b 2 "

(55 25l ol f (01 ()]
esitsizligi dogrudur.
iii) Eger f:[a,b] >R, kuazikonveks fonksiyon

(yani VAe[0,1] ve x,ye[a,b] igin f(Ax+(1-2)y)<max{f(x),f(y)})

ise,

f(u)<

b
[f(x
min{u—a,b—u}s
esitsizligi her U e [a,b] icin dogrudur.
Bu tez ¢alismasinda soyut konveks fonksiyon siniflarindan L, -konveks

fonksiyonlar incelenmis Ozellikleri 6grenilmistir. Bu fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard tip esitsizliklerin elde edilmesi problemi iizerinde calisilmis ve yeni
sonuglar elde edilmistir. Elde edilen esitsizlikler, verilen farkli bolgeler i¢in somut

olarak ifade edilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Asagidaki tarihsel inceleme ile baglayalim([30] ve [10, s.137]):
22 Kasim 1881°’de Hermite (1822—1901) “Mathesis” dergisine bir mektup
gondermisti. Mektubun, konveks fonksiyonlar i¢in dogru olan

(b—a)f(aTm)<if(x)dx<(b—a)M 2.1)

2

esitsizliklerini de igceren bir kismi bu dergide yayinlanmistir. Hermite’in bu kisa notu
matematik literatiiriinde hicbir yerde gegmemis oldugundan, bu 6nemli esitsizlikler
Hermite’in sonuglari olarak bilinmemekteydi. Hermite’in notlar1 ne yetkili “Jahrbuch
tiber die Fortschritte der Mathematik” dergisinde, ne de “Sous les auspices de
I’Académie des sciences de Paris par Emile Picard (1905-1917), membre de
I’Institut” de basilmis olan Hermite’in toplu notlarinda kaydedilmemistir. Jordan ve
Mansion’un yayinladiklar1 (1901) “Hermite” brosiiriinde de, Mathesis’deki nota yer
verilmemistir [30].

Fejér (1880-1959), trigonometrik polinomlar tizerinde c¢alisirken (1906),
Hermite’in sonuglarinin genellestirilmesi olan, asagidaki teoremle ifade edilen,

esitsizlikler elde etmis, ancak yine Hermite’den bahsetmemistir:

Teorem 2.1. f, (a,b) araliginda konveks bir fonksiyon, g ayni aralikta pozitif bir

fonksiyon olsun. Ayrica g fonksiyonu her t e [O, (a+ b)/2] icin,

g(a+t)=g(b-t), Osts%(a+b)

esitsizligini saglasin. Bu kosullar altinda asagidaki esitsizlik dogrudur:

f("ﬂ’jig(x)dngf(x)g(x)dxgwig(x)dx 2.2)

2

g (X) =1 durumunda Hermite esitsizliginin elde edilecegi agiktir.
Aslinda, konvekslik kavrami bile, Hermite tarafindan 1881’de elde edilen,

1883’te bir elemanter matematik dergisi olan Mathesis’de basilan bir sonugtan

gelmektedir. Ama maalesef, Hermite’in bu 6nemli ¢calismasi, siklikla, dogru olmayan

kimliklerle anilmistir [30]. Bdylece, (a,b) araliginda bir f fonksiyonunun konveks
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olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu veren ¢ok 6nemli sonuclar elde etmesine ragmen
Hermite’in ismini matematik literatiiriine gegirememistir.

(2.1) esitsizligi,

f(a+b]g f(a)+f(b) 2.3)

2 2

icin bir ara deger bulma esitsizliidir. Hermite’in notlarmin basilmasindan yirmi
yildan fazla bir zaman sonra, J. L. W. V. Jensen (1905-1906), (2.3) esitsizligini
kullanarak konveks fonksiyonlar1 (yani J-konveks fonksiyonlari) tanimlamistir [31].

(2.1) esitsizligi 1893 yilinda Hadamard tarafindan da ispatlandigindan
“Hadamard Esitsizligi” olarak bilinmekteydi ([10], [30], [32] v.s.). Kompleks
fonksiyonlar teorisinin 6nde gelen isimlerinden biri olan Beckenbach da, Hermite’in
elde ettigi sonuclardan haberdar olmadigr i¢in (2.1) esitsizliginin Hadamard
tarafindan ispatlandigin1 yazmustir [33, p.441].

(2.1)’deki birinci esitsizligin, ikinci esitsizlikten daha kuvvetli oldugunun
altin1 ¢izelim; yani bir f konveks fonksiyonu i¢in asagidaki esitsizlik saglanir ([10,
s.140)):

iif dx_f(a+b] f(a)+f(b) 1 (2.4)
b-as 2 2 b-a

IN
[
D ey T
—h
—
>
~—
o
>

Gergekten,

a+b
2 b
2]t (x)der ij dx<— f(a)+f(aLbj o1 f(aLbjn(b)
b-a < b—a, 2 2 2
2
olmak tizere (2.4) asagidaki gibi yazilabilir:
2 1 a+b
—— | f(x)dx<=| f f(b)+2f
Sl 1@t 021210
Bunu 2.1 esitsizligini iki kez uygulayarak elde edebiliriz
([a,(a+b)/2] ve [(a+b)/2,b] araliklar iizerinde). a=-1, b=1 alarak, Bullen

(1978) tarafindan elde edilmis sonuca ulasiriz. (2.4) Bullen esitsizligi olarak
isimlendirilir ([32]).

Son yillarda Hermite-Hadamard tip esitsizliklerin 6grenilmesine olan ilgi
daha da artmistir. Hermite-Hadamard tip esitsizliklerinin iyilestirilmis

versiyonlariin elde edilmesi yoniinde ¢alismalar Niculescu, C.P. ve Persson, L.-E.
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[16], Anwar, M. ve Pecaric, J. [17], Hussain, S. ve Anwar, M. [18,21], Dragomir,
S.S. [20] ve Mcandrew, A. [19] makalelerinde incelenmistir.

Hermite-Hadamard tip esitsizlikler yardimiyla konveksligin tanimlanmasi
Hardy, Littlewood ve Polya’nin [34], Pecaric, J., Proschan, F. ve Tong, Y.L. [10],
Roberts, A.W. ve Varberg, P.E. [35] ¢alismalarinda verilmistir. Cok daha genel
sonuglar Rado, T. tarafindan ([36, 1935])’de, Vasic, P.M. ve Lackovic, 1LB.
tarafindan ([37], 1974, 1976)’da, Lupas, A. ([38], 1976)’da, Pecaric, J. ve Beesack,
P.R. tarafindan ([39], 1986)’da verilmistir.

Bu alana olan ilgi, farkli konvekslik kavramlarinin verilmesini ve dogal
olarak bu kavramlar i¢in H.-H. tip esitsizliklerin arastiritlmasini da tetiklemistir.
Pecaric, J., Proschan, F. ve Tong, Y.L. [10] caligmalarinda log-convex fonksiyonlar,
Gill, P.M., Pearce, C.E.M. ve Pecaric, J. [23] ¢alismalarinda r-convex fonksiyonlar,
Dragomir, S.S., Pecaric, J.E. ve Persson, L.E. [40] c¢alismalarinda Godnova-Levin
fonksiyonlar ve p-fonksiyonlar, Dragomir, S.S. ve Pearce, C.E.M. [41]
caligmalarinda kuazikonveks fonksiyonlar, Dragomir, S.S. ve Fitzpatrick, S. [42]
calismalarinda birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar, [43] ¢aligmalarinda ikinci
anlamda s-konveks fonksiyonlar, Dragomir, S.S. [44] calismasinda m-konveks
fonksiyonlar, Adilov, G. ve Kemali, S. [45] ¢alismalarinda artan pozitif homojen
fonksiyonlar, Sharikov, E.V. [28] ¢alismasinda artan radyant fonksiyonlar, Rubinov,
A. [7] calismasinda artan ve 1sinlar iizere konveks fonksiyonlar, Adilov, G. [47]
calismasinda artan ko-radyant fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tip esitsizlikleri

incelemislerdir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. TEMEL KAVRAMLAR

3.1.1. Klasik Konvekslikle Ilgili Temel Tanimlar ve Teoremler

Tamm 3.1.1.1. ([48]) ScR", f:S—R olsun. yeS olmak iizere

f(y)=limsup{f (x):|x—y|<r}

r—0

kosulu saglaniyorsa f 'ye y noktasinda lstten yari siireklidir denir. Eger her y e S

icin bu kosul saglaniyorsa f 'ye S 'de iistten yar1 siireklidir denir.

Tamm 3.1.1.2. ([48]) ScR", f:S—R olsun. yeS olmak iizere

f(y)=liminf {f (x):[|[x-y| <r}

r—0

kosulu saglaniyorsa f 'ye y noktasinda alttan yari siireklidir denir. Eger her y € S i¢in

bu kosul saglaniyorsa f 'ye S'de alttan yar1 siireklidir denir.

Tanmm 3.1.1.3. ([49]) C, R"'nin bir alt kiimesi olsun. Eger her xeC,yeC ve

0<A<1igin,
(1— l) X+AyeC
ise, C kiimesine konveks kiime denir.
Bu tanim daha genel soyle verilir:

Teorem 3.1.1.1. ([49]) C, R"'nin bir alt kiimesi ve m=>2 olsun. C kiimesinin

konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul VX, X,,...,X, €C, 4 20 ve Zﬂ,, =1 igin,

i=1
AX A%+ +A4,X, €C

saglanmalidir.
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Tanmm 3.1.1.4. ([49]) K< R" olsun. Eger VxeK ve A>0 igin AxeK ise bu

kiimeye koni denir.

Teorem 3.1.1.2. ([49]) K = R" konisinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K

'nin toplama ve pozitif bir skaler ile ¢arpma islemine gore kapali olmasidir.

Tamm 3.1.1.5. ([49]) ScR", f:S—R olmak iizere;

{(X,y):XeS,,ueR, f(X)S,u}

bi¢iminde ifade edilen kiimeye f fonksiyonunun epigrafi denir ve epif ile gosterilir.

Ozel olarak, S — R icin f 'in epigrafi f 'nin grafiginin iistiinde kalan kiimeyi belirtir.

/ y=t(x)

epi f

Sekil 3.1. S R ig¢in f 'nin epigrafi

Tanmm 3.1.1.7. ([49]) CcR", f:C—R olsun. f fonksiyonu i¢in asagidaki gibi

verilen kiimeye f 'nin tanim kiimesi denir ve domf ile gosterilir:
domf ={x:3u, (x, 1) eepif } ={x: f (x) <o}

Tamm 3.1.1.7. ([49]) CcR", f:C —R olsun. epif c R"™;

epif :{(X,,u): f(X)<u, VXeC}

kiimesi konveks ise, f(x) fonksiyonuna C kiimesi iizerinde konveks fonksiyon denir.
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Teorem 3.1.1.3. ([49]) f :C —(—o0,+] ve C konveks kiime olsun. f 'nin konveks

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul VX,y eC i¢in,
f((1-2)x+Ay)<(1-2) f(x)+Af(y), 0<A<l
esitsizliginin saglanmasidir.
Teorem 3.1.1.4. ([49]) f :R" — [—o0,+00] olsun. f 'nin konveks olmast igin gerek ve
yeter kosul f(x)<a ve f(y)<p oldugunda
f((1-A)x+2y)<(1-A)a+1B, 0<i<l
esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 3.1.1.5. ([49]) (Jensen's Inequality) f :R" —>(—oo,+oo] olsun. f fonksiyonu

konvekstir ancak ve ancak
f (A% + X+t A% ) S AT (%) + A (%) +.+ 24, T (X,)
burada, 4, >0,...,4, >0, 4 +A4 +...+4,=1dir.

Teorem 3.1.1.6. ([49]) f fonksiyonu (a, ,B) acik aralig lizerinde reel degerli, ikinci

mertebeden siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. f 'nin (a, ,B) acik aralig

tizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f nin ikinci mertebeden tiirevinin

negatif olmamasidir.

Teorem 3.1.1.7. ([49]) C<R" acik kiime ve f, C iizerinde reel degerli, ikinci
mertebeden siirekli kismi tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. f, C iizerinde konvekstir

ancak ve ancak f'in Hessian matrisinin:

o
95,0¢;

Q =(qij(x)), 0 (X) (&),

VX € C ig¢in, pozitif olmasidir.
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Teorem 3.1.1.8. ([49]) F,R"" iizerinde bir konveks kiime ve
f(x)=inf{u:(x, u)eF}
olsun. O halde f fonksiyonu R"'de konvekstir.

Tamm 3.1.1.8. ([49]) Bir fonksiyonun negatifi (-1 ile ¢arpimindan elde edilen yeni

fonksiyon) konveks ise, bu fonksiyona konkav fonksiyon denir.

Tamm 3.1.1.9. ([49]) Sonlu ve hem konveks hem konkav olan fonksiyona afin

fonksiyon denir.

Teorem 3.1.1.9. f:X — R fonksiyonunun kapali konveks fonksiyon olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul h:R" — R afin fonksiyon olmak tizere
f(x)=sup{h(x):h<f},  wxeX

olmasidir. Burada, h< f < vxe X igin h(x)< f (x).

3.1.2. Soyut Konvekslikle ilgili Temel Tanimlar ve Teoremler

Tamm 3.1.2.1. ([7]) H, X kiimesi iizerinde tanimli sonlu fonksiyonlarn bir kiimesi

ve f:X =R olsun. Eger H 'nin
f(x)=sup{h(x):heU}, vxeX

olacak bicimde bir U alt kiimesi varsa, f fonksiyonu H 'ye gore soyut konvekstir
(veya H-konvekstir) denir. Burada H fonksiyonlar smifina elemanter fonksiyonlar

ailesi denir.

H =& olmasi durumunda f (x) =—oo Olarak kabul edilecektir. Bu verilen

tanim agagidaki gibi de ifade edilebilir.

Tanim 3.1.2.2. ([7]) Y, f:X > R_, fonksiyonlarinin sinifi ve H <Y olsun. Eger

her f €Y fonksiyonu H-konveks ise, H kiimesine Y 'nin siipremal iirete¢ sinifi denir.
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Teorem 3.1.2.1. ([7]) f 'nin H-konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu
fonksiyonun

f(x)zsup{h(x):he H, h< f}, vx e X
biciminde gosterilebilmesidir.
Tamm 3.1.2.3. ([7]) f: X — R olsun.
supp(f,h)={heH:h<f}

kiimesine f 'nin destek kiimesi denir. Burada H elemanter fonksiyonlarin kiimesini

gosterir.

Tamm 3.1.2.4. ([7]) f:X >R olsun. Asagidaki gibi tanimlanan COHf(X)

fonksiyonuna;
co, f (x)=sup{h(x):hesupp(f,h)}, xeX
f 'nin H-konveks kabugu denir.

Bu tanima gore; f, H-konvekstir ancak ve ancak f =co,, f 'dir.

32. KLASIK KONVEKSLIK ICIN HERMITE-HADAMARD  TiP
ESITSIZLIKLER VE [YILESTIRILMIS VERSTYONLARI

3.2.1. Klasik Konveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard Tip Esitsizlikler
Hermite-Hadamard esitsizligi konveks fonksiyonlarin integral ortalamasinin

degerlendirilmesi ile ilgilidir. Bu esitsizlik, klasik konveks fonksiyonlar icin
asagidaki sekilde elde edilmistir: f:[a,b]—>R fonksiyonu [a,b]’de siirekli ve

konveks olmak iizere,

f[%jséif(x)dxsw (3.2.1.1)

esitsizligini saglar.

10
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Ayrica, esitlik her iki tarafta da sadece afin fonksiyonlar i¢in saglanir.
Uyan 3.2.1.1. (3.2.1.1)’deki birinci esitsizlik, ikinci esitsizlikten daha kuvvetlidir;
yani bir f konveks fonksiyonu i¢in asagidaki esitsizlik saglanir ([10, s.140]):

1 % a+b) f(a)+f(b) 1 °®
= f(x)dx—f( . jg ()2 ()—b_a!:f(x)dx (3.2.1.2)

a

Gergekten,

a+b
2 % 2 a+b)] 1[ (a+b
— | f(X)dXx+—— x)dx<=| f(a)+f| —||+=| f|— |+ f(b
poa | ol o3l o (1732 o)
2
olmak iizere (3.2.1.2) asagidaki gibi yazilabilir:

Lbf Jdx <> [ (a)+ f (b)+ Zf(a;bﬂ.

b-as

3.2.2. Hermite-Hadamard Esitsizligi Yardimiyla Konveksligin Tanimlanmasi

Hermite-Hadamard esitsizliginin her iki yani konveks fonksiyonlari
nitelendirir. Yani [a,b] araliginda siirekli f fonksiyonu her bir x;,x, €[a,b] i¢in H.-
H. esitsizligini sagliyorsa, f fonksiyonu bu [a,b]’de konvekstir[16].

Hardy, Littlewood ve Polya’nin ([34, s.98]) klasik kitabinda konveks
fonksiyonlarin nitelendirilmesinde asagidaki sonug verilmistir (ayrica [10, s.139]’a

bakin):

Teorem 3.2.2.1. Siirekli bir f fonksiyonunun, (a,b) araliginda konveks olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul, a < x—h < x+h<b esitsizligini saglayan her h >0 say1si i¢in
1 X+h
)< —h j (3.2.2.1)

esitsizliginin saglanmasidir.
f,[a,b] arahfinda siirekli oldugunda, bu sonucun (3.2.1.1)’in birinci

esitsizligine denk oldugu gosterilebilir. Buna ragmen, (3.2.1.1) esitsizliginden,
(3.2.2.1)’deki gibi konvekslik belirleme 6lgiitiine gegisi kimin ve ne zaman yaptigi
tam olarak bilinmemektedir [10, s.139].

11
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f eC(I), h>0 ve xe Il(h):{t:t—h,t+he|} igin;

1
S,(f,x)==— f(t)dt
ile tammlanan S, operatoriine, genellikle, Steklov fonksiyonu denir. Bununla birlikte

bu bir operator doniistimiidiir. Sonlu bir | = [a, b] aralig1 i¢in, h‘in maksimum degeri

D=2 olabilir. Bu durumda, 1,(h) tek bir nokta igerir ve S, bir fonksiyonel olur.

Simdi (3.2.2.1)’deki Hermite-Hadamard esitsizligi X € Il(h) icin f (X) <S, ( f, X)
formunu alir ve fonksiyonun konveksligine denktir. Tekrarlanmis Steklov
operatdrleri (h>0 mertebesi ile) S;, neN, xel (h)={t:t—nh,t+nhel} olmak

uzere

1 X+h

Sp(fox)=f(x); 87 (f.h)=o Ls;l(f,x)dt

ile tanimlanir(érnekler igin [10, s.140] bakm). S} =S, oldugundan (3.2.2.1)
esitsizligi, S (f,x)<S;(f,x) bicimini alir.
Asagidaki iki teorem Teorem 3.2.2.1°in birer genellestirilmeleridir(6rnek

icin [10, s.140]’a bakin):
Teorem 3.2.2.2. Bir f eC(l) fonksiyonunun konveks olmast i¢in gerek ve yeter
kosul her h >0, kaydedilmis her n ve herx eI, (h) igin

f(x)<Sy(f.x) (3.2.2.2)
esitsizliginin saglanmasidir.
Teorem 3.2.2.3. Bir f eC(I) fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her h >0, kaydedilmis her n ve herx e |, (h) icin

Syt (f.x)<Sp(f.,x) (3.2.2.3)

esitsizliginin saglanmasidir.
Teorem 3.2.2.3’lin (3.2.2.1) esitsizligini temel alan konvekslik o6l¢iitiinii

genellestirdigi kolaylikla goriilebilir (h — 0 iken (3.2.2.1)’i elde ederiz).

12
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([35, s.15])’de, Roberts ve Varberg tarafindan asagidaki sonug verilir
(ayrica [10, s.147]).

Teorem 3.2.2.4. Bir f eC[a,b] fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul s<t sartin1 saglayan her S,t e [a,b] i¢in

1 f(s)+f(t
— j f (x)dxg% (3.2.2.4)
esitsizliginin saglanmasidir.

Cok daha genel sonuclar Rado tarafindan verilmistir ([36, 1935]). Hermite-
Hadamard esitsizliginin baska bir genellesmesi de (1974, 1976) [37]’de Vasic ve
Lackovic tarafindan ve (1976) [38]’de Lupas tarafindan verilmistir. Pozitif lineer

fonksiyoneller i¢in ise 1986’da Pecaric ve Beesack tarafindan gosterilmistir

[39](ayrica [10, s.146] bakin).

3.2.3. Hermite-Hadamard Esitsizliklerinin Bazi lyilestirmis Versiyonlar

f:[a,b] >R konveks bir fonksiyon olsun. Sirasiyla, {a,aTij} ve

[a—;b,b} araliklari i¢in H.-H. esitsizlikleri;

f[sa:bjg bfai f (x)dxs%[f (a)+ f (%bﬂ

ve

f(at‘erjg bfa i f(x)dxs%[f (a%b} f (b)}

a+b

2

biciminde elde edilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplandiginda,

f(a+b]sl f(3a+bj+f(a+3b] < 1
2 2 4 4 b-a

<1{f(a+bj+ f(a)+f(b)}£ f(a

(x)dx <

f (b)

» —
—h

+
2 2 2 2

esitsizligi elde edilerek f ’in integral ortalamasi i¢in daha iyi sonuglar bulunabilir.

13
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H.-H. esitisizliginin asagidaki iyilestirmeleri ise [20]’de elde edilmistir.

f :[a,b] >R konveks fonksiyonunun genel hali igin;

b%Zf(x)dx-f(a;bjz

a

1 b
b—a!

f(x)+ f (a+b—x)|dx_‘f [a+bJH

ve

@55 I 0ol

, f(a)=f(b) ise

\%

, f(a)=f(b) ise

1 o) 1"
T (a] 01 (@) QUXMX_E!“ (x)|dx

Konveks fonksiyon bir de diferansiyellenebilir ise, Hermite-Hadamard
esitsizliginin daha iyilesmis versiyonlarini saglar [19]:
Teorem 3.23.1. f:[a,b] >R fonksiyonu (a,b) aralifinda diferansiyellenebilir

konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1 7 a+b b-a
= (=22 g 222
i | ( 2 j‘dx 4

b%j:f(x)dx—f(a%bjz

a

esitsizligi saglanir.
Teorem 3.2.3.2. f :[a,b]—>R fonksiyonu (a,b)’de diferansiyellenebilir konveks
bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir

l{f(a)+f(b)+f(iiﬁj}__i_if(x)dxz

2 2

14
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Monoton ve konveks fonksiyonlarin alt smifi ig¢in asagidaki sonug

verilebilir.

Teorem 3.2.3.3. f:[a,b]—>R, (a,b) araliginda konveks ve monoton olsun.

Oyleyse,

2

l{f(a)+f(b)+f[a+bﬂ_ 1 if(x)dxz

esitsizligi saglanir.
Konveks bir fonksiyonun subdiferansiyel oldugu durumlarda ise Hermite-
Hadamard esitsizliginin iyilesmesi asagidaki teoremle ifade edilebilir[18].

Teorem 3.2.3.4. Bir f fonksiyonu (a,b) araliginda konveks ve Lebesgue

integrallenebilir olsun. Bu durumda her x € (a,b) i¢in

bflai f (y)dyw(X)(X—aij— f(x)=

(=) (b-x)|
= X)‘dy ‘Q(X)‘ 2(b—a) ‘
Burada ¢:(a,b)—>R fonksiyonu her xe(ab) igin @(x)e[ f'(x),f ()]

kosulunu saglar.
Yine, konveks fonksiyonlar i¢in H.-H. tip esitsizliklerin iyilestirmelerinden

birka¢ini daha verebiliriz[18]:
Teorem 3.2.35. f :[a,b] >R konveks bir fonksiyon ise her x (a,b) icin

1[f(x)+f<b><b 0+ f (a)(x } S

AL o= o= sl ol
esitsizligi saglanir.

15
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Teorem 3.2.3.5’in bagka bir versiyonu da, f fonksiyonunun yalnizca (a, b)

araliginda konveks oldugu durum i¢in asagidaki bigimdedir[18].

Teorem 3.2.3.6. f:[a,b] >R fonksiyonu [a,b] de monoton ve (a,b) araliginda

konveks olsun. Bu durumda, her x €(a,b) iin

1
2

> bi sgn(x—y) f(y)dy+

esitsizligi dogrudur.

[21]°de Sabir Hussain tarafindan ispatlanan sonucu verelim.

Teorem 3.2.3.7. f, (a,b) ’de konveks ve Lebesgue integrallenebilir ise her X € (a,b)

i¢in

esitsizligi saglanir.

Asagidaki teoremler ile bu sonuglarin daha genel halleri verilmektedir[17].

Teorem 3.2.38. f:[a,b] >R (2n)-konveks ve (2n-1) kez diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. Oyleyse, her X € (a, b) icin asagidaki esitsizlik saglanir.

1 b Zn_l(b—X)k+1—(a—X)k+l ) N
E;‘:f(y)dy—(b—a)f(x); (k+Di(b—a) £ (x)>
NI PO I (eI gy (B=X)" —(a=x)"
_b_aif(y) f (x) > yk! £ (%) dy [ £ (x) - |

16
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Teorem 3.23.9. f:[a,b]>R fonksiyonu (2n)-konveks ve (2n-1) kez

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

f(x)_bZ_”ai f (y)dy—zillj(nb—__i;)[(x—b)k (9 (b)—(x-a)' 19 (a) |2

Zéi f(y)_f(x)_inz_:(x_wa(k)(x) dy_blaj{(z(Z_{)l; £ (y)|dy

esitsizligi dogrudur.

3.3. FARKLI KONVEKSLIK SINIFLARI ICIN HERMITE-HADAMARD
ESITSIZLIKLERI

3.3.1. Log-convex Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizlikleri

I, reel sayilarin bir aralig olsun.

Eger bir f:1 >R, fonksiyonu i¢in log f konveks ise, ya da denk olarak

her x,yel ve te [0,1] icin agagidaki esitsizlik varsa [10, s.7]:

f (o (-t)y) <[ F ()] [F ()]

f fonksiyonuna log-convex denir.

f:1 >R, log-convex fonksiyonu i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi:

'”HMHS L fin t (xyax< 1@ (D)

2 b-as 2

bi¢imindedir. Buradan da; f log-convex fonksiyonu ig¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi
a+b
f( . )<exp{b—jlnf dx} f(a)f(b)

17
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seklinde ifade edilebilir.

3.3.2. r-convex Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Eger reR olmak iizere, f:[a,b]—>R,fonksiyonu her x,ye[ab] ve

Ae [O,l] icin

1
f(Ax+(1-1)y)< (AT () +(1-2)f ()], r=0
fA(x)+ F77(y), r=0
esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonu [a,b]’de r-konvekstir denir([32]).
r-konveks fonksiyonlar i¢cin Hadamard tip esitsizlik:
Teorem 3.3.2.1. ([23]) f,[ab]’de pozitif r-konveks bir fonksiyon olsun. Bu
durumda

1

b_af tydt<L (f(a),f(b))

D ey T

esitsizligi saglanir. Burada Lr(X,y) X,y pozitif sayilarinin, r derecesinden,

genellesmis logaritmik ortalamasidir ve asagidaki bigimde ifade edilir:

r+1 _ ,r+l
L% r<0,-1, x=y
r«1 x -y
i’ r=0,x¢y
L(X,y)=5Inx=Iny
Inx—Iny’ o1 XYy
X—y
X, X=y

3.3.3. Godnova-Levin Fonksiyonlari i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

1985°de, E.K. Godnova ve V.I. Levin ([40] ve [50, ss.410—433] bakin)

asagidaki fonksiyonlar sinifin1 incelemisler:

| R olmak iizere bir f:l1 —R fonksiyonu her x,yel ve 1€(0,1)
igin,

f(Ax+(1-A4)y)< fix)+ Ifﬁ)

18
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esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna Godnova-Levin fonksiyonu denir. Bu
fonksiyonlar siifi Q(I) ile gosterilir.
Q(I) fonksiyonlar sinifi i¢in elde edilen Hermite-Hadamard tip esitsizlikler

asagidaki teoremle ifade edilmistir:
Teorem 3.33.1. feQ(l), abel icin a<b ve f el [ab] olsun. Bu durumda

asagidaki esitsizlikler dogrudur:

f(a+bj£b%4aif(x)dx (3.3.3.1)
1 7 i f(b
m! p(x) f (x)dxsw

(3.3.3.1)°deki 4 sabiti en iyi olasiliktir, burada p(x)= (b_(bL(x)z_a), x e[a,b]
—a

3.3.4. Kuazikonveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Tamim 3.3.4.1. | — R olmak lizere f : | - R bir fonksiyon olsun. Eger her X,y el

igin
f (%)g max { f (x), f (y)}

esitsizligi saglaniyor ise, f fonksiyonuna Jensen Kuazikonveks (veya kisaca J-
Kuazikonveks) doniisiim denir.

JQC(), I'da J-Kuazikonveks fonksiyonlar smifi olmak {izere, Hermite-
Hadamard tipinin agagidaki esitsizligi saglanir [41]:
Teorem 3.2.4.1. Eger, a<b ve a,bel cR olmak iizere f eJQC(I)ﬂLl[a,b]

f[a%bjgrlaz f (x)dx+1(a,b)

esitsizligi dogrudur. Burada

I (a,b):= 2(b1—a)-:ﬁf (x)- f (a+b—x)|dx
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Tanmm 3.34.2. | <R olmak iizere, f:l —>Rbir fonksiyon olsun. Eger, her

X,yel ve te[O,l] icin

%[f (tx+(1-t)y)+f ((1—t)x+ty)]s max { f (x), f (y)},

esitsizligi, ya da, denk olarak, her x,y+06 €| olmak lizere X<y ve 6 >0 i¢in;

[ F(9)+ £ (8)]<max{f (x), T (y+))
esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu Wright-Kuazikonvekstir (veya kisaca W-
Kuazikonvekstir) denir.
Asagidaki Hermite-Hadamard tip esitsizligin saglandig1 gosterilmistir [41]:
Teorem 3.3.4.2. f:1 >R, I"’da W-Kuazikonveks bir fonksiyon ve a<b olmak

tizere a,bel igin fel [a,b] oldugunu varsayalim. Bu durumda

1

— f (x)dx<max{f (a), f (b)}

D C— T

esitsizligi dogrudur.

3.3.5. P-fonksiyonlar, Kuazikonveks Fonksiyonlar ve Hermite-Hadamard

Esitsizlikleri

Eger, | =R olmak iizere p:1 —R, fonksiyonu her x,yel ve 1€[0,1]
i¢cin

p(Ax+(1-2)y)<p(x)+p(y)

esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona P-tipi bir fonksiyon (ya da kisaca, P-
fonksiyon) denir.

P(l), I’da tanmimli P-fonksiyon smifi olsun. Integrallenebilen bir f e P(I)

fonksiyonu i¢in, H.-H.-tipi esitsizlik, [40]’da da ispatlandig1 gibi,

f(azbj Bzg:f x)dx<2(f (a)+ f (b))

olur.
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Tanmm 3.3.5.1. | R olmak iizere f:l —>R bir fonksiyon olsun. Eger her
X,yel ve 16[0,1] icin

f(Ax+(1-2)y)<max{f(x), f(y)}
ise, f fonksiyonuna kuazikonveks fonksiyon denir.

K(I) ile kuazikonveks fonksiyonlar smifi gosterilirse, degerleri negatif

olmayan fonksiyonlar i¢in

K(I)CP(I)CQ(I)

kapsamalarinin saglandigini kolayca gosterebiliriz. Boylece Q(I) ve P(l) fonksiyonlar
smifi i¢in elde edilen H.-H. esitsizlikleri pozitif degerli kuazikonveks fonksiyonlar

icin de gecerlidir.

3.3.6. Birinci Anlamda s-konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

f:R, >R bir fonksiyon ve 0<s<1  olsun. Eger her

X, yeR, ve «°+f° =1 olmak iizere &, >0 icin

f(ax+By)<a’f(x)+p°f(y)
esitsizligi saglantyorsa, f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir.

Simdi birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in baz1 Hermite-Hadamard
tip esitsizlikleri verebiliriz [42]:
Teorem 3.3.6.1. s€(0,1] olmak iizere, f:IR, - R fonksiyonu birinci anlamda s-

konveks bir fonksiyon olsun. Eger, a <b olmak tizere a,beR, ve f e L1[a' b] ise,

asagidaki esitsizlik dogrudur:
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Ikinci sonug, Hermite-Hadamard esitsizliginin ikinci kismu ile ilgilidir:

Teorem 3.3.6.2. f ve s i¢in yukaridaki varsayimlar saglansin. Bu durumda

1

w(t)::5{1+(1—t5)11t“] te[0,]

olmak iizere,

O L

f(taJr(l—tS)1 b}y(t)dtsM

2

esitsizligi dogrudur.

3.3.7. ikinci Anlamda s-konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

[51] makalesinde, H. Hudzik ve L. Maligranda asagidaki fonksiyon

siniflarin1 incelemislerdir:

Tamm 3.3.7.1. f:R, >R bir fonksiyon ve se[0,1] olsun. Eger her

X,y>0 ve a+ =1 olmak tizere o, >0 i¢in

f(ax+By)<a’f(x)+B°f(y)
esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir.

Asagidaki teorem, s-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard
esitsizligini verir [43]:

Teorem 3.3.7.1. f:R, >R, ikinci anlamda s-konveks bir fonksiyon,

Se(O,l) ve a<b olmak tizere a,be R, olsun. Eger f e Ll[a,b] ise,

b
2“f[—azb)s—bfaj () dx< A+ TD) (62: (b)

esitsizligi saglanir.
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3.3.8. m-konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizlikleri

[52] makalesinde, G.H. Toader m-konveksligi tanimlamistir (ayrica [53] ve
[54] bakin):
Tamm 3.3.8.1. me[0,1] ve b>0 olmak iizere, f:[0,b]— R fonksiyonu her

X,ye[O,b] ve te[O,l] icin,
f (tx+m(1-t)y)<tf (x)+m(1-t) f (y)

esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona m-konveks fonksiyon denir.

Bu fonksiyon sinifi i¢in Hermite-Hadamard tip bir sonug [44]:

Teorem 3.3.8.1. me(0,1] ve 0<a<b olmak iizere, f :[0,00) - R bir m-konveks

fonksiyon olsun. Eger f e Ll[a,b] ise,

esitsizligi dogrudur.

3.3.9. Artan Pozitif Homojen (IPH) Fonksiyonlar ig¢in Hermite-Hadamard
Esitsizlikleri

Tamm 3.3.9.1. ([7]) f fonksiyonu R", veya R" iizerinde tanimli fonksiyon olsun.
a) Eger VXx>Yy igin f(X)Z f(y) ise, f fonksiyonu artandir denir. Burada,
x>y x>y, iel[n].

b) Eger VxeR], ve A>0 icin f(Ax)=Af(x) ise f fonksiyonuna homojen

fonksiyon denir.
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Tamm 3.3.9.2. ([7]) Q, R}, veya R" olarak alinir ve f fonksiyonu asagidaki

durumlar1 saglar ise, bu fonksiyona birinci dereceden artan pozitif homojen (IPH)

fonksiyon denir:
a) Eger Vx,yeQ icin x>y ise f(x)> f(y) olsun, yani fartan fonksiyondur;
b) Eger VxeQ ve A>0 icin f(Ax)=Af(x), yani f birinci dereceden pozitif

homojen fonksiyondur.

.. . X + | )
Her x,1 e R, i¢in (I, x)=min-L, (x,1)" = max— ‘dir ve bu fonksiyonlara,

1<i<n |i Li<n X,

sirasiyla, min-tip ve max-tip fonksiyonlar denir.
Teorem 3.39.1. f:D—[0,0] fonksiyonu DR, iizerinde tammli olsun.
Asagida verilen iddialar birbirine denktir:
i) f fonksiyonu <|,.> D> [O, oo] fonksiyonlar ailesine gore konvekstir,
i) Her 1,xe D igin, f(1){l,x)< f(x) esitsizligi dogrudur,
iii) f fonksiyonu D iizerinde IPH'dir.

DcR", olmak iizere, f:D—[0,00] bir IPH fonksiyon ve D iizerinde

integrallenebilir ise, her ue D ig¢in,

f (u)I(u,x)dxs_[[ f(x)dx< f (u)E[<u,x>+ dx

D

iki tarafli Hermite-Hadamard tip esitsizligi elde edilmis olur.[45]

3.3.10. Artan Radyant (InR) Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizlikleri

Tamm 3.3.10.1. ([7]) Q, R" i¢cinde konik kiime ve U < Q olsun. Eger
(XeU, O<i£1):iXeU

ise U kiimesi Q'nun radyant alt kiimesidir denir.
Tamm 3.3.10.2. ([7]) Q < R kapali koni, V bos kiimeden farkli ve V < Q olsun.
Eger

(XeV, 121):>/1x eV

ise V kiimesi Q'nun ko-radyant alt kiimesidir denir.
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Tamim 3.3.10.3. ([28]) f:Q —)IT& = [O, +oo] bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu
asagidaki kosullar1 sagliyorsa f artan radyant fonksiyondur denir:
a) Eger Vx,yeQ igin x>y ise f(x)>f(y);
b) Eger VxeQ ve A€[01] icin f(Ax)<Af(x).
R" xR", tzerinde tanimli ¢ fonksiyonu

0, eger  (u,x)<l

¢(u,x):{

(u,x), eger (u,x)>1

ve R iizerinde tammli ¢, fonksiyonu ¢, (X) =¢(u,x) olsun. Bilindigi gibi

U :{%% ‘ueR?, CE(O,+OO]}

kiimesi R", ftizerinde tanimli InR fonksiyonlarin siipremal tirete¢ smifidir ([28]).

++

Burada, ¢ =+ ise cg, (x)=sup(hg, (x)) olur.
h>0

DcR"

++1

f:D—>R,, olmak iizere, f fonksiyonu InR fonksiyon ve D

tizerinde integrallenebilir olsun. Her U e D igin,
f (u)J¢(u, X) dx sj f (x)dx
D D

esitsizligi vardir.
f, D ilizerinde integrallenebilen bir InR fonksiyon olsun. ue D ve D(u)

kiimesi,

olmak tlizere

esitsizligi saglanir. Burada, ¢; (1) fonksiyonu

¢:<|)‘{<X’I>+’eger (1) <1

+00,  eger (X,I)+ >1

biciminde alinir.[46]
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3.3.11. Artan Ko-Radyant (ICR) Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi
ICR fonksiyonlar IPH fonksiyonlardan daha genis bir siniftir.

Tanim 3.3.11.1. ([7]) f:Q —> R bir fonksiyon olsun.

a) Eger VxeQ ve 1€[0,1] i¢in f(Ax)<Af(x) ise f fonksiyonu radyanttir denir.

b) Eger VxeQ ve A>1igin f(Ax)<Af(x) ise f fonksiyonu ko-radyanttir denir.
R", tizerinde verilen y, fonksiyonu,

(1,x), (1,x)<1 ise
1, (1, x)>1 ise

¥ (X):{

olsun. Burada | € R", 'dir. H ile gosterilen,

H={cy;,:1eR],, ce[0,]}

++

kiime, R", tzerinde tammli olan artan ko-radyant (ICR) fonksiyonlarin siipremal
iretec siifidir ([47]).

Teorem 3.3.11.1. f:D—[0,0] bir fonksiyon ve D <R, olsun. Bu durumda
asagidaki iddialar denktir:

i) f fonksiyonu, 1 € D, ¢ &[0,%] olmak iizere ¢y, : D —[0,], fonksiyonlar ailesine

gore soyut konvekstir,

i) f fonksiyonu, D {izerinde artan ko-radyant fonksiyondur,

iii) Her 1,xe D i¢in f (1), (x)< f(x) dir.

DcR?,,ve f:D —)[O, oo] fonksiyonu D f{izerinde integrallenebilen bir

ICR fonksiyon olsun. O halde Yu e D igin,
f (u)J‘z,yu (x)dxgj f (x)dx
D D

esitsizligi saglanir.
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f bir ICR fonksiyon ve D iizerinde integrallenebilir olsun. O halde Yu e D
i¢in,

If(x)dxs f(u)‘[[l//J(X)dX

D

esitsizligi dogrudur. Burada y; (1) ile

. (x,1)", (x,1)" 21 ise

v ()= .
1, (x,1)" <1 ise

fonksiyonu gosterilmistir.[47]

3.3.12. Artan ve Isinlar Uzere Konveks (ICAR) Fonksiyonlar icin Hermite-
Hadamard Esitsizlikleri

K<R" bir konik kime ve f:K—>R, olsun. Eger f nin sifirdan
baglayan 1sin tiizerine daraltilmisi bir degiskenli konveks bir fonksiyon ise, bu
fonksiyona 1ginlar tizere konveks fonksiyon denir. Bagka bir deyisle, her bir x e K
i¢in,

f (t)=f(tx), t=0
fonksiyonu konveks ise, f:K — R, fonksiyonuna isinlar izere konveks fonksiyon
denir.

Burada Q, R veya R, olarak alinacaktir.

Tamim 3.3.12.1. ([7]) f :Q > R _, bir fonksiyon olsun. Eger her bir x € R i¢in
f ()= f(ax)
fonksiyonu [O,+oo) tizerinde konveks ise, f fonksiyonu 1sinlar tizere konvekstir denir

ve kisaca ICAR ile gosterilir.

Teorem 3.3.12.1. Asagidaki gibi tanimlanan h fonksiyonlarinin sinift H, olsun,

h(x)=(l,x)—c
burada (I,x) min-tip fonksiyon ve ceR. Bir f:R} —>R_, fonksiyonunun H, -

konveks olmasi igin gerek ve yeter kosul f 'nin alttan yarisiirekli ve ICAR fonksiyon

olmasidir.
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D c R" kiimesi kapali bir bolge yani cl (int D) =D olsun. Q(D) kiimesi

Q(D):{x* c D:ﬁi(x’*,x)dx:l}

>

olur.
Q(D) kiimesi bos kiimeden farkli ve f, D tlizerinde siirekli bir ICAR

fonksiyon olsun. O halde,

ueQ(D)

esitsizligi saglanir.[46]
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1. L;-KONVEKS FONKSIYONLAR VE HERMITE-HADAMARD TiP

ESITSIZLIKLER

K < R" bir uglu koni ve C < K bir koni olsun. C konisinin, K konisi

tarafindan belirlenen genellestirilmis <, kismi siralamasina sahip oldugunu

varsayalim (yani, X<, y < y—Xxe€K). Her bir yeC ig¢in,
l,(x)=sup{a>0:ay<, x}, xeC

ile tanimlanmis |, :C — R fonksiyonlari tanimlanabilir (Burada, sup& =0"dir.).

Verilen kismi siralamaya gore monotonluk &zellikleri L={|y|yeC}

elemanter fonksiyonlar sinifina dayali soyut konveks fonksiyonlarin 6zellikleri ile

paralel olarak incelenir.

R" ve R', konilerinde monotonluk 6zellikleri [7]’de ¢alisilmistir. Bu tip

fonksiyonlar i¢in farkli yazarlar tarafindan H.-H. tip esitsizlikler de elde edilmistir

([7], [45], [46], [47]).

C=K ve intK #< durumu i¢in monotonik analiz J. Dutta, J.E. Martinez-
Legaz ve A.M. Rubinov tarafindan [55]’de ve daha genel durumlar [56]’da

incelenmistir.

Farkl1 bir kismi siralama bagintist da G. Adilov ve A.M. Rubinov tarafindan

[57]’de verilmis ve B-konveks fonksiyonlar kiimesi bu yonde dgrenilmistir.

Bu tezde de, verilen bir siralamaya gore L; fonksiyonlar ailesi olugturulur

ve bu aileye gore soyut konveks fonksiyonlar sinifi tanimlanir. Bu fonksiyon sinifi
icin H.-H. tip esitsizlikler incelenir, formiiller seklinde ifade edilir ve verilen farkh

bolgeler i¢in esitsizliklerin somut ifadeleri bulunur.
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4.1.1. L, -konveks Fonksiyonlar

Her zeR", noktast i¢in R", konisinin asagidaki gibi belirlenen (n+1)

parg¢alanmasini ele alalim: | [n] = {1, 2,..., n} olmak tizere,

No(z)z{XGRL

0<x <z, iel[n]}

Nj(z):{XeRj+

z,<x; ve Viel[n] igin xizjgzixj}, jel[n]

NO(Z) kiimesinin kapali, konveks ve radyant bir kiime, N, (Z) (j =H)
kiimelerinin ise, kapali, konveks ve ko-radyant olduklar1 agiktir.
Bu kiimelere gore asagidaki gibi (n +l) tane baginti tanimlayalim:
X,y € R", igin,
X<,y < xe Ny (y)
x<;y<=yeN;(x), jel[n]
Bu bagmtilarin birer kismi siralama bagintis1 oldugunu gosterelim.
Lemma4.1.1.1. <;(jel,[n]) bagmtis1 RY, *da kismi siralama bagmtisidir.
Ispat: j=0 icin <, bagmntisiin koordinatlara gére kismi siralama bagintist
oldugu agiktir. Yani X,y € R", i¢in,
X<y < y-xeRl,
jel [n] icin <, bagmtilarmin da her birinin birer kismi siralama bagintist
oldugunu gosterelim.
Her jel[n] ve xeR], i¢in x<;x’dir. Yani <; bagmntis1 yansima
ozelligine sahiptir. Gergekten, X; <X; Ve XX; <X;X oldugundan X e N; (X) dir.
Simdi ters simetri Ozelliginin saglandigin1 gosterelim. X,z e R?,  olmak

lizere, Z<;X Ve X=;z olsun. Bu durumda

I X < 2, <X, Ve XZ;<ZzX;,

iel[n]

X<,Z << X, <z; Ve zx,<xz;, iel[n]

30



Yegilce, I 2012. Soyut Konvekslik ve Bazi Esitsizlikler Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

Burada z; <x; ve x;<z; oldugundan X;=2; olur. Ikinci kisim esitsizliklerden
ve elde edilen bu esitsizlikten X <z, ve z <x olur. Yani Viel[n] icin x =z,
dolayisiyla X=1z.
Gegisme ozelligini ele alahm. x,y,zeR', igin x<;y, y=<;z ise X<z
oldugunu gosterelim.
X<y & x;<y; ve yx <xy;, iel[n]
y<;z2<y;<z; ve zy;<yz,, iel[n]
X; <y, ve y; <z; oldugundan x; <z; dir.
Ikinci esitsizliklerden;
VX <xy; =y (zy;) <%y, (zy;)
nY; (2) < xy; (zy;)< 0y, (viz;)
vy (2%;) < vy (%))
zx,<xz;, iel[n]
elde ederiz. Boylece x; <z, ve Viel[n] igin zx; <xz; oldugundan x<;z dir.
|
N;(y) (yeRL, jel[n]=1 [n]U{O}) kiimeleri ve <; siralamalarina
gore Minkowski fonksiyonlarini yazalim. y € R", i¢in N, (y) radyant bir kiime, <,
bagntisi ise koordinatlara gore kismi siralama oldugundan Minkowski fonksiyonu
Hiyyy (X)=inf {a>0:xeaN, ()} =inf {a > 0: x=.ay}

seklindedir. Bu fonksiyonlar I, ile gosterelim, yani

oy (X) =ty ) (X), xR,
jel[n] ve yeR], i¢in N;(y) kiimeleri ko-radyant olduklarindan
Minkowski fonksiyonlari
Oy ) (X) =sup{a:xeaN;(y)}=sup{a:ay=<x}

seklinde tanimlanirlar. Bu fonksiyonlari da |;  ile gdsterelim, yani

y

iy (X) =0y () (%), xeR,

J
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Uyar14.1.1.1. yeR', ve jel[n] ic¢in N, (y) kiimesi
V,(y)=1xeR' R} (iel[n])
Yi Y
konisi ile
Hj(y)={XER” DX 2 yj}
yarim uzayinin kesisimi seklinde ifade edilebilir.

\Z (y) konilerinden yararlanarak | ;,y fonksiyonlarini farkli bir sekilde ifade

edebiliriz. Eger X er (y) ise,

X.
iy (X):SUp{a : ay'jjx} ZSUD{a ‘ay; < xj} :y_‘
i
olur. x¢V,(y) durumunda ay=<;x esitsizligini saglayan o ’lar kiimesi bos kiime

oldugundan I, (X) =0’dir. Dolayisiyla

X.

—+, xeV(y)
Iy (X)=1Y, J

0, xeV,(y)

Her jel, [n] igin L, ={ijy‘y GRL} fonksiyonlar ailesine gore

konveksligi inceleyelim.

Tamm 4.1.1.1. jely[n] olsun. f:R? —R_ fonksiyonu birinci dereceden
homojen ve <; kismi siralamasina gore artan ise, f, IPH(j) fonksiyondur denir.
Teorem4.1.1.1. Her jel,[n] ve yeR?", icin I, fonksiyonu IPH(j) fonksiyondur.
Ispat: j=0 icin

ly,, (Ax) =inf {a > 0: Ax e aN,(y)} =inf {a > 0: Ax<,ay}

=inf {a>0: on%y}zﬂinf {a'>0:x=z0a'y} =2, (X)
jel[n] i¢in
|j]y(ﬂ.X)=SUp{aZ/’LXEaNj (y)} :SUp{aZayjj/IX}

=suD{a:%yﬁjX}=lSUD{a'ia'yﬁjX} =45, (%)
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Boylece, I, (jel, [n]) birinci dereceden pozitif homojen bir fonksiyondur.
Simdi artan oldugunu gosterelim. j=0 olsun. Eger X=X, ise
{a>0:x,<ay} < {a>0:x=,ay} dir ve buradan l,, (x)<l,,(X,) olur. jel[n]

igin X=X, ise {a>0:ayjjxl}c{a>0:ay—_<sz} dir  ve  buradan

I, (x)<1,,(x) olur. m

Asagidaki teoremin dogrulugu [57]’deki Sonug 2.6’dan ¢ikar:
Teorem 4.1.1.2. f:R], — R, fonksiyonunun L,-konveks (jel,[n]) olmast igin

gerekli ve yeterli kosul f ’in IPH(j) fonksiyon olmasidir.

IPH(j) fonksiyonlarinin bazi Onemli Ozelliklerini asagidaki teorem ile

verelim.

Teorem4.1.1.3. jel[n] ve f:R}, >R, fonksiyonu IPH(j) fonksiyon olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur:

(i) Her xeR!, i¢in f(x)>0

(i) Bger X' R, igin f(X')=-+o ise, her xe{xeR?,

3A>0, lx*jjx} icin de

f (X) =0 dur,

(iif) Bger X" e R, i¢in f(x')=0 ise, her xe{xeR],[34>0, x<,AX'} icin de

f (X) =0"d.

Ispat: (i) xeR", olsun. %ijx oldugundan %f(x)= f(gjs f(x) olur. Yani

f(x)>0.

(i) xeR", ve AX'= ;X esitsizligini saglayacak bir >0 sayisi olsun. Bu
durumda f(x)= f(Ax")=Af (x")=+eoo0lur.

(ii) xeR?, ve X< jix* olacak sekilde A >0 sayist olsun. Bu durumda

0< f(x)< f(ix*):ﬂ,f (x*)zo olur. m
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4.1.2. L,-konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Tip Esitsizlikler

L;-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tip esitsizliklerin elde

edilmesinde 6nemli rolii olan bir teorem ispatlayalim.

Teorem4.1.2.1. jel[n] ve p:R}, >R, i¢in asagidakiler denktir:
(1) p, IPH(j) fonksiyondur.
(i) vx,yeR], ve Ay=<;x kosulunusaglayan A >0 i¢in p(x)=Ap(y).

(iii) wx,yeRY, i¢in p(x)=1, (x)p(y).

Ispat: (i) = (ii) oldugu agiktir.

(i) = (i) oldugunu gosterelim. A=1 alindiginda (ii)’den p’nin
monotonlugu ¢ikar. Birinci dereceden pozitif homojen oldugunu gosterelim. A >0
olmak tlizere x=Ay olsun. (ii)’den p(X) > ip(y) elde edilir. Ote yandan y = 17X
oldugundan yine (ii)’den p(y)Zﬁflp(X) olur. Boylece, p(/ly) =lp(y) elde
edilir.

Simdi de (ii)) = (iii) oldugunu gosterelim. Eger p(y):O ise, VX igin

p(x)=0=1, (x)p(y) olur. p(y)>0 oldugunu ve A>0 igin Ay<;x oldugunu

dogrudur. | ’nin tanimindan

varsayalim. (i1)’den iy

(Ij’y (x) :sup{l : /ijjx})

©
—_

<
~—

elde edilir.

(iif) = (ii) oldugu direkt I;  ’nin tanimindan ¢ikar. H
Teorem 4.1.2.1 teoreminin bir sonucu olarak L,-konveks fonksiyonlar i¢in

Hermite-Hadamard tip esitsizligi elde edebiliriz.
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Sonu¢ 4.1.2.1. [58] DR, olmak tizere p:D—[0,0] L,-konveks fonksiyon

ve D’de integrallenebilir olsun. Bu durumda her y € D i¢in
y)'[ljyy(x)dxsjp(x)dx (4.1.2.1)
D D

esitsizligi dogrudur.
Dogrulugu Teorem 4.1.2.1’in (iii) sikkindan kolayca elde edilebilir.
Hermite-Hadamard tip esitsizlikleri, [28,29]’da verilen Q(D) kiimeleri

yoluyla inceleyelim.

D <R’ kapali, siirli ve cl(intD)=D kosulunu saglayan bir kiime olsun.

A(D)= J. dx olmak iizere

D

x)dx =1 (4.1.2.2)
Aol

kosulunu saglayan tiim X* € D noktalarindan olusan kiimeyi Q(D) ile gosterelim.

Teorem 4.1.2.2. p, D’de tanimli L, -konveks ve D’de integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. Eger Q(D) bostan farkli ise,

su X*)<
x*eQPD)p( ) A(D

_[p(x)dx (4.1.2.3)
D
esitsizligi dogrudur.
Ispat: Eger p(x*)=-+o olursa, p(x)=1, (x)p(y) esitsizligini kullanarak, p’nin
integrallenemeyecegi gosterilebilir. Bu da p’nin integrallenebilirligi ile c¢elisir.
Dolayistyla p(X*) <+ dur. Teorem 4.1.2.1. (iii)‘den

vxeD igin p(x)=1;,.(x)p(x*)

saglanir. X* € Q(D)oldugundan dolay1 (4.1.2.2)’den

p(X*)z A J.IJX*

JI; )i ( XSA(lD)ip(x)dx

olur. m
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Uyar1 4.1.2.1. (4.1.2.3)’den kolayca goriilebilecegi gibi her bir X*€Q ( D) icin,

p(x*) < —— [ p(x)dx (4.1.2.4)

esitsizligi saglanir. Eger p(X) =1, .(X) alinrsa, (4.1.2.4) esitlige doniisiir.

Jx*
p, bir Dc R, kapali, smirli, baglantili kiimesinde tammli L, -konveks
fonksiyon olsun ve D’de integrallenebilir olsun. VX, y € D igin

p(x)=1;, (x)p(y)

esitsizligi saglanir. Buradan

1 =, xeV, (y)
Pix(¥)= () =1 %
" o xeVi(y)
olmak tizere
P(Y) <@ (Y)P(X) (4.1.2.5)

elde edilir. (4.1.2.5)’den yararlanarak kolayca ispatlanabilen bir teorem verelim:

Teorem 4.123. DcR?, olmak iizere, p:D—>R fonksiyonu D’de

integrallenebilir ve L;-konveks olsun. Bu durumda; Vy € D igin;
[ p(x)dx<p(y)[e;, (x)dx
D D

esitsizligi dogrudur.

42. BAZI OZEL BOLGELERDE L;-KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN

HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

R?, konisinden olan bazi zel bélgeler iizerinde, L, -konveks fonksiyonlar

i¢in Hermite-Hadamard esitsizliklerinin somut sekli elde edilecektir.
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Once herhangi bir DcR?, bolgesi ve her yeD igin .[ I, (x)dx
D
integralinin hesab1 formiiliinii elde edelim.

DcR?, ve y=(y,Y,)eD olsun. Budurumda genel olarak,

X.
' . 4. xeV. (y
Vj(y)Z{XERLiéﬁx—{(ieI[n])}, |j’y(x): Y, J( )
- 0 xeV,(y)
oldugundan, R?, ’da;
XX ) X X%
V y - XERi+._2S_}' V y :{XER++'_S—}
) { V. () Y,
Ve,
X X,
—=,  XxeV(y —=, xeV,(y
|1y(X)= Yi l( ) |2,y(X)_ Y> 2( )
0 xeVy(y) 0, XeV,(y)
olur.

Bunlar1 dikkate alirsak ve V j' (y) kiimesi V, (y) ‘nin tlimleyeni olmak {izere

(j :1,2) D integrallenme alanini Dj(y):DﬂVj(y) ve D\Dj(y)=DﬂVj'(y)

gibi iki parcaya ayirirsak
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formiiliinii elde ederiz. Simdi de bu formiile dayanarak farkli bolgeler icin Hermite-

Hadamard esitsizliklerini inceleyelim.

421. D= {(xl, X,)eR:, :0<x <a, 0<X,< vxl} Seklindeki Uggensel Bolgeler

icin Hermite-Hadamard Esitsizligi

/ X,=VX)

Sekil 4.1. D ={(X1, x,)eR%, :0<x <a, 0<X, val} tiggensel bolgesi

y € D igin, D, (y) kiimeleri asagidaki gibi olacaktir:

Dl(y)={XEDIO<X1Sa, 0<x23%x1}

1

Dz(y)={XeDZO<X1Sa, %xi<x2£vx1}
1

j =1 i¢in;
Yo*
1 18 % y a®
I, (x)dx=— dx=— X dx,dx, =222
JD.LY() lef!ly)X1 yl'(['([ e Y12 3

Buradan, verilen D bdlgesi i¢in, (4.1.2.1) esitsizligi

3 2
JIBAE a?’; [ (%%, )dxcx,

2D
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seklinde olur.

] =2 icin;
J;Iz,y(x :y—ZDZ_[y X, dX:y_z'([y;[<1X ,dx,dx,

Y1

2
1t sz I i
=— ||V —=| 2= X, dx1 = _
2y, 0[ (yl 2y,y; 3
Buradan, verilen D bdlgesi i¢in, (4.1.2.1) esitsizligi

Y1 Yz

p(yl,yz) (V-
1

Ip X, X, ) dx,dx,
D

seklinde olur.

va’®

Bu bolgeye uygun gelen Q(D) kiimesini belirleyebiliriz. A(D):T

oldugundan, bir y* e D noktasinin Q(D)’den olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

J=1 i¢in;
*\2
2 y2 83 * 3V(y1)
— oo =ley,=
va (yl) 3 2a
’IIX2_3V(2X1)
Il a
X2 g
Eva__________________________,I XZZVX]_
2 /
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Sekil 4.2. j=1 durumunda D tiggensel bolgesi icin Q(D) kiimesi

J=2 igin;

olmasidir.

422. D= {(xl, X,)eR:, L % < 1} Seklindeki Uggensel Bolgeler i¢in Hermite-
a

Hadamard Esitsizligi

Sekil 43. D= {(xl, X,) e R, : %+ % < 1} ficgensel bolgesi

y e D i¢in D, (y) (j =1,2) kiimeleri
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aby Y a
D =<XxeD:0<x,<—2 - Ilx <x <a-—X
)= {xepion s B Loy oy <oy |
D,(y)= XEDIO<X1£ﬂ, Lxlsxzsb—gx1
ay,+by, v a
bi¢imindedir.
j =1 icin;
1
jllyy(x)dx: I I, (x)dx=— J' x,dx
D Di(y) yl Di(y)
aby, ax, aby,
1 ayzilby1 a_T 1 ayzéi/by1 a 2 y 2 ,
. x dx dx, = — (a——j —(—1] X, dx
yliylsz 22y1£ b) \y,) "
Y2
_a'by, | (ab-a)’ y; -b'y? |
6y, (ay, +by, )’
elde edilir.
] =2 i¢in;
J.Izy(x)dx: _[ l,, (x)dx = _[ X, dx
D D,(y) 2 Dy(y)
1 ayikiyéyl "% 1 ayiliyéyl b\ y 2 ,
=— X,dx,dx, = — (b——j —(—2] X, dx;
yzlyzjxl” 2y2£ a) \y

bay, [(ba - b)2 Vi — azyzz}
6y, (ay, +by,)’

bulunur.
Bu bolge i¢in, (4.1.2.1) esitsizligi
J=1 igin;
6y, (ay, +by,)’
a’by, [(ab — a)2 Y2 — bzyf}

p(%d’z)S _[p(xi’xz)dxldxz
D

J=2 i¢in;

41



Yegilce, I 2012. Soyut Konvekslik ve Bazi Esitsizlikler Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

6y, (ay, +by. ’
3 2( 22 21) — J'p(>(1’x2)dxldx2
bayl[(ba—b) y2—a y2:|D

P(YY,)<

sekinde olur.
Verilen bélge i¢in Q(D) kiimesini insa edelim. A(D)= a?b oldugundan,
J=1 igin,

azyZ[(ab—a)z(yZ)z —bz(yf)z}

3y; (ay; +by; )’

y*eQ(D) <

olur. Dolayistyla

azy*[ ab—a)’(y; ‘ _p? A 2}
Q(D)=<y*eD: i )(2)3 ) =1
3y; (ay; +by;)

J=2 igin,

bzy*[ ba—b)’ (y, gL Y, 2}
y €Q(D) e — ( *)ﬁl) _ O],
3y; (ay; +by; )

saglanir. Yani

423. D={(x.,%)eR’, :x,<a, x,<b} Seklindeki Dikdértgensel Bélgeler icin

Hermite-Hadamard Esitsizligi

Iki durum séz konusu olabilir: y e D igin;
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A
Y

a) durumunu ele alalim, yani == < b olsun. Bu durumda
a

Dl(y):{XED:O<x1£a, O<x2££xl}

1

1

Dz(y):{XGD:0<x1£a, %xi<x2£b}

olur. Buradan

j =1 igin;
1
jlly(x)dx— j l,, (x)dx=— I x,dx
D Di(y) Y1 ol(y)
YoXy
=_j i/f deX d)(1 :_T(ﬁjxlzdxl _ aSYZ
100 ’ 10 yl 3y12
J =2 igin;

J.Izvy(x)dx: I Izyy(x)dx:yi _[ X, dx
2

2 0 YoXg
Y1

0

bulunur. Bunlar1 dikkate alarak (4.1.2.1) esitsizligini
j=1 igin,

2

3y,
e

[ p(xx,)dxdx,

P(Y1Y2)=
(1 2) Y2 b

J=2 igin,

1% % 1 % y T 3y’b%a-y’a
— x.dx.dx =— || b?>=| 22 | x? |dx =222~ F 27
y [ ] s 2yzjl (yl LT ey,

2,3
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6Y;Y,
S5 X, ) dx dx
3y12b2a_y22a3£p(><1 ) i,

P(VirY,)

seklinde elde ederiz.

Simdi de Q(D) kiimesini iiretelim. A(D)=ab oldugundan,

j=1 durumunda,

J=2 durumunda ise,

olur.

Sekil 4.4. j=2 durumunda D dikdortgensel bolgesi i¢in Q(D) kiimesi

Simdi de b) durumunu inceleyelim, yani Y2 5 b olsun. O halde,
a
1
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Dl(y):{XGD:Lx2£xlsa, O<x2£b}

2

Dz(y):{XED:0<x1£Lx2, O<x2£b}

2

olur. Buradan,

j =1 icin;
1
jlly(x)dx— J. Ilyy(x)dx:y J. x,dx
D Dy(y) 1 Dy(y)
b a b 2 2,21 |13y2
:ij. J. X1dX1dXz:— az_(ﬁj X22 d 2:3y2ab 2b Y1
Y10 % 10 Y2 6y,Y;

elde edilir. Boylece bu durum i¢in (4.1.2.1) esitsizligi;

2
P(YiY,)< O%:Y,

<——== , X, )dx,dx
3y22a2b_b3y12Dp(X1 2) Xi 2

seklinde bulunur.

] =2 igin;
1
'[Izyy(x)dx: J l,, (x)dx=— J‘ X,dx
D D,(Y) 2 Dy(y)
X
1 b Y, 1 b y b3y
=—| [ xdxdx, =—|=21x5dx, ==+
yZH . yzlyz 3y

bicimindedir. Dolayisiyla, (4.1.2.1) esitsizligi;

3 2
JIBAE 3yy2 [ (%%, )dxdx,
D

by,
seklinde elde edilir.

Bu durum i¢in de Q(D) kiimesini bdyle ifade edebiliriz.
j=1ise;
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RYIRY:
y*eQ(D)c>y* bz(yl)
> | 3a’-6ya
J=2 ise;
*\2
. . saly
y eQ(D)ey; =%
Her iki durum birlikte dikkate alindiginda;
J=1 igin
«\2
. oY b . 3(x)
D - D —*S y -
Q( ) y € yl y2 ag
%
* bZ *\2
y eD:y—izb, Y, 3 z(yé)
y1 a — y1a
J=2 igin
b
* 4
* Yo * (yz) a’b
D = D—*S—
Q( ) y € Y. 1 3b3a2—6y2 U
. 1
y D:y—i_—, y, = (22)
Y b
elde edilir.

424. D= {(xl, %) eR?, X +X; < r2} Bi¢imindeki Dairesel Bélgeler igin
Hermite-Hadamard Esitsizligi

y € D i¢in, Dl(Y) kiimesi,

*

: ry. Y
Dl(y)_{XED.O<x1£ﬁ,0<x2£—xl}
VY1 +Ye i
- r
D, (y)_{XEDIﬁSXlSF ,0<X, < I‘Z—xf}
1 2

olmak tlizere

46



Yegilce, I 2012. Soyut Konvekslik ve Bazi Esitsizlikler Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

bi¢imindedir.

J=1 igin;

D 1 Dy(y) 1 p(y) 1D(y)
ry, )
1 Vvl oyt roored
= [ xdodx+= [ [ xdxdx,
yl 0 0 yl Y 0
VP +y5
Vi
1 Ve+ys y 1 "
2 2 2
- j (—lejdler— I X1 =X dx
y1 0 yl yl ryy
W+y2
r'y,

3y, V2 +

olur. Bu durumda, verilen D bolgesi igin (4.1.2.1) esitsizligi

{ 2 2
S3Y1 Vi tYs J'p(X11X2)dX1dX2

P(Y1Y2) =

seklinde olur.

J=2 igin;
Vi

. R
Ilzy(x)dx:— J' X,dx = — J' X,dx,dx,
D Y2 oy() Yoo o oy,

Y1
V1
:i\/)’]‘_")’z (rg [1+y_22jxfjd)(1 _ r3yl
2, % Vi 3y, Y2 +Y?

47



Yegilce, I 2012. Soyut Konvekslik ve Bazi Esitsizlikler Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

elde edilir ve buradan (4.1.2.1) esitsizligi

3y, V2 + Y2
p(yl,yz)s%fp(&,xz)dxldxz
1 D

bulunur.

2
Bu bolge i¢in Q(D) kiimesini iiretelim. A(D)= % olmak iizere,

j=1 durumunda,

y eQ(D) = ar(y:) =1

yani,

bigimindedir.
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Sekil 4.5. j=1 durumunda D dairesel bolgesi i¢in Q(D) kiimesi

J=2 durumunda ise,
*\2
Yy eQ(D) = ) ;
*\2 *\2 «\2\2
37[(Y2) ((yl) +(yz) )2

yani,

olur.
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5. SONUC ve ONERILER
5.1. SONUCLAR

Konveks Analizin onemli uygulama alanlarindan biri de “Esitsizlikler
Teorisi” dir. Bu tezde, konvekslik kavramu ile sik1 bagli olan Hermite-Hadamard tip
esitsizlikler konusu ele alinmak iizere:

1. Klasik konvekslik igin verilmis ([16], [32]) Hermite-Hadamard
esitsizliginin tarihi arastirilmis (“Kaynak Arastirmalar1” bolimiinde)

2.Bu esitsizliklerin  iyilestirilmesi yonilinde yapilan bir¢ok calisma
incelenmis ve en onemlileri “Materyal ve Yontem” boliimiinde verilmis

3. Farkli konvekslik kavramlar1 i¢in Hermite-Hadamard tip esitsizliklerin
elde edilmesi lizerine yapilan ¢ok sayida ¢alisma, derlenerek en 6nemli sonuglar yine
“Materyal ve Yontem” bolimiinde sunulmus

4. L;-konveks fonksiyonlar sinifi tanimlanmis ve bazi 6nemli ozellikleri
incelenmis (Teorem 4.1.1.3.)
S. L;-konveks fonksiyonlar smifi i¢in Hermite-Hadamard tip esitsizlikler

elde edilmis (Teorem 4.1.2.1., Sonug 4.1.2.1. ve Teorem 4.1.2.3.)
6. Baz1 6nemli bolgeler i¢in, bu esitsizliklerin somut ifadeleri verilmistir

(Boliim 4.2.).
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5.2. ONERILER

L= U L, fonksiyonlar kiimesini elemanter fonksiyonlar ailesi olarak alip,
jelo[n]

L-konveks fonksiyonlar sinifi tanimlanarak, incelenebilir ve bu fonksiyonlar i¢in de
H.-H. tip esitsizlikler elde edilebilir.

Benzer incelemeler B-konveks fonksiyon sinifi igin de yapilabilir.

Yapilan derlemeler listesini biraz daha genisleterek, bu alanda faydal

olabilecek bir kitap seklinde yayimlanabilir.

o1
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