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Bu ¢alismada ¢ parametreli hiperbolik Péschl-Teller potansiyeli icin goreli
olmayan ve goreli kuantum mekaniginde yer alan bir boyutlu denklemler ¢ozilerek
sacilma ve bagli durumlarin elde edilmesi amaglanmaktadir. Ayrica bu ¢aligmanin

baska bir amaci da elde edilen ¢oziimler kullanilarak her bir pargacik icin gegis
rezonanslarin olup olmadiginin arastirilmasidir.
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ABSTRACT

In this study, it is aimed to obtain the bound and scattering states by solving
equations with one dimensional in the non relativistic and relativistic quantum
mechanics for the hyperbolic Péschl-Teller potential with g parameter. Also another

aim of this study is to search whether transmission resonances occur for each particle
by using obtained solutions.
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1.GIRIS

Fizikteki en 6nemli problemlerden biri pargaciklarin ¢carpigsmasi ve sagilmasi
problemidir [1]. Atomlarin, molekiillerin ve temel parcaciklarin yapisi sagilma
yontemi kullanilarak agiklanabilir. Sagilma veya c¢arpisma iki durumda olusabilir:
Birincisi, iki veya daha fazla pargacigin birbiri ile carpismasi veya sagilmasi; ikincisi,
ise pargaciklarin bir potansiyelden sagilmasidir. Sag¢ilma durumunun olusabilmesi
icin potansiyel ile etkilesen pargacigin enerjisi sifirdan biiyiik olmalidir. Genel olarak
potansiyel, yapisina bagli olarak, engel veya kuyu biciminde olabilir. Eger
potansiyelden biyik negatif enerjili bir pargacik potansiyel kuyusu ile etkilesirse
burada sagilma durumu yerine bagli durumlar olusur.

Potansiyel kavram, fiziksel sistemlere bagh olarak degismektedir. Ornegin;
elektriksel yiiklii pargaciklar arasindaki temel etkilesme Coulomb potansiyeli ile
aciklanirken ¢ekirdek icerisindeki niikleonlar arasindaki etkilesme ise Yukawa
potansiyeli ile betimlenmektedir [2]. Bunlarin disinda bazi fiziksel etkilesmeleri
betimlemek i¢in Hulten, Woods-Saxon, Cusp, Morse, Rosen-Morse ve Poschl-Teller
gibi potansiyeller tanimlanmaktadir [3, 4, 5, 6, 7, 8]. Yukarda belirtilen potansiyeller
yapilarina ve uygulama alanlarina bagl olarak degisik bicimlerde ifade edilmektedir.

Bu c¢alismada Poschl-Teller potansiyel bicimlerinden q parametreli

hiperbolik Pdschl-Teller potansiyeli ele alinmaktadir. Pdschl-Teller potansiyeli,
fizikte ve kimyasal fizikte genis uygulama alani bulan 6nemli bir ¢ift atomlu
molekiler potansiyel modelidir [8,9]. Bu potansiyel, ayn1 zamanda bir es ¢ekirdek
molekiler iyonunun bir boyutlu modelinin gii¢lii alan iyonlasma dinamigini
incelemek igin elektron-gekirdek potansiyeli olarak da kullanilabilmektedir [10].
Ayrica Poschl-Teller potansiyeli, harmonik bir potansiyel olmamasindan dolay1
harmonik olmayan davranis1 sergileyen her tiirli fiziksel problemi agiklamak igin
onerilebilmektedir [8].

Parcaciklar1 betimleyen parcacik denklemleri ise parcaciklarin 6zelliklerine
bagli olarak adlandirilmaktadir. Schrodinger denklemi katleli, spini-O ve goreli
olmayan pargaciklart betimleyen kuantum mekaniginin temel denklemidir. Klein-
Gordon denklemi spin-0, goreli ve kiitleli pargaciklari; Dirac denklemi spin-%2 goreli
ve kiitleli pargaciklari; Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemi ise spin-1 ve spin-0

goreli ve kiitleli pargaciklart betimler.
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Klein-Gordon ve Dirac denklemlerinin Pdschl-Teller potansiyelinin degisik
bigimleri icin (3+1) boyutta tartisildigi, fakat (1+1) boyutta incelenmedigi kaynak
taramasi yapildiginda goriilmektedir. Ayrica aym potansiyel i¢in DKP denklemi de
tartisitlmamustir. Bu nedenle bu tezin temel konusu bir boyutlu Klein-Gordon, Dirac
ve DKP denklemlerinin Poschl-Teller potansiyeli igin ¢ozulmesi ve kitleli spin-0,
kitleli spin-1/2 ve kutleli spin-1 parcaciklari i¢in sa¢ilma ve bagli durumlarin elde
edilmesidir.

Yukarida belirtilen ¢6ziimleme baglaminda bu g¢alisma, bu alanda bir ilk
olacagindan daha sonra bu alanda yapilacak olan ¢aligsmalara bir 6rnek olusturacaktir.
Ayrica kaynaklar bdliimiinde verilen ¢alismalarin pek ¢ogunun son yillarda yapilmis
olmalari bu tezin konusunun giincel oldugunu gostermektedir.

Tez, giris bolimi disinda, dort bolimden olusmaktadir. Kaynak
aragtirmalart boliimiinde Poschl-Teller potansiyel tipleri i¢in daha once yapilan
caligmalar tarih sirasina gore ele alinmaktadir. Materyal ve yontem boliminde tezde
kullanilan yonteme kaynak olusturan makalelerden iki tanesi ayrintili bir bigimde
verilmektedir. Bulgular ve tartisma bolimiinde q parametreli hiperbolik Pdschl-
Teller potansiyeli icin Schrodinger, Klein-Gordon, Dirac ve DKP denklemleri
¢oziilerek sacilma ve bagli durumlar incelenmektedir. Ayrica sagilma durumlart igin
elde edilen sonuclar ¢izimsel olarak degerlendirilmektedir. Tezin sonu¢ ve Oneriler
bolimiinde ise dort denklem icin elde edilen sonuglar karsilastirilmakta ve

yorumlanmaktadir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI
2.1. POSCHL-TELLER POTANSIYEL TIPLERI

Pdschl-Teller potansiyeli ilk olarak 1933 yilinda G. Poschl ve E. Teller
tarafindan “Bemerkungen zur Quantenmechanik des anharmonischen Oszillators”
(Harmonik olmayan salinicilar i¢in Kuantum Mekaniksel Yaklasimlar) adli makalede
ele alinmaktadir. Bu ¢alismada yer alan potansiyel yapismma bagh olarak,
trigonometrik bi¢imi ile tanimlanmaktadir. Daha sonra trigonometrik Poschl-Teller
potansiyeli olarak adlandirilan bu potansiyelin, Pdschl ve Teller tarafindan

karbondioksit (CO, ) gibi ¢ok atomlu molekiillerin salinimlarinin betimlenmesinde

kullanilabilecegi ifade edilmistir. Ayrica 1932 yilinda ortaya konulan Rosen-Morse
potansiyelinin 6zel bir durumu olan hiperbolik Pdschl-Teller potansiyeli de ilk kez
bu makalede ele alinmaktadir. Bu potansiyelin ise yine Pdschl ve Teller tarafindan
¢ift atomlu molekiillerin betimlenmesine olanak saglayacagi belirtilmektedir [8].

Genel olarak Poschl-Teller potansiyel tipleri Cizelge 2.1.1.°de verilmektedir:

Cizelge 2.1.1. Poschl-Teller Potansiyel Tipleri

POTANSIYEL ADLARI BICIMLERI
Trigonometrik Pdschl-Teller e’ [viv-1)  u(u-1)

ali V(x)= +
Potansiyeli [8] (x) om Linz ax . cos> ax}
Stiper simetrik Degistirilmis J (e +1)  A(A-1)
Poschl-Teller Potansiyeli [11] V) =a sinh2ax  cosh? ax
Hiperbolik (Modified) Pdschl- n’a? A(A-1)
Teller Potansiyeli [2] V) == s
q Parametreli Hiperbolik Péschl- o’ A(A-1)
Teller Potansiyeli [12] V== 2m cosh,® ox

q

Genellestirilmis Poschl-Teller 1 cosh axx
Potansiyeli [13] VOOV G a2 Sinn? ax
q Parametreli Genellestirilmis 1 Coshq ax

" . . V(X):V —_
Péschl-Teller Potansiyeli [14 1.2 2. 2
yeli [14] smhq ax smhq ax
B A(A+a) N B(B-a)
cosh? ax  sinh? ax

Ikinci-Tip Poschl-Teller Potansiyeli
[15] V(x)=
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2.2. POSCHL-TELLER POTANSIYELI KULLANILARAK SCHRODINGER
DENKLEMI ICIN YAPILAN CALISMALAR

G. Pdschl ve E. Teller, 1933 yilinda trigonometrik Pdschl-Teller potansiyeli
icin Schrédinger denklemini ¢ozerek bagli durumlar1 betimleyen enerji bagintisini
elde etmislerdir [8].

Shishan Dong ve Shi-Hai Dong, 2001 yilinda degistirilmis Poschl-Teller
potansiyeli icin faktorizasyon yontemini kullanarak Schrédinger denklemini
¢ozmiisler ve 6zdegerler ile 6zfonksiyonlar1 bulmuslardir [16].

2008 yilinda S. Cruz y Cruz ve arkadaslar tarafindan yapilan ¢alismada
hiperbolik ve trigonometrik Pdschl-Teller potansiyelleri i¢in Schrodinger denklemi
¢oziilmiis ve her iki potansiyel icin uyumcul (koherent) durumlar elde edilmistir [17].

Wen-Chao Qiang ve arkadaglar1 2009 yilinda yaptiklar1 ¢alismada ikinci
Poschl-Teller benzeri potansiyel icin Schrodinger denklemini ¢ozerek sacilma
durumlarimi tartigmiglardir [18].

2009 yilinda M.R. Setare ve A.Fallahpour tarafindan yazilan makalede g

parametreli hiperbolik Péschl-Teller potansiyeli igin basamak islemcileri kullanilarak
Schrodinger denklemi ¢oziilmiis ve genellestirilmis uyumcul (koherent) durumlar
olusturmustur [19].

D. Agboola, 2010 yilinda Nikiforov-Uvarov yontemini kullanarak
degistirilmis Pdschl-Teller potansiyeli icin D boyutta Schrodinger denklemini
¢cOzmiis ve bu potansiyel i¢in 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: elde etmistir [20].

2012 yilinda Majid Hamzavi ve Sameer M. lkhdair, Nikiforov-Uvarov
yontemini kullanarak trigonometrik Poschl-Teller potansiyeli igin Schrodinger
denkleminin yaklagik ¢6ziimlerini elde ederek I-durumlari i¢in enerji 6zdegerlerini ve
bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlari bulmuslardir [21].

Chen Chang-Yuan ve arkadaslar tarafindan 2012 yilinda yapilan ¢alismada
merkezcil terim icin yeni bir yaklasiklik ortaya konularak bu yaklasiklik, keyfi acisal
momentum durumlart igin degistirilmis P&schl-Teller potansiyelli Schrodinger
denklemine uygulanmigtir. Ayrica ayni ¢alismada sagilma durumlart i¢in yaklasik
analitiksel ¢ozumler tlretilerek boylandirilmis dalga fonksiyonu hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden ifade edilmistir [22].
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2.3. POSCHL-TELLER POTANSIYELI KULLANILARAK KLEIN-GORDON
DENKLEMI ICIN YAPILAN CALISMALAR

2008 yilinda Wen-Chao Qiang ve Shi-Hai Dong, ikinci-tip Poschl-Teller
potansiyeli icin Klein-Gordon denklemini ¢ozerek isteksel I-durumlarini betimleyen
boylandirilmis dalga fonksiyonlarini elde etmislerdir [23].

Tao Chen ve arkadaslari, 2009 yilinda yaptiklar1 ¢aligmada genellestirilmis
Pdschl-Teller potansiyeli icin Klein-Gordon denklemini Siper simetrik kuantum
mekanigini ve fonksiyon analiz yontemlerini Kullanarak ¢ozmiisler ve isteksel
yoriingesel agisal momentumlu durumlart betimleyen boylandirilmamis dalga
fonksiyonlarini ve bagli durumlari betimleyen enerji bagintisini elde etmislerdir [13].

Wen-Li Chen ve arkadaslar1 tarafindan 2009 yilinda yapilan calismada
ikinci-tip Poschl-Teller benzeri potansiyel igin Klein-Gordon denkleminin bagli ve
sacilma durumlarini betimleyen ¢oziimleri elde edilmistir. Ayrica bagli durumlar igin
goreli enerji bagintisi ve sagilma durumlari i¢in de faz kaymasi bagintisi tliretilmistir
[24].

Altug Arda ve arkadasglari1 2010 yilinda, Nikiforov-Uvarov yontemini
kullanarak kitlenin konuma bagl olmasi durumunda q parametreli Péschl-Teller
potansiyeli i¢in bir boyutta Klein-Gordon denkleminin Ozdegerlerini ve onlara
karsilik gelen 6zfonksiyonlar elde etmislerdir [12].

K. J. Oyewumi ve T. T. Ibrahim, 2010 yilinda yaptiklar1 ¢alismada q
parametreli hiperbolik Pdschl-Teller potansiyeli icin U¢ boyutta Klein-Gordon

denkleminin bagli durumlari betimleyen ¢6ziimlerini elde etmislerdir [25].

2.4. POSCHL-TELLER POTANSIYELI KULLANILARAK DIRAC DENKLEMI
ICIN YAPILAN CALISMALAR

C.-S. Jia ve arkadaglan tarafindan 2007 yilinda yapilan c¢aligmada siper
simetri kuantum mekanigi formalizmi ve fonksiyon analiz yontemi kullanilarak,
Poschl-Teller vektor ve skaler potansiyelleri igin Dirac denklemi ¢oziilmiis ve bagh
durumlar i¢in ¢oziimler elde edilmistir [26].

Ying Xu ve arkadaslar1 2008 yilinda yaptiklari ¢alismada sanki-spin
(pseudospin) simetri altinda Poschl-Teller potansiyeli icin Dirac denkleminin isteksel

spin-yodringe kuantum sayisini betimleyen yaklagik ¢oziimlerini elde etmislerdir [9].
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Chun-Sheng Jia ve arkadaslar1 tarafindan 2009 yilinda yapilan ¢alismada
sanki-merkezcil terimini igeren genellestirilmis POschl-Teller potansiyeli i¢in (3+1)
boyutta Dirac denkleminin yaklasik ¢6zimleri elde edilmistir. Ayrica bu ¢alismada
Sanki-spin simetri kosulu altinda fonksiyon analiz yontemi kullanilarak iki bilesenli
Dirac pargacik spindrleri ve bagli durum enerji 6zdegerleri bulunmustur [27].

Gao-Feng Wei ve Shi-Hai Dong, 2009 yilinda genellestirilmis Poschl-Teller
potansiyeli icin Dirac denklemini spin simetrisi durumunda ¢6zmiisler ve bagh
durumlar i¢in dalga fonksiyonlarini ve enerji denklemini elde etmislerdir [14].

Gao-Feng Wei ve Shi-Hai Dong, 2009 yilinda Dirac denkleminin sanki-spin
(pseudospin) simetrik ¢oziimiinii degistirilmis Poschl-Teller potansiyeli icin elde
etmislerdir. Ayn1 zamanda bu ¢alismada cebirsel ve fonksiyon analiz yontemlerini
kullanarak bagli durumlar icin enerji bagintisimm ve dalga fonksiyonlarinm
bulmuslardir [28].

2010 yilinda, Xu-Yang Liu ve arkadaglari tarafindan yapilan calismada
trigonometrik Poschl-Teller potansiyeli icin Dirac denklemi ¢oziilmiis ve spin
simetrisini g0z oniine alarak goreli bagl durumlar elde edilmistir [29].

Gao-Feng Wei ve Shi-Hai Dong, 2010 yilinda, spin simetrisi kosulu altinda
ikinci-tip Poschl-Teller potansiyeli i¢in Dirac denkleminin bagli durumlarint veren
bir calisma yapmislardir. Bu g¢alismada bagli durumlar igin enerji bagintisin1 ve
spinor dalga fonksiyonlarini elde etmek icin cebirsel ve fonksiyon analiz yontemleri
kullanilmigtir [15].

D. Agboola, 2011 yilinda vektdr ve skaler degistirilmis Poschl-Teller
potansiyelleri icin spin simetrisini goz oniine alarak Dirac denkleminin ¢ozimlerini
ortaya koymustur. Agboola bu ¢alismada Nikiforov-Uvarov yoéntemini kullanarak
goreli enerji spektrumunu elde etmis ve iki bilesenli spinér dalga fonksiyonlarini

jacobi polinomlari cinsinden bulmustur [30].
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde tezde kullanilan yonteme kaynak olusturabilecek iki makale ele
alinmaktadir: Birinci kesimde “Bound states of the Klein-Gordon equation with
vector and scalar Rosen-Morse-type potentials” (Rosen-Morse tipi potansiyel icgin
Klein-Gordon denkleminin bagli durumlar1) [31] adli makale incelenirken ikinci
kesimde ise “Scattering of vector bosons by asymmetric Hulthen potential”
(Asimetrik Hulthen potansiyelinden vektor bozonlarinin sagilmasi) [33] adli makale

yer almaktadir.

3.1. ROSEN-MORSE TiPi POTANSIYEL ICIN KLEIN-GORDON
DENKLEMININ BAGLI DURUMLARI

Klein-Gordon denklemi, V (r) vektor potansiyel, S(r)skaler potansiyel, m

parcacigin kiitlesi ve E parcacigin enerjisi olmak iizere

{d—;+[E V(O -[m+ s<r)]2}u(r> =0 (3.1.1)

biciminde ifade edilir. Burada 7Z=c=1 dir. Rosen-Morse tipi potansiyel ise

asagidaki bigimde tanimlanir:
V(r) =-V sech®;ar -V, tanh, aor (3.1.2)

Burada q, V,, V, ve « sabit olup potansiyelin bicimini belirlerler. q parametresi
—1<qg<0 veya q>0 degerlerini alir. g parametresinin kiigiikten biiyiige dogru

degerler almast durumunda potansiyelin derinliginin azaldigr Sekil 3.1.1.°de

gorulmektedir
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P

LTy

o

=

-

S

~ Qf?»5

= =15

e SeeEESease g=2
2 51 & _— q=2.5
0 05 1 15 2 25 3

r (in units of 1/ex)

V, o
Sekil 3.1.1. V, 2—31 olmasi durumunda Rosen-Morse potansiyelinin q’nun bes

farkli degeri i¢in konuma gore gizimi.

Vektor potansiyel ile skaler potansiyelin birbirine esit olmas1 durumunda elde edilen

Rosen-Morse potansiyeli i¢in Denklem (3.1.1) asagidaki bigimi alir:

2
{3—r + [(E2 —m?)+2(E +m)(V, sechar +V, tanh, ar)]}u(r) =0 (3.1.3)
Burada
E2=E*-m?, V,=2(E+m),, V,=2(E+m)V, (3.1.4a)

kisaltmalari ile birlikte yeni degisken

1+tanhOI ar
1=—-——

3.1.4b
> (3.1.40)
ve dalga fonksiyonu

uir=z"0-2)"F() (3.1.5)
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bigiminde tanimlanirsa Denklem (3.1.3)

201-2)% ()+[—2p+1 (-2p -2 +1+1)z] 52 F(Z)

~ (E)2+p2— / P+’ + 2 (3.1.6)
| (p+w)-p-w- Vi ‘24 4o® 2a° F(z)=0

qo’ z(1-2) 1-z

denklemine doniisiir. Gauss hipergeometrik fonksiyonlarin sagladigi Denklem [32]

2

z(l—z)d—g+[;/—(a+ﬂ+1)z]d—u—a,&l =0 (3.1.7a)
dz dz
ve bu denklemin ¢6zimi

u(z)=C,,F(a,B,7;2)+777C,,F(a—y+1 -y +12—y;2) (3.1.7b)

oldugu bilinmektedir. Buna Gauss hipergeometrik fonksiyonlar denir. Denklem

(3.1.6)’nin Gauss hipergeometrik denkleme benzemesi i¢in

~ \2 ~

E Vv
[ZJ + p2 - 4a22 = 0 (318a)
—pPtat - o =0 (3.1.8b)

esitliklerinin saglanmasi1 gerekmektedir. Bu durumda Denklem (3.1.6)’nin bir

¢6zUmi hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden asagidaki bigimde elde edilir:
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1+ tanh, ar Pr1- tanh, ar ™
u(r) =

= - (3.1.9)
) 1 v, 1 1tanh, ar
X,F|—p- a)+—— 2+—,—p—W+—+ s+ 2P+, ——F—
2 \ga® 4 2 \ga® 4 2
Bagli durumlari betimleyen enerji bagintisini elde etmek igin
—-p-w+=— V12 +£:—n; n=0123.... (3.1.10)
2 \qo®~ 4

kuantizasyon kosulu kullanilir. Bu kosul Gauss hipergeometrik fonksiyonlarin serisel
ifadesinin sonlu olmast i¢in gerekli olan kosuldur. Bu kuantizasyon kosulu ve

Denklem (3.1.8b) kullanilarak

Pp+w=n+=— \/12+1 (3.1.11)
ga° 4
p-@ sz 1 = (3.1.12)
20t 1 /v, 1
n+§— ;o
ga” 4

bagintilart elde edilir. Bu bagintilar ile Denklem (3.1.8a) ve Denklem (3.1.8b)

kullanilarak E icin agagidaki denklem bulunur:

~ \2 = 2
Ezz_@/—?j : = > —a2(n+%— V12 +£} (3.1.13)
a [ 1 V. 1 J qa” 4
Bu Denklemde (3.1.4a)’da verilen esitlikler kullanilirsa enerjinin sagladigi denklem

10
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(E+m)2V2
L1 [ sEEmY,
2 2

! 8(E+m)V
"2 2\/

qo
biciminde elde edilir.

m?>—E%=

(3.1.14)

3.2. ASIMETRIK HULTHEN POTANSIYELINDEN VEKTOR BOZONLARININ
SACILMASI

DKP denklemi 1930'lu yillarin sonlarma dogru elektromanyetik alan
icerisindeki kitleli vektor (spin-1) ve kitleli skaler (spin-0) bozonlar1 betimlemek

i¢in asagidaki bigimde verilmektedir [33] (A=Cc=1):

[i8“ (0, +ieA,) —m]¥, (F,t) =0. (3.2.1)

Burada B“, 16x16'lik Kemmer matrislerini, A, vektdr potansiyeli, m par¢acigin

kiitlesini ve e parcacigin yiikiinli temsil etmektedir. Bu matrislerin siralama bagintisi

ilk olarak Duffin tarafindan asagidaki bi¢imde tanimlanmistir [34]:

BB B + BB 9" g B (3:22)

Burada g“"=késegen(+1,-1,-1-1), Minkowski uzay-zamanindaki  metrik
tensoridur. W, (t,X), dalga fonksiyonu 16-bilesenlidir. DKP denkleminin spin-1

pargasi, klasik modelin kuantizasyonundan elde edilmistir [35-36] ve bu klasik
modelde beta matrisleri

pr=y"el+1®y” (3.2.3)

11
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olarak verilir. Burada y*, standart Dirac matrisleridir. Bu modelde spin-1 pargacikli
sistem, kiitlesi esit spin-1/2 olan iki parcacikli bir sistem olarak ele alinir. Bu

durumda ¥, dalga fonksiyonu soyle yazilir:

Y =V, 0¥, (3.2.4)

Burada ¥, DKP denkleminin ¢6zimi olan dalga fonksiyonu iken W, ise Dirac

denkleminin ¢6zumiu olan dalga fonksiyonudur. (1+1) boyutta Dirac gamma

matrisleri, Pauli spin matrisleri ile yer degistirir [37]:

pY=c*®1+1®c* (u=0,1) (3.2.5)

Dirac gamma matrisleri, »° =o?, ' =ic” biciminde secilir. Bu secim olas
secimlerden yalnizca bir tanesidir. (1+1) boyutta spin-1 icin DKP denklemi su

bicimde yazilir:

li(c” ®1+1®c")0, +ieA,)—m]¥, =0. (3.2.6)

Burada ¥, asagidaki bigimde verilir:

w, - (3.2.7)

Bu durumda Denklem (3.2.6) baglasimli dort denkleme indirgenir:

[2(0, +ieA,) +Im]¥, +i(0, +ieA)(¥, +'¥;) =0
(0, +1eA (W, + ¥,) + m¥,; =0

(0, +ieA) (W, +F,) + m¥; =0

[-2(0, +ieAy) +Im]¥, +i(0; +ieA (¥, + ¥;) =0

(3.2.8)

12
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Bu denklem sisteminde

rﬁ:%, P(t,x)=e S y(x), g= (3.2.9)

esitlikleri kullanilirsa ve gerekli islemler yapilirsa asagidaki bi¢imde ikinci dereceden

bir diferansiyel denklem elde edilir:
[(6, +ieA,)* — (—iE +ieA))* —M*](z; + ,) =0 (3.2.10)
Bir boyutlu Asimetrik Hulthen potansiyeli

1
e—ax _ q

eA, =V (x) =V, [0(—x) +6(x) ﬁ] (3.2.11)

bigiminde tanimlanir.
X <0 degerleri icin asimetrik Hulthen potansiyeli Denklem (3.2.10)’da

yerine yazilir ve
y=qe* (3.2.12)

degisken degistirmesi yapilirsa

d? d LV, y E’-m* 2V,E, vy
27 4 y— 4 (29 24 -2 +7,)=0 3.2.13
vl Frva oo Mo e ) AP (3:213)
denklemi elde edilir. Dalga fonksiyonu
1Y)+ 2:(y) = y*A=y)" £(y) (3.2.14)

13



Yanar, H. 2012. Bir Boyutta Péschl-Teller Potansiyelinde Goreli Par¢aciklarin Baglh Durumlari, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin
Universitesi

biciminde tanimlanir ve Denklem (3.2.13)’de yerine yazilirsa asagidaki denklem

bulunur:

yL-y)

dzdfygy)+[(1+2u)—(2u+28+1)y]dfd(;l)—[(ﬂ+8+ﬂ)(u+€—ﬁ)]f(y)=0 (3.2.152)

Burada, denklemin icindeki parametreler

T 1+ /1—4(ﬁ)2
IWE“—m aq

= ’g: , =
a a 2 p a

(3.2.15h)

bigiminde tanimlanir. Denklem (3.2.15a), Gauss hipergeometrik denkleme benzedigi

icin ¢ozUm asagidaki bi¢imde yazilir:

f(y)=A,FR(u+e—Bu+e+pl+2uy)+By >, F(~u+e-p—pu+e+pl-2uy) (3.2.16)

Buna gore genel ¢oziim ise Denklem (3.2.14)’tin kullanilmasi ile asagidaki bigimi

alir:

L+ 2o =AY A=Y)  Fu+e-Bu+e+Bl+2uy)

(3.2.17)
+By "(A-y) R(-u+e—-pf-u+e+ pl-2u1y)
X >0 degerleri igin
7= e (3.2.18)
degisken degistirmesi yapilirsa Denklem (3.2.10)
7 e Gy BT M (-0 G219

14
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bi¢imine doniislir. Buradaki dalga fonksiyonu

H+ () =2"1-2)7g(2) (3.2.20)

olarak tanimlanir ve Denklem (3.2.19)’da yerine yazilirsa asagidaki denklem elde

edilir:

20-029D fas2p- @i 27 49 DD (s P -Plo =0 @221

d

Burada, denklemdeki parametreler

N 1+ /1—4(\b/fi)2 _ /rﬁz—(E+Vf°)2
fi= F= 9 5- g (3.2.21b)

b 2 b

bicimindedir. Denklem (3.2.21a), Gauss Hipergeometrik denkleme benzedigi igin

¢0zim
9(2)=C ,F,(i+2 - B, fi+& + BA+2[,27)+ DI ,F(-fi+& - B—fi+2 + Bl-21;7) (3.2.22)

olur. O zaman genel ¢o6zim ise Denklem (3.2.20)’nin kullanilmasi ile birlikte

asagidaki big¢imi alir:

(7(1+Zz)sag :CZ[’(]_— 2)752Fl(ﬁ+E—IB,ﬁ+E+IB,1+2ﬁ;z)

~ : 2Rlre-fo (3.2.23)
+Dz*(1-2)" R (~p+e-B—p+e+p1-2/17)

Elde edilen bu ¢oziimler, dalga fonksiyonlarinin ilk ve son bilesenlerinin gizgisel bir

birlesimidir. Diger bilesenler, asagidaki ifadeler yardimiyla elde edilir:
1 .
¥, = - (0, +ieA) (Y, +Y,) (3.2.24a)

15
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(3.2.24b)

(lPl _\Pz) :%(ao + ier)(lyl +\P2)

—d2Fl(Z’Xb’C; X) :%bz (a+Lb+1c+1Lx) (3.2.24¢)

3.2.1. Sacilma Durumlari
Sagilma durumlarini bulabilmek i¢in elde edilen bu ¢dziimlerin asimptotik

ifadelerine bakilmasi gerekmektedir.
X <0 degerleri igin; x — —oo’a giderken y — 0 ’a gider, bu durumda Gauss

Hipergeometrik fonksiyonlariin asimptotik davranigi asagidaki bigimi alir:

,F,(a,bct)y—»1 ; t—0 (3.2.1.1)
Gelen dalgay1 betimleyen dalga fonksiyonu ve bu fonksiyonun asimptotik davranisi,

strast ile asagidaki bigimde olur:

1 Voo ¥y, 1
{_[E _E(l_ y)] + 2}Fgel
a | —p+y(ute) pE—(u+e), =
E{[T]Fgel +[W]y|:gel}
\ﬂa=wa—W%<a s S urey (3.2.1.2)
—u+y(u+s —(u+8); =
E{[T]Fgel +[W]YFQH}
e Mo Y g1
I { m [E q (1_ y)]+ 2}Fgel |
"E 1T
(EJFE)
—ik
W, — g% _ﬁ (3.2.1.3)
m
-E 1
G 2.

16
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Denklem (3.2.1.2)’de asagida belirtilen tanimlamalar kullanilmistir:

Fe=FRute—B ut+e+ Bl+2uy)
= (3.2.1.4)
Fgel=2Fl(:u+g_ﬂ+1,ﬂ+5+ﬂ+],'2+2#; y)

Yansiyan dalgayr betimleyen dalga fonksiyonu ve bu fonksiyonun asimptotik

davranigi, sirasi ile asagidaki bigimini alir:

1 V y 1
—E-0 (22— ZF
{m[ q (1—y)]+2} yan
a{u+y(—ﬂ+e) B —(~u+g) =
Rt e SRS | S [ W S
: m{ -y 7 1-2u ' 3.2.15
\Pyan=y”(l_y)g a y( ) IBZ ( )2 ( )
u+yl—u+¢ —(—u+e ~
m{[ 1_y ] yan +[ 1—2# ]y yan}
-1 V y 1
T JE-% (22— ZlF
 ERee.
"E o1
_+_
(m 2)
ik
—ik / a , —ikx m
Y >q e : (3.2.1.6)
ik
m
-E 1
_+_
( - 2)_
Denklem (3.2.1.5)’de
FyanZZFl(_;u+€_ﬂ,_ﬂ+€+ﬂ;1—2/j; y)
(3.2.1.7)

I-:«yanzz Fl(_ﬂ+g_ﬁ+1l_ﬂ+g+ﬂ+l;2_2ﬂ; y)

bigiminde kisaltmalar yapilmistir. Gegen dalga fonksiyonu ve bu fonksiyonun

asimptotik davranisi ise sirasi ile agagidaki bicimde yazilir:
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1 V,, z 1
—[E - 02 (—— Z\F
{m q (1—2)]+2} 9%

B{[M]Fm +[M]Z'§geg}
1-2 1- 24 (3.2.1.8)

~pP (e =
m 1—7 aee T 1-24 17F e

¥, =2"1-2)"° L
b{[—y+z(y+5)]F

1.V, z o1

{H[E‘E(l_z)“z}%

—ik
(3.2.1.9)

F.=F(-i-2-B-fi-&+pl-2[1
f@“(f~€”~~ﬁ~ﬂ)~ (3.2.1.10)
Foe=R(-u—&-B+l—pu—¢c+p+152-2u;2)
DKP denklemi i¢in dortlii akim yogunlugu asagidaki bigimde tanimlanir:
j“=YBY ; ¥ =(¥) (°®°) (3.2.1.11)

Bu dortlii akim yogunlugu ve dalga fonksiyonlarmin X =0 noktasindaki streklilik
kosulundan elde edilen

(3.2.1.12)

Nl‘PgeI (X = O) + NZLPyan(X = O) = N3\Pgeg(x = O)

esitlik kullanildiginda gegis (T) ve yansima (R) katsayilari, sirast ile,

18
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. 2

T = o _|Ns (3.2.1.13a)
Jgel Nl
. 2

R=|Jan| _ Nz (3.2.1.13b)
Jgel Nl

bi¢iminde bulunur. Buradaki katsayilar, asagidaki bi¢imde elde edilir:

Ny _ “Q=0)" | Foa (@D (@) + 7P @)= Fian(@[Fou (@) + 3Py (@] | (3.2.1.14)

N D B @)l 00+ 7 ] Fon DU @)+ ()

N _ qzﬂ { 3q ”(1 Q) :82 geg(a)_Fyan(q):| (3.2.1.15)

T2
Nl Fyan(q) N q (1 q)

Cizelge 3.2.1.1. Denklem (3.2.1.14) ve Denklem (3.2.1.15)'deki sabitlerin agik
bicimleri.

- Vo .1 g =2 [w]
m 1-q° 2 -q
~ aq[ﬂ (lu+5)] (Z2=_—1[E— VO ]+l
m 1+2u m 1-qg° 2
Htq(-u+e) = _aq f - (-u+e)
Yo = m[ 1-q ] [ 1- 24 ]
- V, 4.1 _b —p+gu+e)
ﬁ— ﬁ+2 =l 1§ ]
P bq B’ —(fi+£) _ -1 Vo 4.1
A=t ) Al

Gegis Rezonans durumlart igin gerekli olan esitligin elde edilebilmesi igin, R=0
olmalidir. Denklem (3.2.1.13b) ve Denklem (3.2.1.15) kullanilarak rezonans

durumlari i¢in kosul asagidaki bigimde elde edilir:
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P,

b B

I:gel (q) Fge(; (a) Fyan (q)|:( a

2

JVO
a

1

__ao

a,

:| + I:gel (q) Fgeg(a) IE‘yan (q)(

b A

2

[24]

’
(3.2.1.16)

- IE‘gel (q) Fgeg(a) Fyan (q) % éz() + Fgel (q) lEgeg (a) Fyan(q)ﬁo = O

Sekil 3.2.1.1°de, goriildugii gibi gegis rezonans tepelerinin, q ve @ ’nin birbirinden

farkli olmast durumunda vyerleri degismektedir ve bu tepelerin yuksekligi

azalmaktadir. Sekil 3.2.1.2°de, bu potansiyelin bicimini belirleyen a ve b

parametrelerinin - degerlerinin  deg@ismesiyle gecis rezonans tepelerinin enerji
araliklarinin degistigi goriilmektedir. Sekil 3.2.1.3 ise gecis rezonans katsayisinin,
potansiyele gore degisimini gostermektedir; bu sekilde a ve b'nin farkli degerleri
gecis rezonans tepelerinin araliginin degistigi gézlenmektedir. Potansiyelin bi¢imini
belirleyen parametreler arasinda a ve b'nin farkli degerlerinde olusan egrinin

periyodikligi degismezken ¢ ve ¢'min farkli degerlerinde ise periyodiklik

bozulmaktadir.

0.8

0.6

04

0.2

RE

s
=

Sekil 3.2.1.1. Asimetrik Hulthen potansiyeli igin gecis katsayisinin enerjiye gore
degisimi |. Burada a=b=0.6, m=1 ve V, =4. Kesiksiz ¢izgi icin q=q =0.7 ve

kesikli ¢izgi icin q=0.7, q =0.8dir.
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T&E
1.0 [T I T T T I I -
L | |
i il
L . || ¥ |
0ns i | | I || | ]
I |I | | | | I |I | ||
her | | | Iy | 4
o
e | [
D:I- B | | | | I II II ]
| |l { H |
] T
oy )
T l II I. -II II" ! /! 1 '\ -
[ Y N \
| rd
oo YNNI N
- ’ 4 6 8 10

Sekil 3.2.1.2. Asimetrik Hulthen potansiyeli ig¢in ge¢is katsayisinin enerjiye gore
degisimi Il. Burada q=q=08, m=1 ve V,=4.Kesiksiz ¢izgi icin
a=0.7, b=0.5 ve kesikli ¢izgi icin a=0.6, b =0.8"dir.

T"l.':-'._i‘ru
LoF=_ " N L T L
B \ .'I.'II | | i ‘ Ll F I
[ Ny
) | | _
0.8 i It ' | I ‘ .
| I|.' I
0.6 [ kY ‘.r'lir | I ‘ I ‘ |
L A | | ]
[ | Him '
04 gl
II | | | | | [ | | | .
- |I I || | l| | i | | | l |
0.2 .'I | . .'II |II b '. e
N AR Y AN AR
00F, . ., T T T ]
0 I 2 3 :

Sekil 3.2.1.3. Asimetrik Hulthen potansiyeli i¢in geg¢is katsayisinin V,'a gore
degisimi. Burada, q=q=0.5, m=1 ve E=4. Kesikli ¢izgi i¢cin a=b=0.6 ve
kesiksiz ¢izgi igin a=0.6, b=0.8"dir.

21



Yanar, H. 2012. Bir Boyutta Péschl-Teller Potansiyelinde Goreli Par¢aciklarin Baglh Durumlari, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin
Universitesi

3.2.2. Bagli Durumlar
Bagli durum enerjisini elde etmek icin Denklem (3.2.11)'de verilen

Asimetrik Hulthen potansiyeli

+6’(X)%] (3.2.2.1)
e —q e’ —q

eA, =V (x) = Vo [0(-X)

bi¢giminde tanimlanir.
X <0 degerleri igin asimetrik Hulthen potansiyeli Denklem (3.2.10)’da

yerine yazilir ve Denklem (3.2.12) kullanilirsa

d° 4 -V E’-m°  2V,E
[yzd_f+yd_y+(aq0)2(1jly)2+ = +a2°q (1E/y)](;(1+;(2)=0 (3.2.2.2)

denklemi elde edilir. Burada dalga fonksiyonunun

1)+ 2:(Y) =y @=y) w(y) (3.2.2.3)

bigiminde tanimlanmasiyla Denklem (3.2.2.2)

yd-y)

(0429~ (25 4 20+ DN U (e e o) <0 (B22.)

denklemine doniisiir. Bu denklemdeki parametreler agsagidaki bi¢cimde verilir:

o 1+ /1—4(::0)2 m’ —(E —Vi)2
- _ q q

&= , &= , V= (3.2.2.5)
a 2 a

Denklem (3.2.2.4), Gauss hipergeometrik denkleme benzedigi i¢in ¢6ziim

W(y)=C, ,F(E+e-V,E+e+V1+25Y)+Cy > R (-E+e—v,~E+e+V1+25y) (3.2.2.6)
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olur. Genel ¢6zim ise Denklem (3.2.2.3)’lin kullanilmas1 ile asagidaki bigimde

bulunur:

(7(1 +Zz)so| = Clyg(l_ y)*© F1(5+5_V’§+5+V’1+2§; y)
+C,y A=Y’ F(-E+e—-V,~E+e+V1+28Y)

(3.2.2.7)

X>0 degerleri icin asimetrik Hulthen potansiyeli Denklem (3.2.10)’da

yerine yazilir ve Denklem (3.2.18) kullanilirsa

d2 d -V 7 E2 _rzﬁz N.E 7
[szz_2+ZE+( bao)z(l_z)u e b;q (1_2)]%”(2):0 (3.2.2.8)

denklemi elde edilir. Burada dalga fonksiyonunun

1N+ 2, (Y)=2°(1-2)75(z) (3.2.2.9)
bi¢ciminde tanimlanmasiyla Denklem (3.2.2.8) asagidaki denkleme doniisiir:

d*s(2) dsd(zz) [+ +D)E+Z-Vs(2)=0 (3.2.2.10)

L[+ 28) - (2 —28 +1)2]
dz

z(1-2)

Bu denklemdeki parametreler

[V - V
N 1+ 1—4(%)2 \/mz—(E—q?)z
f=r—,6= , V= (3.2.2.11)

b 2 b

bi¢iminde tanimlanir. Denklem (3.2.2.10), Gauss Hipergeometrik denkleme

benzedigi igin, ¢cozum

s(z) =C, 2Fl(f+E—\7,.§~+E+\7,1+2§~;z)+C42‘252 F(-E+8-V,—E+5+V1-2&;7) (3.2.2.12)
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olur ve genel ¢oziim ise Denklem (3.2.2.9)’un kullanilmas: ile asagidaki bigimde

elde edilir:

—C 7 (_7VF E(FLs P v .
(1 + 22)se =Coz" (L-2) 7, R (€ +¢€ - V,E+E+V1+28;7) (3.2.2.13)
+Cz e (-2) " ,F (& +5 —V,~& + 5 +V 1+ 2&;72).

Sonsuzda ve eksi sonsuzdaki diizenli ¢ozlimler sirasi ile asagida verilmektedir:

{l[E +\é(i)]+1}FS
m q 1- *

%{[M]F D }

W 1-2 = 1-2¢
w =2 (1-2) (3.2.2.14)
[ §+z(§+5)] | -V +(§+g)]
m 1-z 1-2¢
L Vo 2yt
{F[E_E(l_z)]_'_z}l:geg
1 Vo
{E[E : (F)] }
S+y(+e) (£ +8)°
m{[T] sol [T]y sol}
(3.2.2.15)

I ISR P (gt e)’
£ — e ~
m{[T] sol [?]yﬁm}

{‘—1[E Yo Yoy, }
m q 1-y

Dalga fonksiyonlarinin X =0'da kendilerinin ve birinci tirevlerinin sureklilik

kosullart kullanilirsa, bagli durumlar1 betimleyen enerji 6zdeger kosulu asagidaki

bicimde bulunur:
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[+ o)+ DI [ (‘f%(j*‘”)ﬁo.(m
(5 + 8)
m (T)F ()

x[%(‘“q‘f”)) L@+ 20 ("’Z”))S%(q)]o

1-q m 1-2¢&

(3.2.2.16)

Bu denklem kullanilarak bagli durum enerjileri sayisal olarak hesaplanabilir.

Sekil 3.2.2.1°de, enerjinin potansiyele bagli olarak degisimi gosterilmektedir.

Potansiyel kuyunun biiylikligii arttirilirsa, sistemin bagli durum enerjisi azalir ve bu

bagli durum enerjisi, pargacigin negatif kiitlesine esit oldugunda, bagli durumlar

negatif enerji slirekliligi ile birlesir. Bu durumda potansiyel kritik degere sahip olur

ve bu degere super kritik potansiyel adi verilir. Slper kritik potansiyelin degeri,

Denklem (3.2.2.16)’da &0, & >0 ve E—-m

V =V, =0.268019 olarak bulunur.

ifadelerinin yazilmasiyla

Cizelge 3.2.2.1. Denklem (3.2.2.14), Denklem (3.2.2.15) ve Denklem (3.2.2.16)’daki

sabitlerin acik bigimleri.

F(E+e—-Vv,E+e+Vv1+28y)

sol =2

Fo=F(E+e-Vv+LE+e+v+12+28y)

sol(q):2 F1(§+‘9—V’§+‘9+V’1+ 251 q)

l

o (@)=F(E+e-Vv+LE+e+Vv+12+2£Q)

n

S@;zzFl(—f —£—-V —g" e +V'1—2§'z)

l

- 2F(—§ V+ —af £4+V+12— 2§ z)

£ —
o (@)= F(E g - V—E g +Vi1-2£;9)

l

sag(q) F( 5 £ +1, §_€+V+1;2_2§;a)
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Sekil 3.2.2.1. Potansiyelin ilk bagl durum enerjisine gore ¢izimi. Burada
a=04, b=05, q=0.1, q=0.15"dir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA
4.1. ¢ PARAMETRELI HIPERBOLIK POSCHL-TELLER POTANSIYELI

q parametreli hiperbolik Péschl-Teller potansiyeli

n2a® AA-1)

V(x) =

2m cosh,’ ax

bi¢iminde tanimlanir [12]. Burada; m, pargacigin kiitlesi; 7, Planck sabitinin 27z -ye

bolimi; «, 4 ve g potansiyelin bigimini belirleyen parametrelerdir. Potansiyelin

bagli oldugu parametrelere gore nasil degistigi cizimsel olarak Sekil 4.1.1., Sekil

4.1.2. ve Sekil 4.1.3.’de verilmektedir.

Sekil 4.1.1., a ve g parametreleri sabit tutularak, A ’ya verilen farkli iki

deger i¢in potansiyelin ¢izimini gostermektedir. Bu sekilden A arttik¢a potansiyel

engelinin yiiksekliginin arttigi anlasilmaktadir. Bu baglamda A ’nin potansiyeldeki

fonksiyonu degerlendirildiginde potansiyelin yiiksekligini degistiren bir parametre

oldugu ortaya ¢ikmaktadir.

1_4;

10F
08}
0.6F

04+t

0.0F.

-10

Sekil 4.1.1. A parametresinin iki farkli degerine karsilik gelen potansiyelin konuma

gore degisimi.
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Potansiyelde A ile q parametrelerinin sabit tutularak o ’nin farkli iki degeri i¢in
potansiyelin konuma gore degisimini veren ¢izimler Sekil 4.1.2.°de verilmektedir. Bu
Sekilde verilen ¢izimlere bakildiginda « 'nin artan degerlerine karsilik potansiyel
engelinin yliksekliginin arttig1 fakat genisliginin azaldig1 gortilmektedir. Buna gore
o 'nin potansiyelin yliksekligi ile genigligi arasinda ters orantili bir iliskiyi ifade

eden bir parametre oldugu anlagilmaktadir.

2.0 [ T T T T ]
0
1\ q=l a=1, =2
I|' q=L0=2,4=2
15} | §
|
' |
At 10} | | i
|
| \
05t ! !
I/ .\'..‘l'
g 1%
00F : - e NS , i
—10 -5 0 5 10
X

Sekil 4.1.2. « parametresinin iki farkli degerine karsilik gelen potansiyelin konuma

gore degisimi.

Sekil 4.1.3. ise, 4 ve « parametreleri sabit tutularak ve g parametresine pozitif

farkli iki deger verilerek potansiyel i¢in elde edilen ¢izimleri gdstermektedir. Bu
sekilde verilen ¢izimlere gére  parametresinin artan degerlerine karsilik potansiyel
engelinin  yiiksekligi azalmakta ve aymi zamanda potansiyelin simetrisi
bozulmaktadir. Bu sonuca gore potansiyelde pozitif gergel sayr degerlerini alan q

parametresinin potansiyelin bi¢cimini belirleyen bir parametre oldugu goriilmektedir.
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Sekil 4.1.3. g parametresinin iki farkli degerine karsilik gelen potansiyelin konuma
gore degisimi.

4.2. SCHRODINGER DENKLEMI

4.2.1. q Parametreli Hiperbolik Péschl-Teller Potansiyeli igin Schrédinger

Denkleminin Cozimdi
Bir boyutlu uzaysal Schrédinger denklemi

I8V v (w0 - Ev() (4211)
2m dx

biciminde ifade edilir. g parametreli hiperbolik Poschl-Teller potansiyeli ise

_Pa® A0 (4.2.1.2)

olarak tanimlanir. Bu potansiyel Denklem (4.2.1.1)’de yerine yazilir ve
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y = x—zilnq (4.2.1.3)
(04

degisken degistirmesi yapilirsa Denklem (4.2.1.1) asagidaki bicime dontisiir:

? 2mE  a’A(A-1
Ay |2mE_a” AL g (4.2.1.4)
dy n qgcosh® ay
Burada Z;;E = x* olarak tamimlanir ve yeniden
, - 1-tanhay (4.2.1.5)
2
biciminde bir degisken degistirmesi yapilirsa Denklem (4.2.1.4)
2 2
-1
z(1—z)d—'§’+(1—2z)d‘”+ a AN (4.2.1.6)
dz dz | 4a“z(1-2) q
big¢imini alir. Dalga fonksiyonu
w(z)=2"(1-2)"U(2) (4.2.1.7)

olarak tanimlanir ve gerekli islemler yapilirsa Denklem (4.2.1.6) asagidaki bigime

doniistir:

U

2,
(jjzz + [(Z,u +D) - Qu+2v+ 2)2](2—lZJ+ !

D [l,+1,z-1,22]Ju=0  (4.2.1.8)

z1-2)

Bu denklemde yer alan I,, I, ve I, niceliklerinin agik ifadeleri asagidaki bigimde

verilmektedir:
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K 2
I, = +
° 402 #
l, = —’Wq_i) —2u —pu—v—-2uv (4.2.1.9)
q

Denklem (4.2.1.8), hipergeometrik diferansiyel denkleme benzetilerek dogrudan
¢ozlimil yazilabilir. Bu denklemin hipergeometrik diferansiyel denkleme benzemesi

icin I,=0, I, =1, ve ab=-I, olmalidir. Bu esitlikler kullanilarak

—i— A= ptvios
" 2 # 2
. K 1

v=i— b=u+v-oc+= (4.2.1.10)
2a 2

o= E_M c=1+2u
\ 4 q

bagintilar elde edilir. Boylece Denklem (4.2.1.8)’ in ¢6ziimii
U(z) =c, ,F(a,b,c;z)+c, 2 °,F(a+1-c,b+1-c,2—c;2) (4.2.1.11)

olur. Genel ¢6ziim ise a+1-c=A, b+1-c=B, 2-c=C tanimlan yapilarak ve
Denklem (4.2.1.7) dikkate alinarak

v=¢z"1-2)",F(abc;z)+c,z7*(1-2)",F(AB,C;2) (4.2.1.12)
biciminde elde edilir.
4.2.2. Bagli Durumlar i¢in Enerji Bagintisinin Elde Edilmesi

Bagli durumlar tartisabilmek i¢in potansiyelin kuyu bi¢ciminde olmasi

gerekir. Bu nedenle g parametreli hiperbolik potansiyel
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n2a® A(A-1)
2m coshqzax

V(X)=— (4.2.2.1)

biciminde tanimlanir. Enerji bagintisin1 elde etmek icin hiperbolik fonksiyonlar

icerisindeki a ve b niceliklerinden biri —n tamsayisina esitlenir.

a=-n (4.2.2.2)

Denklem (4.2.2.2) ve Denklem (4.2.1.10) kullanilarak enerji bagintis1 asagidaki
bicimde elde edilir:

2 ~ 2
En :_(Z_ (n+£)+ 14_ l(ﬂ' 1) (4223)
2m 2 4
4.2.3. Yansima ve Gegme Olasilik Yogunluklarinin Hesaplanmasi
Schrodinger denklemi igin olasilik akim yogunlugu
g ih i * * =
J =%(‘//VW —y Vy) (4.23.1)

bicimindedir. Gegme (T) ve yansima (R) olasilik yogunluklar: sirasi ile asagidaki

bigimde tanimlanir:

J

yansiyan

J

gegen

T= R= (4.2.3.2)

gelen gelen
Yansima ve gecme olasilik katsayilarini bulabilmek i¢in akim yogunlugunun
asimptotik ifadesine gereksinim vardir. Bu nedenle dalga fonksiyonunun x’in arti
sonsuz ve eksi sonsuzdaki degerleri i¢in davranisinin ne oldugunun bilinmesi

gerekmektedir. Bunun i¢in asagidaki ¢oziimleme yapilmaktadir:

32



Yanar, H. 2012. Bir Boyutta Péschl-Teller Potansiyelinde Goreli Par¢aciklarin Baglh Durumlari, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin
Universitesi

X ——oo 1ken z=1dir. Bu nedenle hipergeometrik fonksiyonlarin z=1 deki

ifadeleri
JF(abcty=@rC-azh) TOUNCC+arb) ) eas
F(c-a)f(c-b)  T(a)r(b)
(4.2.3.3)
JF(AB,CY=LOIC-AB) TEOICCALE) ;e ns

I'(C - A(C-B) T'(A)(B)

biciminde verilir. Bu esitlikler kullamlarak, s =i zﬁ ve v =i2£ ifadeleri ile birlikte
o (04

Denklem (4.2.1.3) ve Denklem (4.2.1.5), Denklem (4.2.1.12)’de yerine yazilirsa
asimptotik ¢ozim

w— A"+ A (4.2.3.4)

biciminde elde edilir. Burada

2

[(c-a)(c-b) *  I(C-AIC-B)

A= clq_ii FQre-a=b) -z [CN(C-A-B)

A = clqii FEr(-c+a+b) c, i D(C)I'(-C + A+B)
I'(a)I'(b) F(AI(B)

olarak tanimlanir. Boylece yansima olasilik yogunlugu

J 2
R = ;anszyan _ ||':j||2 (4235)
gelen

biciminde bulunur.
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x —>oo iken z=0 olur. Bu durumda hipergeometrik fonksiyonlarin z=0

deki ifadeleri ise
,F,(a,b,c,0)=1 ,F.(AB,C,0) =1 (4.2.3.6)

biciminde olur.

Bu kosullar kullanilarak, u =i ve v=i= ifadelerinin yani sira
2a 2a
Denklem (4.2.1.3) ve Denklem (4.2.1.5)’in, Denklem (4.2.1.12)’de yerine konulmasi

durumunda dalga fonksiyonunun asimptotik ifadesi asagidaki bicimde olur:

Vv — qu Ze_ikx + q_EDzeiKX (4237)

Potansiyelin bu bolgesinde yansiyan dalga bulunmadigindan D, =0 dir. Buna gore

geeme olasilik yogunlugu

2
LK
i

q *D,

TJWW‘ . (4.2.3.8)
J gelen |A1|

bi¢imini alir.
Denklem (4.2.3.5) ve Denklem (4.2.3.8)’de yer alan A ,A, ve D,

katsayilarin1 bulabilmek igin dalga fonksiyonunun ve birinci tirevinin streklilik

. 1
kosullarini kullanmak gerekir. Dalga fonksiyonunun siireklilik kosulu, Xx=0(z = E)

da, x <0 icin dalga fonksiyonu y, ve x>0 icin dalga fonksiyonu . olmak

uzere

Vol x=0 = l//sag (4239)

x=0
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esitligi yazilir. Dalga fonksiyonunun tiirevinin stireklilik kosulu ise

dy...
AWoor| _ Wsag (4.2.3.10)
dx |, dx |
olur. X <0 ve x> 0 bolgelerindeki ¢éziimler sirasi ile
v =¢z"1-2)",F(ab,c;z)+c,z7“(1-2)",F (A B,C;2) (4.2.3.11a)
Ve = D,27"(1-2)",F (A B,C;2) (4.2.3.11b)

bicimindedir. Denklem (4.2.3.9) ve Denklem (4.2.3.10) kullanilarak ¢, =0 ve
¢, = D, elde edilir. Bu esitlikler kullanarak Denklem (4.2.3.5) ve Denklem (4.2.3.8)

yeniden diizenlenirse asagidaki bigimleri alirlar:

gt TOI(C+ A B)|
R= |A2|2 - HATE) ‘2 (4.2.3.12)
Al o o2 TOIT(C— A= B)|
2 I'(C - A)I(C -B)|
‘q'i;“ D, q 2ec,
T . : (4.2.3.13)
A £ D(C)I(C - A-B)|

2

I'(C - A)r(C - B)|

4.2.4. Elde Edilen Sonuglarin Cizimsel Degerlendirilmesi

Olasilik korunumu yasasina goére yansima olasilik yogunlugu ile gegme
olasilik yogunlugunun toplami gelme olasilik yogunluguna esittir. Bu iliski Sekil
4.2.4.1.°de gorilmektedir.
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I3 =1, a=1, A=2.1m=1
q=1, @=1, A=2, m=1
/
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E

yogunluklarinin enerjiye (E) gore degisimi.

Sekil 4.2.4.1. Schrodinger pargacigi i¢in yansima (R) ve gecme (T) olasilik

Sekil 4.2.4.2., gecme olasilik katsayisinin enerjiye gore degisimini gostermektedir.

Sekilde goriildiigii gibi enerjinin artmast durumunda ge¢me olasilik yogunlugu

artmakta ve belli bir degerden sonra 1’e asimptotik olarak yaklagmaktadir.

g=la=1.A=2. m=1

degisimi.

Sekil 4.2.4.2. Schroédinger parcgacigi i¢in ge¢me olasilik yogunlugunun enerjiye gore
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Sekil 4.2.4.3., gecme olasilik katsayisinin A’ya gore degisimini igermektedir.
Sekilden A arttikga ge¢me olasilik yogunlugunun azaldigir ancak 4 =0 ve A=1

degerlerinde ge¢me olasilik yogunlugunun maksimum oldugu goériillmektedir. A >nin
bu degerleri i¢in potansiyel sifirdir. Ayrica A, O ile 1 arasinda deger almasi

durumunda potansiyel kuyu bi¢imini almaktadir. Bu nedenle geg¢me olasilik
katsayisinin ~ A’ya gOre degisimi, A’nin birden biiyiikk degerleri igin
degerlendirilmelidir.

—g=l o= E=00] ]
ol ~—

-
i

Sekil 4.2.4.3. Schrodinger pargacigi i¢in gegme olasilik yogunlugunun A’ya gore
degisimi.

Gegme olasilik yogunlugunun @ parametresine gore degisimi Sekil
4.2.4.4°de verilmektedir. Bu sekle gére g parametresi arttifinda ge¢cme olasilik
yogunlugu da artmaktadir. Sekil 4.2.4.5. ise ge¢gme olasilik yogunlugunun o

parametresine gore degisimini gostermektedir. Sekilden « parametresinin artmasi

durumunda ge¢me olasilik yogunlugunun azaldig1 goriillmektedir.
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/
/
J
|
T
|
|
||
J
| — o= A=2, B 05 =]
/
O -'I _-II’ L 1 1 1 L L 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
q
icin gecme olasilik yogunlugunun q

Sekil 4.2.4.4. Schrodinger pargacigi

parametresine gore degisimi.

1 B B
\ |— g=1,21=2, m=1, E=4.05
0.8}
\
0.6k \
\
T I‘\II
\
04+t \
02}
"
O L 1 1 1 -‘__-_-——|_ == ~|
0 1 2 3 4 5
a
parcaciglr i¢in gecme olasilik yogunlugunun «

Sekil 4.2.4.5. Schrodinger

parametresine gore degisimi.
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4.3. KLEIN-GORDON DENKLEMI
4.3.1. q Parametreli Hiperbolik Pdschl-Teller Potansiyeli icin Klein-Gordon
Denkleminin Cozimdi

Zamandan bagimsiz, bir boyutlu Klein-Gordon denklemi, V. skaler ve V,

vektorel potansiyel olmak lizere, 7 =c =1 olmast durumunda

d?p (x)

w2t {E-V,0F ~[m+V.Flr(x) =0 (4.3.1.1)

biciminde verilir. Burada m pargacign kiitlesi ve E parcacigin enerjisidir. Denklem
(4.2.1.2) bu denklemde yerine yazilir, Denklem (4.2.1.3)’deki degisken degistirmesi
yapilir ve V, =V, esitligi kullanilirsa Denklem (4.3.1.1) asagidaki denkleme

indirgenir:

dzl// 2 2 aZ ﬂ'(ﬂ“—l)

—_— E°—m9)-2(E+m) — —% =0 43.1.2
dy? {( )-2(E+ )2chosh2ay v ( )

Denklem (4.2.1.5)’de verilen degisken tanim1 kullanilirsa Denklem (4.3.1.2)

3 dzt// 3 dl 1 E?—m? B (E+m) az/l(ﬂ.—l) B _ 4.3.1.3
21-2) L +(-22) +z(1—z){( )2 o 2(1 z)}// o )

2 2 _ -
bicimine déniisiir. Burada E ;n =K ve AA=DE+m) B olarak
4o 4mq
tanimlanirsa Denklem (4.3.1.3) asagidaki big¢imi alir:
d’y dy 1 [~ =
20-0) G+ 420 s [F2-Bz-2))y =0 (4.3.1.4)

Dalga fonksiyonu
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w(2) =7"(1-2)" o(2) (4.3.1.5)

biciminde tanimlanir ve Denklem (4.3.1.4)’de yerine yazilirsa

d? ~ ~ o~ d 1
z(1- Z)Ff—k [ +1)—Qu+2v + 2)z]d—(zp+ 7 [I0 +1,2— |222](p =0 (4.3.1.6)

denklemi elde edilir. Burada 1, I, ve |, asagidaki bigimdedir:
|, =24 ——v —-2uv —-B (4.3.1.7)

Denklem (4.3.1.6), hipergeometrik diferansiyel denkleme benzetilerek dogrudan
¢Oziimii yazilabilir. Bu denklemin hipergeometrik diferansiyel denkleme benzemesi

icin 1,=0, 1, =1, ve ab=-I, olmaldir. Bu kosullar kullanilarak asagidaki

esitlikler elde edilir:
~ .~ ~ ~ ~ 1
u=ix a:,u+v+a+§
~ .~ ~ ~ =~ 1
vV =IiK b=,u+v—0'+§ (4.3.1.8)
G- |:_B c=1+24
4 H
Buna gore Denklem (4.3.1.6)’nin ¢oziimii
o(2)=A ,F(abrcz)+A z2"°,F(a+1-cb+1-c,2-c;2) (4.3.1.9)

olur. Genel ¢bzim ise, a+1-c=A, b+1-c=B, 2—c=C tammlari yapilarak ve
Denklem (4.3.1.5) dikkate alinarak
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w=Az"(1-2)",F(ab,c;z)+Az"(1-2)",F,(AB,C;2) (4.3.1.10)
biciminde bulunur.
4.3.2. Bagli Durumlar i¢in Enerji Bagintisinin Elde Edilmesi

Denklem(4.2.2.1), Denklem(4.2.2.2) ve Denklem(4.3.1.8) kullanilarak

enerji bagintist asagidaki bigimde elde edilir:

£ _-aA(A-) 1 Mi;l iz_muw_(m})zaz (4.3.2.1)
v 8mq 2 4mq 4 4q 2

4.3.3. Yansima ve Gegme Olasilik Yogunluklarinin Hesaplanmasi

Klein-Gordon denklemi i¢in olasilik akim yogunlugu
1 * *
J7? =§(1,// o’y —woly") (4.3.3.1)

bicimindedir.

Yansima ve gecme olasilik katsayilarimi  bulabilmek i¢in  akim
yogunlugunun asimptotik ifadesine gereksinim vardir. Bu nedenle dalga
fonksiyonunun x’in arti sonsuz ve eksi sonsuzdaki degerleri ig¢in davraniginin ne
oldugunun bilinmesi gerekmektedir. Bunun i¢in asagidaki ¢dziimleme yapilmaktadir:
X ——oo iken z=1 dir. Bu nedenle hipergeometrik fonksiyonlarin z=1 deki
ifadeleri Denklem (4.2.3.3)’de verilmistir. Denklem (4.2.3.3)’de verilen bagntilar

kullanilarak z =ix ile v =ix ifadeleri ile birlikte Denklem (4.2.1.3) ve Denklem

(4.2.1.5), Denklem (4.3.1.10)’da yerine yazilirsa asagidaki ¢oziim elde edilir:
w —>Be ™ +Be " ** (4.3.3.2)

Buradaki katsayilar asagidaki bi¢imde verilmektedir:
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Lz T(c)'(c—a-b) FAQF r)yrC-A-n)

B, =Aq [(c—a)['(c—b) r(C-AIrC-s)

srer(-c+a+b) VA = TCI'-C+A+B)
r@r) T T TAre)

B, = Alqi
Buna gore yansima olasilik yogunlugu

Jynspon _ [Baf

yansiyan

- 2
J gelen |Bl|

(4.3.3.3)

biciminde bulunur.
X —>oo iken z=0 olur. Bu durumda hipergeometrik fonksiyonlarin z=0
daki ifadeleri ise Denklem (4.2.3.6)’da verilmektedir.

Denklem (4.2.3.6)’da verilen, u=ix Ve v =ix ifadelerinin yani sira ve

Denklem (4.2.1.3) ve Denklem (4.2.1.5), Denklem (4.3.1.10)’da yerine yazilmasi
durumunda dalga fonksiyonunun asimptotik ifadesi asagidaki bicimde olur:

l// N qui;e_i;x + q—il? Dzeil?‘x (4334)

Burada D, =0 dir. Ciinkii potansiyelin bu bolgesinde yansiyan dalga

bulunmamaktadir. Buna gore ge¢me olasilik yogunlugu

2 (4.3.3.5)

bi¢imini alir.
Denklem (4.3.3.3) ve Denklem (4.3.3.5)’de yer alan B,,B, ve D,

katsayilarini bulabilmek i¢in dalga fonksiyonunun ve tiirevinin stireklilik kosullarini

kullanmak gerekir. x <0 ve x > 0 bolgelerindeki ¢oziimler
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v =Az"(1-2)",F(ab,c;z2)+Az*1-2)" ,F,(AB,C;2) (4.3.3.6a)
Ve =D,27(1-2)" ,F(AB,C;2) (4.3.3.6h)
bicimindedir. Denklem (4.2.3.9) ve Denklem (4.2.3.10) kosullart kullanilarak A =0
ve A, =D, esitlikleri elde edilir. Bu kosullar altinda Denklem (4.3.3.3) ve Denklem

(4.3.3.5) yeniden diizenlenirse sirasi ile asagidaki bigimleri alirlar:

2 TC)T(-C + A+B)[’

2 |AQ
_ |BZ|2 _ ‘ C(AT(B) ' (4.3.3.7)
B, L T(C)r(C-A-B)|
> I(C-AI(C-B)|
_ ‘qw[}‘ _ oA : (4.3.3.8)
By : T(C)r(C - A-B)|

‘Azq_' I'(C - AT(C - B)|

4.3.4. Elde Edilen Sonuglarin Cizimsel Degerlendirilmesi
Olasilik korunumu yasasina gore yansima olasilik yogunlugu ile gegcme

olasilik yogunlugunun toplami gelme olasilik yogunluguna esittir. Bu iliski Sekil
4.3.4.1.°de goriilmektedir.
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Sekil 4.3.4.1. Klein-Gordon parcacigi i¢in yansima (R) ve ge¢me(T) olasilik

yogunluklarinin enerjiye (E) gére degisimi.

Sekil 4.3.4.2., gecme olasilik katsayisinin enerjiye gore degisimini gostermektedir.

Sekilde goriildiigii gibi enerjinin artmast durumunda ge¢me olasilik yogunlugu
artmaktadir. Gegme olasilik yogunlugunun potansiyelin bi¢imini belirleyen 4,q ve

«a parametrelerine gore degisimi siras1 ile Sekil 4.3.4.3., Sekil 4.3.4.4. ve Sekil

4.3.4.5.°de verilmektedir.
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— =161 A2 1=0

Sekil 4.3.4.2. Klein-Gordon pargacigi i¢in gegcme olasilik yogunlugunun enerjiye
gore degisimi.

\ —g=la=1 E=1.05 m=1

w

Sekil 4.3.4.3. Klein-Gordon pargacigi i¢in gegme olasilik yogunlugunun A ’ya gore
degisimi.
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parametresine gore degisimi.

Sekil 4.3.4.4. Klein-Gordon parcacigr igin gegme olasilik yogunlugunun g

1F

1,1=2, m=1, E=4.05

08

06|

04+

Sekil 4.3.4.5. Klein-Gordon pargacigi

parametresine gore degisimi.

icin gegme olasilik yogunlugunun «
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4.4. DIRAC DENKLEMI

4.4.1. q Parametreli Hiperbolik Poschl-Teller Potansiyeli icin Dirac Denkleminin
Cozumu

Dirac denklemi, A, dortli vektor potansiyel, e parcacigin yiiki, m

parcacign kiitlesi, V, skaler potansiyel ve y* Dirac matrisleri olmak lzere

(h=c=1)

{y"[ii—eAﬂj—(m +V, )}// =0 (4.4.1.1)

ox"
bigiminde verilmektedir. Bir boyutta ¢aligildig1 igin gamma matrisleri y* =io, ve

y° = o, olarak secilebilir. Burada o, ve o, pauli matrisleri olup asagidaki bigimde

ifade edilir:

(0 1] (1 0 j
o, = o, = (4.4.1.2)
10 0 -1

Dalga fonksiyonu ise iki bilesenlidir:

Ul(X)]
w(X) :( (4.4.1.3)
U, (%)
w(xt)=e"y(x) ve A =0 alinarak Denklem (4.4.1.1) agilir ve y* ile ° ifadeleri

yerine yazilirsa asagidaki bigimde ¢iftlenimli denklemler bulunur:

—dLiil(X) +(E-V, +m+V,)U, =0 (4.4.1.4)

X

—dudz(x) +(-E+V, +m+V)U, =0 (4.4.1.5)
X
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Bu denklemler, Skaler potansiyel V. ile vektorel potansiyel V, birbirine esit

alindiginda asagidaki denklemlere indirgenirler.

) _ e _myu,0) (4.4.1.6)
dx
% —(E—2V, —m)U,(x) (4.4.1.7)

Denklem (4.4.1.6)’dan U,(x) ¢ekilir Denklem (4.4.1.7)’de yerine yazilirsa U, (x) ’in

sagladig denklem asagidaki bigimde bulunur:

d’U,(X)

?+[E2 —m? —2(E+m)V, U, (x) =0 (4.4.1.8)
Pdschl-Teller potansiyelini veren Denklem (4.2.1.2), Denklem (4.4.1.8)’de yerine
yazilir ve Denklem (4.2.1.3)’de verilen degisken degistirme kullanilirsa Denklem
(4.4.1.8) asagidaki denkleme doniisiir:

d’U
dy21 +|:(E2 _ m2)

2°A(A-D(E+m) 1 }Ulzo (4.4.1.9)

2mq cosh® ay

Denklem (4.2.1.5)’de yer alan degisken degistirmesi kullanildiktan ve gerekli
islemler yapildiktan sonra Denklem (4.4.1.9)

dU du 1
2(1-2)" 3+ (120"t D [ -Dz(1-2)Ju, =0 (4.4.1.10)
2 2 _
bigimini alir. Burada &* = —Zm e D 2AZDE+M 4 Dalga fonksiyonu
4a mq
U, =2 (1- 2)" (2) (4.4.1.11)
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biciminde tanimlanir ve bu tanimlama Denklem (4.4.1.10)’da yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

d2w
dz*

z(1-2) +[(2y+1)—(2;/+277+2)z](:j—z)+ 1 I, +1,z-1,22}=0 (4.4.1.12)

z(1-2)
elde edilir. Burada 1,, I, ve |, asagidaki bicimdedir.

I, = g%+ 7/2
l,=-2y*—y—-n—2yn-D (4.4.1.13)

l,=—y*—y—-n—-n°-2yn-D

Denklem (4.4.1.12) hipergeometrik denkleme benzetilerek ¢6ziimii dogrudan

yazilabilir. Bu denklemin hipergeometrik denkleme benzemesi ig¢in 1, =0, I, =1, ve

ab =—I, olmalidir. Bu kosullar kullanildiginda asagidaki bagintilar elde edilir.

y=ie a=y+77+5+%

n=ie b=7+77—5+% (4.4.1.14)
1

o= Z—D C=1+27

Bu durumda Denklem (4.4.1.12)’nin ¢6zimii

o(z2) =G, ,F(a,b,c;2)+G,z" °,F(a+1-c,b+1-c,2-c;2) (4.4.1.15)

olur. Genel ¢o6zim ise; a+1-c=A, b+l-c=B, 2-c=C tamimlar1 yapilarak

asagidaki bigimde yazilir:

U,(z) =Gz’ (1-2)",F(a,b,c;2)+G,z7"(1-2)" ,F (A, B,C;2z) (4.4.1.16)
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4.4.2. Bagli Durumlar i¢in Enerji Bagintisinin Elde Edilmesi
Denklem (4.2.2.1), Denklem (4.2.2.2) ve Denklem (4.4.1.14)’deki bagintilar

kullanilarak enerji bagintisi asagidaki bicimde elde edilir:

2 2 2 2 2
E12 — —a ﬂ'(ﬂ’_l) il\/|:a l(l_l):| _4|:a_rn2 +C¥MH_(n+1)2a2:| (4421)
' 2mq 2 mq 4 q 2

4.4.3. Yansima ve Ge¢gme Olasilik Yogunluklarinin Hesaplanmasi

Dirac denklemi icin olasilik akim yogunlugu

1 =iy (4.43.1)

Bigiminde tanimlanir. Burada i = y*»° dir. Bir boyutlu olasilik akim yogunlugu ise
M =yioc'y (4.4.3.2)
olarak verilir.

Schrodinger ve Klein-Gordon denklemini ¢éziimii i¢in kullanilan degiskenle
Dirac denkleminin ¢6ziimiinde kullanilan degisken aynmi oldugundan asimptotik

ifadeler dogrudan yazilabilir.

X — —oo i¢in dalga fonksiyonunun bilesenleri asagidaki bi¢imi alirlar:

U,(x) > S,e¥*** + S, e 8« (4.4.3.3)
2iae - o

U,(X) > ————(S,e”“** —S e 2“eX 4.4.3.4

2(X) (_E_m)( 1 2 ) ( )

Burada S,ve S, ifadeleri asagidaki bigimde tanimlanir:
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L. F'(c)I'(c—a-b) L G.g ryrC-A-n)

S, =G,q I'(c-a)l'(c—b) 2 I'(C-AI(C-B)

i L(c)l'(-c+a+h) LG rC)yr-C+A+B)
r'(a)r’(b) ? [(A)I(B)

Sz = qu

X — oo i¢in ise bilesenler sirasi ile agagidaki bi¢cimde elde edilirler:

U,(x) —> D,q “e?e> (4.4.3.5)
U (x)eﬂ(q‘igD g2iaex) (4.4.3.6)
, CEom , 43,

Elde ettigimiz bu asimptotik ifadeler, Denklem (4.2.3.2)’deki ifadeler ve Denklem
(4.4.3.2) kullanilarak yansima ve gegme olasilik yogunluklari asagidaki bigimde

bulunur:
J S, Jysan _[07°Dy[
_ “yansyan _ LZ T= geeen _ 5 (4437)
‘]gelen |Sl| ‘]gelen |Sl|

Burada yer alan katsayilar arasinda bir iliski kurabilmek i¢in Denklem (4.2.3.9) ve
Denklem (4.2.3.10)’da yer alan simir kosullarinin ve x<0 ile x>0 boélgelerindeki

¢ozlimlerin kullanilmas1 gerekmektedir. X<O ile x>0 bdlgelerindeki ¢ézimler

asagidaki bigimdedir.
U =G 27(1-2)",F(a,b,c;2)+G,z"(1-2)",F(AB,C;2)

(4.4.3.8)
Ulsag = DZZ_J/(]_— Z)Uz Fl(A’ BaC; Z)

Kosullarin saglanabilmesi i¢in G, =0 ve G, = D, olmas: gerektigi ortaya ¢ikar. Bu

durumda Denklem (4.4.3.7)’de verilen R ve T ifadeleri sirasi ile
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. T(C)T(-C + A+B)[

s [T T(A)T(B)
Bl _ : (4.4.3.9)
S |g g TCOIL(C -A-B)
1 T(C-AI(C-B)|
Lo Dzz\ _ 976y : (4.4.3.10)
S,| 4 T(C)I(C - A-B)|

2

I'(C—A)I(C -B)|
biciminde elde edilir.

4.4.4. Elde Edilen Sonuglarin Cizimsel Degerlendirilmesi

Gegme ve yansima olasilik yogunluklarinin enerjiye gore degisimi Sekil
4.4.4.1.°de verilmektedir. Burada T + R =1 kosulunun saglandig1 goriiliir. Bunun
yant sira enerjinin belli bir degerinden sonra ge¢me olasilik yogunlugunun enerjinin
artisina karsilik hizli bir sekilde artis gosterdigi Sekil 4.4.4.2.°de goriilmektedir.
Ayrica potansiyelin bi¢imini belirleyen 4,0 Ve « parametrelerinin gegme olasilik
yogunlugunu nasil etkiledigi Sekil 4.4.4.3., Sekil 4.4.4.4. ve Sekil 4.4.4.5.°de
gosterilmektedir. Bu ¢izimlerden, Ge¢me olasilik yogunlugunun A ve « ’nin

artmasiyla azaldigi, g parametresinin artmasi ile de arttig1 sonucuna varilir.
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1+ —
//
1/‘
. J
1"
o l.
— gl a=lm=] A=2
q=1a=1 1=, A=2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ve geeme (T)  olasilik

Sekil 4.4.4.1. Dirac parcacigl icin Yyansima (R)

yogunluklarinin enerjiye (E) gére degisimi.

—a=l, A=2,m=1,9=1

Sekil 4.4.4.2. Dirac

degisimi.

parcacigl i¢in gegme olasilik yogunlugunun enerjiye gore
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, q=L,.0=1, E=1.1.m=1

-

1F - .
!‘I‘/
.
a'll
— =1 A=2 . m=1,E=11
O C l_/,," 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
q

Sekil 4.4.4.4. Dirac parcacigl i¢in gegme olasilik yogunlugunun ¢ parametresine
gore degisimi.
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08| "

|
0.6 +

04l '

0.2 —A=2, m=1, q=1, E=4.05
0+ ; = :
0 1 2 3

Sekil 4.4.4.5. Dirac pargacigl ig¢in ge¢gme olasilik yogunlugunun o« parametresine
gore degisimi.

4.5. DUFFIN-KEMMER-PETIAU (DKP) DENKLEMI

4.5.1. g Parametreli Hiperbolik Pdschl-Teller Potansiyeli icin DKP Denkleminin
C0zumi

DKP denklemi, A, dortli vektor potansiyel, e parcacigin yiikii, m

parcacign kiitlesi, V, skaler potansiyel ve g* kemmer matrisleri olmak tzere
(h=c=1)

[i8" (2, +ieA,) - (M+V,)]¥(t, %) =0 (4.5.1.1)

biciminde ifade edilir. Bu denklem, Denklem (3.2.4), Denklem (3.2.5) ve Denklem
(3.2.7) kullanilarak y° =0o, ve ;'=ic,

secimi ile birlikte bir boyutlu uzaysal
denkleme doniistiiriiliir. Doniisen bu denklemde dalga fonksiyonu W(X,t) =e"

“y(x)
olarak alimip gerekli islemler yapildiktan sonra asagidaki baglasimli denklemler
dizgesi elde edilir:
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d ~

W —[-2(V, —E)— (M +V,)ly, (45.1.2)
__ 1 dw+y,)

o= (45.1.3)
1 dwew)

vy = (45.1.4)
d _

SV _po, - )~ (m vy, @5.15)

Burada vektor potansiyelin birinci bileseni A =0 ve uzaysal dalga fonksiyonu

w1(X)

wixy=| Vo™ (45.1.6)
5 (X)

w,(X)

olarak secilmektedir.
Bu baglasimli dort denklemden baglasimsiz ikinci dereceden bir
diferansiyel denklem bulunur:

S va) e vy - (Vs ) =0 (45.17)

~ mn .
Burada V, :\% ve mzz biciminde tanimlama yapildiginda Denklem (4.5.1.7)

asagidaki denkleme doniisiir:

V2D | ) 2 + TV, +y2) =0 (4518)
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Denklem (4.2.1.2), bu denklemde yerine yazilir ve Denklem (4.2.1.3) ve
(4.2.1.5)’deki degisken degistirmesi kullanilirsa

z(1- z)%Jr (1-22) d(l//ld: V2) + z(ll— 3 [EZ -Dz(1- Z)](l//l +y,)=0 (45.1.9)

2 |2 - _ ~
E zn ve D=/1(/1 D(E +m) dur.
4o mq

elde edilir. Burada £2 =

Dalga fonksiyonu

(v, +v,) =7 1-2)" &(2) (4.5.1.10)

bi¢iminde tanimlanirsa Denklem (4.5.1.9) asagidaki denkleme doniisiir:

d’o .~ ~ o~ do 1 ~
z(1-2) 7 +[27 +1)—(27+277+2)Z]E+m[|o+|1Z—|222]0)=0 (4.5.1.11)
Burada 1,, I, ve |, asagidaki bicimdedir:
l,=82+y?
|, =—27%—7—7—2777—D (45.1.12)

l,==y*~y-n-1n"-2y57-D

Denklem (4.5.1.11) hipergeometrik denkleme benzetilerek ¢6ziimii dogrudan

yazilabilir. Bu denklemin hipergeometrik denkleme benzemesi i¢in 1, =0, I, =1, ve

ab = -1, olmalidir. Bu kosullar kullanildiginda asagidaki bagintilar elde edilir.
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-~ .~ ~ ~ = 1

y =lg a=7+77+5+5

-~ .~ ~ ~ =~ 1

n=i¢ b:;/+77+5+5 (4.5.1.13)
~ 1 = ~

o0=,--D c=1+2y

4
Bu durumda Denklem (4.5.1.11)’in ¢6ziimii
a(2) =G, ,F.(a,b,c;2)+G, z"°,F(a+1—c,b+1—-c,2—c;2) (4.5.1.14)

olur. Genel ¢ozim ise a+1-c=A, b+1-c=B, 2-c=C olmak lizere asagidaki

bicimde bulunur:
(v, +v,)(2) =G,z 1-2)",F(a,b,c;2) +G,z 7 (1-2)" ,F.(A B,C; 2) (4.5.1.15)

Dalga fonksiyonunun diger bilesenleri Denklem (4.5.1.3) ve Denklem (4.5.1.4)

kullanilarak elde edilir.

4.5.2. Bagli Durumlar i¢in Enerji Bagintisinin Elde Edilmesi
Denklem (4.2.2.1), Denklem (4.2.2.2) ve Denklem (4.5.1.13)’deki bagintilar

kullanilarak enerji bagintis1 asagidaki bicimde bulunur:

2 2 2 2 2 ~
E., =_a;n($_:0$;\/{a’1rfg_l)} _4{0;_5? +a)“(;bq_l)m_(n+;)2a2} (4.5.2.1)

4.5.3. Yansima ve Gegme Olasilik Yogunluklarinin Hesaplanmasi

DKP denklemi i¢in olasilik akim yogunlugu

i* =ty (4.5.3.1)
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bigiminde ifade edilir. Burada 7 =yw*(»° ®#°) dir. »° ve pB* ifadeleri denklem

(4.5.3.1)’de yerine yazilirsa

I=1lly +v2) (v, 'H//a) — (¥, +‘//a)*(‘//1 +,)] (4.5.3.2)

denklemi elde edilir. Buradan yola ¢ikarak, yansima ve geg¢me olasilik

yogunluklarini bulmak igin sadece (y,+w,) Ve (y,+ws;)dalga fonksiyonlarmin

asimptotik ifadelerine bakmak yeterli olacaktir.
X — —oo durumunda
(p, +v,)(X) —> S,e%%%* 4§ g 2iaix (4.5.3.3)

elde edilir. (y, +w;) dalga fonksiyonunun asimptotik ifadesi icin Denklem (4.5.1.3)

ve Denklem (4.5.1.4) kullanildiginda

—dias
m+V,

Wo +¥5)(X) —> (S,e”F* —S,e ™) (4.5.3.4)

bulunur. Asagida §1 ve S~2 'nin agik ifadeleri verilmektedir.

S _ggiel@rc-a-b ~ iz (C)I(C-A-B)

Y r(c-a)(c-b) ' TI(C-AI(C-B)

rc)r(-c+a+bhb) LG reyr-C+A+B)

S, =Gq" T'(a)T(b) 2 T(A)T(B)

X — oo durumunda ise

(w1 +y2)(X) —q" I:—‘52(372i0[§>< (4.5.3.5)
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—digzq®
+V.

S

(o +¥5)(X) > (D,e"“") (4.5.3.6)

ifadeleri elde edilir. Elde ettigimiz bu asimptotik ifadelerin ve Denklem (4.5.3.2)’nin

kullanilmasi ile yansima ve gecme olasilik yogunluklari asagidaki bicimde bulunur.

~ (2 ~ |2
J S J D
R = yanspan _ ‘j‘z T = Soeeen _ ‘ ~2‘2 (4537)
‘Jgelen ‘Sl‘ ‘Jgelen ‘Sl‘
Buradaki katsayilar arasinda bir iligki kurulabilmesi i¢in
l//gelen(x = O) + l//yanSzyan(X = O) = l//gegen(x = 0) (4538)

stireklilik kosulunun kullanilmasi1 gerekmektedir. Gelen, yansiyan ve gegen dalga

fonksiyonlar1 sirasi ile asagida verilmistir.

1 m+2E, = )
E(W)Gl F(ab,c2)
) ) (m2+aV NG A-2)-72) ,F.(a,b,c; z)+z(1—z)a?b2 F(a+Lb+1c+12)G, (4.5.3.9)
'//gelen :Zy(l_ Z)ﬂ Z(Z s _ - . ab . -
( Ny 1-2z2)-nz) ,F(a,b,c;z)+z(1-z)—,F(a+1b+1c+12)]G,
m+V, c
1 m-2E+2V, < .
E(T\/S)Gl .R(ab,c;z)
1,m+2E, ~ _
E( mev, )G, ,F(AB,C;2)
(m2+av (=7 A@-2)-nz) ,F (A B,C;z)+z(l—z)%2 F(A+LB+1C+] z)](g2 (4'5'3'10)
y/yansan = Zi; (1_ Z);/ s -
( 2 N~y A-2)-712) 2Fl(A,B,C;z)+z(1—z)ﬁzl:1(A+1,B+1,C+J,'2)]G2
m+V, C
1 m-2E+2V, ~ ,
E(T\/S)Gz .F(AB,C;2)
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1 m+2E, ~

- D, ,F(AB,C;z

2(m+Vs) 2 2R )
20y 5 ~ , AB o
_ | T A-2)=72) ,R(AB.Ci) +2(1-2)" =, R (A+1,B+1C+L2)ID,

— 777 _ n s
e 7 5 : AB -
(7 A-2)-72) F(AB.Ci2)+ 2(l-2) =, R(A+1B+1C +12)ID,
s 1 m-2E+2V,, <
E(T)Dz ,F(AB,C;2)

(4.5.3.11)

Bu dalga fonksiyonlari Denklem (4.5.3.8)’de yerine konuldugunda §1=0 ve

62: IS2 olmasi gerektigi goriiliir. Bu durumda (4.5.3.7)’deki bagmtilar asagidaki

bigime doniislir:

¢ |gqr HCITCC+A+B) ’
R= ‘SZ‘ I F(AT(B) (4.5.3.12)
\é’l\z § g7 LCIC-A~ B[’
> I(C-AIr(C-B)|
~ 2 ~ 2
T ‘[32‘2 _ G, 2 (45.3.13)
\sl\ G r'(C)r(C - A-B)|

I'(C - AT(C - B)|

4.5.4. Elde Edilen Sonuglarin Cizimsel Degerlendirilmesi

Gegme ve yansima olasilik yogunluklarinin enerjiye gore degisimi Sekil
4.5.4.1.’de verilmektedir. Burada T +R =1 kosulunun saglandigi goriiliir. Bunun
yani sira enerjinin belli bir degerinden sonra gegme olasilik yogunlugunun enerjinin
artisina karsilik hizli bir sekilde artis gosterdigi Sekil 4.5.4.2.°de goriilmektedir.
Ayrica potansiyelin bigimini belirleyen A,q ve o parametrelerinin gegme olasilik
yogunlugunu nasil etkiledigi Sekil 4.5.4.3., Sekil 4.5.4.4. ve Sekil 4.5.4.5.°de
gosterilmektedir. Bu ¢izimlerden, ge¢gme olasilik yogunlugunun 4 ve « ’nin

artmasiyla azaldigi, g parametresinin artmasi ile de arttig1 sonucuna varilir.
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tF = =
\ ;""
|
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I
I
|
TR :
| |
- q=1,e=1,1=2, m=1
) = g=lod@=1; A—=2; m=1
0'. ! j/. L P R N R Mt T e PO S o
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
E
ve gecme (T)  olasilik

Sekil 4.5.4.1. DKP
yogunluklarinin enerjiye (E) gére degisimi.

pargacigl icin Yyansima (R)

—ig=1,.a=1, A=2,m=1

degisimi.

Sekil 4.5.4.2. DKP pargacigl i¢in ge¢me olasilik yogunlugunun enerjiye gore
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g=1,a=1,E=2.05m=1

w L

— a=1,1=2, E=2.05, m=1

80 90 100

Sekil 4.5.4.4. DKP parcacigi i¢in gegcme olasilik yogunlugunun g parametresine
gore degisimi.
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Sekil 4.5.4.5. DKP pargacigi i¢in gegme olasilik yogunlugunun « parametresine
gore degisimi.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢alismada g parametreli hiperbolik Pdschl-Teller potansiyeli icin goreli

olmayan ve goreli kuantum mekaniginde yer alan bir boyutlu denklemler ¢ozilerek
sacilma ve bagli durumlart betimleyen dalga fonksiyonlar1 Gauss hipergeometrik
fonksiyonlar cinsinden ifade edilmistir. Bu ¢ozlimler kullanilarak sagilma durumlari
icin gegme ve yansima katsayilar1 elde edilmis ve bu katsayilar potansiyeli
betimleyen parametrelerin farkli birka¢ degeri i¢in “Mathematica” yazilim programi
kullanilarak ¢izimsel bigimde degerlendirilmistir. Ayrica elde edilen ¢dziimlerin
sonlu degerler alabilmeleri kosulu kullanilarak bagli durumlar i¢in enerji
0zdegerlerini veren bagintilar elde edilmistir. Her bir pargacik (Schrodinger, Klein-
Gordon, Dirac, DKP) i¢in elde edilen bu bagmtilar bir arada Cizelge 5.1.’de
verilmektedir.

Bu cizelgede her bir denklem icin belirtilen enerji bagintilarinin gergel
olabilmesi i¢in gerekli kosullar bulunmaktadir. Schrédinger pargaciklari ig¢in gerekli
kosul q parametresinin 1’den kiigiik degerler almasidir. Goreli parcaciklar (Klein-
Gordon, Dirac, DKP) i¢in gerekli kosullar ise siras1ile ¢ = _3i2 , = —% ve 2= —%

dir.
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Cizelge 5.1. Goreli olmayan ve goreli pargaciklar i¢cin baglt durumlart veren enerji

bagintilari.
PARCACIK BAGLI DURUMLAR ICIN ENERJI
DENKLEMLERI BAGINTISI
2 ~ 2
Schrédinger denklemi E, -2 (n+£)+ 1+M
2m 2 4 q
2
E,, :*(/1‘1)
mq
Klein-Gordon denklemi ; 5 ; ;
$1\/{0; /1(/1—1)} _4{a_m2+a /1(1—1)_(n+1)2a2}
2 4mq 4 4q 2
2
E,, = %(/1‘1)
mq
Dirac denklemi ; 5 ; ;
11\/{05 /1(1—1)} _4{a_m2+a 1(4—1)_(“1)2&2}
2 mq 4 q 2
_—afA(A-))
El,z = 2mq
DKP denklemi ; 2 . 5
11\/{0: /1(/1—1)} _4{a_m+a A(A-1) _(n+1)2a2}
2 mq 4 4 2q 2

Cizelge 5.2.°de goreli olmayan ve goreli kuantum mekaniginde yer alan

denklemler

icin elde edilen gegme olasilik yogunluklarinin enerjiye gore

degisimlerinin karsilagtirilmas1 verilmektedir. Burada goreli kuantum mekanigi

denklemlerinde geg¢is durumunun olusmasi i¢in gerekli enerji degerinin, Schrodinger

denkleminde gecis durumunun olusmasi i¢in gerekli enerji degerinden daha biiyiik

oldugu goriilmektedir. Bunun nedeni goreli kuantum mekaniginde durgun haldeki bir

parcacik icin kiitle ile enerjinin ayn1 degere sahip olmasidir.
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Cizelge 5.2. Gegme olasilik yogunlugunun enerjiye gore degisiminin goreli ve goreli

olmayan pargacik denklemleri i¢in karsilastirilmasi.

TveE
g=1a=1A=2m=1degerleri icin Gegme olasilik yogunlugunun,

enerjinin artmasi durumunda E =0 degerinden baslayarak yaklasik
olarak E =2 degerine kadar arttig1 ve E =2 degerinden itibaren 1’
asimptotik olarak yaklastig1 sekil 4.2.4.2.”den goriilmektedir.

Sekil 4.3.4.2., gegme olasilik yogunlugunun  E =1 degerinden
Klein- baslayarak yaklasik olarak E =2degerine kadar arttigimi ve bu
Gordon degerden sonra ise 1’e asimptotik olarak  yaklastigini
gostermektedir.

Sekil 4.4.4.2.°ye gore gegme olasilik yogunlugu E =1 ile E=2
degerleri arasinda yavas, E=2ile E=3.5 degerleri arasinda hizl
bir bicimde artmaktadir. Bu degerden sonra ise maksimum degerine
ulagmaktadir.

Gegme olasilik yogunlugunun E =2 ile E=3 degerleri arasinda
DKP yavas, E =3 ile E=4.5 degerleri arasinda hizli bir artis gosterdigi
ve bu degerden sonra ise 1’¢ yaklastigt sekil 4.5.4.2.°den
gorulmektedir.

Schrodinger

Dirac

Goreli kuantum mekaniginde tartisilan {ic denklem i¢in elde edilen gegme
katsayisinin enerjiye gore yapilan ¢izimleri incelendiginde rezonans durumlarinin
olugmadig goriilmektedir. Bunun nedeni bu ii¢ denkleme eklenen skaler potansiyelin
vektorel potansiyele esit alinmasidir. Skaler potansiyel ile vektorel potansiyelin
birbirine esit olmast durumunda goreli kuantum mekanigi denklemleri Schrodinger
denklemi tipine indirgenmektedir. Bu yiizden goreli parcaciklar icin elde edilen
gecme katsayilarinin, potansiyeli betimleyen parametrelere ve enerjiye gore
cizimleri, Schrodinger parcacigi icin bulunan ge¢me katsayisinin, potansiyeli
betimleyen parametrelere ve enerjiye gore ¢izimlerine benzemektedir.

Cizelge 5.3.’de ise bu ¢alismada ele alinan dort denklem i¢in gegme olasilik

yogunluklariin potansiyelin bagli oldugu q ve « parametrelerine gore degisiminin

karsilastirilmasi verilmektedir.
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Cizelge 5.3. Gegme olasilik yogunlugunun q Ve « parametrelerine gore degisiminin
goreli ve goreli olmayan pargacik denklemleri igin karsilagtirilmasi.

Schrodinger

Tveq Tvea
E=1.05a=141=2m=1degerleri i¢cin | E=4.05q=141=2,m=1
gegme olasilik yogunlugunun yaklagik | degerleri  igin  gecme

olarak q=2 degerinden sonra 1’e

asimptotik  olarak yaklastigi  Sekil
4.2.4.4.°den gorilmektedir.

olasilik yogunlugunun «
parametresinin artmast ile
azaldigt  ve  yaklasik
olarak a =4 degerinden
sonra sifir oldugu Sekil
4.2.4.5.°den
gorulmektedir.

Sekil 4.3.4.4°¢ gore gecme olasilik

434.5°e gore gegme

yaklasik olarak =90 degerinden

sonra 1’e asimptotik olarak yaklastig
Sekil 4.5.4.4.°den goriilmektedir.

Klein- yogunlugu g =20 degerinden itibaren 1 | olasilik yogunlugu o =5
Gordon olmaktadir. degerinden itibaren sifir
olmaktadir.
Sekil 4444, gecme olasilik | Sekil 4.4.45., gecme
yogunlugunun =40  degerinden | olasihk  yogunlugunun
Dirac itibaren maksimum degerine ulastigini | & =18 degerindep sonra
g('jstermektedir. sifir yani minimum
degere ulastigini
goOstermektedir
E=2.05a=11=2m=1degerleri icin | Sekil 4.5.4.5°e gore
geeme  olasilik  yogunlugunun g | 86¢MeE 01351111f yogunlugu
DKP parametresinin artmas1 ile arttign ve | ¢ =1.3 degerinden sonra

sifir olmaktadir.

Tezde ele alinan potansiyel i¢in goreli pargaciklari betimleyen denklemler,
skaler potansiyelin sifir alinmasi durumunda mevcut diferansiyel denklem ¢OzUm
teknikleri ile ¢coziilememektedir. Bu nedenle yeni bir ¢6ziim teknigi ya da yaklasiklik
gelistirilerek bu calisma yeniden degerlendirilebilir.
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