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BiR SINIF STURM-LIOUVILLE OPERATORU iCiN AYRISIM FORMULU

Fatma Ayca CETINKAYA

0z

Bu calismada asagidaki siireksiz katsayili sinir deger problemleri ele alinmistir:

1) —y"+a(x)y = A2 p(x)y

y(0)=0

2) —y"+a(x)y = A*p(x)y

y'(0)=0

Calisgmada bu smir deger problemlerinin rezolvent operatdrlerinin  bigimi
incelenmis, Titchmarsh metodu uygulanarak o6zfonksiyonlara gore ayrisim

formiilii bulunmus ve bu formiile denk olan Parseval esitligi elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ayrisim Formiilii, Rezolvent Operator, Siireksiz Katsay1

Damsman: Dog. Dr. Erol YASAR, Mersin Universitesi, Matematik Ana Bilim
Dali

Es Damisman: Doc. Dr. Hanlar RESIDOGLU, Mersin Universitesi, Matematik
Ana Bilim Dali



Cetinkaya F.A.,. 2012. Expansion Problem for a Class of Sturm-Liouville Operator. M. Sc .Thesis, Mersin University.

EXPANSION FORMULA FOR A CLASS OF STURM-LIOUVILLE
OPERATOR

Fatma Ayca CETINKAYA

ABSTRACT

This work is devoted to the boundary value problems given below:

1) —y"+a(x)y =2 p(x)y
y(0)=0

2) —y"+q(x)y =A’p(x)y
y'(0)=0
Resolvent operators for this boundary value problems are constructed, expansion
formula with respect to eigenfunctions is obtained with the method of Titchmarsh;

also the Parseval equation equivalent to this Formula is examined.
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1. GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi; matematik, fizik ve mekanigin c¢esitli
dallarinda genis bir sekilde kullanilmaktadir. Matematiksel fizigin bazi
problemlerinde, Ozellikle kuantum mekaniginde singiileriteye sahip diferansiyel
operatorlerin 6grenilmesi dnem kazanmaktadir.

Lineer operatdrlerin spektral teorisinin esas kaynaklari, lineer cebir ve dalga
teorisi problemleridir. Bu problemlerin arasindaki benzerliklerin farkina varilmasi

cok eskilere dayanir. Matematikte |,ve H soyut Hilbert uzay: tanimlandiktan sonra

H de lineer 6zeslenik operatorler teorisi hizla gelismeye baslamistir. XIX. ve XX.
yiizyillarda bir¢ok matematik¢i sayesinde bu teori miikemmel bir seviyeye
ulasmistir. Ozel olarak, bu calismalarda o6zdegerler, Ozfonksiyonlar, spektral
fonksiyon, normlagtirict sayilar, vb. spektral veriler tanimlanmig ve farkli
yontemlerle bunlar i¢in formiiller bulunmustur. Regiiler ve singiiler olmak {izere iki
tiir diferansiyel operatdr tanimlanmis ve bunlarin spektral teorileri yapilandirilmistir.

Ikinci mertebeden regiiler operatorler icin spektral teori giiniimiizde Sturm-
Liouville teorisi olarak bilinir. Diskret spektruma sahip ve uzayin tamaminda tanimh
operatdrlerin 6zdegerlerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum mekaniginde ¢ok 6nem
tagimaktadir. Birinci mertebeden iki denklemin (Dirac denklemi) regiiler sistemleri
daha sonraki yillarda ele alinmastir.

Ikinci mertebeden singiiler operatorlerin spektral teorisine yeni bir
yaklasimi 1946 yilinda Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tanimli azalan (artan)

potansiyelli
2
L= —% +q(x)

Sturm-Liouville operatorleri icin 6zdegerlere gore ayrisim formiilii Titchmarsh
tarafindan bulunmustur. Bu operatdr fizikte genis uygulamalara sahip Schrédinger
operatdrii ile yakin iliski i¢erisindedir.

Singtiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iliskin ve diferansiyel
operatorlerin spektral teorisinde 6nemli bir yere sahip olan ¢alismalar 1949 yilinda

Levitan tarafindan yapilmistir. Levitan bu calismalarinda spektral teoriyi

esaslandirmak i¢in kendine has bir yontem vermistir.
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Tezde singliler durumda, Sturm-Liouville operatorii i¢in farkli sinir
kosullar1 altinda ayrisim problemleri incelenmistir.

Bulgular ve tartigmalar kisminda, stireksiz katsayili

—y"+q(X)y =A°p(X)y, 0<x<o (1.2)

denklemi ve sirasiyla
y(0)=0 (1.2)
y'(0)=0 (1.3)

sinir kosullar1 ile dretilen smir deger problemi ele alinir. Burada A spektral

parametre,  q(x) ise j (x+1)|q(x)|dx <o kosullunu ~ saglayan reel degerli bir
0

fonksiyondur. Tezde, bu iki problemin g(x) =0 oldugu durumlar da ele alinmistir.

(1.1) denkleminin ¢Ozlimiiniin yeni integral gosterimi kullanilarak,
Wronskiyen tanimlanmis; ¢éziimiin 6zellikleri incelenmis, sagilma fonksiyonu ve
normlastirict sayilar tanimlanmistir. Sagilma fonksiyonunun kutup noktalarinin iist
yar1 diizlemde dagilimi incelenmistir. Bunlardan yararlanarak H Hilbert uzayindaki
sinir deger probleminin bir operatdr denkleme denk oldugu gosterilmis ve Hilbert
uzayinda, bu operatdriin rezolvent operatorii insa edilmistir. Rezolvent operatore
iliskin yardimci lemmalar ispatlanmigtir. Kontiir iizeri integralleme kullanilarak ele
alman smir deger probleminin O6zfonksiyonlarmma gore ayrisim formiilii elde
edilmistir ve H Hilbert uzayinda L operatoriiniin spekturm kiimesi incelenmis ve
spekturm kiimesinin sonlu sayida negatif 6zdegerlerden ve pozitif tart eksende

yerlesen siirekli spektrumdan olustugu gosterilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Regiiler problemler i¢in ayrisim formiiliinii birka¢ metodla elde etmek
miimkiindiir. Bunlardan en Onemlileri; integral denklemler metodu, sonlu farklar
metodu, egrisel integrasyon metodu vb. dir. (Bknz. [1,2]) Daha 6nce klasik Sturm-
Liouville problemi ¢in kullanilan, egrisel integrasyon ve rezidii teorisi yontemi, [3]
de, singiiler probleme uygulanmustir.

Klasik Sturm-Liouville problemi i¢in ayrisim formili [3], [2], [4] ve [5]

calismalarinda verilmistir. [4] te ¢Oziimiin operator donilisiim

e(1, x) =" +Ojo K (x,t)e'*dt

ifadesi kullanilir, burada o(X) = T|q(t)|dt , 0,(X) = OjOO'(t)dt olmak tizere; K(x,t)

| K(X, t)| < % G(XTHJ exp {al(x) -0, (XTHJ}

Siireksiz durumda ise, yar1 eksendeki problem iki kisima ayrilarak [6] ve

esitsizligini saglar.

[7] ¢alismalarinda incelenmistir. Bu durumda; [0,c0)arahg [0,a]ve [a,)
(astireksizlik noktasi) araliklarina indirgenerek incelemeler yapilmis ve e(A, X) in [4]
teki ifadesini kullanilmigtir. [8] de ¢6ziim igin yeni bir integral gdsterim elde

edilmistir. Bu gosterim

F(x,A)=f(x )+ [ K(xt)e™dt

4 (x)

bi¢imindedir. Burada

—l L 2" (x) l . 1 i (x)
f““"i“ p(x)je +2(1 W]

denklemin q(x) =0 halindeki ¢oziimiidiir ve *(x)=+x\/p(x) +alF (X))
bicimindedir. Ayrica, kapali st yar1 diizlemdeki tim Alar igin
K(x,.) € L (2" (X),+) dir. (Bknz. [9], [10]) Tezde, sonuglar bu integral gosterim
kullanilarak elde edilmistir. Sinir kosullarinda spektral parametre igeren problem

ise, [9] ve [10] calismalarinda ele alinmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 STURM-LIOUVILLE OPERATORU ICIN YARI EKSENDE AYRISIM
PROBLEMI.

3.1.1 Ayrisim Formiili

Tamim 3.1.1.1 Sturm-Liouville problemi olarak bilinen

Ly(x) =-y"+q(X)y = 1y (3.1.1.1)
y(@)cosa +y'(a)sina =0 (3.1.1.2)
y(b)cos g+ y'(b)sin =0 (3.1.1.3)

probleminin tanimli oldugu [a,b]aralig1 sonlu ve problemdeki g(x) fonksiyonu bu

aralikta toplanabilir ise, bu siir deger problemine regiilerdir denir. Diger

durumlarda, yani [a,b]araliginin sonlu olmadig1 veya q(x)in [a,b]de toplanabilir

olmadig1 veya bu iki durumun her ikisinin gecerli olmasi halinde ise probleme

singtilerdir denir.

Tanmm 3.1.1.2 Eger (3.1.2.1)-(3.1.2.3) sinir deger problemi belli bir A4 degeri icin
asikar olmayan bir Y(X,A,)c¢oziimiine sahipse, 4, e (3.1.1.1)-(3.1.1.3) sinir deger

probleminin bir 6zdegeri, y(x,A,)e ise bu 6zdegere karsilik gelen ozfonksiyon denir.

Tanim 3.1.1.3 Eger (3.1.1.1)-(3.1.1.3) simnur deger problemi belli bir A degeri i¢in
agikar olmayan bir Y(X,A,)¢06ziimiine sahipse, 4, e (3.1.1.1)-(3.1.1.3) smir deger

probleminin bir dzdegeri, y(x,A,)e ise bu 6zdegere karsilik gelen dzfonksiyon denir.

Tamm 3.1.1.4 H bir Hilbert uzay1 ve Abu uzayda taniml1 bir operator olmak tizere,
R, =(A-Al1)™" ifadesi H uzaymnm tamaminda mevcut ve sinirl olacak bigimde bir

A € Cbulunabiliyorsa, bu Adegerine Aoperatoriniin regiiler noktast denir.

R, operatdrii ise Anin rezolventi olarak adlandirilir.
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Tamim 3.1.1.5 Bir [a,b]araliginda tanimli ve siirekli tim f (x) fonksiyonlar1 i¢in

AF(X) = [K(x, &) f ()&

biciminde tanimlanan A operatoriine Kk(X,&) ¢ekirdegine sahip integral operator

denir. Burada & e[a,b]dir.

Tamm 3.1.1.6 L operatorii

dn dn—l
()= Po0) 3+ P00t + P, ()Y

diferansiyel ifadesi ve
U (y)=0 v=12,..,n

sinir kosullarindan olusan diferansiyel operator olsun, burada

L, p,(X), ..., p,(X) katsayilart siireklidir. Ayrica U, (y) sinir kosullart asagidaki

Po (X)
bi¢gimde bir lineer form olusturur:
U, (¥) =Y, +a1ya! +"'+an—1ya(n71) +5Ys +ﬂlybl +...+ﬂn—1yb(n71) =0

L™ operatorii, siirekli cekirdege sahip bir integral operatdrdiir. Bu g¢ekirdek,

L operatoriiniin Green fonksiyonu olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.1.1 Eger Ly=0 denklemi, sadece y=0 c¢oziimiine sahipse,
[a,b]arahglnda stirekli herhangi bir f (x) fonksiyonu i¢in Ly = f denkleminin bir

¢Ozlimii vardir ve bu ¢6ziim
y(x) = [G(x &) (£)de

seklinde ifade edilir, burada G(x,&) L operatoriiniin Green fonksiyonudur.

Teorem 3.1.1.2 f(x)in ikinci mertebeden tiireve sahip bir fonksiyon oldugunu ve
(3.1.1.2)-(3.1.1.3) siir kosullarin1 sagladiginmi kabul edelim. Bu durumda f(X),

(3.1.1.1)-(3.1.1.3) smur deger probleminin &zfonksiyonlariyla, mutlak ve diizgiin

yakindak bir Fourier serisine agilabilir. O halde
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F)=3av,(x) & =]f(N,()dx

saglanir.

Simdi agagidaki regiiler sinir deger problemini ele alalim:

y'+{A-a(0)}y=f(x) (3.1.1.4)
y(0)cosa + y'(0)sina =0 (3.1.1.5)
y(z)cos S+ Y'(z)sin =0 (3.1.1.6)

problemini ele alalim ve bu problemin 6zfonksiyonlarin

f(x)= nioanvn (x), a,= lr f (X)v, (x)dx (3.1.1.7)
formundaki ayrigiminin gerceklendigini kabul edelim. O halde

y(x, ) = Ie(x,t; A)f (©)dt (3.1.1.8)

formiili ile tanimlanan y(X, A) rezolventi

a
v (X
PRy

y(x,A) = z

o0zfonksiyon acilimina sahiptir ve (3.1.1.4) denklemini saglar. Burada
u(x,4) (3.1.1.4) denkleminin u(0, 1) =sine,u’(0, 1) = —cos a kosullarin1 saglayan
¢ozlimii; Vv(X,A)ise aymi denklemin v(z,A)=sin g,V (x,A)=-cosf Kkosullarini
saglayan ¢ozlimleri olmak tizere,

<
o=t ot
bi¢imindedir.
(3.1.1.4) denklemini ¢bzerek ve Y(X,A)fonksiyonunun kutuplardaki rezidiilerini
bularak, bir f(x)fonksiyonunun ayrisim formiiliindeki terimleri belirleyebiliriz.
w(A) fonksiyonunun sifirlari (3.1.1.4)-(3.1.1.6) probleminin 6zdegerleriyle ¢akisiktir
ve basittir.

v(x, 4,) =Kk u(x, A,) oldugunu kabul edelim. Sinir kosullarindan, K in sonlu

ve sifirdan farkli oldugunu sdyleyebiliriz.

y(x, A4) fonksiyonu, A = A, noktasinda
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K, .
Wi A ATO

rezidiisline sahiptir.

Bu bahsettiklerimiz bize ayrigim formiiliiniin
kn
wW'(4,)

fx=3 u(x, 4 )fu(t, A )f (t)dt

seklinde olacagini sdyler.

(3.1.1.8) ile tanmimlanan, Yy(X,A)fonksiyonun, kompleks A diizleminde
egrisel integralini alarak, f (x)fonksiyonunun limit durumunu; iizerinden integral
aldigimiz egriyi, Yy(X,A)nin singilaritelerinin oldugu reel eksene tasiyarak da
f (x) in 6zfonksiyonlara gore ayrisim formiiliinii elde ederiz.

Burada, singiiler durumda; ayrisim formiiliiniin, regiiler durumun limiti seklinde elde

edilebildigini belirtmekte fayda vardir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1 IKINCI MERTEBEDEN SUREKSIZ KATSAYILI SINIR DEGER PROBLEMI
ICIN SPEKTRAL PROBLEM

4.1.1 Coziimiin Yeni integral Gosterimi

Pozitif yar1 eksende verilen asagidaki sinir deger problemini ele alalim:
—y"+a(x)y = 22 p(x)y (4.1.1.1)
y(0)=0 (4.1.1.2)

Burada A spektral parametre, q(x) ise
[ X|a(|dx <o (4.1.1.3)
0

kosulunu saglayan reel degerli bir fonksiyondur. Ayrica, p(X)katsayisi

0 < a #1olmak tizere

(x) = a®, 0<x<a
r 1, x>a

bi¢imindedir.

1 1 | 1 S

f,(x, 4) =§(1+Wjeﬁ” ( )+§(1—W]eﬁ” )
(4.1.1.1) denkleminin g(x) = 0 oldugundaki ¢cOziimiidiir. Burada
15(X) = 2xp(x) +a(lF [p(x)) bigimindedir. [8] kullanilarak, kapali st yari
dizlemdeki tim Alar i¢in K(X,.) e L (¢ (X),+0) olmak iizere (4.1.1.1)

denkleminin asagidaki sekilde tek bir f (x, 1) ¢6ziimii oldugu gosterilebilir:

f(x,4) = f,(x,4)+ T K (x,t)e*dt.

#5(x)

4.1.2 Spektral Verilerin Ozellikleri
Lemma 4.1.2.1 f(x,A)ve f(x,4) fonksiyonlarinin Wronskiyenleri X’e bagh

degildir ve reel A #0igin



Cetinkaya, F.A., 2012. Bir Simf Sturm-Liouville Operatérii igin Ayrisim Problemi, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

W [ f(x,A), f(x,/a,)] = f(x, A) F'(x, )= F'(x, ) F (X, A) =2i1

dir. Bu nedenle f(x,A)ve f(x,A)fonksiyonlart (4.1.1.1) denkleminin temel
¢Oziimler sistemini olusturur.
Ispat: f(x,A)ve f(x,A) (4.1.1.1) denkleminin ¢dziimleri oldugundan

—£7(x, A) +q(x) F (%, 2) = 22 p(x) f (%, A)

ST A) +9(0) T (0 A) = 2200 T (X, A)
yazabiliriz.

d
dx

=[ 00 =220 [T (. Df (x,. )~ a(x) = 220(x) | f (x, 2) F (x, 2) =0

Boylece wronskiyenin X e bagli olmadig: elde edilir.

W[ (62, T(x2) |= f DT " (x )T (1) =

limw [ f(x,A), f(x,z)] =0oldugundan W [ f(x 1), f(x,z)] =2iAdir.o

w(x,4) (4.1.1.1) denkleminin w(0,1)=0, w'(0,4) =1 baslangi¢ kosullarini

saglayan ¢0zlimii olsun.

Lemma 4.1.2.2 Reel A #0igin

WX A)
—2i4 [0 f(x,A)=S(1)f(x,4) (4.1.2.1)
ve
_f(0,4)
S(1)= 70.2) (4.1.2.2)

ifadeleri saglanir.

ispat: f(x,2)ve f(x,A) (4.1.1.1) denkleminin temel ¢oziimleri oldugundan
w(x, A) =¢, f (x,2)+c, f (x, 1)

yazabiliriz.

W f(x, 2),w(x, 2)]_, = £'(0, )W(0, 2) - f (0, )W(0, 2) =~ (0, 2)

W [ (%, A), W(X, ,1)] =1'(0, A)w(0, 1) — T (0, AW'(0, 1) =—T (0, 2)

x=0
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esitliklerini goz oniine alirsak, ¢, = f((_)’/i) Ve, = —M elde ederiz.
2i4 2iA
O halde
f(0,4) O+
w(x,A) =———=f (X, ) ————=f(x, 4 4123
) A)=—— T A)-———1(x4) (4.12.3)
yazabiliriz.

Simdi, tim reel Alar igin f(0,4)#0 oldugunu gosterelim. Tersini
kabul edelim. O halde, f(0,4,)=0 olacak sekilde bir A, reel sayis1 vardir. Bu
durumda,

£(0,4) (0, 4) ~ £(0,4) £'(0, 2) = 2i,
esitliginden bir ¢eliski elde ederiz. (4.1.2.3) nin her tarafim f(0,4) ile bolip

—2iAile ¢arparsak (4.1.2.1) iin dogrulugunu gérmiis oluruz. Burada

seklinde tanimlanir.

— f(0,2) _ PN e
S( )_m =[S(1)]" oldugundan S(ﬂ)_[su)] ve
S(1)-S(A) = 104) 104 =1oldugundan |S(4)| =1buluruz. o

f(0,4) f(0,1)
p(4) = (0, A1) tanimlansin.

Lemma 4.1.2.3 ¢(A) fonksiyonunun sifirlar1 sanal eksende yerlesir.

Ispat: Tiim A=#0lar i¢in @(A)#0oldugundan, (1) fonksiyonunun olabilecek

olan tek sifit A =0dir. (A1) nin Gst yart diizlemdeki analitikliginden, ¢(A4)nin

stfirlarinin, sayilabilir ¢oklukta elemana sahip bir kiime olusturdugu sdylenebilir.
Ve w, (Imy; >20,j=12)nin ¢(A) fonksiyonunun iki sifirt oldugunu

kabul edelim ve asagidaki esitlikleri yazalim:

— (%, 1) +A(X) F (X, 1) = 42 p(X) F (X, 18),

—T706 1)+ 90 T (% 15) = 1, pO) T (X, 18).

10
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Esitlikleri sirastyla (X, z,)ve f(x,z)ile carpip, sonug esitliklerinden ikincisini

birinciden ¢ikardiktan sonra, sifirdan sonsuza integral alirsak;
_2 * —_— —_—
(” = 1) POV (6 ) T (6 )OI =W { £ (1), T 2)} =0, (4.1.2.4)
0

buluruz. Buradan, ¢(A) nin herhangi iki g4 ve w, sifirt igin

W (), f(xas)) =0

yazabiliriz. O halde (4.1.2.4)

(a2~ 1) POO T (%, ) T (%, XX =0 (4.1.25)

halini alir. Ozel olarak, g, = g durumu z° —Zz =0olmasim1 veya A, >0iken
4, =14, olmasin gerektirir. Bu ise, ¢(A) fonksiyonunun sifirlarinin sanal eksen

tizerinde yerlestigini gosterir. O

Lemma 4.1.2.4 ¢(A) fonksiyonun sifirlar basittir.
ispat: f(x,A)fonksiyonunun Aya ve xe gore tiirevlerini sirasiyla f(x, 1) ve
f'(x,A) ile gosterelim.
—£"(x, A) +q(x) f (x, 1) = 12 p(X) f (x, A)
esitliginin A ya gore tiirevinden
—£7(%, A)+aq(x) f (x,2) = 240(x) f (x, 1) + 12 p(X) f (X, A)

olur. Son iki esitlikten ve ¢(4) fonksiyonunun tanimidan

2

22 j ()| f (%, A)| dx=—F'(0, A)p(A) +p(4) (0, A)

elde edilir. Burada A =iy, alinirsa,

2

2ip1 [ OO (%) dx=—'(0,iz8)gp(i s ) (4.1.2.6)

bulunur, dolayisiyla f'(0,iz, )@(iz ) = 0Ki, bu da ¢(A) fonksiyonunun sifirlarmimn

basit olmas1 demektir. o

11
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Lemma 4.1.25 ¢(A)fonksiyonu ist diizlemde (ImA>0)sonlu sayida
A, (k=12,...,n) sifirlarina sahiptir.

Ispat: &, ¢(1)fonksiyonunun, birbirine komsu olan, iki sifiri arasindaki
uzakligin infimumu olsun. & > 0 oldugunu gosterelim.

Aksini kabul edelim. O halde I!im{/fk—ﬂk}:o, A >4 >0 ve

mgx/ik <M saglanacak bigimde, (A1) fonksiyonunun sifirlarindan olusan,

{lik } ve {Iﬂk} dizileri vardir. (4.1.1.1) denkleminin  f (X, A)¢6ziimiiniin
ozelliginden (Bknz. [4]) yeterince biiylik A sayilari igin,
f(x,4)> %exp(—/ix) esitsizliginin X € [A, oo] ve e [O, oo) a gore gerceklendigini

sOyleyebiliriz. Buradan ise

—A(Z+4) e—ZMA

. > (4.1.2.7)
A4 +4)  8M

Tf(x,iik)f(x,iﬂk)dx>

saglanir.

Diger taraftan (4.1.2.6) dan,
O:Tf(x,iik)f(x,iﬂk)dx:_Tf(x,iik)[f(x,iﬂk)—f(x,iik)}dx+
+ff(x,i/ik)f(x,iik)dx+ff(x,iik)f(x,iﬂk)dx
olur. k —>ooiken x [0, A)igin m[f(x,m})— f(x,i4,) =0 oldugundan,

0=lim | f(x, il)f(x,id )dx (4.1.2.8)

> — 3

saglanir. (4.1.2.7) ve (4.1.2.8) ifadeleri bir ¢eliski olusturur. O halde kabuliimiiziin
yanlis oldugunu ve dolayisiyla @(A) fonksiyonunun sifirlarinin sayisinin sonlu
oldugunu soyleyebiliriz. o

A=i4; (1;>0),j=12,..,n ler ¢(1)fonksiyonunun sifirlar1 olsunlar.

1

Ayrica m; nin f(i4;,x) fonksiyonunun L, (0,0)daki normu oldugunu kabul

edelim.
O halde, (4.1.2.6) dan

12
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m;? = ! PO f(x, mtj)\2 dx :—ﬁgb(mj)f 0,i4,) (4.1.2.9)

yazabiliriz. Bu sayilar (4.1.1.1), (4.1.1.2) smir deger probleminin normlastirict

sayilart olarak adlandirilir.
4.1.3 Rezolvent Operatoriin Insa Edilmesi

Bu boliimde (4.1.1.1), (4.1.1.2) probleminin rezolvent operatdriinii insa edecegiz.

H, =L, ,(0,0) uzaymdaki i¢ carpimi

(1,9)= [ F(0500p(x)0x

ile tanimlayalim. Burada f(x),9(x) €L, ,(0,00)dur.
I(f)={—f"(x)+a(x) f (x)} olmak iizere L: f —I(f)operatoriiniin tanim kiimesi
D(L) :{f(X) el, ,(0,0): f(x), f'(x) e AC[0,0),I(f) €L, ,(0,0), f (0) =O}
bigimindedir. (4.1.1.1), (4.1.1.2) smir deger problemi Ly =A%p(X)y esitligine
denktir.

Eger A%, L operatoriiniin spektrum noktasi degilse R (L)=(L -220™

rezolvent operatorii vardir. Simdi rezolvent operatoriiniin bi¢imini bulalim.

Teorem 4.1.3.1 Tiim A* (ImA>0, ¢(A) #0)sayilar1 L operatdriiniin rezolvent

kiimesine aittir. R , (L) rezolventi

R (1) = [ 60,6 )90 p()ct

cekirdegine sahip bir integral operatdrdiir. Burada

w(x, A) f(t,4), t>x
G(x,t;ﬁ,):——1 AT A)
o(A) | T (X, A)w(t, 1), t<x
dir.
Ispat: g(x) e D(L)nin sonsuzlukta sonlu degere sahip bir fonksiyon oldugunu

kabul edelim. L nin rezolvent operatoriinii insa etmek i¢in

13
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—y"+a(x)y = 22 p(X)y +g(x) p(X) (4.1.3.1)
y(0)=0 (4.1.3.2)
siir deger problemi ¢oziilmelidir. (4.1.3.1), (4.1.3.2) probleminin ¢éziimiinii
y(X,A) =c, (X, YW(X, 1) +C, (X, A) f (X, 1) (4.1.3.3)
bi¢iminde arayalim. Burada w(x,A)ve f(x,A)fonksiyonlar1 ImA>0igin

homojen problemin ¢oziimleridir.
Sabitlerin degisimi ydntemini uygulayarak, asagidaki denklemler

sistemini elde ederiz:

{cl (X, WX, 2) +¢, (x, 2) f (x,2) =0 (4.1.3.4)

¢, (X, YW (X, A) +¢, (X, A) F'(x, A) =—p(X)g(X).
y(x,2) € L, ,(0,%0) olmasi igin ¢, (o0, 4) =0olmalidir. Bu bilgiyi ve (4.1.3.2)

denklemler sistemini g6z oniinde bulundurursak,

Cl(X.ﬂ)=—$Tf(t,/”t)g(t)p(t)dt.

C,(x,4)=¢,(0,4) —LJ‘W(L A)g(t) p(t)dt (4.1.3.5)
P(4) %
(4.1.3.3) i (4.1.3.4) te yerine yazip, (4.1.2.9) yi dikkate alarak, teoremin ispatini

bitiririz.o

Lemma 4.1.3.2 g(x) € D(L)iki kez tiirevlenebilen, sonsuzlukta sonlu deger alan

bir fonksiyon olsun. O halde || — o, Im A > 0 iken

TG(x,t;/l)g(t)p(t)dt __ 909 Z(x4) (4.1.3.6)

A? A°
dir. Burada §(t)=—-g"+q(t)g(t)iken Z(x,4) = TG(x,t;/’L)g(t)p(t)dt dir.
0
Ispat: Teorem 4.1.3.1 i kullanarak ve kismi integrasyon yaparak

JG(xtAg®Andt = —i{w(m)f (6 o0+
] ¢(4) g

+1(x, E)TW(L ﬂ)g(t)p(t)dt}

14
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_w {f(x,A),W(x,2)}
Ao(2)

buluruz.Buradan (4.1.3.6) nin gergeklendigi kolayca goriliir. o

g(x)+%Ie(x,t;z)g<t)p(t)dt,

4.1.4 Kontiir Uzere Integralleme Yontemiyle Ozfonksiyonlara Gére Ayrisim

Formiluniin Elde Edilmesi

Bu boliimde (4.1.1.1), (4.1.1.2) smr deger probleminin 6zfonksiyonlarina gore
ayrisim formiiliinii bulacagiz.

S(4),4;,m; (=1,2,...,n)leri yukarida tanimlandiklari sekliyle, (4.1.1.1),(4.1.1.2)

sinir deger probleminin sinir ¢ézlimlerini ise agagidaki gibi alalim:

u(x,/l)z\/g[f(x,ﬂ,)—S(ﬂ,)f(x,/l)], 0<A® < oo,

u(x,id;) =m; f(x,iz;), j=12,...,n.

Bir egri boyunca integralleme yapilarak, bu ¢ozliimlerin tam bir sistem

olusturduklar1 gosterilebilir.

Teorem 4.1.4.1 Parseval esitligine denk olan ayrigim formiilii saglanir:

S(x-t)p(x)* = zn:u(x, i4,)u(t,iz;) +Tu(x, Au(t, A)d A4, (4.1.4.1)

=1
burada o Dirac delta fonksiyonudur. Ayrica X —ooiken asagidaki asimptotik

formiiller gecerlidir:
u(x,A) =" -S(1)e” +o(l) (0<A’<w),
u(x,il,)=me *[l+o@®]  (j=12..,n). (4.14.2)

Ispat:
F(x.2) = [G(x g0t

alalm ve I'; nin sifir merkezli R yaricapli pozitif yonlendirilmis bir ¢ember
oldugunu kabul edelim.

D:{z:|z|£R, |Imz|25}

15
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bolgesinin pozitif yonlendirilmis simrim I'y ile gosterelim ve bu egri lizerinden

integral alalim.
(4.1.3.6) esitliginin her tarafini %/iile carpip, Aya gore integral
7l
alirsak

1 1 g(x)
— | AF(x,)dA=—— | 22dA+Z, (x
27 FI (%.2) 27i J A @e(X)

Z(x, 4) dAdir
A

elde ederiz. Burada Z, _(X) =i. j
’ 27l .

w(x, 1) ve f (x, A) fonksiyonlarinin ~ 6zelliklerinden, R —oove
& —>0iken vxe[0,T]<[0,%)i¢in Z;, — Osaglanir.

Bu son esitlikten, R —oove ¢ — 0iken

1 1 % . .
Z—ﬂrgg/iF(x,i)d/Iz—g(tz—mJ A[F (%, A+i0)—F(x,2-i0)[d A

00

yazabiliriz.

Diger taraftan, rezidii teorisinden
1 n n
— | AF(x,4)dA=) Res[AF(x,4)|+ ) Res|AF(x,4
= j (0 A)dA =3 Res[2F (x, )] + 3 Res[4F(x,2)]

olur. Son iki esitligi kullanarak,

9(x) =~ Res[AF (x, )]~ Y Res [4F (¢, )]+

j’J ]

0

+i_[/1[F(x,/1+i0)—F(x,/1—i0)]di (4.1.4.3)

27 °
elde ederiz.

Simdi, w(x,A)nin (4.1.1.1) denkleminin w(0,4)=1,y'(0,4)=0
baslangic  kosullarim1  saglayan  ¢Oziimii  oldugunu  kabul  edelim.
W {W(X, ), w(X, ﬂ,)} =1 oldugu aciktir. O halde

f (X, 4) =c,w(x, 1) +C,i(x, A) yazabiliriz. Buradan
f(x,4) = (0, A)w(x, A1) + (0, Dw(x, 1)

oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla,

16
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N w(x, ) F'(0, )W(t, 2) + T (0, Yy (t, A)], x<t <oo,
KEA==0 [£/0, A)W(x, 2) + (0, A (x, 2) | w(t, A), 0 <t <X,

__POA e ywie, 1) - {W(X’ﬂ)'/’(t’ﬂ)’ x=t, (4.1.4.4)
o(A) (X, Dw(t, 1), t <X,

olur.

Benzer sekilde Im A > 0igin

F(x,4) = —ﬁ £1(0, A)W(x, Z)Tw(t, 2)9(0) p(t)dt

(A Wit IO (0w, Ay (1 9O (00

dir. O halde,

Res[2F(x,4)] =~ £'(0, ilj)TW(t, i2,)0(t) p(t)dt

@(i4;)
yazabiliriz.
Buradan,

Ii{:(iel_s {ATG(X,t; A)g (t)p(t)dt} + 5%3 {ATG(x,t; ;t)g(t)p(t)dt} =

_[ 24 £/(0,iA. )W(X,iA )Tw(t i4,)g(t) p(t)dt
L oeGa) B HRRE

 (aiy)

" @(iA,)’m W(X 4, )f w(t,i2,)g(t) p(t)dt

—u(x, Mj)Tu(t, i2,)9(t) p(t)ct (4.1.4.5)

olur. Simdi
1 % . :
— | A|F(X,A+i0)—-F(x,A—i0)|dA
2 | AP A1) -F(x A-i0)]
ifadesini hesaplayalim.

(4.1.4.4) den ve F(x,4A—i0)=F(x,A+i0) esitliginden

17
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o o [ f0,4+i0) | £'(0,4-i0)
G(x,t,/1+|0)—G(x,t,/1—|O)—{ 21 +10) + 2(1_10) }w(x,l)w(t,/l)
_[ g”(ﬂ)z 0, 2) - g”(l)z f'(0,/1)]w(x,/1)w(t,/1)_L/lzw(x,ﬂ)w(t,}t)

lo(2) o (2) o (2)
yazabiliriz.

Buradan u(x,/l)z\/Zz[f(x,ﬂ,)—%f(x,)ﬂiken,
/A

1 % _ . 27 A° R
_— ' - y - d = I 1 dd
Zﬂij;/l[F(x A+i0)—F(x,2-i0)[d A ﬁ!wwr w(X z)lw(t A)g(t) p(t)dtd A

O ey 8

u(x, A)Tu(t, 2)g(t) p(t)dtd A (4.1.4.6)

oldugunu soyleyebiliriz.
O halde, (4.1.4.4), (4.1.4.5) i (4.1.4.6) de dikkate alirsak, 6zfonksiyonlar

i¢cin ayrigim formiiliinii asagidaki sekilde buluruz:
9(x) = 2 u(x,i4)[u(t,i2;)g(t) pOdt + [u(x, ) [u(t, g (t) pt)dtd 2
i=1 0 0 0

(4.2.4.7)
(4.1.4.1) formiilii (4.1.4.7) formiiliine denk olan Parseval esitligidir. Teoremdeki
asimptotik ifadeler x — coiken (4.1.4.1) nin sagladig 6zelliklerdir.o

(4.1.4.7) u Stieltjes integrali bigiminde yazarsak

g(x) = T w(x, /1)(00 w(t, A)g(t) p(t)dtJda(l) (4.1.4.8)
2 lzd}é 220
7 |p(A)|

olur. Burada do(4)= L operatoriiniin  spektral

0 (2i4,) 6(A—i4))

$ERIOGIL) -,
m M)

fonksiyonudur.

18
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(4.1.4.8) de G(2) = [ w(x, ) g(x) p(x)dx alirsak
0
g(x)= J. G(A)w(x,4)do(A) olur. Bu esitligin her iki tarafin1 g(X) ile carparsak

ng(x)dx - T G’(A)do(2)

Parseval esitligini elde ederiz.
4.1.5 Spektrum Kiimesinin Incelenmesi

Lemma 4.1.5.1 L operatoriiniin pozitif yar1 eksende 6zdegeri yoktur.

Ispat: 1, >0 L operatériiniin bir 6zdegeri ve Y, (X) = y(X,4,) bu dzdegere karsilik

gelen o6zfonksiyon olsun. f(X,4,)ve f(X,4,)temel ¢oziimler sistemi oldugundan,

(4.1.1.1) denkleminin genel ¢oziimii
Yo(¥) =0, F (X, &)+, F (%, 4)

bigiminde yazilabilir. x —>ooiken; f(x,4,)—e"™* ve f(x,4,) —e " oldugundan,
Yo (X) =" +c,e™ +0o(l)

yazilabilir. Bu esitligin temel kismi periyodik oldugundan, fonksiyon c,ve c,nin

higbir degeri i¢in L, (0,0)a ait degildir.o

Lemma 4.15.2 -4°(4, #0)m bir dzdeger olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
¢(4,) =0olmasidir.
Ispat: ImA, >0 igin ¢(4,)=0oldugunu kabul edelim. O halde f(0,4,)=0dur.
Dolayisiyla, f(0,4,)(4.1.1.1), (4.1.1.2) smr deger probleminin bir ¢dziimidiir.
X —>ooiken f(x,4,)istel bicimde arttigindan, f(X,4,) € L,(0,0)dur ve dolayisiyla
f(X,4,), Loperatriiniin —4,° 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur.

Tersine, —4,°(4, #0) bir 6zdeger ve Y(X,4,) L operatdriiniin bu dzdegere

karsilik gelen o6zfonksiyonu olsun. O halde Yy(0,4,)=0dwr. y'(0,4,)#0oldugu
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agiktir. Genelligi kaybetmeksizin, y'(0, 4,) =1oldugunu kabul edelim ve x —ooiken

f(x,/I) nin (4.1.1.1) denkleminin sonlu olmayan ¢6ziimii oldugunu kabul edelim
([5D. f(x,A)ve f(x,/l) (4.1.1.1) denkleminin temel ¢oziimler sistemi oldugundan
y(X,4,)=c,f(x,4) +c2f(x, A) yazilabilir. X —ooiken, c,=0ve c, #0elde edilir.
Son esitlikte x =0yazarsak, y(0,4,)=c,f(0,4,)veya f(0,4,)=e¢(4,)=0bulunur.
Dolayistyla, tim -4, &zdegerleri igin (sabit farkiyla farklanabilen) tek bir
y(x,4,) =cf (x,4) (c=#0)ozfonksiyonu vardir. o

Lemma 4.1.5.3 Loperatorii sonlu sayida —/112,—/122,...,/1”2ézdegerine

sahiptir.
Ispat: Lemma 4.1.1.2 de, ¢(A)fonksiyonunun ImA>0iist yar

diizleminde sonlu sayida i4,,i4,,...,i4, Ozdegere sahip oldugunu gostermistik. O

halde, Lemma 4.1.5.2 den L operatoriiniin sonlu sayida negatif 6zdegere sahip
oldugunu sdyleyebiliriz. o

O halde, (4.1.1.3) saglandiginda (4.1.1.1), (4.1.1.2) smnir deger problemi
sonlu sayida negatif 6zdegere sahiptir ve slirekli spektrum poizitf yar1 eksende

yerlesir.
4.1.6 q(x)=01Iken (4.1.1.1),(4.1.1.2) Smir Deger Probleminin Ozellikleri

q(x)=0iken (4.1.1.1),(4.1.1.2) problemi
V' =2p(X)y, 0<x<oo (4.1.6.1)
y(0) =0, (4.1.6.2)

bi¢cimindedir. Bu problemin ¢6ziimii daha 6nce de belirttigimiz gibi

— 1 L iAu” (x) l _ 1 A (x)
fo(x,/l)_2 1+ 0 e +2 1 —(x e
P p(X)

bicimindedir. Burada yine, gz (X)= ixaf p(x) +a(F  p(x)) oldugunu hatirlamakta

yarar vardir. Simdi (4.1.6.1), (4.1.6.2) probleminin 6zelliklerini inceleyelim:
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Lemma 4.1.6.1: f,(x,A)ve f,(x,A)fonksiyonlarmin wronskiyeni Xe bagh

degildir ve reel A # 0igin

W[, (x,2), f,(x, )] = f, (x, A) f,(x, 1) — f,(x, ) f, (x, A) = 2i4
dir.
w,(x,4) (4.1.6.1) denkleminin w,(0,4)=0, w, (0,4) =1 baslangig

kosullarini saglayan ¢oziimii olsun.

Lemma 4.1.6.2 Reel A1 #0i¢in

o wo(x,/l)_—_
2i1 £ 0.2) = f,(X,4) =S, (1) f,(x, 1)
ve
_ £00,4)
So(4) = t 0.0)

ifadeleri gerceklenir.

¢, (1) = f,(0, A) tammlansin.

Lemma 4.1.6.3 ¢,(A) fonksiyonunun sifirlari sanal eksende yerlesir.
Lemma 4.1.6.4 ¢,(A) fonksiyonun sifirlar basittir.

Lemma 4.1.6.5 ¢,(4) fonksiyonu iist diizlemde (ImA > 0) sonlu sayida
A (k=12,...,n) sifirlarina sahiptir.

A=i4;(4;>0) j=12,..,nler ¢,(2) fonksiyonunun sifirlar1 olsunlar.
Ayrica mj’l nin f(x,i4;) fonksiyonunun L, (0,00)daki normu oldugunu kabul

edelim.

(4.1.6.1), (4.1.6.2) probleminin normlastirici sayilart
o7 |2 1 .. '
M, = [ p(X)| fo(x,i4,)| dx = ——— g3, (i2;) T, (i4;)
0 214,

bi¢imindedir.

Simdi (4.1.6.1), (4.1.6.2) probleminin rezolvent operatdriinii insa edelim:
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H, =L, ,(0,0) uzayndaki i¢ arpim
(,9)=] F()a()p()dx

ile tammlayalim. Burada f(x),g(x) €L, ,(0,00)dur. I(f)= {— f ”(X)} olmak tizere
L: f —>I(f)operatoriiniin tanim kiimesi
D(L) :{f(x) el, (0,0): f(x), f'(x) e AC [0,0),1(f) e L, ,(0,0), f(0) =O}
bigimindedir. (4.1.1.1),(4.1.1.2) smir deger problemi Ly =A%p(X)y esitligine
denktir.

Eger A%, L operatoriiniin spektrum noktasi degilse R (L)=(L -27)*
rezolvent operatorii vardir. Simdi rezolvent operatdriiniin bi¢imini bulalim.
Teorem 4.1.6.1 Tiim A (IMA>0, ¢,(A) # 0)sayilar1 L operatdriiniin rezolvent

kiimesine aittir. R, (L) rezolventi

R, () =[Gy, DO (00

cekirdegine sahip bir integral operatdrdiir. Burada

1 {wo(x,;t) f,(t,4), t>x

Gy(x,t; ) =—
@o(A) | fo (X, )Wy (t, 2), t<X

dir.

Lemma 4.1.6.6 g(x) e D(L)iki kez tiirevlenebilen, sonsuzlukta sonlu deger alan

bir fonksiyon olsun. O halde || — o, Im A > 0 iken

[ . _ 900 Z(x4)
! Gy(x 6 A)g () p0dt = =22+ =
dir. Burada, §(t)=—g"(t) +q(t)g(t)iken Z(x, 1) = | G, (x t; (1) p(t)dt dir.

So(ﬂ,),ﬂ,j,mj (=1,2,...,n)leri yukarida tamimlandiklar1 sekliyle alarak,

g(x)=0iken (4.1.1.1), (4.1.1.2) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlara gore

ayrisim formiiliinii asagidaki bigimde verebiliriz:
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Teorem 4.1.6.1 Parseval esitligine denk olan ayrigim formiilii saglanir:
S(x—-t)p(x)*" = Zuo(x, 14;)U, (¢, ilj)+_[u0(x, AU, (t, A)d A.
=1 0

Burada ¢ Dirac delta fonksiyonudur ve u,(x,4), Uy(X,i4;) ¢dziimleri

uo(x,l):\/g[fo(x,ﬂ)—so(}t) fo(x, 4)], 0<A? < oo,

Ug (X,12,) =M, fo(x,i4,), i=12,..n,

esitliklerini saglar.
Ayrica X — ooiken asagidaki asimptotik formiiller gegerlidir:

U, (x,1) =e"* =S, (1)e™ +0o(l) (0<A*<wo),

U(x,id)=me *[l+o@®)]  (j=12..n).

4.2 BIR SINIF SUREKSIZ KATSAYILI STURM-LIOUVILLE DENKLEMI
ICIN AYRISIM FORMULU

4.2.1 Coziimiin Ifadesi

Pozitif yar1 eksende

=y +q()y =A°p(x)y (4.2.1.1)
y'(0)=0 (4.2.1.2)

sinir deger problemini ele alacagiz. Burada A spektral parametre, q(x) ise

(1+x)|a(x)|dx < 0 (4.2.1.3)

O 3 8

kosulunu saglayan reel degerli bir fonksiyondur. Ayrica, po(X)katsayisi

0 < a #lolmak uzere

2

(x) = a°, 0<x<a
r 1 X>a

bi¢imindedir.
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1 1 P Tu | 1 2 (x

fo(x, 1) :E[lJFWJEM ) +§{1—WJe’“ )
(4.2.1.2) denkleminin g(x) =0 oldugundaki ¢cOziimiidiir. Burada
1(X)= ixm +a(l¥ W )bicimindedir. [8] kullanilarak, kapali iist yari
dizlemdeki tim Alar i¢in K(X,.) e L (¢ (X),+00) olmak iizere (4.2.1.1)

denkleminin asagidaki sekilde tek bir f (X, 4)¢6ziimii oldugu gosterilebilir:

f(x,A) = f (X A)+ T K (x,t)edt (4.2.1.4)

4 (x)
4.2.2 Spektral Veriler

Lemma 4.2.2.1 f(x,A)ve f(x,A) fonksiyonlari (4.2.1.1) denkleminin ¢ézlimleri

oldugunu kabul edelim. Bu fonksiyonlarin Wronskiyenleri X ’e bagli degildir ve

reel A #0igin
W [ f(x, z),m] = F/(x, )T (xA) = F(x, A) F'(x, A) =2i1
dir.
ispat: f(x,2)ve f(x,4) (4.2.1.1) denkleminin ¢dziimleri oldugundan
—f"(x, ) +q(x) f (x, 1) = 12 p(xX) f (x, A)

T A) +9(0)F(6A) = A2p() T (%, A)
yazabiliriz.

d
dx

=[a00 =220 [T (. Df (. D) ~[a(x) = 2*p(x) | f (x. 2) F (x,2) =0

Boylece Wronskiyenin X e bagli olmadigi elde edilir.

W[ f(x2), T ]= " DTED - FxDHTX D) =

limw [ f(x,2), T(x, z)] =0oldugundan W [ f(x,2), T(x, ,1)] =2iAdir.o

w(x,4) (4.2.2.1) denkleminin w(0,4)=1, w(0,4)=0 Dbaslangi¢

kosullarini saglayan ¢6ziimii olsun.
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Lemma 4.2.2.2 Reel 1 #0i¢in
w(x,A)

2i1 102" f(x,A)=S(A) f(x, 1) (4.2.2.1)
ve
_f0,4)
S(A) = 02 (4.2.2.2)

ifadeleri saglanir.

Ispat: f(x,A)ve m (4.2.2.1) denkleminin temel ¢ozlimleri oldugundan
w(x, A) =¢, f (x, 1) +c, f(x, 2)

yazabiliriz.

W f(x,2),w(x, 2)]._, = £'(0, )w(0, ) — f (0, HW/(0, 2) = f'(0, 2)

W [ (%, A), W(X, /1)] =T'(0, )w(0, 1) — T (0, )w'(0, 1) = T (0, 1)

x=0

0.4 0 10D

esitliklerini gbz ontine alirsak, ¢, =— ; - elde ederiz.
204 204
O halde
f'(0,1) f'(0,1) +—+—=
w(x,A)=——Z f (X, )+ ———2f(x,4 4223
(X, 4) 7 (X, 4) i1 (x,4) ( )
yazabiliriz.

Simdi, tim reel Alar i¢in f'(0,4) %20 oldugunu gosterelim. Tersini
kabul edelim. O halde, f'(0,4,) =0 olacak sekilde bir 4, reel sayis1 vardir. Bu
durumda,

£/(0, %) F (0. 2) — £(0, 4) F(0, 4) = 2i4,
esitliginden bir geliski elde ederiz. (4.2.2.3) nin her tarafim f’(0,1) ile bolip
2iAile carparsak (4.2.2.1) in dogrulugunu gérmiis oluruz. Burada

_fF@4

S(A)= £'(0, A)

seklinde tanimlanir.

< _ 102 _
sA)= f(0,1)

[S(/l)]f1 oldugundan S(A) = [%J_l ve

Nt
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f(0,4) (0,2

WSO =00 o0

=1oldugundan |S (/1)| =1buluruz. o

o(A) = 1'(0, A) tanimlansin.

Lemma 4.2.2.3 (1) fonksiyonunun sifirlart sanal eksende yerlesir.

Ispat: Tiim A=0lar icin @(1)#0oldugundan, ¢(A)fonksiyonunun olabilecek

olan tek sifir A =0dir. ¢(4)nin Gst yar1 diizlemdeki analitikliginden, ¢(A4) nin

stfirlarinin, sayilabilir ¢oklukta elemana sahip bir kiime olusturdugu s6ylenebilir.
Ve w, (Imy; 20,j=12)nin ¢(A) fonksiyonunun iki sifirt oldugunu

kabul edelim ve asagidaki esitlikleri yazalim:

—17(x 20) +A) £ (X, £4) = 17 p(X) £ (X, £8),

" —2 —
T )+ T (6 42) = 15 PO T X 1)
Esitlikleri sirastyla (X, z,)ve f(X,)ile carpip, sonug esitliklerinden ikincisini

birinciden ¢ikardiktan sonra, sifirdan sonsuza integral alirsak;

(4 ~1)] POO T () FOARI W { T (), TR} =0 (4224

buluruz. Buradan, ¢(A) nin herhangi iki g4 ve g, sifirt igin
W (), F(x )| =0

yazabiliriz. O halde (4.2.2.4)
_2 2 —
(w2 =1, POO T (%, 18) T (% 2,k = 0 (4.2.2.5)
0
halini alir. Ozel olarak, , =g durumu g —EZ =0olmasim1 veya A, >0iken

4, =14, olmasini gerektirir. Bu ise, ¢(A)fonksiyonunun sifirlarinin sanal eksen

tizerinde yerlestigini gosterir. O
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Lemma 4.2.2.4 ¢(A) fonksiyonunun sifirlari basittir.
ispat: f(x,A)fonksiyonunun Aya ve xe gore tiirevlerini sirasiyla f(x, A)ve
f'(x,4) ile gosterelim.
—f"(x, ) +q(x) f (x, 1) = 12 p(xX) f (x, A)
esitliginin A ya gore tiirevinden
—f"(%, A)+q(x) f (x, 1) = 240(X) f (X, 1) + 212 p(X) f (X, A)

olur. Son iki esitlikten ve ¢(4) fonksiyonunun tanimidan
o0 2 .
22] (9] (,2) == '0.2)p(D) + (1) f (0,2)

elde edilir. Burada A =iy, alinirsa,

201, PO F (0148 ok =—F'0,i41 )i (42.2.6)

bulunur, dolayisiyla f'(0,iz )@(izs ) # 0kKi, bu da ¢(A1) fonksiyonunun sifirlarmin

basit olmas1 demektir. o

Lemma 4.225 ¢(A)fonksiyonu ist diizlemde (ImA>0)sonlu sayida
A, (k=12,...,n)sifirlarina sahiptir.

Ispat: &, ¢(1)fonksiyonunun, birbirine komsu olan, iki sifiri arasindaki
uzakligin infimumu olsun. 6 > 0 oldugunu gosterelim.

Aksini kabul edelim. O halde I!im{ik—ﬂk}:o, A >4 >0 ve

mflx/i( <M saglanacak bigimde, (A1) fonksiyonunun sifirlarindan olusan,

{I/ik} ve {Iﬂk} dizileri vardir. (4.2.1.1) denkleminin f (X, A)¢oziimiiniin
ozelliginden (Bknz. [4]) yeterince biiylik A sayilari igin,
f(x,4)> %exp(—/lx) esitsizliginin X € [A, oo] ve Ae [O, oo) a gore gerceklendigini

sOyleyebiliriz. Buradan ise

oAk +4) g 2MA

_ > (4.2.2.7)
A4 +4)  8M

Tf(x,i,ik)f(x,mk)dx>

saglanir.
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Diger taraftan (4.2.2.5) den,
ozT £ (x,14.) T (%14, )dx :T f (x,iik)[f(x,mk)— f (x,iik)}dm
+jA f(x,il)f (x,iik)dx+f f(x,id)f(xi4 )dx
olur. k —>coiken x [0, A)igin lim | f(xi4) - f(xi4)]|=0 oldugundan,

0> lim | f(x,i4)f(xi4,)dx (4.2.2.8)

K—o0

>t—38

saglanir. (4.2.2.7) ve (4.2.2.8) ifadeleri bir ¢eliski olusturur. O halde kabuliimiiziin

yanlis oldugunu ve dolayisiyla ¢(A) fonksiyonunun sifirlariin sayisinin sonlu
oldugunu soyleyebiliriz. o

A=i4; (4;>0),j=12,..,n ler (1) fonksiyonunun sifirlar1 olsunlar. Ayrica

g . . . 3 .
m;~ nin f(i4;,x) fonksiyonunun L, (0,o0)daki normu oldugunu kabul edelim.

O halde, (4.2.2.6) dan (4.2.1.1), (4.2.1.2) probleminin normlastirici

sayilarini
-2 _OO . 2 1 ... .
m :J pO)|f (xi2,)] dX=——2i 7 @(i2,)f(0,i4)) (4.2.2.9)
0 i

seklinde yazabiliriz.
4.2.3 Rezolvent Operatdriin Ingasi

Bu boliimde (4.2.1.1), (4.2.1.2) smir deger probleminin rezolvent
operatoriinii inga edecegiz.

H, =L, ,(0,0) uzaymdaki i¢ garpimi

(1.9)= [ 1 (9a(IP000

ile tammlayalim. Burada f(x),g(x) €L, ,(0,%0)dur.
I(f)= {—f "(X)+q(x) f (X)} olmak tizere L: f — I(f) operatoriiniin tanim kiimesi

D(L)={f(X) €L, ,(0,%): f(x), f'(X) e AC[0,0),I(f) e L, ,(0,), f'(0) =0}
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bigimindedir. (4.2.2.1), (4.2.2.2) smir deger problemi Ly=A%p(X)y esitligine
denktir. Ayrica L operatorii H juzayimda 6z esleniktir.
Eger A%, L operatoriiniin spektrum noktasi degilse R (L) = (L-A*)*

rezolvent operatorii vardir. Simdi rezolvent operatoriiniin bi¢cimini bulalim.

Teorem 4.2.3.1 Tiim A* (ImA>0, ¢(A) #0)sayilar1 L operatdriiniin rezolvent

kiimesine aittir. R , (L) rezolventi

R, (1) = [G(xt AgWp0

cekirdegine sahip bir integral operatdrdiir. Burada

L Jwx ) (L 4), t=x
St = {f(X,/l)W(t,i),tSX

@(1)
dir.
Ispat: g(x) e D(L)nin sonsuzlukta sonlu degere sahip bir fonksiyon oldugunu
kabul edelim. L nin rezolvent operatoriinii insa etmek i¢in
—y"+0a(x)y = 2°p(X)y +g(x) p(X) (4.2.3.1)
y'(0)=0 (4.2.3.2)
sinir deger problemi ¢oziilmelidir. (4.2.3.1), (4.2.3.2) probleminin ¢dziimiinii
y(x,4) =c (X, A)W(X, A) +C, (X, 4) f (x, 1) (4.2.3.3)
bi¢iminde arayalim. Burada w(x,A)ve f(x,4)fonksiyonlar1 ImA>0igin

homojen problemin ¢oziimleridir.
Sabitlerin degisimi yOntemini uygulayarak, asagidaki denklemler

sistemini elde ederiz:

{cl'(x, AW(x, 1) +¢; (%, A) f (x,2) =0 (4.2.3.4)

¢, (X, YW (X, A) +¢, (X, A) T'(x, A) =—p(X)g(X).
y(x,4) €L, ,(0,0) olmast igin ¢ (0, 1) =0olmalidir. Bu bilgiyi ve (4.2.3.4)

denklemler sistemini g6z 6niinde bulundurursak,

L -
A= j f(t, D)g(t) pt)dt,
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c,(X,2) =¢,(0, A) — [w(t, 2)a () p(t)dt (4.2.3.5)
(1) 5
(4.2.3.5) 1 (4.2.3.4) te yerine yazip, (4.2.3.2) yi dikkate alarak, teoremin ispatini

bitiririz.o

Lemma 4.2.3.1 g(x) € D(L)iki kez tlirevlenebilen, sonsuzlukta sonlu deger alan

bir fonksiyon olsun. O halde |4| — oo, Im A > 0iken

! G(x,t; )g(t) p(t)dt = %+% (4.2.3.6)
dir. Burada §(t) =—g"(t)+q(t)g(t) iken Z(x,/i):TG(x,t;/I)g(t)p(t)dtdir.

Ispat: Teorem 4.2.3.1 yi kullanarak ve kismi integrasyon yaparak

[60:t D900t = ﬁ{w(x, P e D90p0d+

+f(x, z)fw(t, 2)g() p(t)dt}

_w {f(x,A),W(x,2)}
Ao(2)

buluruz. Buradan, (4.2.3.6) nin dogrulugu kolayca goriiliir.o

g(x)+%Ie<x,t;z)g~<t>p(t)dt,

4.2.4 Ayrisim Formiilii ve Spektral Fonksiyon

Bu boliimde (4.2.1.1), (4.2.1.2) smir deger probleminin 6zfonksiyonlarina
gore ayrisim formiiliinii bulacagiz.

S(4),4;,m; (j=L2,..,n)leri yukarida tanimlandiklar1 sekliyle, (4.2.1.1),
(4.2.1.2) siir deger probleminin ¢éziimlerini ise asagidaki gibi alalim:
10 2
u(x, A) = /—[f(x,ﬂ)—S(i)f(x,/l)J, 0< A2 < oo,
2r

u(x,id;))=m; f(xi;), j=12,..,n

Bir egri boyunca integralleme yaparak, bu ¢oziimlerin tam bir sistem

olusturduklar1 gosterilebilir.
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Teorem 4.2.4.1 Parseval esitligine denk olan ayrigim formiilii saglanir:
S(X~1)p™(X) = S (X i u(t,i4,) + Ju(x, Au(t, Ad A. (4.2.4.1)
=1 0

Burada & Dirac delta fonksiyonudur. Ayrica X —ooiken asagidaki asimptotik

formiiller gecerlidir:
u(x,A) =e"*-s()e"™ +o(l) (0<A?<w),
u(x,i3,)=me "[l+o@®)] (=12,..n). (4.2.4.2)

Ispat:
F(x.2) = [G(x g0t

alalim ve @'y nin sifir merkezli R yarigapli pozitif yonlendirilmis bir ¢ember
oldugunu kabul edelim.

D={z:|z|<R, [Imz|> ¢}
bolgesinin pozitif yonlendirilmis smirmm I'y ile gosterelim ve bu egri lizerinden

integral alalim.
(4.2.3.6) esitliginin her tarafini %ﬂile carplp, Aya gore integral
7l
alirsak

1 1 a(x)
— [ AFx,D)da=— [ 224147 (x
27zir-!5 (x.4) 27rir££ 04 (X)

elde ederiz. Burada Z ,(X) :i_ j Md/ldm
’ 27l A

FR,S

w(x, 1) ve f (x, A) fonksiyonlarinin ~ 6zelliklerinden, R —oove
g —>0iken, Vxe [O,T] c [O, oo) icin Z, , — Osaglanir.

Ayrica, son esitlikten, R —>oove &£ — 0iken

1 1% . .
Z—ﬂFLAF(x,/l)d/1=g(x)+2—mIl[F(x,ﬁJrlO)—F(x,/i—lO)]d/%

—00

yazabiliriz.

Diger taraftan, rezidii teorisinden
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1 n n
2—ij AF(x,A)dA = gﬁe:%?[zF(x,z)h;ﬁqz [AF(x, 4)]

olur. Son iki esitligi kullanarak,

]

g(x) = _anlfz%s[zF(x, A)]+Zn:§ei§ [AF(x,A)]-

_i_TA[F(x,/1+i0)—F(x,/1—i0)]d/1 (4.2.4.3)
27 7

elde ederiz.

Simdi, w(x,A)nmn (4.2.1.1) denkleminin ' (0,4) =1, (0,1)=0
baslangi¢  kosullarin1  saglayan  ¢6ziimii  oldugunu  kabul  edelim.
W {W(X, A (X, ﬂ,)} =1 oldugu aciktir. O
halde f (x, 1) =c,w(X, A1) +C,ir (X, A) yazabiliriz.

Buradan f (x,A) = f (0, )w(x, 1) + f'(0, Dy (x, 1)
oldugu kolayca goriiliir.

Dolayisiyla,

. W(x,/l)[ £(0, A)W(t, 1) + f'(o,ﬂ.)w(t,ﬂ,)] X<t<oo,
G(x,t;1)=——
(1) [ £(0, YW(x, )+ £ (0, D) (%, ﬂ)}w(t, A),0<t<x,

f(0, 1)
@(4)

olur. Benzer sekilde Im A > Oig¢in

wix, Awi(t, ) 41 M A A, X<t (4.2.4.4)
’ ’ w (X, Aw(t, 1), t<x, o

F(x,A) = ﬁ £'(0, A)w(x, /I)Iw(t, 2)g(t) p(t)dt +

(0. 2) [ Wt )3 )+ Wk, 2) [ (1 A (0

dir. O halde,

Res[AF(x,1)]= 4
lj‘f[ (xA)]=~ |

o(id.) rQ, ”J)IW(L i4,)9(t) p(t)dt

yazabiliriz.
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Buradan,

I;{:(ial_s ﬂTG(x,t; A)g (t)p(t)dt} + 5%5 {ATG(x,t; /’t)g(t)p(t)dt} =

co( /1 )
( ) W(x i) j w(t,i4,)g(t) p(t)dt
@(i;)*m
:u(x,mj)fu(t,mj)g(t)p(t)dt (4.2.4.5)

olur. Simdi

o0

1 . .
— [ A[F(x 2+i0)-F(x,A-i0)]d2

ifadesini hesaplayalim.
(4.2.4.4) ten ve F(x,A—i0)=F(x,A+i0) esitliginden

f(0,4+i0) f'(0,2-i0)
p(A+i0)  @(1-i0)

G(x,t;/1+i0)—G(x,t;i—i0):{ }W(x,/l)w(t,ﬂ,)

_ !L’I)Z £(0,2) —M (0, ﬂ)]w(x, 2)w(t, 2)
o (2) o (2)
_ A% ywit, A)

o (2)

yazabiliriz.

Buradan u(x, 1) = \/ZI[ f(x,1) —% f(x, /1)] iken,
T

Zim_];z[F(x,m i0)— F(x, A—i0)]dA = %I |¢5)|2 w(x, A)Iw(t,/l)g(t)p(t)dtdi

~ [ux A utt, g O pO)dtd 2 (4.2.4.6)

oldugunu soyleyebiliriz.
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O halde, (4.2.4.5),(4.2.4.6) y1 (4.2.4.3) te dikkate alirsak, 6zfonksiyonlar

icin ayrigim formiiliinii asagidaki sekilde buluruz:
g(x) = D_u(xiz)[u(t,iz)gt) pt)dt+ [u(x, 2) [u(t, g (t) p(t)dtd 2
j=t 0 0 0

(4.24.7)
(4.2.4.1) formiilii (4.2.4.7) formiiliine denk olan Parseval esitligidir. Teoremdeki
asimptotik ifadeler x — coiken (4.2.4.1) in sagladig1 6zelliklerdir.o

(4.2.4.7) yi Stieltjes integrali bigiminde yazarsak

9(x)= | w(x,z)( ] W(t,/l)g(t)p(t)dtjda(ﬂ) (4.2.48)
—o0 0
2
2 Ad4 d/l A>0
7 |p(A)| R
olur. Burada do(4)= L operatoriiniin - spektral

n (2i/1j)25(/1—i/1j)
& ealiAY

fonksiyonudur.

(4.2.4.8) de G(A) = j w(x, 2)g(x) p(x)dx alirsak
0
g(x)= J. G(A)w(x,4)do(4) olur. Bu esitligin her iki tarafin1 g(X) ile carparsak

ng(x)dx = T G2(A)do(A)

Parseval esitligini elde ederiz.

4.2.5 q(x) =0 Durumunda (4.2.1.1), (4.2.1.2) Sinir Deger Probleminin Ozellikleri

q(x)=0iken (4.2.1.1), (4.2.1.2) problemi
—y"=2Ap(x)y, 0<X<oo (4.25.1)
y'(0)=0 (4.2.5.2)

halini alir. Bu problemin ¢6zlimii daha 6nce de belirttigimiz gibi

0 —1 L iAu* (%) i _ 1 A (%)
f (x,ﬂ)_2(1+ p(x)]e +2[1 —,_p(x)]e
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bicimindedir. Burada yine, z*(X)= ixaf p(X) +a(lF/p(x)) oldugunu hatirlamakta

yarar vardir. Simdi (4.2.5.1), (4.2.5.2) probleminin baz1 6zelliklerini inceleyelim:
Lemma 4.25.1 f°x,A)ve f°x,A) fonksiyonlar1 (4.2.5.1) denkleminin

¢Ozlimleri olsun. Bu fonksiyonlarin Wronskiyenleri X ’e bagli degildir ve reel
A #0igin

W[fo(x,i), f°(x,2)}: £ (%, A) FO(x, A) = (%, A) FO(x, A) =2iA
dir.

w’(x,4) (4.2.2.1) denkleminin w°(0,4) =1, w”(0,1)=0 baslangig

kosullarini saglayan ¢6ziimii olsun.

Lemma 4.2.5.2 Reel 1 #0i¢in

2ia WA 1550 (%, 4)
£9(0,2)
ve
So(ﬂ)Z fo(O’l)
£9(0,1)

ifadeleri saglanir.

?°(1) = £7(0, A) tamimlansmn.

Lemma 4.2.5.3 ¢°(A) fonksiyonunun sifirlari sanal eksende yerlesir.

Lemma 4.2.5.4 ¢°(A) fonksiyonun sifirlar basittir.

Lemma 4.2.5.5 ¢°(1) fonksiyonu iist diizlemde (Im A > 0) sonlu sayida
A, (k=12,...,n)sifirlarina sahiptir.

A=i4; (1;>0),j=12,..,n ler ¢(A)fonksiyonunun sifirlari olsunlar.

1

Ayrica m;™ nin f(i4;,x) fonksiyonunun L, (0,o0)daki normu oldugunu kabul

edelim.
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(4.5.1.1), (4.5.1.2) probleminin normlastirict sayilar
2 2 [ o) (%02 ) dx = ——— p°(i2.)F°(0,i2
m;* = [ pOO[ O (xi))] dx=———"(12;)1°(0,i%))
0 i
bigimindedir.
Simdi (4.5.1.1), (4.5.1.2) smir deger probleminin rezolvent operatoriinii

insa edelim.

H, =L, ,(0,0) uzayndaki i¢ garpim
(f.9)=[ f()g(0p(x)dx

ile tammlayalim. Burada f(x),g(x) €L, ,(0,00)dur. I(f)= {— f ”(X)} olmak tizere
L: f —I(f)operatoriiniin tanim kiimesi
D(L)={f(X) €L, ,(0,%): f(x), f'(X) e AC[0,0),I(f) e L, ,(0,), f'(0) =0}
bigimindedir. (4.5.1.1),(4.5.1.2) siir deger problemi Ly =A°p(X)y esitligine
denktir.
Eger A%, L operatoriiniin spektrum noktasi degilse R L (L)=(L -220T

rezolvent operatorii vardir. Simdi rezolvent operatoriiniin bi¢imini bulalim.

Teorem 4.25.1 Tiim A* (ImA>0, ¢(A) #0)sayilar1 L operatdriiniin rezolvent

kiimesine aittir. R , (L) rezolventi

R, (1) =[xt DM

cekirdegine sahip bir integral operatordiir. Burada

G () =~ {W AP, X

@° () | £O(x, WO (t, A), t < X

Lemma 4.2.5.6 g(x) € D(L)iki kez tiirevlenebilen, sonsuzlukta sonlu deger alan

bir fonksiyon olsun. O halde |/1| — o, ImA >0iken
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L

dir. Burada §(t) =—g"(t)+q(t)g(t) iken Z(X,/I)=TGO(X,t;/I)g(t)p(t)dtdir.

Simdi (4.2.5.1),(4.2.5.2) smir deger probleminin 6zfonksiyonlarina gore

ayrisim formiiliinii ve bu formiile denk olan Parseval esitligini verelim.
S°(A), Apm; (J=12,...,n) leri yukarida tanimlandiklari sekliyle,

(4.2.5.1),(4.2.5.2) sin1r deger probleminin ¢oziimlerini ise asagidaki gibi alirsak:

U0 (x, ) :Jg[f(’(x,z)—s"(z)f(’(x,x)] 0< A2 <o,

u’(x,id;)=m f°(x,i4)), j=12,..,n.
Bir egri boyunca integralleme yaparak, bu ¢Oziimlerin tam bir sistem

olusturduklar1 gosterilebilir.

Teorem 4.2.5.2 Parseval esitligine denk olan ayrigim formiilii saglanir:
S(x—t)p(x) = S uo(x, i2,u°(t,i4;) +Tu°(x, Aul(t, A)dA.
j=1 0

Burada 6 Dirac delta fonksiyonudur. Ayrica X —ooiken asagidaki asimptotik

formiiller gegerlidir:
u’(x, ) =e"* -5 +o(l) (0<A? <),

u®(x,iz)=me "[L+o@] (=12..,n).
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5.SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuglar

Pozitif yar1 eksende Sturm-Liouville operatorii ile olusturulan siireksiz katsayili sinir
deger problemlerinin,

1) Coziimlerinin 6zellikleri incelendi

2) Rezolvent operatorleri insa edildi.

3) Ozfonksiyonlara gore ayrisim formiilleri elde edildi.
5.2 Oneriler
Degisik smir deger kosullariyla iiretilen ikinci mertebeden siireksiz katsayili sinir

deger problemlerinin yukaridaki &zellikleri incelenerek literatiire katkida

bulunulabilir.
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