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BERGMAN CEKIRDEK FONKSIYONUNUN YAKLASIM OZELLIKLERI

Yasemin Gokay DARDAGAN
oz

G c C kiimesi L=0G Jordan egrisi ile siirh bir bolge,z, e G ve h(z)
fonksiyonu G ’de tanimli bir agirlik fonksiyonu olsun. Ayrica {¢n (z)}

::0 sistemi G
bolgesinde /4(z) agirlik fonksiyonu ile tam ortonormal sistem olsun.
Bu tezde, kismi toplami1 K (z,z,) = Z ¢.(2)@,(z,) olan K(z,z,) Bergman
k=0
cekirdek fonksiyonunun 4,(h,G) normunda yaklasimi bdlge sinirinda 6zel tipten i¢
sifir a1 igerdiginde incelenmistir.
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APPROXIMATION PROPERTIES OF BERGMAN
KERNEL FUNCTIONS

Yasemin Gokay DARDAGAN

ABSTRACT

Let G cC be a region bounded by a Jordan curve L:=0G, z,€G and

h(z)>0 be weight function defined on G. Also {4 (z)} be a complete

orthonormal systemon G .
In this thesis, we investigate the Bergman Kernel function K(z,z,)
approximation to its partical sums K, (z,z,) :Z¢k(z) @,(z,) when the boundry of
k=0

region has a interior zero angles with a special type.
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SiIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Kompleks sayilar kiimesi

Cu {oo}

G bolgesinin kapanisi

G bolgesinde siirekli olan fonksiyonlar kiimesi

Kendisi ve tiirevi G bolgesinde siirekli olan fonksiyonlar
kiimesi

G bolgesinde analitik fonksiyonlar kiimesi

G bolgesinde analitik ve G siirekli fonksiyonlar kiimesi
y egrisinin bir boyutlu Lebesque 6l¢listi

G bolgesinin iki boyutlu Lebesque ol¢iisii

L kapali egrisinin sinirladigi sonlu bolge

L kapal1 egrisinin siirladig1 sonsuz bolge
G bolgesinin sinir

ext ((_?)

{t:]t-2 <5}

{w: |w| > 1}

dxdy, z=x+1iy

Tanim olarak esittir.

k=12,..,n

z kompleks sayisinin eslenigi

a <cb, c sabit olmakla a ve b den bagimsizdir.

a<bveb=<a
inf{|z—é’|: zeM,é’eL}

d(z,L)
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1. GIRIS

G c C kiimesi L =0G Jordan egrisi ile sinirli bir bolge ve z, € G tespit

edilmis bir nokta olsun. /4(z) G ’de tanmimli negatif olmayan G bdolgesi lizerinde

integrallenebilir ve hemen hemen her yerde sifirdan farkli bir fonksiyon olsun.

Eger, {¢,(2)} _, fonksiyonlar ailesi i¢in

[[1=)8,(2)4,(z)do. =5,

G
kosulu saglantyor ise {qﬁn(z)}j:0 ailesine G bolgesi lizerinde #h(z) agirhikh
ortonormal sistem denir.
{¢n (z)}j:0 ortonormal sistemi yardimiyla K(z,z,) Bergman Cekirdek

Fonksiyonu
K(z.z) =Y 4. (20) (1.1)

biciminde bir gosterime sahiptir (bkz. Bolim 3.6, Teorem 3.6.2.2).
K(.,z,) fonksiyonu G ’de Bergman ¢ekirdek fonksiyonu olarak adlandirilir.

Bergman Cekirdek Fonksiyonunun temel o6zellikleri 3. Boliim’de, 3.6 Bergman

Cekirdek Fonksiyonu baglig1 altinda verilmistir.
Eger, {¢n (z)}:= , Sistemi tam ortonormal polinomlar sistemi ise, (1.1)
serisinin
K,(.2)= D R
kismi toplam1 4, (4,G) normunda K(.,z,) fonksiyonuna yaklasir. Yani;
|K(o20) =K, (2], o) 2O (> 0)  VzeG

olur. Bu yakinsama G bolgesinin her bir kompakt alt kiimesinde diizgiindiir.
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Simdi 6zel olarak G = {z : |Z| < 1} birim dairesini géz oniine alalm: z, € G,

z,#0 ve h(z)=1 olsun. Bu durumda, {z”}wo lineer bagimsiz sistemi Gram-

n=

Schmidt Ortonormallestirme yontemine gore ortonormallestirilir ise

6= "o 01,2,
V4
elde edilir. O halde
1 — 1
K(z,z,))=— +1)(z,z)) =—————, z,,z€Q 1.2
(2,2,) 71',‘20(] )(zy2) 72'(1—202)2 0 (1.2)
1 & — 1z = (n+1)(z,2)" +1
K (z,z))=— i+1)(z,z)) = ——=2 — 0 1.3
1(2,2,) ﬂ'jz_(;(] )(2y2) i (1—202)2 (1.3)
olur.
(1.2) ve (1.3) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa
R EE
K(z,z,)-K, (z,z,)) = ;m{—nzoz +n+ 1}
bulunur. Buradan,
1
}11_1;1; Sup”K(')ZO) _anl ("ZO)”ZZ(Q) = |ZO| (1'4)
dir. Ayn1 zamanda, anlasilir ki B = {z : |z| <r< 1} ise
1
limsup|[K(.,2)) =K, (-2,)[; ) =7 (1.5)

dir.
Bu ise z,e Bc G oldugunda (1.5)’deki yerel hatanin(1.4)’deki genel

hataya oranla geometrik olarak sifira daha hizli yaklagtigini1 gosterir.
Bu tezde, (1.4) ve (1.5)’te ifade edilen durum kompleks diizlemin genel

bolgeleri i¢in incelenecek ve y >0 sayist h(z) agirlhik fonksiyonuna ve G
bolgesinin belirli dzelliklerine bagh (7 = y(h,G) > 0) olmak iizere

c(B)

¥ b

IK(.2) - K, (.,zo)||A2 . z, €B (1.6)

n

bi¢ciminde esitsizlikler hesaplanacaktir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

G c C kiimesi L =0G Jordan egrisi ile sinirli sonlu bir bolge ,A(z) > 0ise

G ’de tanimhi agirhik fonksiyonu olsun. ¢ (z)=a,z" +...44a,, a,>0, biciminde

verilen {¢,(z)}" polinomlar sistemi
[[h=)4,(2)4,()do. =5,
G

kosulunu saglar ve bu polinomlar Bergman polinomlari olarak adlandirilir.

A4,(h,G) ile G ’de analitik ve

I

’242(h»G) = ”h(z)|f(z)|2d0'z <o

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi gosterilsin.

{#,(2)}”, tam ortonormal sistemi yardumyla (1.1)’deki bigimde bir

gosterime sahip K(z,z,) fonksiyonuna literatiirde Bergman Cekirdek Fonksiyonu

denir.

Bergman ¢ekirdek fonksiyonunun bilinmesi yaklasim teorisinde 6zellikle G
bolgesini D = {w : |w| < 1} dairesine resmeden Riemann Doéniisiim Fonksiyonu’nun

(bkz.3. Boliim, Teorem 3.2.9) niimerik olarak insa edilmesinde en onemli asamay1

olusturmaktadir.

Bu yonde onemli ¢alismalar [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8] ve [9]N.
Papamicheal, C.A. Kokkinos, M. K. Warby, D.M. Hough, D.Levin, A.Sideridis, E.B.
Saff, G. Misra, E.ligocka, S.Bock, M.I. Falcao, K. Giirlebeck ve digerleri tarafindan
yapilmustir.
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Ozellikle, [1], [3], [4], [5], [6] calismalarinda bdlgenin sinir1 belirli tipten

singiilariteye sahip oldugunda K(z,z,) fonksiyonunun ozellikleri ve Riemann

Doniisiim Fonksiyonunun insa edilmesi problemi ile ilgilenilmigtir.

[3], [8] ve [9] caligmalarinda verilmis bdlgede Riemann Doniisiim

Fonksiyonunun bulunmasi i¢in algoritma verilmistir.

[7] calismasinda ise bu tezin de temel sorusu olan problem incelenmistir.
Eger B c G bolgesinin sinir1 ile 0G ortak bir yay iceriyorsa G bolgesinde ve B

bolgesinde K, (z,z,) 1 K(z,z,) a yaklasim hizinin ayn1 olacag: gosterilmistir.

Su ana kadar higcbir ¢alismada, B bolgesi tamamen 0G igerisinde ise B 'nin

yaklagim hizini ne bigimde etkileyecegi incelenmemistir.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boélimde, ¢alisma boyunca karsilasilacak temel kavramlar ve temel

teoremler hakkinda genel bilgiler verilecektir.

3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanum 3.1.1. GC(C((_Z) kiimesi verilsin. Eger, GNU #, GNV %

olacak sekilde karmasik diizlemde ayrik ve birlesimleri G kiimesini veren U ve V

acik kiimeleri varsa G ’ya baglantisiz kiime denir. Aksi halde baglantili kiime olur.

Tanmm 3.1.2. G c C(@) kiimesi verilsin.
i) Acik ve baglantili kiimeye bolge denir.
ii) Kapali, baglantih G c (C(((_:) kiimesine Kontinyum (Continuum) adi

verilir.

Tanim 3.1.3. (o -Yonlii Tiirev, Tiirevlenebilme)

i) o €[0,27] olmak iizere, eger,

0 f(z()):: lim f(ZO+rei0T)_f(ZO)

re

limiti var ve sonlu ise f fonksiyonuna z, noktasinda « -yonlii tiirevlenebilir denir.
ii) z, noktasinda herhangi bir & €[0,27] i¢in a-yénlii tiirevi var ve tiimii
birbirine esit ise f fonksiyonuna z, noktasinda tiirevienebilirdir denir ve

f!(ZO) = lim f(Z)_f(ZO)

227 z—z,
dir.
iii) f fonksiyonu G bdlgesinin her bir z € G noktasinda tiirevlenebilirse

f fonksiyonuna G bolgesinde tiirevienebilirdir denir.
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Teorem 3.1.1. f fonksiyonunun z, € G noktasinda tiirevlenebilir olmasi
icin gerek ve yeter kosul z,€G noktasinda siirekli ve VzeG icin

f(2)=f(z,)+(z-2z,)f (z) olacak sekilde bir tek f" :G — C fonksiyonunun
olmasidir.

Bu durumda f'(z,) = f (z,) dir [10].

Teorem 3.1.2. f fonksiyonu z, € G noktasinda tiirevlenebilirse

Lz ve Lz
y 0

—(z,) ve

kismi tiirevleri mevcut olup bu kismi tiirevler

o

[ o
o (z)) =

f(zy)= _15(20)

kosulunu saglar [11].

o

Tanmm 3.1.4. f fonksiyonunun z, € G noktasinda a—(zo),
X

o

—(z,) kismi

o

tiirevleri mevcut ise 8_(20) ve
z

o

—(z,) asagidaki bi¢imde tanimlanir:
Z

NN
fZ(ZO)_aZ( 0) = 2( (zp)—i—— (o)j

T P
f;(Zo)—aE( Zy) = [ax 0)+lay(zo)]-

Ozel halde
f(2)=u(x,y)+iv(x,y)

seklinde ise

1 i
fo=S WAy —u),

1 i
Je=5umv) = tu,)

olur.
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Teorem 3.1.3. f fonksiyonu z, noktasinda tiirevlenebilir ise

re=L) LE=o

0z
dir [11].

Tanmm 3.1.5. i) f fonksiyonu tanimhi oldugu z, noktasinin belli bir
B(z,,r) komsulugundaki tiim noktalarda tiirevlenebilir ise f fonksiyonuna z,

noktasinda analitik fonksiyon denir.

ii) f fonksiyonu her bir z € G noktasinda analitik ise f fonksiyonuna

G ’de analitiktir denir.

iii) G bolgesinde analitik tim fonksiyonlarin kiimesi A4(G) ile G ’de

analitik ve G ’da siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi A(E) ile gosterilir.

Tamm 3.1.6. Her bir neN i¢in f,:G—C tanimh fonksiyonlarin
olusturdugu { fn}neN dizisine ortak tanim kiimesi G bolgesi olan fonksiyonlar dizisi

denir.

Tamm 3.1.7. i){f,}  ortak tanim kiimesi G bélgesi olan fonksiyonlar

neN
dizisi ve z, € G olsun. {f,(z,)}  dizisi yakmnsak ise {f,} _ fonksiyonlar dizisine
z, € G noktasinda yakinsaktir denir.

ii) Eger, { fn}neN fonksiyonlar dizisi G bdlgesinin her noktasinda yakinsak
ise { /. }neN fonksiyonlar dizisine G bdlgesinde noktasal yakinsaktir denir.

{ /. }neN fonksiyonlar dizisi G bolgesinde noktasal yakinsak ve f:G — C

bir fonksiyon olsun.

iii) Vz € G i¢in lim f, (z) = f(z) ise f fonksiyonuna { fn}neN fonksiyonlar

dizisinin /imiti denir.
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Tamm 3.1.8. {f,} , ortak tanim kiimesi G bolgesi olan fonksiyonlar

neN?

dizisi ve f:G — C bir fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir &>0

verildiginde en az bir n,:=ny(¢)e N sayist bulunabilinir 6yle ki Vn=>n, ve

Vze G igin

f,(2) = f(2)| < ¢ ise {f,}  fonksiyonlar dizisine G bélgesinde f

fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir.

Tamm 3.1.9. {f,}  ortak tamm kiimesi G — C bdlgesi olan fonksiyon

neN

dizisi olsun. Herhangi bir £ >0 verildiginde 6yle bir n, :=n,(¢) e N sayis1 vardir ki

Vn,m>n, ve Vz € G i¢in

@~ 1,()<e
kosulu saglaniyorsa { f }neN fonksiyonlar dizisine G < C bdlgesinde bir diizgiin

Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.1.4. { /. }neN ortak tanim bolgesi G olan fonksiyonlar dizisi

olsun. { /. }neN dizisinin G ’de diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

onun diizgiin Cauchy dizisi olmasidir [12].

Tamm 3.1.10. f:[a,b] - R fonksiyonu verilsin.
i) En az bir M > 0 reel sayis1 bulunabilir dyle ki Vx e [a,b] icin | f (x)| <M
ise f fonksiyonuna [a,b] araliginda sinirhdir denir.

ii) Her £ >0 icin en az bir 6 >0 sayisi bulunabilir dyle ki [a,b] araliginin

Y (b, —a,) < kosulunu saglayan her bir ayrik {(a,,b,)} _, pargalanist i¢in

S £ (b)) - fla)| < e

saglantyor ise smirli f fonksiyonuna [a,b] araliginda mutlak siirekli fonksiyon

denir.
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Tammm 3.1.11. Kompleks degiskenli reel degerli u:G — R fonksiyonu
verilsin. Eger, u fonksiyonu kenarlar1 OX ve OY eksenlerine paralel olan her
Rc G dikdortgeninin hemen hemen tim yatay ve hemen hemen tim dikey

araliklarinda mutlak stirekli ise # fonksiyonuna G ’de mutlak siireklidir denir.

Tanim 3.1.12. G — C bir bolge ve f: G — C fonksiyonu verilsin.
i) Ref(z) ve Imf(z):G—>R fonksiyonlari G’de mutlak siirekli
fonksiyonlar ise f* fonksiyonu G ’de mutlak siireklidir denir.

ii) G bolgesinde mutlak siirekli fonksiyonlarin sinifi ACL(G) ile gosterilir.

Teorem 3.1.5. f € ACL(G) ise G bolgesinde hemen hemen her yerde Zi
X
ve g kismi tiirevleri ve
dy
o 1o _ o o 1o o
oz 2lex oy ) oz 2\ox oy

kismi tiirevleri vardir [13].

3.2. KOMPLEKS DUZLEMDE EGRI VE KOMPLEKS DEGISKENLI
FONKSIYONLARIN INTEGRALI

Tanmm 3.2.1. a,beR ve a<b olsun. y:=z=z(¢): [a,b] — C siirekli

fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir.

i) z(a) noktasma y egrisinin baslangi¢ noktasi, z(b) noktasmna da bitis

noktasi,

ii) z(a) = z(b) ise y egrisine kapali egri,

iii) V.1, €[a,b] i¢in 1, #¢, oldugunda z(t,) # z(t,) ise y egrisine Jordan
yvay, eger z(a) = z(b) ise y egrisine Jordan egrisi,

iv) Vte[a,b] icin z'(t) var ve siirekli ise y egrisine diferansiyellenebilir

egri, z'(¢)#0 ise y egrisine diizgiin egri,
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v) P:={ty,t,...t,}, [a,b] araligmn herhangi bir parcalanisi olmak iizere
z=2z(¢t) fonksiyonu (¢, ,,t,),k=1,2,..,n aralifinda siirekli tiirevlenebilir ve

lim z(¢) , limz(¢) limitleri mevcut fakat esit degil ise y egrisine parcali diizgiin
1>ty 1>t

k-1 =

egri, denir.

Teorem 3.2.1. (Jordan Egri Teoremi) y = C bir Jordan egrisi olsun. Bu
taktirde y, diizlemi smirlar1 ortak y egrisi olan biri sonlu, digeri sonsuz iki ayrik

bolgeye ayrir [12].

Bu bélgelerden sonlu olana y egrisinin i¢i, sonsuz olana ise y 'nin disi denir

ve sirastyla int(y) ve ext(y) ile gosterilir.

Tanim 3.2.2. G  C bir bolge olmak tizere G bolgesinden alinan her bir y
egrisi igin int(y) = G oluyorise G bolgesine basit baglantili bélge denir.

[a,b] arahgnin P ={t,,1,,...,t,} bi¢imindeki tiim parcalamislarinn ailesi P
ile gosterilsin ve

0,(P)= > |z(t,) - (2, )|

olsun.

Tanmm 3.2.3. Eger,
limsup{fn(P) :Pe IP} <o

n—0

ise y egrisine ol¢iilebilir egri denir.

Teorem 3.2.2. Eger, y parcali diizgiin egri ise y egrisi dl¢iilebilir ve

mes(y) = j‘

Z'(1)|dt

dir [16].

10
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L egrisinin dogal denklemi z=z(s), s €[0,mesL] olmak iizere L egrisine
her bir z=z(s) noktasinda ¢izilen tegetin OX ekseni ile pozitif yonde yaptigi aci
A0(s)=06(z(s)) ile gosterilir.

Tanim 3.2.4. Eger,

i) (s)eC ([0, mesL]) ise L egrisine diizgiin egri denir ve bdyle egriler
smifi C, ile gosterilir.

ii) G karmasik diizlemde bir bolge; L :=0G egrisi C, sinifindan olan sonlu
sayida yaylarinin z,, z,, ..., z, noktalarindaki birlesiminden olussun &yle ki, L
egrisi z, noktasinda yerel diizgiin ve

a) Her bir 2<;j<k<m i¢in z, birlesme noktalarinda G bolgesi

A (0 <4, < 2) koseli dis agiya sahip ve 4= min{/lj} dir.

1< <k
b) Her bir k+1<;j<m igin z; birlesme noktalarinda x”,(p=1) tipli i¢
sifir a¢1 olusur. (Yani, z=(x,y)eL;(veyaz=(x,y)eL,,) ise —0<¢ <c¢, <0
sabitleri igin ¢ x” <y <c,x” (Veya —c,x" < y<—cx” ) saglanir.)
kosullarim saglarsa G bodlgesine C,(4,p) (0< A <2, p>1) smifindandir denir.
Tanim 3.2.4°den G e C,(4,p) bolgesinin her bir z, (1< j<k) birlesme
noktasinda A7z (0 <A <2) dis agiya ve her bir z, (k+1< j <m) birlesme noktasinda
ise x” —tipli i¢ sifir agiya sahip oldugu goriiliir.
Eger, p=1ise G bdlgesi i¢ sifir agiya sahip degildir ve bu simif
GeC,(4,1) ile gosterilir.
Eger, A =1 i1se G bolgesi sadece i¢ sifir ag1 igeren, parcali diizgiin egri ile

siurlt bir bolge olur ve bu smif G € C, (1, p) ile gosterilir.

Tanmm 3.2.5. a<b,c<d,b<e,c<f reel sayilar olmak {lizere kompleks
dizlemde G:={z=x+iy : a<x<b,c<y<d}uU {z=x+iy:b<x<e,c<y<f}

seklinde tanimlanan bolgeye L — sekilli bolge denir.

11
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Genel olarak L — sekilli bolgenin resmi asagidaki gibidir.

0 x

Tamm 3.2.6. 7, denklemi z=2z(r):[a,b] > C olan diizgiin egri, [ ise y

egrisi iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
b
[ f(dz =] £z @)
7 a
integraline f nin y egrisi iizerindeki egrisel integrali denir.

Teorem 3.2.3. (Cauchy Teoremi) G — C bir bolge, f € A(G) olsun. y

egrisi int(y) = G saglayan 6lgiilebilir Jordan egrisi ise
j f(2)dz=0
e

dir [11].

Teorem 3.2.4. (Cauchy Integral Formiilii) G — C bir bolge, f € A(G)

olsun. y egrisi int(y)c G saglayan olgiilebilir Jordan egrisi olsun. Bu durumda
Vzeint(y) igin
ff (5)

dir [11].

12
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Teorem 3.2.5. (Cauchy Tiirev Formiilii) D — C sonlu sayida parcali

diizgiin egri ile sinirlt bolge; f fonksiyonu D ’de analitik ve G < D olsun. Bu

durumda, Vz e G ve her n=0,1,2,... i¢in

!
1) = [ e

dir [11].

Teorem 3.2.6. (Maksimum-Modulus Prensibi) G — C bolgesi L:=0G
Jordan egrisi ile sinirli sonlu bir bolge olsun. Eger f° G ’de analitik ve G *da siirekli

ise | f | maksimum degerini L :=0G ’de alir [11].

Tamm 3.2.7. G, C’de bir bélge; U(x,y):G—R fonksiyonu ikinci

mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ve
_oU  oU

AU +
ox> oy’

olmak tlizere AU =0 ise U (x, y) fonksiyonuna G boélgesinde harmonik fonksiyon

denir.

Teorem 3.2.7. (Ortalama Deger Teoremi) G, C’de bir bdlge;

U(x,y) :G — R fonksiyonu G ’de harmonik ise VB(zo,r) c G i¢in

2z

U(zo):iJ.U(zo+re”)dt
0

dir [12].

Teorem 3.2.8. G kiimesi C’de bir bélge, U(x,y):G — R fonksiyonu

G *de harmonik ve B(z,,7) < G olsun. Bu durumda,

1
U(ZO):? (” )U(Z)dO'Z
B(zy,r

dir [12].

13
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Tamm 3.2.8. G,H — C sinirlarinda en az iki nokta iceren basit baglantili
bolgeler ve f:G — H bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu 1-1 ve analitik ise f’e

konform doniigiim denir.

Teorem 3.2.9. (Riemann Doniisiim Teoremi)

G c C basit baglantili bir bolge ve z,€G olsun. G bolgesini
B(0,1):= {w W] < 1} dairesine resmeden ve

?(z,)=0, ¢'(z,)>0

kosullarin1 saglayan bir tek w = ¢(z) konform doniistimii vardir [12].

Teorem 3.2.10. Q:=C\ G ve A:= {w : |w| > 1} olmak tizere

®(0) =0 ve lim% >0

Z—>®0 z

olacak sekilde bir tek @ : Q@ — A konform doniisiimii vardir.

Ispat: £(z) ::l doniisimii basit baglantili Q bolgesini C’de basit
z

baglantili bir G:=¢{(Q) bélgesine resmeden ve ¢(0)=0, £ '(0)=00 kosullarm
saglayan bir konform doniisiimdir. Teorem 3.2.3’ten  ¢(0)=0 ve ¢'(0)>0

kosulunu saglayan bir tek ¢:G — D konform donisimi vardir.  g(w) ::l
w

doniisiimii ise D birim dairesinden A bdlgesine

#(0):=00, u ' (0)=0

kosullarini saglayan konform dontistimdiir.

14
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O:=popol :Q—>A, CD(z):—1

doniistimii konformdur ve

>0

() =0 ve lim o)

Z—>®0 z

saglanir.

Tamm 3.2.9. 0<r <1 ve R>1 olsun. Bu durumda;
L, :={zeG:|(p(z)|=r}, L, :={zeQ:|CD(z)|=R} ve L =L

egrilerine sirasiyla i¢ ve dis seviye egrileri denir.

I @

3.3. L,(G)-UZAYI VE ORTONORMAL SISTEMLER

Tanim 3.3.1. G — C karmagsik diizlemde bir bolge olmak {izere.

[[If (z) do. <0 (3.3.1)
G
kosulunu saglayan G bolgesinde tanimli dlgiilebilir fonksiyonlarin sinifi L, (G) ile
gosterilir.
Yani,

L(G):= { £ f G'de dlgiilebilir ve j j £ ()| do, < oo} .

15
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Ayrica, L, (G) uzayinda norm

= ];

bigiminde tanimlanir.

Lemma 3.3.1. f €L,(G), z,€G ve d =dist(z,,0G) olsun. Bu durumda,

c
d*

1/ (z)| < j j £ (2)| do, (3.3.2)

saglanir [14].

Eger, G bolgesi olarak birim daire f =1 ve z=0 alinirsa (1.1) esitsizligi
esitlige doniisiir. Ayrica, G=C almursa L,(G) sadece f =0 fonksiyonunu igerir.

Bu durum dikkate alinmayacaktir.

Her f,ge’(G) ve a,beC igin
laf +bgl" <2(jaf’ | /T +[of I (33.3)
esitsizliginden (af +bg) € L,(G) dir.

Ayrica,

1+i
2

1+

- 1 i .
f-g=§|f+g|2+§|f+lg|2—7|f|2— Ei (3:34)

saglanir.

O halde f,g e L’(G) olmak iizere (3.3.4) esitliginden asagidaki fonksiyonu

tanimlamak mimkundur;

(f.8)=[[ f(2)g(z)do. (3.3.5)

Teorem 3.3.1. (3.3.5)’te verilen i¢ ¢arpim ile L,(G) bir Hilbert uzayidir
[15].

16
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Gergekten,

i) (3.3.3) esitsizligi L,(G) uzaymin toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine
kapal1 oldugunu gosterir. Boylece L,(G) uzayi bir lineer uzay olur.

ii) (3.3.4)’de tamimlanan fonksiyon bir i¢ ¢arpimdir. Yani,
a) (f+g, h)=(f.h)+(g.h)
b) (/.g)=(g./)
o (af.g)=a(f.g), VaeC
d) (f.f) 20 ve (f,/)=0< =0

saglanir.

iii) L,(G) lineer uzay1 (3.3.5)’te verilen i¢ ¢arpimin tirettigi

1], = <f,f>i=(ﬂ |f<z>rdoz} 536

normu ile tam uzaydir [15].

Teorem 3.3.2. G C bir bolge olsun. feL,(G) ve gelL,(G) olmak

luzere

< (Lﬂ f)f do. f ([Gjlg(Z)l2 d szz

i)

[[f@)gz)do.

1 1 1
2 2 2
i) ( [[lr@+g@f dazJ s( [[lrer dazJ +( [[le=r dazj
G G G
Bu esitsizliklere sirasiyla Hélder Esitsizligi ve Minkowski Esitsizligi adi
verilir [16].

Tamm 3.3.2. G cC sonlu bir bolge olmak iizere. G bolgesinde analitik ve

(3.3.1) kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifi 4,(G) ile gosterilir. Yani,

Az(G):z{f:feA(G) ve J;}Hf(z)‘z do. <oo}

dir.

17
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Ayrica, 4,(G) uzayinda norm

||f||A2(G) ::”f”z,l((;)

bigiminde tanimlanir.

Tanim 3.3.3. G < C birbdlge, /:G—> C, feL,(G) olmak iizere

(71)(2) :=£—%j ( g_(i))z daé] pov. (3.3.7)

dontistimiine Hilbert Dontistimii denir [13].

Teorem 3.3.3. (Calderon-Zygmund Esitsizligi) 7:L, —» L,, smirli bir

dontigiim olmak tizere
771, <01, (3338

esitsizligi saglanir [13].

Tamm 3.3.4. G — C bir bolge, f : G — C bir fonksiyon olsun.
i) f e ACL(G),
ii) VB < G kompakt kiimesi i¢in f,, f, € L,(B),
kosullar1 saglaniyorsa f fonksiyonuna G boélgesinde L, (G)—tiirevlenebilirdir

denir.

Teorem 3.3.4. (Green Formiilii)) G — C bir bolge, f: G — C fonksiyonu

L (G) tiirevlenebilir bir fonksiyon ise D < G 06lg¢iilebilir sinirli Jordan bolgesi i¢in
[ 1@ de=2i[ £.(&do, (3.3.9)
oD D
dir [16].
Teorem 3.3.5. (Cauchy-Pompeiu Formiilii) G — C bir bolge, /:G —> C

fonksiyonu LI(G) tiirevlenebilir bir fonksiyon, D < G smirli Jordan bdlgesi ve

ze D ise

18
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1 f(af) Vi (cf)
/() =_2m'a£§ ﬂ (3.3.10)
dir.
Ispat: z merkezli & vyaricaph daire B(z,&) olmak iizere ?
-z

fonksiyonuna D\ B(z,¢) bolgesinde Teorem 3.3.4. uygulanirsa,

1:($)
2iD\15'-('[ ) gy_z d‘7§=a(m!( ) g(_g) de = If(g) I f(é:)

0B(z,¢) 95 o

elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki son integral

[ L [ LOTO e [ LO e

0B(z,¢) 98 0B(z,¢) 98 -z oB(z,e)S %

seklinde yazilabilir ve

I f(f) f(Z) ag< | -G
0B(z.) 0B(z.) |§ - Z|
<¢ I ||d§| 5— =2rn¢
aB(zg) -

oldugu g6z oniinde tutulursa

i [ L€ hm[ J LA e, [ LDy |am g

&0 —z &0

8B(z,¢) 3B(z,c) -z 9B(z,¢)

bulunarak ispat tamamlanir.

f € A(G) oldugunda Teorem 3.1.3. g6z Oniine alinirsa Cauchy-Pompeiu

formiilii Teorem 3.2.4.’de verilen Cauchy integral formiiliine doniisiir.

Tanmm. 3.3.4. G c C bir bolge Vn=0,1,2,...i¢cin ¢, :G—=>C, ¢, €L,(G)
olmak tizere

n=m

1 ,
(4,.,) ﬂ 4,(2)8,(2) do, { (3.3.11)

0 n#m,
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kosulunu saglayan {¢n (z)} sistemine ortonormal sistem denir.

00
n=0

L,(G) uzayinda her hangi bir lineer bagimsiz {y/n(z)}

o0
n=

, fonksiyonlar

sistemi verilsin. Bu sistem yardimiyla L,(G) uzaymda ortonormal olan bir

{#,(2)}", fonksiyonlar sistemi insa edilebilir. Bu metod Gramm-Schmidt

Ortonormalestirme metodu diye bilinir. Simdi bu metodu adim adim verelim:

Adim 1:

Wy

@, (2) =———=y,(2), W, eR
\/<V/0=V/o>

olarak segilir.

Adim 2:

h(z)=y,(2)+ u,p,(z) olsun. g, sayist Oyle secilsin ki <hl, ¢0> =0
saglansin. Buradan , = —<l//0 , ¢0> bulunur. Boylece 4, (z) =y, (z) - <l//1 . > @,(z) elde
edilir.
h(z)#0 ve h(z), w,’ 1n se¢giminden bagimsizdir.
Buna gore

iw
e

$(z) =——=—=n(z), w eR

(o)
elde edilir.
Adim 3: h(z)=w,(2)+ y,@,(2) + 1,6,(z) olsun. p, ve p sayilart dyle
secilsin ki <h2,¢50> =0 ve <h2,¢0> =0 saglansin.

O halde g, =—<1//2,¢0> ve 1 =—<l//2,¢1> elde edilir. Boylece,

h(z)= l//z(z)_z<lr//25¢k>¢k(z)

elde edilir. Buna gore

eiwz
$,(2) =—=—==Mm(2), w, eR

)

bulunur. Bu sekilde devam edilirse n’inci adimdan sonra

B =¥, ()= 2 (1, 4)4,(2)

20
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Ve

4(2)=—h (2), w R

(h,sh,)

elde edilir. 4 (z)#0 ve h (z) fonksiyonu w,,w,w,,..,w  ’in se¢ciminden
bagimsizdir. {¢n (z)}nEN sisteminin insasindan goriiliir ki her bir ¢, (z) fonksiyonu
w,(z) fonksiyonunun bir lineer toplami olarak gosterilebilir. Bunun tersi de

dogrudur.
Ayrica,(¢,.4,) =3, dir. Gergekten,

n,m

($..4,)=0, k# j, k. j=0,...,n—10lursa m<n igin

<¢nﬂ¢m>:<;;nh>|:< k:0<l//n’¢k> () m>:|

_L>[<,,,n,¢> V8. ) (8 mﬂ

(h,.h

n’>""n

n—1

k=0

eiwn
=T l//n’¢m - l//n’¢m :0
e [ot) ()]
Bununla birlikte, ¢ (z) fonksiyonu her bir w,(z), k£=0,1,2,...,n-1
k
fonksiyonuna ortogonaldir, ¢iinkii y,(z) fonksiyonu y, (z)zZy $;(z) seklinde
j=0

gosterilebilir.

w,

e™ katsayilarinin verilmesi ile buna uygun olan ortonormal sistem elde
edilir.
w,

e sayilarina faz sayilar denir ve 6zel olarak w, =: Y1 gibi alinir.

Simdi {¢n (Z)}:;O ortonormal sisteminin

¢n (Z) — zak(n)l//k(z)’ an(n) >0
k=0
kosulu ile tek tiirlii tanimlandigini gosterelim. Boyle tanimli iki {gzﬁn(l)(z)} ve

{;/5,1(2)(2)}, n=0,1,2, ..., ortonormal polinomlar sisteminin mevcut oldugu kabul

edilsin. Bu durumda ¢, " (z)=¢,”(z), n=0,1,2, ..., oldugu gosterilmelidir.
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Gramm-Schmidt ortonormallestirme yontemine gore

6" (2) =, (2) = e, P (2)
ve
<4 >= 47 <447 >=1
oldugundan 4,” =1 elde edilir ve a," >0 oldugu dikkate alinirsa, 4, =1 dir, yani

$,"(z)=¢,7(z) dir. n>0 igin

¢, (2)= iAk¢k(2)(Z),

seklinde yazilir ve her iki taraf ¢,*'(z) ile carpilirsa

n
< ¢n(1)’¢k(2) >= Z Ak < ¢j(2)a ¢k(2) >= Ak
Jj=0

elde edilir.

A, =ﬂ¢n(l)ﬁdaz, k=0,....,n

G

Ote yandan
k
A, =<0, >=<¢"> cy,>=0, k=0,..,n-1.
Jj=0

Bu durumda, ¢, =4 4% dir. Kosula gére 4, >0 ve 4°=1 oldugundan

A, =1 dolaysiyla ¢, (2)=¢,"(z), V n=0,1,2, ..., elde edilir.
3.4. 4,(h,G) UZAYI VE OZELLIKLERI

GcC, L=0G Jordan egrisi ile siirli sonlu bir bolge, A(z)>0 G ’de

tanimli integrallenebilir ve

j j h(z)do. >0

G

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun.
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Tammm 3.4.1. G bir bolge olmak iizere, G bolgesinde analitik ve

”h(z)| f (z)|2 do_ <o kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin ailesi A4,(h,G) ile
G
gosterilir. Yani,

A (h,G) = { f:f € AG) A [[h2)|f () do. < oo}

Tanim 3.4.2. G — C bir bolge, h(z) ise G de tanimli bir fonksiyon olsun.
VB c G kompakt kiimesi i¢indp, >0 dyle ki Vf € 4,(h,G) i¢in

2
, Zz,€B

[[n@|f @) do. 2 p,|f(z)

sagliyorsa, h(z)fonksiyonuna G de bir agirlik fonksiyonu denir.

Teorem 3.4.1. G — C bir bolge, /(z) ise G de taniml1 bir fonksiyon olsun.

Eger VB — G kompakt kiimesi verildiginde pargali diizgiin / — G egrisi ve 0 >0

sayi1sl

a) min{d (¢, B);d(/, 8G)} 20,
- ol ..
b) her zeF::{z:d(z,f)SE} i¢in h(z) =2 ¢, >0,

kosullar1 saglanacak sekilde bulunabiliyorsa 4(z) bir agirlik fonksiyonudur.

Ispat: Vg e/l ve fe 4, (h,G) igin m, =inf h(z) >0 olmak iizere
: zeF

[[@|f@do.> [[ h@|f@f do.zm, [[ |f@f do.

o-ckS -iS

olur ve Lemma 3.3.1°den
[[r)| /@) do. > ﬂ@] m|f )

bulunur. Ayrica M = ma/x| f (g)| olmak iizere
gel

[[n)|f ) do. = ﬂ(gj m,M?

G

elde edilir. Teorem 3.2.4’ten Vz, € B i¢in
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Fen ==L e

2miy ¢ -z,
dir. Buradan

M mes/t

|f(Zo)| < i

elde edilir. Esitsizligi kullanilirsa

2 1 726!
jGj h(z)|f(2)| do, > Tt ™ 17 (z,)

2
,Z, €B

oldugu bulunur.
Bc G ve f e A4,(h,G) keyfi oldugundan h(z) bir agirlik fonksiyonudur. Bu

da teoremi ispatlar.

Ozel halde, D € A(G) ve Vz € G i¢in D(z) # 0 olmak iizere
h(z)=|D(z)[ (3.4.1)
gibi tanimlanirsa Teorem 3.4.1°e gore bir agirlik fonksiyonu olacaktir. Gram Schmidt
ortonormallestirme metodundaki {l//k (z)}Z: , lineer bagimsiz fonksiyonlar sistemi
v, (2)=D(2)z", k=0,1,....n,

seklinde secilirse G bolgesinde ortonormal olan

¢k (Z) =D(Z)¢k(z)’ k = 0913"'9’17

sistemi elde edilir. Burada ¢, (z), derecesi k ’ya esit olan bir polinomdur ve e™,

¢, (z) 'nin bas teriminin katsayis1 pozitif olacak sekilde secilmistir. Bu durumda,

[[ D)4, (2)D(2)g,,(2)do. =5,

G

elde edilir. Yukarida A(z) = |D(z)|2 yazilirsa

[[n(=)8.(2)8,(2)do. =5,

G

sonucuna ulasilir.
Boylece h(z):|D(z)|2 agirhk fonksiyonuna gore {4,(z)}  ortonormal

polinomlar sistemi elde edilir.
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3.5. YARI KONFORM DONUSUM VE EGRILER

Tammm 3.5.1. G,H c C herhangi iki bolge; f:G — H fonksiyonu

e

VzeG igin J (2)=|/. |2 —|£.F >0 kosulunu saglayan ve C' sinifindan olan bir

homeomorfizm olsun. Eger,

ﬂ@W+é@WSK<w 3.5.1)
L@ -|Lef

ise f fonksiyonuna G bdlgesi lizerinde tanimli bir K —yart konform déniisiim,

zeG

K >1 sayisina da f doniistimiiniin yart konformluk katsayisi denir.

Tanimdan goriiliir ki f fonksiyonu G bdlgesi iizerinde K —yar1 konform

Jz(2)

(2)

doniigiim ve £ = ise Vz € G igin <k <1 dir. Yart konform doniigiimiin

K+1

bazi 6zellikleri asagidaki verilmistir [17].
i)1-yar1 konform doniisiim konform doniisiimdyiir.

ii) f,, K —yarn konform ve f,, K, —yar1 konform doniisiimleri verilsin.
1, ° /> bileske doniisiimii X, - K, — yar1 konform dontigiimdyir.
iii) f doniisimi K-yarnn konform ise f 'de K-yar1 konform

dontistimdiir.

Tanim 3.5.2. f:D>L— D', K—yar1 konform doniisiimii altinda f(L)
cember (dogru parcasi) ise L egrisine K —yari konform egri (K —yari konform

yay) denir.

“'I | Y ) |
| e .
‘ [N K|

eVl
|!I.ui== D D\
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F(L), L’yi ¢ember veya araliga resmeden f:D>L—D" tim

homeomorfizmalarin kiimesi ve

VARaYE

e

K= R ) |fz|—

olsun [16], [18].
Eger,

K, <o (3.5.2)
oluyorsa L egrisine yari konform egri denir ve L, K —yar1 konform egri ise
K, <K dur.

L egrisi herhangi bir K >1 sayisi i¢in K -yar1 konform egri oluyorsa L ye
yar1 konform egri denir.

Tanim 3.5.2.’de D =C veya D c C olmak iizere iki durum s6z konusudur:

i) D=C durumunda Tanim 3.5.2’ye K —yar1 konform egrinin global
tanimi denir ve yar1 konformluk katsayisi (3.5.1) yardimiyla hesaplanir.

ii) D ¢ C durumunda Tanim 3.5.2’ye K —yar1 konform egrinin lokal tanimi

denir ve yar1 konformluk katsayis1 (3.5.2) yardimiyla hesaplanir.

Teorem 3.5.1. D c C olmak iizere L analitik yay veya egri ise egrinin yar1

konformluk katsayis1 K =1 olur [18].

Teorem 3.5.2. DcColmak iizere LeC, egrisi ise yeteri kadar

kiiclik € > 0 sayis1 i¢in egrinin yar1 konformluk katsayis1 K =(1+¢) olur [18].

Teorem 3.5.3. L bir Jordan egrisi, z,,z, €L, (z, #z,) keyfi noktalar ve
l(z,,z,) < L, z ile z, noktasina birlestiren kiiglik ¢apl alt yay olsun. L egrisinin

yar1 konform egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

|2, — 23| +|z, — 23]
sup <o (3.5.3)
z1,2,€L, |Z] - ZZ|
z3€l(z),27)

olmasidir [13].
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Uyan 3.5.1. Yar1 konform egriler sifir ag1 igermez.

Tamm 3.53. GcC bir bdlge L:=0G sonlu sayida K, —yar1 konform

yaylarmm z, z,, ...., z, noktalarindaki bir birlesimi ve K := max{K j} olsun. Eger, L

2<j<m
egrisi z, noktasinda yerel K —yar1 konform ve z,, ...., z, noktalarinda x”,(p>1)
tipli i¢ sifir a¢1 olusuyorsa G bolgesine PQ(K , p), (K=>1, p>1) smifindandir

denir.

Tanim 3.5.3.’de verilen G bolgesinin resmi m =2 i¢in asagidaki gibidir:

Tammm 3.54. L=0G yan konform egrisi verilsin. Eger, her bir ze€ L

noktasina bir tek » >0 ve 0 <v <1 i¢in z merkezli » yarigaph

S(zirv)={E:é=z+re",0<0,<0<0,+v |

kapali c¢embersel sektorii tamamen Q’da yerlesiyor ise G bolgesine  Q(v)

sinifindandir denir [19].
Her yar1 konform egrinin yukaridaki tanimi sagladigi agiktir. Bununla

beraber L iizerine konan bu kosul egriye yeni bir geometrik karekterizasyon verir.

Ornegin, G* bolgesi

G :={z:z=rei9,O<r<l,§<9<2ﬂ}
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biciminde tanimlansin. Bu bdlgenin yar1 konformluk katsayisini belirlemek kolay

degildir. Fakat bu yeni tanima gore G* € Q(%j dir.

Tamm 3.5.5. L < C, bir Jordan egrisi olmak iizere y:C — C doniigimi
y(int(L)) =ext(L), y(ext(L)) =int(L) ve Vzel igin y(z)=z kosullarim
saglasin.

Eger, y :C — C yar konform doniisiim ise y fonksiyonuna L egrisine gore

yart konform yansima denir.

Teorem 3.5.4. L, C de bir Jordan egrisi olsun. L egrisine gore yari
konform yansimanin olmasi i¢in gerek ve yeter sart L egrisinin yar1 konform egri

olmasidir [17].

Uyan 3.5.2. "a<b" ve "axb" ile c, ¢, ¢, pozitif sabitler olmak {izere
a<cbhb ve c,a<b=<c,a gosterilir.

Burada c,c,,c, sabitleri a ve b sayilarindan bagimsizdir.

Teorem 3.5.5. L egrisi K-yart konform egri olsun. Bu durumda, L

egrisinin belli bir sonlu komsulugunda smnirli kismi tiirevlere sahip ve C' smifindan
olan bir yar1 konform yansima vardir.
Ozel olarak, L egrisinin belli bir sonlu komsulugundaki her bir z igin

el (3.5.4)

|y(z)—z'| = |Z—Z'

saglanir [17].

Sonu¢ 3.5.1. L egrisi K-yar1 konform egri, cog L, G=int L, Q=extL
olsun. Bu durumda L’ye gore c¢,(K)—yar1 konform y(z) yansimasi vardir ve bu

yansima,

i) a e G sabit bir nokta dyle ki, a= y(oo) olmak {izere; y(z) yansimasi

C\(Lu{a}) bolgesinde siirekli tiirevlenebilirdir,
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ii) Yeterince kiicik o6>0 sayist i¢cin B(a,0):= {z:|z—a|<§} ve
B(a,5) = y(B(a,8)) olmak iizere C,:= C\(B(a,a)uf;(a,a)) bolgesinde (3.5.4)
saglanir,

iii) Vze C\L igin |y.|<c(K,5), ¢(K,0)" <|y|<e(K,8) ve z¢ C\L igin

) )| zeB(a,6)
k |Z—a|_2 ,z€ B(a,5)

z z

@[ .zeBa,0)
|Z—Cl|_2 ,z€ B(a,5)

Ozelliklerine sahiptir [17].

L=0G egrisi, lokal anlamda K —yar1 konform egri olsun. F, ®, f
déniisiimleri yardimiyla bir 1< R, <2 ve 7, =R, sayisi i¢in Tanim 3.5.2> deki D
bolgesi olarak [18]’de oldugu gibi D:=G, \G, olarak secilebilir. Burada
Gy =int(Ly) dir.

Bu durumda,

at)=£{(70) |
doniisiimiiniin L egrisine gére K* —yar1 konform yansima oldugu gosterilebilir [13].

Yani, a(-) doniisiimii, L egrisinin iizerindeki noktalar1 degistirmeyen ve

herhangi 1< R < R,, 1, < r <1 sayilart igin
a(G\G)c G\G,, a(G\G.)cG,\G

saglayan bir K’ —yar1 konform déniisiimdiir. Bu durumda Sonug 3.5.1%e benzer

sekilde L ’ye gore

‘a*(z)—zl‘><|z—z1 , z,€L,zeD (3.5.5)

kosulunu saglayan o (-), ¢(K)—yar1 konform déniisiim vardir. Boylece [17]’den
genelligi kaybetmeksizin Tanim 3.5.2°deki D bolgesinde

a(z)=a'(z), ze D (3.5.6)
oldugu kabul edilebilir.
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Lemma 3.5.1. L egrisi K —yar1 konform egri z, e L ve z,,z,eGN
{ZZ|Z—ZI|S cd(zl,LRO)}, w, =F(z)) (22,23eQﬂ{z:|Z—Zl|Scd(zl,LrO)}
w, =®(z,) j=1,2,3) olsun. Eger |z, —z,|<|z —z,]| ise

1) |w1—w2|%|w1—w3

b

K K?
. |w -w |z -z | |w w
11) 1 3 % 1 3 % 1 3 ,
m—%‘ 4—@“m—%‘
saglanir [20].

Sonu¢ 3.5.2. Lemma 3.5.1.°de z; e L, (yada z;€ L, ) ise

-2

K2_< < K
|w1—w2| \|zl—zz|\|wl—w2

dir.

Lemma 3.5.2. L:=0G egrisi K —yar1 konform egri olsun. Bu durumda, her
bir z € L noktas: ile z, € G noktasi birlestiren fS(z,,z) c G yay: vardir dyle ki
asagidaki kosullar1 saglar [21]:

i) V¢ e Blz,,2) igin d(¢,L)<|{ 2| dur,

ii) V¢,,¢, € B(z,,2) i¢in ¢, noktasint £, noktasina birlestiren ,5’((1,4’2) c

P(z,,2) altyayrigin mesf(S,,6,) <6 & dir.

Lemma 3.5.3. L:=0G egrisi K —yar1 konform egri olsun. Olgiilebilir her

hangi bir ¥ © G yay1 ve onun ¢ () yansimasi igin

mesy =< mesct (y)

saglanir [21].

Lemma 3.5.4. (Goldstein Lemmasi)) Gc C bir bolge ve g:G—>C,

K —yar1 konform doniisiim olsun. Bu durumda, her bir £ — G kompakt alt kiimesi

1
ve Vo €| 0,— | sayisi i¢in
(0| savsi

30



Dardagan, Y.G. 2012. Bergman Cekirdek Fonksiyonunun Yaklasim Ozellikleri. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

mes g(E) < (mesE)5

esitsizligi saglanir [23].

Lemma 3.5.5. L egrisi K -yar1 konform egri ve

G, = {z zeG,d(z,L)< 3} olsun. Bu durumda, Ve >0 icin

mesF(Gg) <&’

2

dir. Burada, eger L egrisi yerel K -yari konform ise 5=min{%,KL} diger

K*+1

KZ

durumda ise 0 = dir [24].

Eger, G keyfi bir Continyum bolge ise o :% secilebilir [23 s.181].

3.6. BERGMAN CEKIRDEK FONKSiYONU VE OZELLIKLERI

Bu béliimde, 6zellikle G bolgesini birim daireye resmeden ve uygulamada
Oonemli bir yere sahip Riemann doniisiim fonksiyonunun inga edilmesinde kullanilan

Bergman Cekirdek fonksiyonu ve temel 6zellikleri verilecektir.

Teorem 3.6.1. (Riesz Temsil Teoremi) A bir Hilbert uzay1 L: H > C

sinirlt bir lineer fonksiyonel olsun. Tek tiirli tanimlanan u € H vardir dyle ki
L(x)= <x,u> ,xeH

saglanir [14].

G keyfi basit baglantili bir bolge ve H :=L,(G) olsun. Vf €L,(G) i¢in
L(f)=f (ZO) bi¢ciminde tanimlansin.

Bu fonksiyonelin lineer oldugu aciktir. Lemma 3.3.1°de (3.3.2) esitsizligi

dikkate alinirsa
c
e s

saglanir. Bu esitsizlik yukarida tanimlanan fonksiyonelin sinirl oldugunu gosterir.
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O halde Reisz temsil teoreminden tek tiirlii taniml u, € L,(G) vardir dyle
ki
f)=(fu,)
saglanir.
u, ()=K (.,z,) biciminde gosterilir ve Bergman c¢ekirdek fonksiyonu

olarak adlandirilir. Bergman cekirdek fonksiyonunun en 6nemli 6zelliklerinden biri

yeniden Uretme Ozelligidir. Yani,

f@)=(f.K(.2)=[[ £(2)K(z.2)) do,
saglanir. Eger, f(.)=K(.,z,) olarak seg¢ilirse

K(zy,z,) = ”K(-,Zo)nj
elde edilir.

Bergman ¢ekirdek fonksiyonunun bir diger 6zelligi de z,,z, € G i¢in

K(z,,z,) = K(z,,z)
dir.

Gergekten, f =K(.,z,) ve z =z, olarak segilirse

K(z,z,) :_UK(Z,ZZ)K(Z,Zl)dO'Z = IIK(Z,ZI)K(Z,ZZ)CZO'Z =K(z,,z))

elde edilir. Ayrica, Bergman c¢ekirdek fonksiyonu L,(G) uzayinda bir ekstremal
problemle de ilgilidir (bkz.[14]):
z,€G ve M ={feL,(G): f(z,)=1]

olsun.

Teorem 3.6.2. Tek bir f, € M vardir dyle ki

min] /1, =4l
esitligini saglar. Ayrica, f, €M fonksiyonu ile Bergman g¢ekirdek fonksiyonu
arasinda
K(z,z (z
ﬂ)(z):M, K(ZJZO):ﬁ) 2)
Kz,z0) A4l

32



Dardagan, Y.G. 2012. Bergman Cekirdek Fonksiyonunun Yaklasim Ozellikleri. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

iliskisi vardir [14].
Ispat: feL,(G) olmak iizere f(z,)= < f,.K (.,ZO)> biciminde yazilir.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden f € M i¢in

L={f.KCz0) <[ LIK G2, =11 VK Goo20)

elde edilir. Esitlik
f(2)=fy(2) =cK(z,z,)

1
oldugu durumda saglanir. 1= f,(z,) = cK(z,,z,) oldugundan c :ﬁ olur. Bu
Z0 . Z0

K(z,z,)

olmas1 anlamina gelir.
K(ZO s ZO)

ise f,(z2)=

3.6.1. Bergman Cekirdek Fonksiyonunun Gdosterimi:

K(.,z,) fonksiyonunun bir gosterimini elde etmek i¢in L,(G) uzaymin tam

ortonormal polinomlar sistemi kullanilacaktir. Seri gosterimine ge¢gmeden Once tam

ortonormal polinomlar sisteminin tanimin1 verelim.

Tamm 3.6.1.1. H i¢ carpimli bir lineer uzay S < H olsun. S tamdir denir

eger VxeS§ igin <x, y> =0 kosulunu saglayantek ye H y =0 ise[15].

Tammm 3.6.1.2. ScH olsun. Eger, S’deki -elemanlarin lineer
kombinasyonlar1 H ’de yogun ise. S kiimesine H uzayinda kapalidir denir.

Eger H uzayiin kendisi tam ise bu iki tanim denktir [15].

3.6.2 . L,(G)-Uzaymda Ortonormal A¢ilim

{¢j}; ile L,(G) uzayinin tam ortonormal sistemi verilsin. f € L,(G) igin

v, =(1.8)=[[1¢,(Ddo.  j=1.23...
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bigiminde tanimlanan sayilara f € L,(G) fonksiyonunun Fourier katsayilar1 denir.

Bu katsayilar yardimiyla olusturulan seriyi f € L,(G) fonksiyonuna kars1 getirelim:

f~iyj¢j

J=1

{¢j }OO | sistemi tam ortonormal sistem oldugundan
j=

=0, n—>ow (6.2.1)

Hf_i]/j¢j

L,(G)

saglanir ve bu seriye f € L,(G) fonksiyonunun Fourier Serisi denir.

Teorem 3.6.2.1. Eger, {¢j}w tam ortonormal sistem ve felL,(G)
J

fonksiyonunun Fourier serisi z 7,9, ise (6.2.1) saglanir.
Jj=1

Ayrica, f €L,(G) fonksiyonunun Fourier serisi G bolgesinin her bir B
kompakt alt kiimesinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir [14].
Simdi K(z,z,) Bergman Cekirdek Fonksiyonunun seri gosterimini elde

edelim:

Yukarida oldugu gibi K(z,z,) fonksiyonunun Fourier katsayilari

7, =(K(.2).8,)=0,(z) j=123,.

bi¢iminde tanimlanarak K(z,z,) fonksiyonuna Z}/ @, serisini karg1 getirelim:
j=1

K(Z,ZO) - iyj¢j .

Bu durumda agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.6.2.2. {¢/} tam ortonormal sistem olmak {izere Bergman

Cekirdek Fonksiyonu her bir z,z, € G i¢in
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K(z.2) =Y 8,9, (z) (622)

gosterimine sahiptir. Bu seri z, € G noktasini i¢eren her bir B < G kompaktinda

diizgiin yakinsaktir [14].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu kisimda 3. Materyal ve Metot boliimiinde tanimlanan Bergman Cekirdek

Fonksiyonu’nun Fourier serisinin kismi toplaminin A4,(4,G) normunda Bergman

Cekirdek Fonksiyonuna yakinsakligi ile ilgili sonuclar verilecektir.
Ozellikle, yakinsama hizinin bdlgenin ve agirhk fonksiyonunun

ozelliklerine baghilig1 ve z, noktasini igeren B c G kiimesinin yakinsama hizina

olan etkisi incelenecektir.
4.1. ESAS SONUCLAR

Kolaylik olmast acisindan K>1,0<A<2 ve 1<p<2 olmak iizere

asagidaki notasyonlari verelim: A, :=max {1, 4},

L, 0<l£4_2p
2-4 2+p
vi(4; p) = 227, 42_2p</’t£1,
P +p
2-p l<A<2
2p ’
p 2K
Tldanwa
v,(K; p) = )
1 _ 2K

2k PRk

olsun.

Teorem 4.1.1. G C keyfi Jordan bolgesi ve h(z) agirhk fonksiyonu

(3.4.1)’deki bigimde tanimlansin. Bu durumda,

”K(-,Zo)_K,,(-,Zo)”AZ(h,G) =( i |¢k(zo)|2j2 (4.1.1)

k=n+1

olur.
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Teorem 4.1.2. GeC,(A,p), 0<A<2,1<p<2 ve Delipa, 0<a<l

olmak iizere h(z) agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki bicimde tanimlansin. Bu durumda,

9-4 A

1K (2) = K, (o2 gy S €68 20 (BYR (4.1.2)

olur. Burada, a>v,(4;p) oldugunda u< min{2 /1/1 ’22—_p} ve as<v,(4;p)
- p

oldugunda 0 < y < @ min {l; Z} dir.

Teorem 4.1.3. GeC,(4,1), 0<A<2 ve DelLipa, 0<a<1 olmak iizere

h(z) agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki bicimde tanimlansin. Bu durumda,

9-4 A

INCENEY HEEN . 8 2 (B (4.1.3)

(¢}

dir. Burada, a>v,(4,1) oldugunda 0<pu< min{ 4 l} ve a<v, (4,1

2-1°

oldugunda 0 < 4 < min{l;A} dur.

Sonu¢ 4.1.1. GeC,(1,p) ve De Lipa, 0 <a <1 olmak iizere h(z) agirlik

fonksiyonu (3.4.1)’deki bicimde tanimlansin. Bu durumda,

5
|KC20) =K, (2] ) S €6 2 (BT (4.1.3)
dir. Burada, o >v,(1, p) oldugunda 0 < ¢z < min {1;22—_1?} ve a <v,(l, p) oldugunda
p

O<u<a drr.

Sonu¢ 4.1.2. G kiimesi L sekilli bolge ve D e Lipa, 0<a <1 olmak

tizere h(z) agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki bi¢imde tanimlansin. Bu durumda,
5
IK(.z0)— K, (., zo)||A2 ey S8 (B

dir. Burada, o >§ oldugunda 0 < <§ ve o S% oldugunda 0< u <% dir.
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Yukaridaki teoremlerde bolgenin smirint olusturan L, yaylari, C, sinifini

kapsayan yar1 konform egriler sinifindan segilirse asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 4.14. Ge PO(K,p) K21, p>21 Delipa, 0<a<1 olmak

tizere h(z) agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki bi¢imde tanimlansin. Bu durumda,

3
||K(.,ZO)—KH(.,ZO)||AZ oy S€8 2 (BN (4.1.4)

saglanir. Burada, o > v, (K, p) oldugunda 0 < < 3 11{2 min{z —-P : L} ve

a<v,(K,p) oldugunda 0 < u<aK’ dir.

Teorem 4.1.5. Ge PO(K,1) K>1, De Lipa, 0<a <1 olmak iizere h(z)

agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki bicimde tanimlansin. Bu durumda,

_3
||K(.,zo)—Kn(.,zo)||A2 ey S€8 2 (B (4.1.5)

saglanir. Burada,  >v,(K,1) oldugunda 0 < u < 5 ! ve a <v,(K,1) oldugunda

K4

0<pu<ak’ dir.

Teorem 4.1.4. ve Teorem 4.1.5.’de yakinsama hizinin bulunmasi tamamen
verilmis bolgenin yar1 konformluk katsayisi K ’nin bilinmesine dayanmaktadir.
Simdi, yar1 konformluk katsayisini bilmeden yakinsama hizinin bélgenin baska bir

parametresine bagli olarak verilebilecegini gosterelim.

Teorem 4.1.6. Ge Q(v), O0<v <1, Delipa, 0<a <1 olmak iizere h(z)

agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki bigimde tanimlansin. Bu durumda,

3
|K (o 20) =K, (> 20)| 1 ) S €5 2(BIn" (4.1.6)

oldugunda 0O< u< < !

saglanir. Burada, o> ve o
4(2-v) 4(2-v) 4(2-v)

oldugunda O < u < av dir.
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Sonu¢ 4.1.3. G € Q(%) , DeLipa, 0<a <1 olmak lizere h(z) agirhik
fonksiyonu (3.4.1)’deki bi¢imde tanimlansin. Bu durumda,

s
IK(.2) —Kn(.,zo)”AZ ey S8 (B

saglanir. Burada o >% oldugunda 0 < u < % ve a S% oldugunda 0 < u <% dir.

4.2. YARDIMCI SONUCLAR

@(z,z,) fonksiyonunun integral gosterimi:
Baslikta bahsedilen ¢(z,z,) G bolgesini birim daireye resmeden ve
0(zy,2,)=0, @'(z,,z,)>0 kosullarmn1 saglayan Riemann doniisiim fonksiyonu

olarak alinmistir.

Bu kisimda, K >1, 1< p<2 olmak lizere G bolgesi PO(K, p) sinifindan
olmak tizere ¢(z,z,) fonksiyonunun bir gosterimi elde edilecektir. Diger bolgeler

i¢cin de benzer yol izlenir.

GePQO(K,p) K=>1, 1< p<2 verilsin. Genelligi kaybetmeksizin Tanim
3.5.3’te m =2 alabiliriz. Ayrica z, =1, z, =-1 ve (-1,1) © G olsun.

r :={zeL:ImzZO}, I :={zeL:Imz<0} olmak lizere
L=0G =L UL’ ve bu egriler z,=1ve z,=-1 noktalarinda birlessin. Bolgenin
smirt z, =1 de yerel olarak K —yar1 konform ve Tanim 3.5.3’deki gibi z, = -1

noktasinda x” — tipli i¢ sifir agiya sahip olsun.

Her bir L, yay1 K, yari konform oldugundan L, boyunca «;(.) yar

konformal yansimasi vardir. ¢, Tanim 3.5.3’de verilen sabit olmak tizere
L »
y o= {Z =x+iy:y=c,(x+1) } ,
7’ ::{z:x+iy:y:—c2(x+l)"},
bi¢iminde isaretlenirse Lemma 3.5.2> den V¢&,,&, € ¥/, j=1,2, igin

meSVj(glafz)'qfl _§2| (4.2.1)
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saglanir.

Yeterince biiyiik 7> N(R,) i¢in keyfi bir £ <1 alalim. R=1+cn"",
1 <R <R, segelim. y, yay1 ve L, egrisinin kesistigi noktalar zJ, j=1,2 olsun. Bu
noktalar L, egrisini L, :=L,(z3,2)) ve L, =L} (z,,z2) bi¢iminde iki pargaya ayirir.
Yani, L, = U; L, dir.
Ayrica, y,(R) =y, N(intL,) olmak tzere
I, =7R)Uy,(R)YUL, ve U:=int(l', UL)
olsun. w=¢(z,z,) Riemann fonksiyonu asagidaki bi¢imde U ’ya genisletilebilir:

o(z,z,) ,ZE 5,
o(z,zy) = 1

*= ,ZEU,
p(a;(2),z,)

Cauchy-Pompei formiilinden (bkz Teorem 3.3.5) ¢(z,z,) fonksiyonu
zeG i¢in
Loz, (5 zo)
,Zy) = — 422
02,20 = — j - ﬂ (4.22)

bi¢iminde bir gosterime sahiptir.

Yukaridaki isaretlemeler (4.2.2)’de kullanilirsa  ¢(z,z,) ’in  integral

gosterimi
gp(z,zo)::zim_j%d&gMj(z,zo)M(z,zu),zeE (4.2.3)

bi¢imine doniisiir. Burada,

M (z.2,) = 1 I P(&,2)) — (- 1zo)d§ A(,O)___H(%@ zo)

27 2R E—z

\%

o(&,z) EeL,

! (§’Z°):z{¢><—l,zo> gel

dir.
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Lemma 4.2.1. GePQOK.,p), K=21,p=21, z,eBcG ve ycQ

olgiilebilir son noktasiz* € L olan bir Jordan yayi olsun.

|mc, ZO)HZ <57 (B)(mesy)*™" (4.2.4)
Burada,
_ 1 o z)-0(,z)
M(Z’ZO)'_27U'-I £s d&
dir.

Ispat: y iizerindeki varsayimdan dolay1 [24]’den V& € y icin

1
2

(&, Zo)—(p(z*,zo)‘ < 5;(3)‘5 —z

1
saglanir. Boylece, [25]’de A(¢f)=t ve v(t):=0 2(B)\/; biciminde segilirse (4.2.4)
elde edilir.

Lemma 4.2.2. U cQ ve ', L egrisine gore bir yar1 konformal yansimasi

olsun. Bu durumda

1 < (mesp(a”(U), z,)) (4.2.5)

saglanir. Burada

(sga 92(.%) ,
2z = [[ 252

dir.
Ispat: (4.2.5) esitsizligi ve Teorem 3.3.4 Calderon-Zygmund esitsizliginin

bir sonucudur. Gergekten

HJ‘ (pg(éga 0)

o {j [|pzc.z0f dagj

(

a’(é),z, ‘ da§}<( ” |¢"(§»Zo)|2 dag]

a*(U)
=mesp(a” (U),z,) (4.2.6)
dir.
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Simdi esas sonuglarin ispatinda temel rolii oynayan asagidaki Lemma’y1

verelim:

Lemma 4.23. GePO(K,p), K21, p=1, z,e Bc G olsun. P(z,z,)

polinomu vardir dyle ki

< 5_%(3);1*7 (4.2.7)

IEENEY A OEN |}

inj2=# L
p K

Ispat: ¢(z,z,) fonksiyonunun (4.2.3)’de verilen integral gsterimindeki ilk

saglanir. Burada y

teim G da analitik bir fonksiyon oldugundan derecesi n’yi asmayan P /(z,z,)

polinomu bulunabilir dyle ki Vz e G i¢in

1 If(f )
‘27[1 (E-z,)

saglanir. Boylece (4.2.3) ve (4.2.8)’den

E-P/(,20)| <~ (4.2.8)
n

loz)=R/(z) (4.2.9)

2
sl
elde edilir. Simdi,

U ={zeU:Imz20},U,:={zeU :Imz <0}
olmak iizere U :=U, LU, ve @’(z) yansimasi

o (z) = a(z,z,), Imz>0
" |ai(z,z,), Imz<0

biciminde tanimlansin. (4.2.4) ve (4.2.5) denklemleri (4.2.9)’da ;=12 igin

kullanilirsa

<= +5 Z(B)Z(mesyf(R))Tp

j=1

+22: (mesp(a;(U)), z, ))% (4.2.10)

elde edilir.
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Diger taraftan Lemma 3.5.1., Lemma 3.5.2 ve Lemma 3.5.3.’den j=1,2 ve

Ve >0 igin
1 &-1

mesy! (R) <[z +1|< d” (z],L/) < n"™ 4.2.11)
elde edilir. Yeterince kiigiik &, >0 i¢in
D, (-1)={&:|¢+1|<g, ).V, =U,ND, (-1)

V,=U,=V, dyleki U, =V, UV, olsun. Lemma 3.5.5 ve [24,Lemma 3.8]’den

e-1

mesp(a;(V,),2,) < 51(B)[d(zj,Lj)]Klz <5 (B«

Ve

-1

mesp(a}(V ),2,) < 8 (B)n*", j=1,2 (4.2.12)

bulunur. (4.2.8), (4.2.9) ve (4.2.7) esitliksizlikleri birlestirilirse istenen sonug elde

edilir.
Sonuc 4.2.1. Lemma 4.2.3°deki kosullar altinda bir O, polinomu bulunabilir
oyle ki
Qn(ZO,ZO) =0, Q:,(Zoazo) = ¢'(Zoazo)
ve

3
lo'(o20) =01 (20|, () < 6 2(BIN (4.2.13)
dir. Burada, y ise (4.2.7)’de tanimlandig1 gibidir.
Ispat: Eger, Q,(z,z,) = P (z,2,)— P,(2,,2,) + (z— 2, /(¢ (24,2,) — Pn' (2452,))
bi¢giminde tanimlanirsa Q, (z,,z,) =0, O.(z,z,) = ¢'(z,,z,) saglanir.
O halde, Lemma 4.2.3’den
|02 =01 2) 6, < A+ 87 BN @'( 20) - P20, (4.2.14)

dir. (4.2.7) ve (4.2.14)’ten (4.2.13)’lin ispat1 elde edilir.

Sonu¢ 4.2.2. GeQ), O0<v<l,z,eBc G olsun. Bu durumda, O,

polinomu vardir dyle ki Q,(z,,z,) =0, 0! (z,,2,) = 9'(z,,2,) Ve
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l0'(o20) =01 (20|, () < 2(BIN (4.2.15)

dir. Burada y < dir.

42-v)
Ispat: L yar1 konform egri oldugundan Lemma 4.2.3 ve Sonug 4.2.1’in

ispatin1 takip edebiliriz. Dolayistyla P (z,z,) polinomu bulabilir éyle ki derP, =n

Ve

! 4 2 1 *
|02 2| <—s+mesto(a U).2,) (42.16)

13

saglanir. G € Q(v), 0<v <1 oldugundan G “v-wedge” kosulunu saglar. [26] ve

dir. Ayn1 zamanda [28]’den

[27]7’dan Y € Lipv ve @ € Lip 5 !

1%

[ mes(p(a’ (U),z,) | < 57 (Byn >

elde edilir. Buradan ve (4.2.16)’dan

Son olarak Q, (z,z,) Sonug 4.2.1” deki gibi tanimlanirsa istenen sonug elde

12

1 _
<8 2(B)n ‘O

4

(0’(‘9 ZO) - Pn,(" Zo)

elde edilir.
edilir.

Lemma 4.24. GeC,(4,p), 0<A<2, 1<p<2 ve Delipa, 0<a<l

olmak tizere A(z) agirhik fonksiyonu (3.4.1)’deki bigimde tanimlansin.

T'(z0,2,) = (pl()L’ZO) kosulunu saglayan bir 7 (z,z,) i¢in

Zy
(z) 524
H—(p 220 T (hz)| =<8 2 (B)n (4.2.17)
D() .
. . ) A 2-p
saglanir. Burada, a >v,(4,p) oldugunda x <min o) ;7 ve a<v,(4,p)

oldugunda 0 < # < @ min {l; /1} dir.
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Lemma 4.2.5. GeC,(4,1), 0<A<2 ve DeLipa, 0<a <1 olmak lizere

h(z) agirhik fonksiyonu (3.4.1)’deki bigimde tanimlansin. Tn'(zo,zo)=%’z)°)
29
kosulunu saglayan bir 7 (z,z,) i¢in
(z,) 524
P2 1z <8 (B (4.2.18)
D() .

saglanir. Burada, a>v,(4,1) oldugunda 0<u< min{ 12

l} ve a<v,(4,1)

oldugunda 0 < i < @ min {1; l} dir.

Lemma 4.2.6. Ge PO(K,p), K=21, p>1, Delipa, 0<a<l ve h(z)

agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki bicimde tanimlansin. 7;'(20,20) = D(z) kosulunu
Zy
saglayan bir 7 (z,z,) i¢in
! 3
HM—J;(.,ZO W <8 2B (4.2.19)
D(') 4,

saglanir. Burada a>v,(K,p) oldugunda O<pu< 2]l<2 min{z;p ,%} ve

a<v,(K,p) oldugunda 0< u <K’ dir.

Lemma 4.2.7. GeQW), O<v<l, Delipa, 0<a<l ve h(z) agirhik

fonksiyonu (3.4.1)’deki bigimde tanimlansin. ];'(zo, Z,) = LACHEN) kosulunu
2y
saglayan bir 7 (z,z,) i¢in
! 3
HM “T(uz,)| <3 2B (4.2.20)
D(.) 4
< 1 - 1% 1
saglanir. Burada, o> oldugunda O< u< ve a<
4(2-v) 4(2-v) 4(2-v)

oldugunda0 < < v dir.
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Lemma 4.2.8. G bir Jordan bolgesi, D e Lipa, 0<a <1 olmak iizere
h(z) agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki bi¢imde tanimlansin. Eger, T (z,z,) polinomu
i¢in
9'(29,2)

i) Tn’(zo’zo): D(z.)

ii) ,(B) —> 0, n— o saglayan {o,(B)}  dizisi igin

2
9'(2)
-T(,z)| =<o,B) (4.2.21)
[Zh-res
saglanir ise
(ZI@(ZO)I j <c6”'(B)(o (B)) (4.2.22)
k=n
dir.
Ispat: 4 ,(h,G) uzaymin z,e€G noktasinda f(z,)=4,:= (D(ZO,ZO)
D(z,)
degerini alan fonksiyonlar sinifinda
2
J() = j j h(z)|| do, (4.2.23)
G

integraline minimum veren fonksiyon

_(p(z Z)
fo(2): D)

dir [29].
Diger taraftan derecesi n—1’1 asmayan ve z, € G noktasinda Q, ,(z,) =4,

degerini alan polinomlar sinifinda (4.2.23)’e minimum veren polinom

0,5y eae)

w1(20529)

olmak tlizere

/1 2
J(©0,.)= L (4.2.24)

K, (zy,zy)

dir.
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Ayni zamanda 7 , polinomu 7 ,(z,)=4, kosulunu saglayan keyfi bir

polinom ve ¢ =max /(z) olmak lizere
zeG

z<|[[h(z)

0,,(2) do. <+ [[h2)|1,()-0, () do.

<x+[[h@|f()-T, (2 do. <z +c[[|f,(2)-T, () do.  (4.2.25)

elde edilir. (4.2.24), (4.2.25) ve (4.2.21)’den

[
— 2 =7+0(c,(B))
K, (z,2y)
bulunur. Sonug olarak
|ﬂ“<)|2 2
K, (2,2, = i - O(|/10| 0,(B))

esitligi bulunur.

Eger, m > n i¢in yukaridaki esitlik yeniden diizenlenirse
K, (20:20) K, 1 (20,20) = O(4,[ &, (B)) ~ 0(|/10|2 , (B)) (4.2.26)
olur. (4.2.26)’da m — o i¢in limit alinirsa
K(zy,2)~ K. (20,2,) = 0(|/10|2 , (B))

elde edilir.
[30, Lemma 3]’den

4| =67 (B)

oldugu dikkate alinirsa Lemma 4.2.8 ispatlanmis olur.

Sonu¢ 4.2.3. GeC,(4,p), 0<A<2, 1<p<2 ve Delipa, 0<a<l
olmak iizere h(z) agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki bicimde tanimlansin. Bu durumda,

94 A

[i|(/2(zo)lzj2 <es 2 (Byn (4.2.27)

saglanir. Burada, a >v,(4, p) oldugunda u< min{2 :1/1 ’%—pp} ve a<v,(4,p)

oldugunda 0 < i < @ min {l; /1} dir.
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Sonu¢ 4.24. GeC,(1), 0<A<2 ve Delipa, 0<a<1 olmak iizere
h(z) agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki bigimde tanimlansin. Bu durumda,

9-44,

(ilmmf j <8 2 (Byn (4.2.28)

saglanir. Burada, o >v,(4,1) oldugunda 0< u< min{ /1/1 ,%} ve a<v,(4,1)

oldugunda 0 < < @ min {l; /”t} dir.

Sonu¢ 4.2.5. GePQO(K,p) K=1, p=1 ve h(z) agirhk fonksiyonu

(3.4.1)’deki bigimde tanimlansin. Bu durumda,

1

[i|¢l_(zo)|2j2 <5 (B)n™" (4.2.29)

i=n

saglanir. Burada, a>v,(K,p) oldugunda O<u< 211<2 min{z;p ,%} ve

a<v,(K,p) oldugunda 0< u <K’ dir.

Sonu¢ 4.2.6. Ge PO(K) K>1 ve h(z) agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki

bi¢gimde tanimlansin. Bu durumda,

1

(im(zo)rjz < 05% (B)n™* (4.2.30)

saglanir. Burada, a >v,(K,1)oldugunda 0< u< 5 ! ve a<v,(K,1) oldugunda

K4

0<u<ak? dir.

Sonu¢ 4.2.7. GeQW), O<v<l, Delipa, 0<a<l ve h(z) agirhk

fonksiyonu (3.4.1)’deki bicimde tanimlansin. Bu durumda,

(i%(%ﬂz <cd 2(Byn* (4.2.31)

i=
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oldugunda 0O< u< ve a<
2-v) 42-v) 42-v)

saglanir. Burada, o>

oldugunda 0 < g < av dir.

4.3. ESAS VE YARDIMCI SONUCLARIN iSPATLARI

4.3.1. Sonuc 4.2.3. — 4.2.7.’nin Ispati:
Lemma 4.2.8’den Sonug 4.2.3 — 4.2.7’nin ispat1 i¢in verilmis bolgeye uygun

olarak o (B) ’nin se¢iminin yeterli olacag: aciktur.

Eger, sirasiyla Lemma 4.2.4 ve Lemma 4.2.5’te

_5-24

o (B)=5 " (B).n*
bi¢giminde segilirse Sonug 4.2.3 ve Sonug 4.2.4 elde edilir.
Eger, Lemma 4.2.6’da
o,(B) =67 (Byn ™
biciminde se¢ilirse Sonug 4.2.5 ve Sonug 4.2.6 elde edilir.
Eger, Lemma 4.2.7°de
o, (B)=6"(Bn**

bi¢iminde segilirse Sonug 4.2.7 elde edilir.

4.3.2. Teorem 4.1.1 — Teorem 4.1.6’nin ispati:
Teorem 4.1.1.°in ispati:

K(z,z,)= i 9.(2)9,(z,) ve K, (z,z,) = i ¢.(2)@,(z,) oldugunu biliyoruz.

k=0 k=0

3 -

k=n+

”K(-azo)_Kn (-»Zo)”Az(h,G) = 9, (2)4, (z,)

4, (h,G)

=( ILE)NACTAENDS ¢k<z>¢k<z0)dazj =

S 427 () dazj -

k=n+1

=[gh@)
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1

=[ DI ACHI ]| h(z);zsk(zo)m)dazjz -

:( i ¢k(20)¢k(zo)j2 :( i |¢k(Z0)|2j2

k=n+1 k=n+1

Boylece teoremin ispati elde edilmis olur.

Teorem 4.1.2. - Teorem 4.1.6.’min ispati:

Teorem 4.1.1.°de

”K(’ ZO) - Kn(" ZO)

A, (h,G) = (kz |¢k(20)|2j

—n+l
oldugu gosterilmistir. Bu durumda
1
(S
k=n+1
ifadesinin her bir bolge icin degerlendirilmesi teoremlerin ispatinin elde edilmesi igin
yeterlidir.
O halde, Sonu¢ 4.2.3.’ten Teorem 4.1.2.°nin, Sonu¢ 4.2.4.’den Teorem
4.1.3.’lin, Sonug 4.2.5..ten Teorem 4.1.4.’lin, Sonu¢ 4.2.6.’dan Teorem 4.1.5.in ve

Sonug 4.2.7.’den Teorem 4.1.6.’nin ispat1 elde edilir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

5.1. SONUCLAR

G c C kiimesi L =0G Jordan egrisi ile sinirlt bir bolge z, € G ve Bc G
ise z, noktasmi iceren ve kapanisi ile G ’ye ait bir kiime olsun. Sirasiyla C,(4, p),
PO(K,p) ve Q(v) smifina ait G bolgesinde agirlik fonksiyonu (3.4.1)’deki
bi¢imde tanimlanmis olmak lizere K, (z,z,)’mm K(z,z,) fonksiyonuna 4,(h,G)
normunda yaklasimi incelenmis ve yaklasim hizi A(z)’nin ve verilen bdlgenin

ozelliklerine bagli olarak hesaplanmustir.

é ,0< <1

fA)=

9_4, fonksiyonunu g6z Oniine alinsin. Bu

202-2)

U< A<2
fonksiyonun grafigi asagida verilmistir:

J(4)

Fa|

f(A) fonksiyonu 0<A<1 i¢in sabit, 1< A <2 i¢in ise kesin artandir. O
halde, Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3’de B c— G kiimesinin sinira olan uzakliginin

yakinsamaya olan etkisi 0 <A <1 oldugunda degismezken 1< 4 <2 oldugunda

artmaktadir.

51



Dardagan, Y.G. 2012. Bergman Cekirdek Fonksiyonunun Yaklasim Ozellikleri. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

5.2. ONERILER

Bu calismada, 6zellikle sinirinda sifir agiya izin vermeyen yarit konform
egrilerex”, p>1 tipli i¢ sifir ag1 dahil edilerek (1.6)’da ifade edilen problem

incelenmistir.
L parcal1 yar1 konform egrisi eger birlesme noktalarinda dis sifir a¢1 (yada

aynt anda hem i¢ hem de dis sifir agr) icerirse K, (z,z,) kismi toplaminin K(z,z,)
Bergman Cekirdek Fonksiyonuna yaklasim hizi nasil degisecektir.
Ayrica, ¢alismada h(z) = |D(z)|2 biciminde secilmistir. Eger /(z) agirhik

fonksiyonuda bolgede oldugu gibi belirli tipten singiilariteye sahip olsaydi yaklasim

hiz1 bu singiilariteden nasil etkilenecektir.
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