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GUCLU REGULER OLMAYAN BiR SINIR DEGER PROBLEMIiNIN KOK
FONKSIYONLARININ TABANLIK OZELLIKLERI

UFUK KAYA
0z

Bu tez calismasinda

y! )+p2( X)Y"+p (X)Y +py(x)y=2y, (0<x<1)
y"(1)=(=1)" y"(0)+ e, y"(0)+ ey, y'(0) + x50y (0) =0,
y'(1)=(=1)" y"(0) + a0y (0) + 0¥ (0) =0,
Y'(1)=(-1)" y'(0)+e,y(0) =0,

y(1)-(-1)"y(0) =0,

seklindeki sinir deger problemi incelenmistir. Burada, A spektral parametre,

3 I:O,s—l)

of (x)e L (0,1) (j=0,1,2) kompleks degerli fonksiyonlar, o (S =

herhangi kompleks sabitler ve o =0,1'dir. Belirtelim ki, sz konusu sinir deger
probleminin smir kosullart regiilerdir, fakat giiclii regiiler degildir. Bu tez
caligmasinda bazi kosullar altinda verilen sinir deger probleminin 6zdegerlerinin ve

ozfonksiyonlarinin asimptotik davranislari incelenmis ve kok fonksiyonlar sisteminin
L, (O,l) (l< p <oo) uzayinda taban olusturdugu ispatlanmistir. Ayrica p=2

durumunda bu tabanin kosulsuz oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dordiincii dereceden 6zdeger problemi; giiglii regiiler olmayan
sinir  kosullari; o6zdegerlerin ve ozfonksiyonlarin asimptotik davranislari; kok
fonksiyonlar1 sisteminin tabanlik 6zellikleri.

Damisman: Prof. Dr. Nazim Kerimov, Matematik Ana Bilim Dali, Mersin

Universitesi
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BASIS PROPERTIES OF ROOT FUNCTIONS OF A NOT STRONGLY
BOUNDARY VALUE PROBLEM

UFUK KAYA

ABSTRACT

In this thesis work, it is investigated the boundary problem
y™ 4 P, (X) Y+ (X)Y+py(x)y=4y, (0<x<1)
y"(1)=(=1)" y"(0)+25,y"(0)+2,;y'(0) +a5,y(0) =0,
y"(1)-(-1)" y"(0) +a,,y'(0) +a,,y(0) =0,
y'(1)=(-1)" y'(0)+a,y(0)=0,
y(1)-(-1)"y(0)=0,
where 1 is a spectral parameter, p;(x)eL;(0,1) (j=0,1,2) are complex-valued

functions, o, (s:(f%; I:O,s—l) are arbitrary complex constants and o =0,1.

Note that boundary conditions of this problem are regular, but not strongly regular.
In this work, it is established asymptotic formulae for eigenvalues and eigenfunctions

of the considered boundary value problem and proved that the system of root

functions forms a basis in the space L,(0,1) (1< p<c) under some conditions.

Besides, it is shown that this basis is unconditional for p=2.

Keywords: Fourth order eigenvalue problem, not strongly regular boundary
conditions, asymptotic behavior of eigenvalues and eigenfunctions, basis properties
of the system of root functions.

Advisor: Prof. Dr. Nazim Kerimov, Department of Mathematics, Mersin University
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SiIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Dogal sayilar kiimesi {1.2.3,...,n,...}

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

z kompleks sayisinin eslenigi

f ve g vektorlerinin bulunduklari uzaydaki i¢ carpimlari
{xeR|a<x<b}

{xeR|a<x<b}

[a,b] araliginda siirekli ve kompleks degerli tiim
fonksiyonlarin uzayi
[a,b] araliginda n. mertebeden tiirevi var ve siirekli olan

kompleks degerli tiim fonksiyonlarin uzay1

b
1< p <o durumunda ﬂ f (x)|" dx Lebesque integrali sonlu

olan 6l¢iilebilir fonksiyonlarin uzayi

1< p<o ve ne NU{0} durumunda n. tiirevi var ve
L, (a, b) uzayindan olan fonksiyonlarin uzay1
Landau sembolii

Kronecker deltasi. n=m ise 1, n=m ise 0 degerini alan

fonksiyon

Vi
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1. GIRIS

Bir smir deger probleminin kok fonksiyonlar sisteminin farkli fonksiyonel
uzaylarda tabanlik oOzelliklerinin incelenmesi lineer diferansiyel operatorlerin
spektral teorisinin 6nemli problemlerinden biridir. Smir kosullar1 giiclii regiiler olan
bir sinir deger probleminin kok fonksiyonlar sisteminin L, uzayimda kosulsuz taban
olusturdugu ispatlanmistir. Smir kosullar1 regiiler fakat giiclii regiiler olmayan sinir
deger problemlerinin kok fonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1< p<oo) uzayinda

taban olusturduguna ve olusturmadigina dair 6rnekler mevcuttur.

Biz bu tez calismasinda

Yy p, (X)Y" +p(X)y +po(X)y=4y  (0<x<1)

U, (y)=y" (@) (-1)" y* (0)+§a&, y"(0)=0, (s=13)

Uy ()= (1)~ (-1) y(0) 0
bi¢cimindeki sinir deger problemini inceleyecegiz, burada A spektral parametre,

p; (X) € Ll(O,l) (J = 0,1,2) kompleks degerli fonksiyonlar, « (S =123,

s,
I=0,s —1) keyfi kompleks sabitler ve o =0,1’dir. Problemin smir kosullart
regiilerdir, fakat giiclii regiiler degildir.

Tezde pj(x) (j=0,1,2) fonksiyonlar1 ve e« (Szl, 2,3, |:0,S—1)

katsayilar1 lizerine uygun kosullar koyarak problemin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari

icin asimptotik formiiller elde edecegiz ve kok fonksiyonlar sisteminin L (0,1)

(1 <p< oo) uzaylarinda tabanligini inceleyecegiz.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Giclii regiiler siir kosullarina sahip bir sinir deger probleminin kok
fonksiyonlar sisteminin L, uzayinda taban olusturdugu bilinmektedir [9,16,28].
Fakat kok fonksiyonlar sisteminin parantezli tabanligini inceleyen calismalari bir
kenara birakirsak (bkz: [30]) giiglii regiiler olmayan smir kosullarina sahip adi
diferansiyel operatorlerin kok fonksiyonlar sisteminin tabanligi heniiz yeterince
incelenmemistir. [16]’da kok fonksiyonlar sistemi L, uzayinda taban olusturmayan
ve gliglii regiiler olmayan sinir kosullarina sahip bir diferansiyel operatore ornek
verilmigtir.

1976°da N.I. Ionkin [13] bir homojen madde i¢in klasik olmayan bir 1s1 iletim
problemini arastirmistir. Degiskenlere ayirma yontemi kullanilarak problem
asagidaki gibi bir sinir deger problemine indirgenmistir:

-y'=2y,  y(0)=0,  y'(0)=y'(2).
Buradaki simir kosulari regilerdir fakat giiclii regiiler degildir. Problemin ikinci
6zdegerinden sonraki biitiin 6zdegerleri iki katlidir ve ek fonksiyonlarin genel sayisi
sonsuzdur. Buna ragmen, bu problemin 6zel bir yolla secilen kok fonksiyonlar
sisteminin L, (0,1) uzayinda kosulsuz taban olusturdugu ispatlanmaistir.

[15]te q (X) ec? [0,1] ve q (1) —q (O) #0  kosullar1  altinda
I(y)=y"+0a(x)y, xe(0,1) diferansiyel ifadesi ve periyodik (antiperiyodik) sinir
kosullart ile tretilen diferansiyel operatoriin sonlu sayidaki hari¢ tiim 6zdegerlerinin
basit oldugu ve bu operatoriin kok fonksiyonlar sisteminin L, uzaymda kosulsuz
taban oldugu ispatlanmigtir. Belirtelim ki periyodik (antiperiyodik) siir kosullari
regiilerdir fakat giiglii regiiler degildir.

A. S. Makin [18-23], P. B. Djakov ve B. S. Mityagin [5-8] giiglii regiiler
olmayan smir kosullarina sahip Sturm-Liouville operatoriiniin bazi spektral
Ozelliklerini detayli bir sekilde incelemislerdir. [18]’de sinir kosullan regiiler olan
fakat giiclii regiiler olmayan ve kok fonksiyonlar sistemi L, uzayinda taban

olusturmayan ikinci dereceden diferansiyel operatorlerin genis bir sinifinin varlig

ispatlanmugtir. [5]’te kok fonksiyonlar sisteminin taban olusturmamasi iizerine bazi



Kaya, U. 2013. Gii¢lii Regiiler Olmayan Bir Sunir Deger Probleminin Kok Fonksiyonlarinin Tabanlik Ozellikleri. Doktora Tezi.
Mersin Universitesi

kesin sonuglar elde edilmistir. Dahasi, [5]’te istenen mertebeden tiireve sahip
potansiyel fonksiyonu iceren ve kok fonksiyonlar sistemi L, uzayinda taban
olusturmayan diferansiyel operatorlere dérnekler verilmistir.

[10]’da F. Gesztesy ve V. Tkachenko periyodik ve antiperiyodik sinir
kosullarina sahip Schrodinger operatdriiniin kok fonksiyonlar sisteminin L, ’de Riesz
tabani olusturmasi i¢in gerek ve yeter kosullar elde etmisler; ayrica, kok fonksiyonlar
sistemin L, (1< P <oo) uzayinda tabanligini arastirmislardir.

Kh. R. Mamedov ve H. Menken [24-27] periyodik ve antiperiyodik sinir
kosullarmma sahip diferansiyel operatorlerin spektral —oOzelliklerini  (spektral
asimptotlar, tabanlik) incelemislerdir. [24-26]’da periyodik ve antiperiyodik sinir
kosullarina sahip Sturm-Liouville operatoriiniin potansiyel fonksiyonu iizerine

kosullar koyularak kok fonsiyonlar sisteminin L,’deki Riesz tabanhigi ve L,

(1< p<oo) ’deki Schauder tabanligi arastirilmistir. H. Menken, [27]’de periyodik

sinir kosullarina sahip dordiincii mertebeden bir diferansiyel operatdriin temel ¢oziim

sistemi, 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari i¢in asimptotik formiiller elde etmistir.

[19]°da

I(y)=Yy"+a(x)y.

y'(1)=(=1)" y'(0)+7y(0)=0,

y(1)-(-1)"y(0)=0
diferansiyel operatdriiniin spektral ozellikleri incelenmistir, burada q(x)e L, (0,1)
kompleks degerli bir fonksiyon, y sifirdan farkli bir kompleks sabit ve o =0,1"dir.
Ispat edilmistir ki, s6z konusu durumda kok fonksiyonlar sistemi L, (0,1) ’de taban
olusturur. [6] ve [20]’de, y =0 kosulu altinda (periyodik ve antiperiyodik sinir
kosullar1) yukardaki operatdriin kok fonksiyonlar sisteminin tabanligi igin q(x)

potansiyelinin Fourier katsayilarinin tlizerine gerek ve yeter kosullar koyulmustur
(bkz: [17, 27, 31]). Belirtelim ki [6]’da ele alinan potansiyel fonksiyonlar sinifi yeteri
kadar genistir (ispat [7]’de verilmistir). [6] ve [7]’de trigonometrik polinom
biciminde potansiyel fonksiyonlarina sahip bdyle operatorlerin kok fonksiyonlar

sisteminin Riesz tabanlig1 hakkinda baska 6nemli sonuglar elde edilmistir. Ayrica,



Kaya, U. 2013. Gii¢lii Regiiler Olmayan Bir Sunir Deger Probleminin Kok Fonksiyonlarinin Tabanlik Ozellikleri. Doktora Tezi.
Mersin Universitesi

son zamanlarda P. B. Djakov ve B. S. Mityagin [8] tabanlik igin potansiyel
fonksiyonunun (potansiyele herhangi bir sinifta olma kisitlamasi koymadan, hatta
dagilim potansiyelleri i¢in bile) Fourier katsayilar1 {izerine genel bir Kkriter
ispatlamislardir. [4, 33-36] makalelerinde de sinir kosullar1 regiiler olan fakat giiclii
regiiler olmayan adi diferansiyel operatorlerin sinir deger problemlerinin spektral
ozellikleri incelenmistir.

Diferansiyel operatdrlerin spektral 6zelliklerini arastirmanin bir etkili yolu da
V. A. Ilin ve onun 6grencilerinin (V. D. Budaev, I. S. Lomov, V.M. Kurbanov, A. S.
Makin ve digerleri) ¢alistigi yontemdir. Bu tez ¢alismasi bu arastirmalar ile direk
ilgilidir (bkz: [12]).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, bulgular kisminda kullanilacak bazi tanimlar ve temel teoremler

verilecektir.

3.1. LINEER DIFERANSIYEL OPERATORUN TANIMI VE TEMEL
OZELLIKLERI

3.1.1. Temel Kavramlar

Tamm 3.1.1.1 [29]. X #O bir kiime, +: X xX - X ve -:Cx X — X ki
doniisim olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa X ’e bir lineer uzay veya vektor uzayi
denir:

1. Vx,ye X, X+y=y+X,
2. VX, y,ze X, x+(y+z)=(x+y)+z,

3.30e X Vxe X, x+0=X,
4. VxeX,yeX: x+y=406,

5. VaeC, Vx,ye X, a(x+y)=ax+ay,
6. Va,beC, vxe X, (a+b)x=ax+bx,
7. Va,beC, vxe X, a(bx)=(ab)x,

8. Vxe X, Ix=X.

Tamm 3.1.1.2 [29]. X bir lineer uzay, =D c X olsun. Va,beC,

VX, y € D: ax+by € D kosulu saglaniyorsa D ’ye X ’in bir alt uzay1 denir.

Tanim 3.1.1.3 [29]. X bir lineer uzay, c,c,,...,Cc, €C ve X,X,,...,X, €X
olsun. ¢X +C,X,+---+C,X, elemanina X;,X,,...,X, elemanlarinin bir lineer

kombinasyonu denir.
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W < X olsun. W ’nun bostan farkli tiim sonlu alt kiimelerinin elemanlarinin

biitiin lineer kombinasyonlarinin kiimesi X ’in bir alt uzayidir ve bu uzay SpanW

ile gosterilir. SpanW alt uzayma W "nun iirettigi veya gerdigi uzay denir.

Tamm 3.1.1.4 [29]. X Dir lineer uzay ve X,X,,...,X,€X olsun.
“CX +C,X, +--+C X, =0 = ¢, =C,=---=C, =0" kosulu saglaniyorsa X,X,,..., X,
elemanlarina lineer bagimsiz, aksi takdirde lineer bagimli denir. W < X sonsuz

elemanli olsun. W ’nun her sonlu sayida eleman: lineer bagimsiz ise W ’ya lineer

bagimsizdir denir. Aksi halde lineer bagimlidir denir.

Tamm 3.1.1.5 [29]. X ve Y lineer uzaylar A: X —Y bir doniisiim olsun.
Va,beC, Vx,yeX, A(ax+by) = aA(X)+bA( y) saglaniyorsa A’ya bir lineer

doniisiim veya lineer operator denir.

Tamm 3.1.1.6 [32]. X reel veya kompleks bir lineer uzay olsun. |-|: X >R
déniisiimii asagidaki dzellikleri saglarsa (X, [-|) ikilisine bir normlu uzay denir:

1. vxeX: |20, |x|=0<x=0,

2. wxyeX: [yl i+,

3. vxeX: VieR(C): ||Ax|=|A/|x].

p(x,y)=|x-y| olsun. Bu durumda (X, p) bir metrik uzay olur. Bu metrik

uzaya |||| normu ile liretilen metrik uzay denir.

Tamm 3.1.1.7 [32]. (X,|-|) normlu uzay olsun. (X, p) tam metrik uzaysa

(Xl

) ’e Banach uzay1 denir.
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Tanmm 3.1.1.7 [3]. (X,||||) bir Banach uzay1 {ek}::c, X *de bir dizi olsun.

Her f € X igin

f =ickek

k=1
.. k=00 e . k=0 . . . .
olacak bigimde {c, }, | sayisal dizisi var ve tek ise {e}  dizisine X uzaymmn bir

tabani denir.

{ek}tj sistemi X uzaymin bir tabani olsun. N ’nin her bir 8 permutasyonu

k=00

i¢in {eg(k)}kzl sistemi de X ’in bir tabani ise {ek}::O Sistemine bir kosulsuz taban;

aksi durumda kosullu taban denir.
3.1.2. Lineer Diferansiyel ifade

Tamm 3.1.2.1 [29].
1(y) =P (X) Y™ + b, (X)y" Y +++p, (X)y, xe[a,b]
seklindeki bir ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. p,, p,,..., p, fonksiyonlarmna

lineer diferansiyel ifadenin katsayr fonksiyonlari, n sayisina da lineer diferansiyel

ifadenin mertebesi ad1 verilir.

Genelde L, pl(x),..., pn(x) fonksiyonlarmin [a,b] arahiginda siirekli

P (X)

oldugu kabul edilir. Gerektiginde katsay1 fonksiyonlar1 iizerine daha az veya daha
cok kosul yiikleyecegiz. Her bir y e C"™ [a,b] fonksiyonu i¢in I(y) [a,b] araliginda

stirekli bir fonksiyonu temsil eder.

3.1.3. Sinir Kosullar1

.=y(a). .=Y(a), vi=y"(a). . . . . =y""(a) ve y,=y(b),
yo=Y'(b), yi=y"(b), . . . ,yk()nfl)=y("7l)(b) olarak gosterelim. U (y) bu

degiskenlere gore lineer bir ifade olsun:
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U(Y)=apYa+ays+etay Y+ Yo+ BYe -+ By,

Burada o, ..., 1, By: Bys--- B, € C’dir. Eger birkag tane U, (y) =0, v=1
ifadesi agikga belirtilmis ve y c [a, b] fonksiyonlari iizerine
U,(y)=0 (v=Lm) (3.1)
kosullar1 konmugsa bu kosullara y € c [a, b] iizerine konulan sinir kosullar1 denir.
(3.1) ile belirtilmis smr kosullarimi saglayan tim yeC" [a,b]

fonksiyonlarmin kiimesini D ile gosterelim. Aciktir ki D, C(")[a,b]’nin alt

uzayidir. (3.1) kosullarin tiim kosullarinin tiim katsayilari sifirsa veya bu kosullar

konmamigsa D =C" [a, b] dir.

Tamm 3.1.3.1 [29]. I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.1) ile tanimli 6zel bir D

alt uzay verilsin. Her bir ye D fonksiyonuna bir u=I(y) fonksiyonunu karsilik

getirelim. Bu, tanim bdlgesi D olan lineer bir operator tanimlar. Bu operatorii L ile
gosterecegiz:

u=Ly.
L operatoriine I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.1) sinir kosullariyla iiretilen

diferansiyel operator denir.

(3.1) smur kosullarindan bazilarinin digerlerinin lineer kombinasyonu olarak
yazilabildigi durumlar var olabilir. Bu durumda m tane sinir kosulundan lineer
bagimli olanlar atilir. Biz bundan sonra (3.1) sinir kosullarinin lineer bagimsiz

oldugunu, yani katsayilarindan olusan matrisin rankinin m oldugunu varsayacagiz.

3.1.4. Lagrange Formiilii ve Eslenik Diferansiyel Ifade

1(y)=p, (X) Y™ +p, (X)y"™Y +p,(X)y, xe[ab]
diferansiyel ifadesindeki katsay1 fonksiyonlar iizerine p, (X) eCc™ [a, b] kosulunu

koyalim. v,z EC(n)[a,b] olsun. k kez kismi integrasyon ile



Kaya, U. 2013. Gii¢lii Regiiler Olmayan Bir Sunir Deger Probleminin Kok Fonksiyonlarinin Tabanlik Ozellikleri. Doktora Tezi.
Mersin Universitesi

T Py i 2y dx = [ o Y (b 2) YD et (1) (p2) y}*’

(3.2)
«f —\(K)
+(=1) [y(poiz)  ox
elde ederiz. (3.2)’de k=0,n alip elde edilen denklemleri taraf tarafa toplarsak
b B b
jl(y)zdx:P(n,§)+J.yI*(z)dx (3.3)
elde ederiz. Burada
« n— () n-1 — _\(n-Y) —_—
I"(2)=(-1)"(poz) +(-)""(pz) ~++p,2 (3.4)

ve P(n,é’)

7= (Yar Voo Y8 Yo Voo YY),

§=(z 74 .,z(”’l),zb,z{),...,zk()”’l))

degiskenlerine bagli bilineer bir ifadedir. (3.4) ile tanimh I*(Z) diferansiyel

ifadesine I(y) diferansiyel ifadesinin eslenigi ve (3.3) formiiliine Lagrange formiilii

denir.

3.1.5. Eslenik Sinir Kosullar1 ve Eslenik Operator

)

u,u,,....u, ya,y,,;,...,y,,g”_l),yb,yt',,...,yt()"_1 degiskenlerine bagl lineer

bagimsiz ifadeler olsunlar. m<2n durumunda, U,,U,,...,U,  ifadelerinden olusan

2n sayida lineer bagimsiz ifade elde etmek i¢in U U,, ifadelerini ekleyelim.

m+lre e
Bu ifadeler lineer bagimsiz oldugundan vy,,V,,..., y;"_l) VYoo Yoseeon yt(,n_l) degiskenleri
u,uY,,...,U,, ifadelerinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir.

Lagrange formiiliinde bu ifadeleri yerine yazarsak P(n,cj ) u,u,,....u,

n

degiskenlerine bagli olur. Ayrica P(f],§ )’mn V..V,,...\V,, ile gosterecegimiz

katsayilari Z_a, Z;,...,Zgnfl),z_b, Zt'),...,zt()nfl) degiskenlerine bagli lineer bagimsiz

homojen ifadelerdir. O halde Lagrange formiilii
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b b
[1(y)20x=UN,, +U N,y +--+U,V + [ yI" (2)dx (3.5)

halini alir.

V,=0,V,=0,....V,, ,=0 (3.6)
siir kosullaria (ve buna denk tiim sinir kosullarina)

Uu,=0,U,=0,....U,=0 (3.7)

sinir kosullarin eslenik sinir kosullart denir.

L, I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.7) suur kosullaryla belirlenmis bir
operator olsun. 1"(y) ve (3.6) ile belirlenmis operatére L operatdriiniin eslenik

operatori denir ve L ile gosterilir.

(3.5) - (3.7)’den

D ey T

_ b
L(y)zdx :IyL*(z)dx
veya

(Ly.2)=(y.L'2)

yazilabilir.
3.2. BIR DIFERANSIYEL OPERATORUN OZDEGER VE OZFONKSIYONLARI
3.2.1. Ozdeger ve Ozfonksiyonlarin Tanimi

L, n. mertebeden bir diferansiyel operatér, A € C olsun. Eger
Ly=A4y
denklemi sifirdan farkli bir y fonksiyonu i¢in saglaniyorsa A sayisina L

operatériiniin  bir 6zdegeri, y fonksiyonuna da A 06zdegerine karsilik gelen

zfonksiyon denir. Varsayahm ki L operatorii |(y) diferansiyel ifadesi ve

U,(y)=0,...,U,(y)=0 (3.8)

10
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sinir kosullarindan olugsmustur. O halde y o6zfonksiyonu L operatoriiniin tanim

kiimesine ait olmak zorundadir. Yani (3.8) sinir kosullarini saglamalidir. Boylece, bir

L operatoriiniin 6zdegerleri A ’nin 6yle degerleridir ki bu degerlerde
I(y)=4y, U,(y)=0 (v=1n) (3.9)
homojen sinir deger probleminin sifira 6zdes olmayan ¢oziimii vardir. Sifira 6zdes
olmayan ¢oziim A Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur.
Ayn1 A 6zdegerine ait 6zfonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu yine A ’ya

ait bir ozfonksiyondur. Yani Ly, =Ay, ve Ly,=Ay, ise her c,c,eC i¢in
L(cy, +C,Y,) = A(cy, +C,Y, ) dir.
I(y)=ﬂy homojen denklemi verilen bir A parametresi i¢in n’den ¢ok lineer

bagimsiz ¢oziime sahip degildir. Belirtelim ki ayn1 6zdegere ait olan tiim
6zfonksiyonlarin kiimesi boyutu n’den biiyiikk olmayan bir uzay belirler. Bu uzayin
boyutu verilen A 6zdegeri i¢in (3.9) probleminin lineer bagimsiz ¢dziimlerinin

sayisidir. Bu saytya 4 6zdegerinin geometrik katliligi denir.

Vi (X A), ¥, (% A), Y, (X, A) (3.10)
fonksiyonlar1

vy (ad)=4, ( IV :1’_”)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimlerin temel sistemi olsun. Belirtelim ki, [a,b]

araliginda sabitlenmis her x i¢in (3.10) fonksiyonlar1 A parametresinin tam
fonksiyonlaridir.
Bir A4 sayisinin L operatoriiniin 6zdegeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul en

az biri sifir olmayan &yle c,C,,...,C,€C sayllarinin var olmasidir Ki
y(x,A)=> c,y;(x A) fonksiyonu (3.8) sinir kosullarini saglar. Baska bir ifadeyle
j=1

A sayisinin L operatoriiniin bir 6zdegeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

cU, (y,)+cU,(y,)+-+cU,(y,)=0,
C1U2(Y1)+C2U2(y2)+"'+CnU2(yn):0v

Clun(y1)+CZUn(y2)+'”+cnun(yn):0

11
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homojen lineer denklemler sisteminin en az biri sifir olmayan c,c,,...,c,eC

¢Ozlimiiniin var olmasidir. O halde L operatoriiniin 6zdegerleri

Ui (%) Us(¥z) - Us(¥)
A(A);Uzz(yl) Uz_(yz).'-"Uzz(yn)

Un.(yl) Un(yz) Un.(yn)

biciminde tanimlanan tam fonksiyonun sifirlaridir.

1. A(4)=0iseher 21eC sayisi L operatdriiniin dzdegeridir.

2. A(ﬂ)aéo ise L operatoriiniin 6zdegerinin kiimesi en fazla sayilabilir

sayida elemana sahiptir ve sonlu limit noktasina sahip degildir.

Biz bu ¢alismada “2” durumu ile ilgilenecegiz. 4, sayist L operatoriiniin bir
ozdegeri olsun. O halde bu sayr A(A) tam fonksiyonunun bir sifir yeridir. Bu
sebeple, A(ﬂ):(ﬂ—ﬂo)k F(ﬂ) olarak yazilabilir. Burada F bir tam fonksiyon,
F(4)#0 ve k e N dir. Bu bigimde tanimlanan k sayisina A, ézdegerinin cebirsel
katlilig1 denir. k =1 durumunda A4, ’a basit 6zdeger denir. A, dzdegerinin geometrik

kathiligina m diyelim. Gésterilebilir ki m<k’dir. Daha agik bir ifade ile, 4,

0zdegerine karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlarin sayist bu o6zdegerin

cebirsel katliligin1 gecemez.

3.2.2. Ek Fonksiyonlar

A, sayist (3.9) probleminin bir 6zdegeri, () bu 6zdegere karsilik gelen bir
ozfonksiyon olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa l//l(x),t,//2 (X),...,l//k (X)

fonksiyonlaria (p( X) ozfonksiyonlarinin ek fonksiyonlar1 denir:

I(Wi):AOWi T¥ia (i :ﬁ)’

U,(w;)=0 (i=1k, v=1n),

burada v, (X) = ¢(x) tir.

12
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L lineer diferansiyel operatorii verilsin. Varsayalim ki bu operatdriin
Ozdegerleri sayilabilir sayidadir. O halde bu 6zdegerleri {/”tj } J:io olarak gosterebiliriz.
=
A; Ozdegerinin cebirsel kathihigimi m; ile, A,’ya karsilik gelen lineer bagimsiz
ozfonksiyonlar1  da (pj’l(x),gojy2 (X),...,¢jypj (X) ile gosterelim. Agiktir ki
p; <m, dir. Gosterilebilir ki E = {gojyp (x)]jeN,1<p< pj} lineer bagimsizdir.
E ’ye L diferansiyel operatoriiniin 6zfonksiyonlar sistemi denir.
(pj’pyl(x),(pjypvz(X),...,gojypymj‘pfl(x) fonksiyonlar1 ¢, | (j eN,1<p< pj)

ozfonksiyonunun ek fonksiyonlari olsunlar. Bu takdirde

M+ My, et my o =m;
dir. Yani A; Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar ve onlara karsilik gelen ek
fonksiyonlarin toplam sayist 4, ’nin cebirsel kathiligina esittir. Gosterilebilir ki
R :{(oj’pyi (x)[jeN,1<p<p,, 0<i<m, - } lineer  bagimsizdir.  Burada

@i 00(X)=0;  (X)’tir. R’ye L diferansiyel operatdriiniin kok fonksiyonlar sistemi

denir.
3.3. OZDEGER VE OZFONKSIYONLARIN ASIMPTOTIK DAVRANISLARI

3.3.1. Problemin Ifadesi

Keyfi bir L(y) diferansiyel operatdriiniin 6zdeger ve ozfonksiyonlarinin
asimptotik gosterimlerini elde etmek icin ilk olarak |A|’nmn biiyik degerlerinde

I(y)zxiy denkleminin ¢oziimlerinin asimptotik davranislarini inceleyelim. Daha

sonra bu yaklagimlart A =0 denkleminde yerine yazarak 6zdegerler i¢in asimptotik

ifadeler elde edelim. Once A =—p" kabul edelim. O halde 1(y)= Ay denklemi

I(y)+p"y=0

halini, daha detayli olarak

13
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n n-1
S nre o

halini alir (basitlik igin p,(x)=1 almr. p,(x)#1 durumu p,(x)=1 durumuna

indirgenebilir). Genelligi kaybetmeden p,(x)=0 kabul edebiliriz. Eger p,(x)#0

ise
%Jx‘pl(t)dt
y=ye °*
doniistimii yapilarak (3.11) denklemi
d"y d"?y .
+p, (X +o 4P (X) Y+ =0
oo H P (X P, (X)y+ 0"y

bicimine donistirilir. Burada p, (X), P; (X),..., P, (X), [a, b] ’de  x’in stirekli
fonksiyonlaridir; p ise degismemistir.
Yine genelligi kaybetmeden [a,b] aralig1 yerine [0,1] alabiliriz. Ciinkii
x=a+(b-a)t, te[0,1]

doniisiimii ile [0,1] araligindan [a,b] araligina gegis yapilabilir.
3.3.2. S ve T Bolgeleri

Kompleks p - bdlgesini 2n tane S, (k =0,2n —1) bolgesine ayiralim:
k+1
Sk:{peC|k—ﬁSargpSJ} (3.12)
n n

@, @,,...,0, ile @"+1=0 denkleminin tim farkli koklerini gésterelim (—1’in

koklerti).

Teorem 3.3.2.1 [29]. Herhangi bir S, (0<k <2n-1) bolgesi alalm ve k

sayisini sabitleyelim. Bu durumda @, @,,..., @, sayilar1 Vp €S, igin

Re(pw, ) <Re(pw,)<---<Re(pw,) (3.13)

olacak bigimde siralanabilir.

14
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Simdi p— p—cC Otelemesi yaparak S, bolgelerini daha genel bolgelere

dontistiirelim. Burada ¢ herhangi bir kompleks sayidir. Bu yeni bolgeler kdseleri

p =—C noktasina yerlesen bolgelerdir. Bu bolgeleri T, (k =0,2n —1) ile gosterelim.

Bu bolgeler S, bolgelerinin 6telemeleri oldugundan @, @,,..., @, sayilarmm dyle bir
dizilisi vardir ki Vp €T, i¢in

Re((p+c)m)<Re((p+C)m,)<---<Re((p+c)a,) (3.14)

saglanir.

Bundan sonra p degiskenini sabit bir T, bolgesinin eleman1 olarak kabul

edecegiz. Ayrica S, ve T, yerine S ve T kullanacagiz. @, ®,,...,®, sayilarinin

sirasini (3.14) esitsizligini saglayacak sekilde kabul edecegiz.

3.33. 1 (y) + p"y =0 Denkleminin Integro-Diferansiyel Denkleme Indirgenmesi

I(y)+p"y=0 (3.15)
denklemini ele alalim ve
m(y)=p,(X)y"? +-+p,(x)y (3.16)
yazalim. O halde (3.15) denklemi
y"+p"y=-m(y) (3.17)

halini alir.
y" + p"y =0 homojen diferansiyel denkleminin p =0 icin temel ¢dziim
sistemi e”,e”™*,...,e”™*tir. (3.17) denklemini homojen olmayan kismi —m(y)

olan homojen olmayan denklem gibi diistiniirsek sabitlerin degisimi yontemi ile y

genel ¢oziimiinl

X 0.eP28) 4L er@n(x-4)
y =Ce’™ +---+C e’ +Iw1 ;p:l “n m.(y)dé  (3.18)
0

formunda buluruz. Burada m. (y), x=¢ noktasinda m(y) nin degeridir. (3.17) ve
(3.18) denklemleri denktir. Yani, keyfi c,,c,,...,C, sayilar1 i¢in (3.18)’in bir ¢6ziimii

(3.17)’nin de bir ¢oziimidiir. Tersine (3.17)’nin herhangi bir ¢6ziimii igin Oyle

15
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C,,C,,...,C, sayilart vardir ki (3.18) saglanir. Burada c,,c,,...,C, sabitleri p ’ya bagh

olabilir. 1<k <n olmak iizere bir k sayisin1 sabitleyelim.

Cj» j=1...k
¢ = loe -pwié - (3.19)
| Cﬁjw m.(y)dé, j=(k+1),...,n
0

yazarsak

y =Ce’™ +---+cle” ™ +

LK (02 p)m.(v)de

. (3.20)
1
_npnlez(X1§’p)m§(y)d§
elde ederiz. Burada
K, (% &, p) Zwepwxf ,(X,&,p)= Zwepwxf) (3.21)

a=k+1

dir.
3.34.1 (y) + p"y =0 Denkleminin Coziimleri igin Asimptotik Formiiller

Lemma 3.3.4.1 [29].

v, ()= 1,0+ [ A (x&2)y, (£)de (i=17)

=

m'—.u

integral denklemi asagidaki kosullar1 saglasin:

1. f;(x) fonksiyonlar [a,b] araliginda siireklidir.

2. Herhangi fe[a,b] icin Aj(x,g,/l) fonksiyonlar1 [a,é’) ve (f,b] araliklarinda
stireklidir.

3. Herhangi X,ée[a,b] icin Aj(x,ﬁ,/l) fonksiyonlar1 C’nin siirsiz bir alt
bolgesinde A 'nin analitik fonksiyonlaridir.

4. 3R,C >0: |2,| > R kosulunu saglayan her A4 ve her x,& e [a,b] igin

INCERES

C
z

16



Kaya, U. 2013. Gii¢lii Regiiler Olmayan Bir Sunir Deger Probleminin Kok Fonksiyonlarinin Tabanlik Ozellikleri. Doktora Tezi.
Mersin Universitesi

saglanir. Bu takdirde 3R, >0 |£| > R, bolgesinde integral denklemler sisteminin bir

ve yalniz bir
Y (X) =¥ (x.4) (i :ﬂ)

¢Oziimii vardir ve bu ¢ozlimler |ﬂ| > R, bolgesinde analitiktir. Ayrica i =1r i¢in

yi(x,i):fi(x)+0(%j (2> w0)

saglanir.

Lemma 3.3.4.2 [29]. Oyle C >0 sayis1 vardir ki her peT ve v=0,1,2,...

icin agagidaki esitsizlikler dogrudur:

14

0
ox”

SC|p|Vk

K, (%& p) e )| (0<&<x<1),

v

K, (%&p)

<Clp| (n-k
I <Cle[ (n—k)

e ) (0<x<&<1).

Teorem 3.3.4.1[29]. p,,..., p, fonksiyonlar1 [0,1] araliginda siirekli ise
(n) (n-2) ' n -0
y +p2y + +pn—1y+pny+p y
denkleminin her bir T bolgesinde n lineer bagimsiz yl(X),..., yn(x) ¢Oziimii

nun yeterince biiyiik degerlerinde T bolgesinde analitiktir.

vardir. Bu ¢oziimler | P
Ayrica Y, (X),...,¥,(X) ¢Oziimleri ve onlarin tirevleri asagidaki asimptotik
gosterimlere sahiptir:

jo e 10(0%).

W _ pgror {o,+0(p™)},

dx (3.22)

dd:rl]}/lk =pn—1epa4<x {a);_l-i-o(/)_l)}-

Ispat: (3.20) denkleminde ¢, =0 (v#k), ¢, =1 alalim ve bu denklemin Y,

¢Ozlimiinii arastiralim:

17
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X 1
—ePaX 4 - 1IK1 X, &, p )dg‘r

o 0 (3.23)
np“!Kz X, & p)m. (Y, )déE.

(3.23) denkleminin  x’e gore (n-1). mertebeye Kkadar tiirevini alip
o+, ++w, =0 (v=12,...,n-1) esitligini kullamrsak orijinal denklemle

birlikte asagidaki denklemler sistemini elde ederiz:

dd;y = plale™ + npln—l lavKlg((;é,P) m, (v, )dé -
‘nplnliaVKz 2) m,(y,)dé (v=012,..,n-1).
(3.24) denkleminde
- prem, (3.25)

dx”

yazarsak z,, =z, (X, p) fonksiyonlart igin

1% e o @K (XEp)
2. (X, p)=w +—[e Pty Z M\ )
)= at o femi SSEL),

{ (202 (60)+ 2 () 22 (0 («:,p)}de:

. , (3.26)
_ 1 e—pwk(x—cf)p—v 'K, (X,f,p) %
np s ox”
1
{pz(é)zk,nz(;p)"'; ps(‘f)zk,n%(é’lp) n(é:)zk,o(g’p)}dé:
denklemler sistemini elde ederiz.
l 7p(q((x rf)p—v—a+2 0 Kl(x‘i§7p) D, (é:), § <X
n 19)4
Kk,v,a(xlgip) 1 aVK (X é: )
,pwk(x cf)p—v—a+2 2 ‘: P a(é)’ 5 > X
n 19)4
=0,12,...,(n-1); a=23,...,n
ifadesini (3.26)’da yerine yazarsak asagidaki denklemler sistemini elde ederiz:
AN
2, (X p) =0 += " [Ky o (X.€,0) 20, (€, p)dE (3.27)

a=2(
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Sabit bir k igin, (3.27)’de v=0,12,...,(n—1) degerleri yazilarak n denklemden

olusan integral denklemler sistemi elde edilir. Lemma 3.3.4.2°den K, , (X, &,p)

fonksiyonlarmin 0<x,£ <1 ve T bolgesindeki mutlak degerce yeterince biiyiik

p ’lar i¢in smirh oldugu goriiliir. O halde Lemma 3.3.4.1’in biitlin kosullar1 saglanir.
Bu lemma ile, (3.27) integral denklemler sisteminin bir ve yalniz bir z,, =z, (x, p)
¢Ozlimiine sahip oldugu sonucuna varilir. Burada mutlak degerce yeterince biiyiik
p’lar igin Zk'v(x,p) fonksiyonlar1 analitiktir ve asagidaki asimptotik gosterime
sahiptir:

2., (% p) = +O(p*). (3.28)
Buradan ve (3.25)’ten (3.22) elde edilir. Ayrica (3.22) formiilleri kullanilarak mutlak
degerce yeterince bilyiik p ’lar igin Y, (X, p) (k=1,2,...,n) fonksiyonlarinin lineer
bagimsiz oldugu kolayca goriiliir.

(3.15) denkleminin (3.23)’ii saglayan {yk(x,p)}::: ¢oziimlerinin varligim
gosterirsek Teorem 3.3.4.1°in ispat1 bitmis olur. Bunun i¢in keyfi se¢ilmis ( p ’dan
bagimsiz) c; sayilari igin (3.15) denkleminin ¢6ziimiiniin varhgimi gdstermeliyiz.

(3.19) denklemi (c,,c,,...,c,) —(¢/,C5,...,C;) bigiminde bir lineer doniisiim
olusturur (Hatirlatalim ki (3.19)’un sag tarafinda y ve buna bagli olarak mg(y)

lineer olarak c,c,,...,C, lere baghdir). Bu yiizden ‘nun biiyliik degerlerinde

(3.19) ile belirlenen matris doniisiimiiniin determinantinin sifirdan farkli oldugunu

gostermek yeterlidir (p eT). Bu sayede (3.19) denklemini keyfi belirlenmis c;
sayilart i¢in ¢ozlip C; sayilarmi elde edebiliriz. (3.15)’in y ¢dziimii (yani bulunan
¢, sayilarina karsilik gelen (3.18)’in ¢dziimii) aranan ¢6ziim olacaktir.

Varsayalim ki peT i¢in (3.19) doniisiimiiniin determinanti sifirdir. O halde
C,=C,=---=C, =0 i¢in en az biri sifir olmayan c,C,,...,C, ¢Oziimi vardir. Bu

¢ozlime karsilik gelen y fonksiyonu ayni zamanda

1 7 1 &
np“!Klep )dg—WJ;Kz(X,f,p)mf(y)dﬁ (3.29)
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denkleminin de sifirdan farkli ¢6ziimiidir. (3.29) denklemi (3.20) denkleminde

=, =r=0)=
imkansiz oldugunu gosterecegiz. (3.29) denkleminin (n—1). mertebeye kadar

tiirevini alip
2, ==Y (pe™)" (v=012...,n-1)
yazarsak z, fonksiyonlar1 igin

f —v p{q(er (Xgp)
np“!p ox”
(&

{p “P(£) 2402 )+ P, (€) 20 (&00)}dE

) (3.30)
_ 1 J-pfvefpwk(xﬂf) 2(X’g"D)X
npn—l g 8XV
{Pn_z pz(ég)zk,n—z (5,,0)+---+ Pn (f)zk,o (51/9)}(15
esitliklerini elde ederiz.
m(p)= max |z, (x,p)
0<x<1
olsun. (3.30)’un sag tarafinda Lemma 3.3.4.2’yi kullanirsak
m(p) { P,
z,(x p) Ck[<]p,|+--+—=5dE
= By
m(p) i { b .l
C.(n=K)|q|p,|+- -+ 5 rdE<+ —C |p, |+ + dé
e e i P (v

elde ederiz. Esitligin sag tarafi x’e ve v’ye bagli olmadigindan sol taraftan

maksimum alinarak

m(p)<m(p)=

|l
bulunur. Burada C, bir sabittir.
|p| >C, i¢in m(p) =0 olmak zorundadir. Buradan z, (X, p) =0 yani y=0

elde edilir.

Teorem 3.3.4.1’in ispat1 bitti.
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3.3.5. Sinir Kosullarinin Normallestirilmesi

Verilen bir lineer diferansiyel operatdriin  sinir  kosullarinin  lineer

kombinasyonlarmi kullanarak farkli Uv(y) <V=CL_n) sinir kosullar1 elde etmek

istiyoruz. Bir U (y) siir kosulunda y(()k) veya yl(k) acikca bulunuyor fakat Vv >k
icin y" ve y" bulunmuyor ise U(y) smir kosuluna k mertebeli denir.

Varsayalm ki U, (y) smir kosulu n—1 mertebelidir (eger varsa). Yerlerini

degistirerek ve sabitle carparak bir diger sinir kosuluna eklersek, yani sinir
kosullariin olusturdugu nx2n tipindeki matriste elementer satir islemleri yaparsak,
mertebesi n—1 olan en fazla iki sinir kosulu kalir. Geriye kalanlarin mertebesi n—2
veya daha kiigiiktiir. Bu yontemi devam ettirirsek Onceki ikisi disinda mertebesi
n—2 olan en fazla 2 tane siir kosulu kalir. Bu 4 simir kosulu disindaki sinir
kosullarinin mertebesi Nn—3 veya daha kiigiiktiir. Bu yontem miimkiin oldugunca
boyle devam ettirilir. Yani elementer satir islemleri miimkiin oldugunca ilerletilir.
Sonugta elde edilen sinir kosullarina normallestirilmis sinir kosullari, bu yonteme ise
sinir ~ kosullarin  normallestirilmesi  denir.  Verilen smir  kosullarinin
normallestirilmesiyle elde edilen sinir kosullart en bastaki sinir kosullarina denktir.

Yani her iki sinir kosullari sistemini saglayan y fonksiyonlar1 aynidir. Bu yonteme
gore bir normallestirilmis sinir kosullar1 sistemi
Uv(y)EUvO(y)+le(y):O (331)
bigiminde olmalidir. Burada
. k, -1 _
Uo(¥) =y + 2 a0,
. (3.32)
U (V) =80 + X By,
j=0

n-1>k >k, >--->k >0, k , <k, ve Vv=1n icin e, #0 veya S, =0 dur.

v+2
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3.3.6. Regiiler Sinir Kosullari

Sabitlenmis bir S, bolgesini ele alalim. @, ®,, ..., ®, sayillarin1 Vp €S, i¢in
Re(pw ) <Re(pw,)<---<Re(pw,)

kosulunu saglayacak bi¢cimde siralayalim.
(3.32) ile tamiml1 siir kosullarin1 géz Oniine alalim. Regiiler sinir kosullari
n’in tek ve ¢ift olma durumuna gore ayr1 ayr1 tanimlanir:

a) n tekolsun. n=2xu-1.

k k k k k
(o O N YO (al +Sp, ) @, :B1a)#1+1 - By

k k k k k

a,mw?> - A,W? a,+S w? w?> e .’

90 + 4918 _|*2% W, ( 2 ﬂz) o :32. i+l ﬁz. n
K, Ky Kn Kn Kn

an a)l o an a)y—l (an + Sﬂn ) a)y na)y+1 na)n

esitligiyle verilen 6, ve @, sayilarn sifirdan farkli ise (3.31)’de verilen

normallestirilmis sinir kosullarina regiilerdir denir.

b) n gift olsun. Nn=2x.

&+90+6’ls:
S

1

k k k k k k

oo 4o, (al +S4 ) , (al + g ﬂlj @, ﬁla)yiz - Boy
ky Ky ky 1 ky ka ky

a,m, 0,0, (0‘2 +8/5, ) @), a, + S Bo |0y Bty - Py
o o s 1 kn s o

Qo o 0,0, (an +Sﬁn)a)y a, +gﬂn (2] D2 " ﬂna)n

esitligiyle verilen 6, ve 6@, sayilan sifirdan farkli ise (3.31)’de verilen
normallestirilmis sinir kosullarina regiilerdir denir. Siir kosullarinin regiiler oldugu
durumda 7 = 46,6, ise (3.31) sinir kosullarina giiglii regiilerdir denir.

Belirtelim ki smir kosullarmin regiilerligi genel bir kavram iken giiglii
regiilerligi sadece cift mertebeli operatérler i¢in gecerli olan bir kavramdir.
Gosterilebilir ki smir kosullarnin regiilerligi ve giiclii regiilerligi S, bdlgesinin

seciminden bagimsizdir.
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3.3.7. Periyodik ve Antiperiyodik Siir Kosullar

U, (y)=y" (@) -(-1)" y*(0) =y —(-1)" y{" =0 (v =0,n —1) olsun.
U, (y ) (v =0,n —l) sinir kosullarma o=0 ve o =1 durumlarinda sirasiyla

periyodik ve antiperiyodik sinir kosullar1 denir. Simdi periyodik ve antiperiyodik
sinir kosullarimin regiilerligini ve giiclii regiilerligini inceleyelim. Belirtelim ki
periyodik ve antiperiyodik smir kosullart normallestirilmistir. S, belirlenmis bir
bolge olsun ve @y, @,,...,®, (3.13) esitsizligini saglayacak sirada dizilsin.

a) n tekolsun. n=2x-1.

1 1 (1-(-2)s) 1 1

6, +65= a)l. a)/j_l 1-(-1) S) o, a){ﬁl o,
n-1 n-1 o n-1 n-1 n-1

o o) (1—(—1) S)a)ﬂ wp o

Burada C, @, ®,,...,0

. sayllarinin Vandermonde determinantidir. @, @,,...,®,
sayilar1 birbirinden farkli oldugundan C #0’dir. Goriildiigii gibi, n tek sayi
oldugunda periyodik ve antiperiyodik sinir kosullar regiilerdir.

b) n ¢ift olsun. n=24.
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=C(-1) " (1= (-1) s)[l—g}

n ¢ift say1 oldugunda periyodik ve antiperiyodik smir kosullar1 regiilerdir fakat

0; =466, oldugundan giiglii regiiler degildir.
3.3.8. Ozdegerlerin Asimptotik Davranislari

Teorem 3.3.8.1 [29]. (3.11) diferansiyel ifadesi ve (3.31) - (3.32) regiiler sinir
kosullar1 ile tanimli n mertebeli bir lineer diferansiyel operatoriin sayilabilir sayida
6zdegeri vardir ve bu 6zdegerler asagidaki asimptotik formiillere sahiptir:

(@) n bir tek say1 ve n=4v—1 olsun. Bu durumda 6zdegerler asagidaki

asimptotik formiillere sahip iki dizi olusturur:

. |, ning g 1
A =(2kzi) {1+2—+O[Fj}’

ki
Y o _nlnog(l) (ij
A = (~2kzi) {1 S0 |
(k=N,N+1..).

(b) n bir tek sayt1 ve n=4v+1 olsun. Bu durumda o6zdegerler asagidaki

asimptotik formiillere sahip iki dizi olusturur:

(o], g &Y 1
A =(—2kzin) {1 ok +O(k2J},

- |, ning&Y (ij
A =(2kzin) {1+ o +0 [

(k=N,N+1...).

Burada &% (i =0,1) sayist S, bolgesi icin elde edilen 6&+6, =0 denkleminin kkii
ve N yeterince biyiik bir dogal sayidir. Ayrica In, & fonksiyonu dogal logaritma

fonksiyonunun belirlenmis herhangi bir dalidir.

() n bir ¢ift say1 (n=2,u) olsun. Varsayalim ki smir kosullar giiclii

reglilerdir. Bu durumda 6zdegerler asagidaki asimptotik formiillere sahip iki dizi

olusturur:
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ki
"_( 1\ 72_2/4 _ﬂlnoé” i
w= (1) (ke ey o )
(k=N,N+L...).

Burada &' ve &£" sayilar S, bolgesi igin elde edilen
0L +0,6+60,=0 (3.33)
denkleminin kokleridir.

Smir kosullart giiclii regiiler oldugundan bu kokler birbirinden farklidir.
Dolayisiyla bu durumda {4;} ve {4/} dizileri i¢in verilen asimptotik formiiller
birbirinden farklidir. Formiillerdeki F isareti n=4v+2 veya n=4v olmasina gore
degisir.

(d) n bir cift say1 (n = 2,u) olsun. Varsayalim ki sinir kosullar1 gii¢lii regiiler

degildir. Bu durumda 6zdegerler asagidaki asimptotik formiillere sahip iki dizi

olusturur:

A = (~1) (2kr)* {1; oo +o(%j},

7i
" u 2u |, ulng 1
A =(-1)" (2kx) {1+ﬂk—m§+o(ﬁj}’
(k=N,N+1...).

Sinir kosullart giiglii regiiler olmadigindan agiktir ki (3.33) denkleminin bir tek &
kokii vardir ve bu kok cift kathdir. Formiildeki & sayisi s6zii edilen ¢ift kath koktiir.

Ik ii¢ durumda mutlak degerce yeterince bilyiik dzdegerler basittir. Fakat
dordiincii durumda mutlak degerce yeterince biiylik 6zdegerler ya basittir ya da ¢ift

kathidir.

3.3.9. Ozfonksiyonlarin Asimptotik Davranislar:

Y;sYp,..-, Y, fonksiyonlar1 belirli bir T bdlgesinde I(y)+ p'y=0
denkleminin (3.22) bagintilarin1 saglayan lineer bagimsiz ¢oziimleri olsunlar.

A=—p" (peT) dzdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyon
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y=GCY,+GYy, +---+CY,

bi¢iminde yazilabilir. Burada c; ’ler

U, (Y.)+SU, (v,)++cU,(¥,)=0 (v=Ln)

homojen sisteminin en az biri sifir olmayan ¢oztimleridir.

Basitlik i¢in sadece basit 6zdegerleri inceleyelim. A basit bir 6zdeger ise

Ul(yl) Ul(yz) Ul(yn)
U, (V1) Uz (Y2) Uz (Ya)

Un(%2) Ua(¥2) = Un(¥)
matrisinin  ranki n-1°dir. O halde bu matristeki (n—1)x(n-1) tipindeki
determinantlardan en az biri sifirdan farklidir. Varsayalim ki birinci satirin
mindrlerinden en az biri sifirdan farklidir (Herhangi bir k. satirin minérlerinden en
az biri sifirdan farkli oldugu durumda birinci sinir kosulu ile K. smir kosulu yer
degistirilebilir). Dolayisiyla,

Y1 Yo o Yy

y= UZ-(yl) Uz.(yz)."' UZ.(yn)

Un(yl) Un(yz) Un.(yn)

A 0zdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyondur.

n bir tek dogal sayr, n=2x-1, {4/} ve {4/} Teorem 3.3.8.1.a ve Teorem
3.3.8.1.b’de verilen 6zdegerler, y,,(X) Ve y,,(X) sirasiyla bu 6zdegerlere karsilik
gelen 6zfonksiyonlar, k yeterince biiyiik bir dogal say1 olsun. Bu takdirde y,, (x) ve

Yy 2 (X) fonksiyonlari agagidaki asimptotik formiillere sahiptir:

k k k K
Q0" 00,0 ﬁza’/ﬁl e oy
_ 41l o, p X . : : . : -1
Vi (X)=(-1)"" e +0(k™)¢.
k K k K
ana)ln ana),un—l na)y:-l na)nn

14

Burada p, ve p, swasiyla A4, =—p" ve A/=-p" esitlikleriyle elde edilen T

bolgesinin elemanlari, a;, 3, k; (] = ﬂ) ise (3.31) esitligiyle verilen sayilardir.
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n bir ¢ift dogal sayi, n=2u, {4} ve {4/} Teorem 3.3.8.1.c ve Teorem

3.3.8.1.d’de verilen dzdegerler, y,,(X) ve Y,,(X) sirasiyla bu 6zdegerlere karsilik

gelen 6zfonksiyonlar, k yeterince biiyiik bir dogal say1 olsun. Bu takdirde y,, (x) ve

Y2 (X) fonksiyonlar1

a,w,

o,

ve

Yia (

ka
a0, (az +

K,
4,0, (an +

X)=(-1)"" e x

§,2

g(

1
_ﬂnjwﬁll

k
ﬂ 2 a),ui— 2

k,
j w/ﬁ—l

k
ﬂna)yj—Z

+(—1)# g I

K k k
a0, (az +&B, ) , ﬂzw#iz

k k
an a),un—l (an + éﬁn ) a),un

k
ﬂn a),u:—Z

H=1 @,py 0X
Yo (X)=(-1)"" e x
kZ 1 k2 kZ
a,m, ., | & +? 2 [Pyt ﬂzwmz
K, 1 Ky kn
ana),u—l a, + ?ﬂn a)y+1 ﬂna);uz

+(-1)" e " x

k " K
a0, (a2 +&" 2)5"#2 ﬂzw/ﬁz

kl"
an a),u—l

(a, +EB) o

k
ﬂn w,u:—Z

bigimindeki asimptotik formiillere sahiptir, burada

ﬂza)n2
+O(k‘1)
By’
By
: +O(k’1)
ﬁna)nn
By’
+O(k’l)
ﬂna)rll(n
,Bza):2
: +O(k‘l) :
ﬂna):n
& ve &" sayilann (3.33)

denkleminin kokiidiir. Bu durumda n=2 oldugunda asimptotik formiiller asagidaki

halini alir:
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Voo (X)=(-0) "% o, +§ﬁ2 +O (k™) =ik "™ (a, +&8,+0(K ™)),

Yoo (X)=(-1)% €| o, +éﬁ2 +O (k™) |—ifee™ (a2 +&"8, +O(k‘1)).

28



Kaya, U. 2013. Gii¢lii Regiiler Olmayan Bir Sunir Deger Probleminin Kok Fonksiyonlarinin Tabanlik Ozellikleri. Doktora Tezi.
Mersin Universitesi

4. BULGULAR VE TARTISMALAR
4.1. PROBLEMIN [FADESI

Bundan sonra, L ile
1(y)=y"+p, (x)y"+ i (X)Y'+ Py (x)y  (0<x<1), (4.1)
diferansiyel ifadesi ve
s-1
U, (y)=y" (@) ~(-1) ¥ (0)+ 2a, y"(0)=0, (s=13)

Us(y)=y(1)~(-1) y(0) =0,
simir ~ kosullariin  tamimladigr  diferansiyel operatorii  gosterelim;  burada,

pj(x)eLl(O,l) (j=012) kompleks degerli fonksiyonlar, o, (5=12,3,

(4.2)

I:O,s—l) keyfi kompleks sabitler ve o =0,1"dir.

pj(x) (j=0,1,2) fonksiyonlar1 ve a (S:l, 2,3, |=0,S—1) katsayilar

lizerine uygun kosullar koyarak Ly=Ay spektral probleminin ozdegerleri ve
Ozfonksiyonlar1 icin asimptotik formiiller elde edecegiz ve kok fonksiyonlar

sisteminin L (0,1) (1< p <o0) uzaylarinda tabanhgmni inceleyecegiz.
42. a, # e, +a,, DURUMUNDA PROBLEMIN COZUMU

Bu kisimda «,, #a;,+a, durumunda problemin ozdegerleri ve
ozfonksiyonlar1 i¢in asimptotik formiiller elde edilecek, p; (X)erj (0,1) kosulu

altinda kok fonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1< p< oo) uzayinda taban olusturdugu

ispatlanacak ve bu tabanin p =2 durumunda kosulsuz oldugu gosterilecektir.

¢ =] p,(£)d¢ 4.3)

d, = [ p, ()™ ™ dg, d., =[p,(&)e ™ de, (4.4)
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& =|d,[+|d_[+n™ (4.5)
olsun.

a,, # 0, +a, , durumunda problem ile ilgili iddialar asagidaki gibidir:

Teorem 4.2.1. p;(x)eL(01) (j=012) her hangi kompleks degerli
fonksiyonlar ve a,, #a,,+a,, olsun. O halde (4.1) - (4.2) diferansiyel
operatdriiniin sonlu sayidaki hari¢ tiim 6zdegerleri basittir ve {)ln,l}:Zf’ {ﬂ,nvz}:o gibi

iki sonsuz dizi olusturur. Ayrica, yeterince biiyiikk n sayilari i¢in

s =((2n-0)7)' 1 2(((2) ()
( 1) a32+a10) Co
(2n 0 )

(4.6)

Aing2 = ((Zn - O')?Z')

asimptotik formiilleri dogrudur; burada, n, ve n, belirli dogal sayilardir. Bunun yani

sira, yeterince bliylk n dogal sayilari i¢in A, ve A , 6zdegerlerine karsilik gelen
U,,(X) ve u,,(x) ozfonksiyonlar: asagidaki asimptotik gosterimlere sahiptir:

Upon 1 (X) = J2sin(2n-o)zx+0(s,),

4.7
un+n2’2(x):ﬁcos(Zn—a)nx+O(gn). “n

Teorem 4.2.2. p;(x)eW,!(0,1) keyfi kompleks degerli fonksiyonlar ve
a,, #a,,+a;, olsun. O halde (4.1) - (4.2) diferansiyel operatdriiniin kok
fonksiyonlar sistemi L (0,1) (1< p<o0) uzaymn tabanini olusturur ve bu taban

p =2 i¢in kosulsuzdur.

Sonu¢ 4.2.1. Teorem 4.2.2°nin tiim kosullar1 saglansin ve n,, n, Teorem
4.2.1°de verilen tamsayilar olsun. Bu takdirde n +n,=1-oc’drr ve n =1-0o,

n, =0 segebiliriz.
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4.2.1. Baz1 Yardimci Sonuglar

SO={p=re‘9|r>O,O§0S%} (4.8)

olsun (bkz: (3.12)). a, (k::iZ) ile @'+1=0 denkleminin farkli 4 kokiinii
gosterelim. (3.13)’den goriiliir ki, @, (k =1,_4) sayilari

Re(pw, ) <Re(pw,)<Re(pw;)<Re(pw,) (Vpe$S,) (4.9)
esitsizligini saglayacak bigimde siralanabilir.
Bundan sonra @, (k = 1,_4) sayilarmin (4.9) esitsizligini saglayacak bigimde

siralandigini kabul edecegiz. O halde

3ri/4
)

w =e w, =" =" @ =¢"" (4.10)

tur ve buradan da
W =-0, 0O, =—0, (4.11)
elde edilir (bkz: [29]).

Lemma 4.2.1.1. Her bir p€S,,

Re(pa)l)S—gM, Re(pa)4)2§|p| (4.12)

esitsizlikleri dogrudur.

Ispat: (4.12)°deki ilk esitsizligi ispatlamak yeterlidir. (4.11)’den ikinci
esitsizligin de dogru oldugu goriiliir. peS, oldugundan p=|ple”* (0<O<1)
olarak yazilabilir. O halde (4.10)’dan

N

30 1-0 2
Re(pw,) =|p| Re(e 4 ]: —|p|cosT7z < —7|p|

elde edilir.

Lemma 4.2.1.1°in ispat1 bitti.

S, bolgesini —C kadar Gtelersek
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Toz{p—c|peSO} (4.13)
bolgesini elde ederiz. T, bolgesi igin (4.9) ve (4.12) esitsizlikleri agsagidaki bi¢cimini
alir:

Re((p+c)a)1)SRe((p+C)a)2)<R ((p+C)a)3) (,0+C ®,), (4.14)

2 2
Re((p+c)a)1)3—§|p+c|, ((p+c)a)4) £|p+c| (4.15)
Teorem 3.3.4.1°den biliniyor ki
1(y)+p'y=0 (4.16)

denklemi T, bélgesinde analitik Yy, (X, p) (kzl,_4) lineer bagimsiz ¢dziimlerine

‘nun yeterince biiyiik degerlerinde bu ¢oziimler ve tiirevleri

sahiptir. Ayrica

dsy S8 X 1 XasKl(X’é:!p)
dXSk =p \Nkepwk +4p3£ ox’ Ms‘(yk)dé’g
K, (1.8.) (4.17)
1 2 16 __
_4p3! LMy )dg, (v=0.3)
denklemini saglar; burada
(% E,p) Zcoe’“”‘f (X & p)= Zwe”“’xé (4.18)
a=k+1
ve
M, (¥) =P, (X)Y"+ P (X) Y + Py (X) Y (4.19)
dir. (bkz: (3.15), (3.16), (3.21), (3.24)). (3.25)’ten
d Y X A9l 1A
dxk = p°e"*z, (X, p) (5_0,3,k_1,4) (4.20)
yazilabilir. (3.28) ile
2,(xp)=+O(p™) (s=03k=14) (4.21)

elde edilir. (4.17), (4.19) ve (4.20)’den

K (X E p) = P,
st(x p) ]I-Oj'e pwkxé)p 1(X§p)z pl(_g.)zk'j(é:’p)dg

1 1 —p%(x—ﬂ -s as Z(X’g’p) : pJ (é:)
4pxe P o JZ_(; PR Zk,j(é’p)dg
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saglanir. (4.18)°deki K, (x,&, p) ve K,(x,&,p) degerlerini yerine yazarsak

s+lx 2 p
ks(Xp '([JZ(; pjzj k] p)d§
1 S S+ h @, -oy )(x- .
+$;a)a 1Iep —ay )(x=¢) JZ_(; F,)Oj(éj) Zk’j(é:,p)d5 (4.22)
0
1 N afopooes S P (&
_%a—zkﬂw 1je ! 5)12_;, /J)Z(j)zk,j(fap)df

elde ederiz. Belirtelim ki (4.14) ile
Re(p(a)a —a)ﬂ)) = Re((p+c)(a)a —a)ﬁ))—Re(C(a)a —a)ﬁ))é 2|C|

saglanir; burada 1<« < £ <4 tiir. Buradan ve (4.21)’den

[pi(&)z; (& p)e e =0(1) (ax<k),
° (4.23)
1
[pi(&)z; (& p)e e =0(1) (azk)
elde edilir; burada k =1,4 ve j =0,1,2 dir. Buradan ve (4.22)’den kolayca
s+lX 2
IO
2o (xp) =0+ [ 2 AUSIENLE
1k le pwa)kxfzpj(é:)
il + (&, p)d
+4p;wa !e JZ;‘ = z,; (¢, p)de
1 x5 ot ( (0 )(xej)z p(f) _
g [ R P (£ p)a 0 )
oldugu goriiliir. Buradan,
.1y o )
Zkvs(o’p):a’k_ﬁa;f’“ 1Bmk(,o)+0(ps),
s+l 2 1
. 1
2 (L) =i+ 2 [Py (§)2, (4 ) (4.24)
0
1 k-1
s+1 -3
+E;a)a Ba'k(p)+0(p )

elde edilir; burada
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2 1
1 e -
;pzj [pi(&)z (& p)e ™ de,  1<k<a<4
B« (p)=1, . X (4.25)
;pz_j E[pj(cf)zkj(f p)e"ge 1<g k<4
tur.
Lemma 4.2.1.2. Rez <C, =const bolgesinde her f e L, (0,1) igin
1
[f(&)evdé=0(1) (|| >+o), (4.26)
0
1
[f(£)ede=0(1) (|r]->+o) (4.27)
0
saglanir.
Ispat: (4.26)’y1 ispatlayalim. (4.27) benzer bicimde ispatlanabilir.
c® [0,1] kiimesinin L, (0,1) de yogun oldugunu biliyoruz. O halde her &>0
i¢in
1
=Pl =] (£)-Pp.(&)ac <z (428)

0

olacak sekilde p, (X) ect [0,1] fonksiyonu vardir. Kismi integrasyon yontemi ile

jpg(é)e"fd& ()e_p I £)e“ds (4.29)

0

olarak  bulunur. |f]—> ve Re(r)<C, oldugunda e =0O(1) ve

p'(&)e*dé =0(1) oldugundan (4.29)’dan

O Sy

nmjp £)e“de=0 (4.30)

bulunur. Ote yandan (4.28)’den
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jf ’éd(f‘ _1[ f§d§+j‘pg((§)efﬁd(§ <
<JI1 (). (Desde+ | p. (£)ede] <] pg@)effdg‘

elde edilir. Sonuncuya ve (4.30)’a gore

1

HERE

lim <g

|z]—>e

olur. Buradan kolayca
1

lim | f(&)e*dE=0

|z]>w0 5
oldugu gortiliir.

Lemma 4.2.1.2°in ispat1 bitti.

Bu lemmadan ve (4.21), (4.25) formiillerinden asagidaki elde edilir:
B, (p)=0(1) (ax#k). (4.31)

(4.21), (4.24) ve (4.25) formiilleri kullanilarak elde edilen direk hesaplamalar

gosterir ki s = 0,3 igin

-bew
i
us
|
(BN
N—"
»
l\.)ew
ot—

Zys (O’p):a)zs 4 B, (,0)— P, (5)62pm2§d§+o(p72)'

2,,(0,p)= @5 - ‘Z; B,.(p)+0(p7?),

s (L) =0l - J p,(&)d& + i’;p B,,(p)+0(p?), (4.32)
235 (L p) = @; —— J.pz(g)df"‘ B.s(p)

+Mj‘ pz(é:)e—Zpa)s(l—i)d§+o(p—2)

degerlendirmeleri dogrudur.
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4.2.2. Teorem 4.2.1’in Ispati

Us(¥:) Us(¥2) Us(ys) Us(vs)

U2 (v2) Ua(yz) Ua(ys) Ua(Va)
70,0 L) L) () %

Us (%) Uo(¥2) Us(¥s) Uo(Ye)

olsun; burada vy, (X,p) (k :ﬂ) fonksiyonlar: (4.16) denkleminin lineer bagimsiz

coziimleridir. [29, II, 4.9]’dan biliniyor ki, T, bdlgesinin p =—C kdse noktas1 uygun

bi¢imde segilirse, (4.1) - (4.2) diferansiyel operatériiniin mutlak degerce yeterince

biiylik 6zdegerleri p

A(p)=0 (4.34)
denkleminin bir ¢dziimii olmak {iizere, 1=-p* formatindadir. Tersine bdyle
noktalarin kiimesi, sonlu tanesi hari¢, (4.34) denkleminin T,’daki tim koklerini
igerir.

(4.20)ile s=0,3 ve k=14 i¢in
s—1
Us(yk):pS {epwkzk’s(l,,O)—(_ st O ,0 ; Zk| O ,D } (4.35)

elde edilir; burada o, _, =, =0 dir. (4.15)’e gore e”* eksponansiyel olarak 0 ’a,

e” ise eksponansiyel olarak sonsuza gider. O halde (4.21) ve (4.35)’ten

s—1

Us(yl)z—ps{(—l)aZl,s(o’/’)_;zs| 2,(0.9)+0(p" )} @.36)

U, (y:)=pe™ f2,,(L.p)+0 (o)

esitlikleri dogrudur.

s—1

0(
(-1)72,(0.p) gps.l.Op k=1

A (p)=1e2 . (1.p)~(-1) z. (O,p)+§%zk1| (0.p), k=23 (437)

Z,, (1,p), k=4
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olarak tanimlayalim. (4.35) - (4.37) formiillerinden

U, (yl) =—p° {A%l (,0)+O(p_3)},
Us(yk):psp&,k (,0) (k=2,3), (4.38)
U, (ys)=p’e* {A,(p)+O(p?)}

elde ederiz. Bu esitlikleri (4.34)’te yerine yazip birinci, ikinci, ligiincti satirlardaki

P>, p*, p ve son siitundaki e””* carpanlarini sadelestirirsek (4.34) asagidaki gibi

yazilir:
A (p)+O(p°)=0. (4.39)
Burada
Ay (,0) A, (,0) A (,0) A, (,0)
Al(p)E A, (/0) A, (,0) Az (,0) A (,D) (4.40)
A, (,0) A, (,0) A, (,0) A, (,0)
Ao,l(p) A (,0) Avs (,0) A (,0)
dur.

Teorem 3.3.8.1°deki (d) formiillerini kullanarak elde ederiz ki, p (4.34)

veya (4.39) denkleminin bir kokii ise asagidaki formiiller dogrudur:
e —(-1)"=0(lp ™), e ~(-1)"=0(|[™*) (4.41)

(4.21), (4.37) ve (4.41) bagintilarindan ve s =0,3 ve k=2,3 i¢in asagidaki

formiiller elde edilir:
Ai(p)=(-1) @} +O(p"). A.(p)=w;+O(p?), (4.42)

A(p)=(e" (-1 )ai +0(p™), Au(p)=O(™).  (443)
(4.42) - (4.43)’tan (4.39) denklemi asagidakine denktir:

(ef’”z —(—1)")(ef""s —(—1)")W0 +o(| p|_3/2)= 0. (4.44)
Burada,
& & & o
2 2 2 2
W, =(-1)7| “2 9 Ao qp(-1)° (4.45)
0 0, 0,
1 1 1 1
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dir. w,=-w, ve e =0(1) oldugundan (4.44) denklemi asagidaki bi¢imde

yazilabilir:

Buradan kolayca
e —(-1) = o(| p|‘3’4), e —(-1) = o(| p|‘3"‘) (4.46)

elde edilir. (4.43) ve (4.46) ile s=0,3 ve k =2,3 i¢in

A (p)=0(lp™) (4.47)
oldugu goriiliir. (4.40), (4.42) ve (4.47) kullanilarak (4.39) denkleminin
A, (p)+o(p?)=0 (4.48)

denklemine denk oldugu elde edilir; burada,

Ay (p)= (4.49)

dir. (4.37)’ye gore s=0,3 ve k =2,3 i¢in

Au(p) =272, (10)~(-1) 2, (00)+ “22 2,1, (0,0)+0( o)

dir. Buradan ve (4.31) - (4.32) formiillerinden asagidaki degerlendirmeler yapilabilir:

A (p)=A(p)+B (p)+O(p?) (k=23); (4.50)
burada
2 S | apo, 0 o _15 s,5-1
K (p)=o { Rl = 7z<p>]+‘jm2}
(4.51)
(3) N Py _ 0 (_1)S o as,s—l
A (p) w{ [1 b v W)J (-9 pw}
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5+1epw2 1‘7 s+1
8 (0)= %", () %, ),
p p 1 (4.52)
S+lepa)3 10w5+
200)-L 2 ()8 o),
1 1
7,(p)=[p,(£)ed¢, y,(p)=]p,(&)e™ ™ d¢ (4.53)
0 0

Ve C,, (4.1) esitligiyle tanimlanan sayidur.

(4.52) esitligini ele alalim. Kolayca goriiliir ki k =2,3 igin
T
(B8 (). B (). B (). B ()

situnu A, (p) determinantindaki ilk ve son siitunlarm lineer kombinasyonudur.

Buradan ve

AL (p)=0(o ™) (4.54)
asimptotik degerlendirmesinden (4.48) denklemi (bkz: (4.49))

Ay(p)+o(p?)=0 (4.55)

denklemine denktir; burada

(-1 @ AY(p) A)(p) @
-1 ! A 2 (p) o
n(p)=| D Pele) ) (450)
(_1) w, A1,2 (,D) A.L,z (,0) @,
(-1 AD(p) AY(p) 1
dir.
po | 1__ G —(=1\° =
A (p)=t¢ (1 4pwk] (<17 (k=2.3) (457)

Es,2 (,0) = 4“5,5—1 +(_1)6+5 7/2 (p)’ Es,3 (,0) = 4“5,5—1 + (_1)5 ep%ys (p) (458)

olsun. (4.51) formiillerinden s=0,3 ve k =2,3 i¢in

k s s Es k
AL ()= 0iA () +af 522 (459

elde edilir.
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) @' @ ©&E,(p) @
(-1 & @) @iE,,(p) @}
) o @, oE,(p) o
(071 Eale) 1 (4.60)
) @ @ik, (p) @ ]
(-1) &} @E,,(p) &) o]
) o wE,(p) o o

(-1 Ep(p) 1 1

A (p)= | | 4.61
(p) (_l)aa’l a’zEl,z(P) a)SEl,S(p) 127 ( )

(-1 En.(p)  Ea(p) 1
olarak tanimlayalim. (4.56) ve (4.59) - (4.61) formiillerinden

. (0)= A L)AL 0 o) 2L ) o) e

elde edilir; burada W, (4.45) ile tanimlanan determinanttir. Belirtelim ki (4.62)deki
son terim O(p*)dir. (4.10) kullanilarak

AY (p) =A% (p)=-16(-1)" (o, + ey + 1) (4.63)
bulunur. Buradan ve (4.62)’den asagidaki elde edilir:

Oz, T+

Ay (p):_16(_1)6|:A2(p)A3(p)+ 4pw,

(A3<p)—Az<p>)}o(p2).

Dolayisiyla (4.55) denklemi

Oz, T 0, ta

A(p)A(p)+ (A(p)=A(p))+O(p?)=0

4pw,
denklemine denktir. (4.57) esitligini dikkate alirsak,

g oy [P

Oyp T 0+ [e—pa)z _epa)zj|+o(p72)

0
4pw,
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ya da daha kesin olarak

/4 2 o Y -2
1+—— |eP”2 -2(-1) e” +|1- O =0
{+4pwje (-1)"e +{ 4pa)2+ (p )}

elde edilir; burada y =(-1)” (a3’2 +a,, +a, ) —¢, dir. Baz1 sadelestirmelerden sonra

son denklem

20 _2(=1)"| 1-—— |e” +1-——+0(p?)=0
© ( )E 4pa)2]e ’ 2,0602+ (,0)

halini alir. Buradan

{epa’z —(—1)"(1— 4 H2+O(p2)=0 (4.64)

4pw,
elde edilir. Kolayca gosterilir ki p €T, (4.64) denkleminin bir kokii ise
e” —(-1)" = O(pfl)
saglanir. Agiktir ki
e™ —(-1)"=0(p?)

esitligi de saglanir. Son degerlendirmelerden ve (4.43)’ten s=0,3 ve k = 2,3 igin

A(p)=0(p™) (4.65)
elde edilir. Sonug olarak (4.39) denklemi
A, (p)+0(p*)=0 (4.66)

denklemine denktir. Burada, A, (p) (4.49) ile tanimlanan determinanttir.

Yukarida (4.54)t kullanarak (4.48) denkleminin (4.55)’¢ denk oldugunu
ispatlamistik. (4.54) yerine (4.65)’i alip ayn1 yontemi uygularsak (4.66) denkleminin

Ay(p)+0(p*)=0 (4.67)
denklemine denk oldugunu elde ederiz. Burada, A,(p) (4.56) ile tanimlanan

determinanttir. " = (—1)(7 +O( p‘l) esitligini (4.58) bagitilarinda yerine yazarsak

s=0,3 ve k=2,3 i¢in

E. (p) =4, +(-1)"" . (p)

elde ederiz. Bu ifade (4.61)’de yerine yazilir ve basit doniistimlerin yardimi ile

41



Kaya, U. 2013. Gii¢lii Regiiler Olmayan Bir Sunir Deger Probleminin Kok Fonksiyonlarinin Tabanlik Ozellikleri. Doktora Tezi.
Mersin Universitesi

A® (,0) = _64(_1)0 (273 (as,z T, ) _16(72 (,0) +7s (p))(as,z —Q, Tt al,O)
+16(-1)" 7, (p)7:(p)+0(p™)

sonucuna varilir. Buradan ve (4.62) - (4.63) formiillerinden

é‘0
4pw,

45,
(4pw, )2

Ay(p)=-16(-1) {Az (P)A(p)+ (A(p)-A(p))-

elde edilir; burada
Oy =0, t0 +a,, O,=0a,, (053,2 +ay ),
2(p)=[r2(P)+ra(P)|+]r2 (P)7a ()| +|P7
dir. Sonug olarak (4.67) denklemi

%

Az(p)As(/))+4pa)2

denklemine denktir. (4.57)’ye gore (4.67) denklemi

C - C -
7| 1——0 | (=1)" e |1+ 2 |- (-1
{ [4/%0}()}{ (4/%0}()}
+ % ef’“’[1+c—oj—ep“(l— S j S 2+O(P’2£(P)):O
4pw 4pw 4pw (4pa))
denklemine denktir; burada @=®,’dir. Bazi sadelestirmelerden sonra verilen
1Y s . 2
(1— % j1+( ) % e _2(~1) | 1- 040 oo
dpw dpw 2(4pa))

+(1+4C—°j[1%}o(ng(p))=o

yol0) 4pw

denklem

denklemine indirgenir. Bu denklem asagidaki iki denkleme ayrilir:

o = 0 — 20, -1
e =(-1) +( )4(joa) % +O(p g(p)), (4.69)
c _1600_2 32 T o -1
e =(-1) +( ) 4,0(5 “ )+O(p g(p)). (4.70)

(4.69) denklemini arastiralim. Rouche teoremi kullanilarak (bkz: [1, 1V, 5.2]
[29, 11, 4.9]) (4.69) denkleminin mutlak degerce yeterince biiyiik p €T, koklerinin
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G, cT, (n=ny,n,+1,...) bdlgelerinde yerlestigi ispatlanabilir; burada G, , merkezi
~(2n—c)7i/w, yangapi O(n™) olan dairedir. Dahas1, (4.69) denkleminin herbir
G, bolgesinde bir tek koki vardir. (4.69) denkleminin mutlak degerce yeterince
biiylik p eT, kokleri

e =(-1)"+0(p™") (4.71)
denklemini saglar.

0, (4.69) denkleminin G, *deki kokii olsun. (4.71)’den agiktir ki

p:-M+r, (4.72)
w
r=0(n") (4.73)

saglanir. d. ve d_, (4.4)’de tanimlanan sayilar olmak tizere (4.53), (4.72) ve (4.73)
‘ten
Vs (p) =d +O(n‘1), Vs (p) =d, +O(n"l)
elde ederiz. Buradan ve (4.68)’den asagidaki baginti elde edilir:
g(p) =0(¢,) (4.74)

burada ¢,, (4.5) esitligiyle verilen sayidir.

r’yi daha kesin bir bigimde yazalim. (4.72)’den asagidaki iki baginti elde
edilir:

(pa))_lz—m+0(n3), ep”’z(—l)a{1+ra>+0(n’2)}. (4.75)

(4.69)’da p = p yazarak ve (4.74) - (4.75) bagintilarin1 kullanarak

po 2 =6 +o(n's,) (4.76)
4a)(2n - (7)72!

elde ederiz. O halde (4.72) - (4.76)’dan z,=—(2n—o)zi/w (n=ny,n,+1...)

noktasinin O(n™) komsulugunda (4.69) denkleminin tek bir

1 .2 _10052,1_00 -1
pnl—g{(Zno-)m 4(1(2)n—0')7ri }+O(n z,) (4.77)
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kokiine sahip oldugu elde edilir.
Benzer sekilde z,=—(2n-o)7zi/w (n=ny,n,+1...) noktasmnimn O(n’l)
komsulugunda (4.70) denklemi tek bir

2(_1)(7 (as,z T, ) — G
4(2n —o)ri

0

P —1{(2na)7zi }Jro(nlgn) (4.78)

kokiine sahiptir.
4
Simdi, yeterince biiylik bir n sayist igin 22—( pnvl) 0zdegerine karsilik
gelen un,1(x) ozfonksiyonunu asagidaki formda aragtiralim:

Yi(%p) Y.(xp) Yi(xp) Yi(xp)

()= —CY N2 U () Us(ya) - Ui()
: 4(02(053’2—052’1+a1’0) Uz(yl) Uz(yz) Uz(Ys)
Ui(y)  Ui(y,)  Ui(¥s)

Bu 6zfonksiyonu asagidaki bi¢imde yazalim:

ns (X) = ()" p 2
4o, (053,2 — 0y, + 0‘1,0)
-Vi(xp)  V.(xp) vi(xp) ey (xp)
X—p’3U3(y1) P Us(Y,) pUs(ys) pe Uy (V)
U, (V1) PUL(Y,) p7U,(Ys) oo™ U, (Y,)
—p U (V1) PUL(Y,) P UL(Ys) pe U (Y,)

P=Pn1

X

(4.79)

P=Pn1

Bundan sonra basitlik i¢cin p = p,, Ve & = ¢, kabul edecegiz.

Y (xp)=0(1) (k=123), ey, (xp)=0(1) (4.80)
oldugundan (4.38) ve (4.79) formiillerinden
o (X) ) 4w, ((a_:)i ZZf_ 2N )
—yl(X,p) yz(x,p) yS(X,p) e7PWAY4(X'p)
| Aa(P) AL(p) Aslp)  Aule)
Ai(p)  Aa(p) Aslp)  Aulp)
Ai,l(p) A, (,0) A (,0) A (P)

X

(4.81)
+0 (p‘z )

P=Pn1
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elde edilir. (4.42), (4.65), (4.80) ve (4.81) formiillerini goz 6ntinde bulundurursak

Una (X) = py2 x

4o, (as,z —0y t al,o) (4.82)
X[V (% P)E, (P) =Y, (% p)Es(p)]+O(p™)

elde ederiz; burada
E(p)=|0f Axlp) @ (k=2,3)

tiir. Buradan ve (4.50)’den
o Al(p) @ & B(p) @
E(p)=|af Al(p) of|+lef BY(p) «f|+0(p?)
@, Ai(l:() (P) @ |o Bl(,i) (p) @,
bulunur. (4.52)’ye gore ikinci determinant sifira esittir. Yani
a)13 Ag,kk)(p) a)43
E(p)=|of Al(p) o|+0(p?). (4.83)

(4.51)°c gore s=0,3 ve k =2,3 icin

Al (p)=af {ep“’k (1— % j—(—l)" +&}+o( )

4pa, PO,

elde edilir. Bunu ve (4.77)’yi kullanip gerekli sadelestirmeleri yaparsak

s 20

AS(,(k) (,0) =y

s oy

2 pw,
elde ederiz. O halde (4.83) ve (4.84)’e gore

+0(ps) (4.84)

2
Ec(p) :7@1(0(3’2 —a2’1+al’0)+0(p*15) (k=2,3)

olur. Sonug olarak (4.82)’ye gore

Una(X) :g(ys(x,p)— Y,(x p))+0(¢)

ya da daha agik olarak
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Uni(X)= g(% (X’pn,l)_ Y, (x,pnyl))+0(gn) (4.85)
elde edilir. Ote yandan (4.20), (4.21) ve (4.77)’ye gore
Y, (x, pn,l) =g (o) o(n?), v, (x, pn’l) = glemo)m o(n)
saglanir. Buradan ve (4.85)’ten
Un,1(X)=\/ESin(2n—O')7Z'X+O(€n) (4.86)

sonucuna varilir.

4
Simdi, yeterince biiylik bir n sayisi ig¢in /1=—(pn’2) 0zdegerine karsilik

gelen un2(x) 6zfonksiyonunu asagidaki formda arastiralim:

Vi(xp) Va(xp) Yi(xp) Yi(x.p)

! Z(X):—(—l)apze_pw‘ﬁ U, (%) Ua(¥2)  Ua(ys) Un(va)

' 4(0‘&2_0‘2,#0‘1,0) Ui(v)  Ui(y.)  Ui(ys) Ui(wa)
Up(¥) Uo(¥z)  Uo(Ys) Uo(yzt)p:pm2

Ayni1 yontemi uygularsak

Un,Z(X)=\/§COS(2n—O')7Z'X+O(€n) (4.87)
elde ederiz.
(4.77) ve (4.78) formiillerini g6z Oniine alalim. Gorildigi gibi, basit

Ozdegerlerin asagidaki gibi iki dizisini elde ettik:

ﬂ“r:o’ﬂ‘r:oJrl’ﬂ”r:OJrZ""’ (488)
ﬂ“r:; ’ ir:;“’l’ 2‘r:;+2’ T (489)

Bu 6zdegerler asagidaki asimptotik formiillere sahiptir:
2(-1) a,, —c,
(( 2n— O') 7[)2
2(_1)Cr (05312 ta, ) -G
((Zn - O') 7[)2

(n=ny,n,+Ln,+2,...)

A== pnvl)4 =((2n-o)z)’ {1+ +0(n%, )} (4.90)

A== pn’2)4 =((2n-o)z)’ {1+ +0(n%, )} (4.91)

Katliligi da dikkate alirsak (4.88) ve (4.89) ozdegerlerinin disinda sonlu sayida

0zdeger mevcuttur. Varsayalim ki L operatoriiniin katliligi da dikkate alarak (4.88)
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ve (4.89) 6zdegerleri disinda m tane 6zdegeri vardir. m=m, +m, olsun. Burada, m,
ve m, negatif olmayan keyfi tamsayilardir. Kalan m tane 6zdegerden m, tanesini
(uygun olarak m, tanesini) (4.88) 6zdegerlerine (uygun olarak (4.89) 6zdegerlerine)
eklersek asagidaki gibi iki 6zdegerler dizisi elde ederiz:

2

no+2,...,

C1iCoyevnsCop s An s Ay

no+1?

€,6,. 8 A A LAY

N Y TV PP
Bu dizileri sirasiyla A,,4,,,...,4,1,... V&€ A ,,4,,..., 4, ,,... ile gosterelim. Ag¢iktir
Ki

Ao = Ao Aviny2 = (n>n,) (4.92)
dir. Burada, n, =m, —n,+1 ve n, =m, —n, +1’dir. (4.6) formiili (4.90) - (4.92)’den
direk elde edilir. Benzer yontemle (4.86) ve (4.87) formiillerinden (4.7) formiilii elde
edilebilir.

Teorem 4.2.1°in ispat1 bitti.

4.2.3. Teorem 4.2.2 ve Sonug 4.2.1’in Ispat:

p, (X) €W;?(0,1) oldugundan (4.4) ve (4.5) formiillerine gore
£,=0(n")
dir. Bu sebeple (4.7) formiilleri
Uy, 1 (X) =V25in(2n-0) 7x+0(n?),

Uy, 2 (X)=~2c0s(2n-0) 7x+O(n ™) (499
olarak yazilabilir.
Vig (X)3V5 (X) e Vg (X) V5 (X)) (4.94)
sistemi
Uy (X) Uy (X)sees Uy (X), U (X) (4.95)

sisteminin biortogonali olsun. Yani (u,;,V,.)=6,,0;, (nm=12.., j,s=12)

saglansin. [16, s:84] veya [29, s:99]°daki iyi bilinen 6zellige gore, (4.94) sistemi L
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operatoriiniin eslenik operatorii olan L™ operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemidir. L*

lineer diferansiyel operatorii

14 !

I*(z):z(iv)+(p2(x)z) —(pl(x)z) + P, (X)z

diferansiyel ifadesi ve

U; (2)=2"(1)-(-1)" 2(0)+a,,2'(0)+ 3,,2(0) =0
U; (2)=2"(1)=(-1)" 2"(0)+ 2" (0)+ B,.2' (0) + B,,2(0) =0
eslenik smir kosullariyla elde edilir; burada B,,, B,, ve f,, sayilar sadece L

operatoriiniin katsayilarina bagl sabitlerdir. L" operatoriiniin bi¢iminden ve Teorem

4.2.1°den yeterince biiylik n’ler i¢in
Vn+n1]1 (X) = rn+n1,1 (Sin (2n —U) 7TX +O(n_l))'

n+n,,2 (X) = IFn+n1,2 (COS(Zn _O-)”X +O(n_1))

(4.96)

<

(j=1,2) sayilan (u v ):1

n+nj,j 7 Tn+ng,j

asimptotik formiilleri elde edilir. Burada r,

+Nnj,j
esitliginden elde edilen sayilardir. Buradan ve (4.93), (4.96) formiillerinden yeterince
biiyiik n’ler igin

ho =N2+0(n) (j=12)

n

bulunur. Sonug olarak (4.96) formiilleri yeterince biiyiik n’ler igin
vw’l(x):\/Esin(Zn—a)yzx+O(n’l), o
anZ’Z(X)=«/§COS(2I’]—U)7TX+O(I’]_1) '

halini alir.

0o (X)=1 G, (X)=+2sin2nzx, g,,(x)=+2cos2nzx,  (4.98)
Oons =V2sin(2n-1)7X, g,, =~/2c0s(2n-1)zX (4.99)

(n=12,..)
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olsun. (4.98) ve (4.99) sistemlerinin ikisi de L,(0,1) uzaymin ortonormal

tabanlaridir. (4.93) ve (4.97) formiillerinden agiktir ki (4.94) ve (4.95) sistemleri

Bessel esitsizligini saglar. Yani her f €L, (0,1) icin

o 2 o,
;;‘(f’unvj)‘z<+m’ ;;\(f,vn,j)‘zqw

dur. Dahasi, (4.94) ve (4.95) sistemlerinin ikisi de L,(0,1) de tamdir (bkz: [30]). O

halde [11, VI, 2.2, Theorem 2.1]’den bu iki sistem de L,(0,1) uzaymimn Riesz

tabanlaridir.
Simdi Sonug 4.2.1°i ispatlayalim. Ispati yalmzca o =0 igin yapalim. o =1

durumu benzer bigimde yapilir. n, >0 ve n,>0 olsun. (4.93) asimptotik
formiillerinden ve {gk (X)}EZ: sisteminin tanimindan (bkz: (4.98))

2

n=

u ‘2 + 2) < const Ziz < +00 (4.100)
n=1 N

n+n 1 9201 Un+n2,2 —Uon

elde edilir. Agiktir ki (4.100)’de L operatdriiniin kok fonksiyonlarmin n, +n, tanesi,

(4.98) sisteminin fonksiyonlarindan da 1 tanesi yoktur.

n,+n,>1 olsun. Bu durumda (4.100) esitsizliginden (4.95) sisteminin
n, +n,—1 fonksiyonu disindaki fonksiyonlardan olusan S sistemi (4.98)’e karesel
yakindir. (4.98) sistemi L, (0,1) uzaymin ortonormal tabanit oldugundan S,
I_Z(O,l) ’in Riesz tabanidir [11, VI, 2, Theorem 2.3]. Bu durum (4.95) sisteminin
L, (0,1) ’in taban1 olmasi ile gelisir.

n,=n, =0 olsun. (4.95) sistemi L2(0,1) ’in Riesz tabani oldugundan yine

(4.100) ile {gk(x)}: sistemi taban olur ve bu da {gk(x)}t:: sisteminin taban

olmasi ile gelisir.
Geriye kalan tiim durumlar benzer bi¢imde ispatlanir.

Bdoylece genel durumda n, +n, =1—c elde edilir. Genelligi kaybetmeden
n=0 n,=1-0

varsayabiliriz. O halde
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U,; (X)=~2sin(2n- O'7rx+0(n 1) o
ur‘l+l—o',2( ) \j_COS 2n—o 7zX+O(n ) (4.101)
\L\/_sm(Zn o)zx+0(n” 1) 102
Vour oz (X) = \ﬁcos 2n-o 7zx+o(n )

olur.

Simdi, L  operatérinin kok fonksiyonlar  sisteminin L, (0,1)

(1< p <+o0, p# 2) uzayinda taban olusturdugunu ispatlayalim. Yukardaki gibi

yalnizca o =0 durumu igin ispat1 yapalim. o =1 durumu benzerdir.
Belirtelim ki (4.98) sistemi her bir p e (1,+e) i¢in L,(0,1)’in tabamdir [2,
VIII, 20, Theorem 2]. Dolaysiyla [14, I, 4, Theorem 6]’dan 3M_ >0, vf €L, (0,1)

i¢in

égtgam

<M |f] (N=12..) (4.103)

p

saglanir. Burada ||||p, Lp (0,1) uzayindaki normdur.
pe(1,2) olsun. (4.95) sistemi L, (0,1) ’de tam oldugundan Lp (0,1) ’de de
tamdir. Dahasi, Vf e Lp (0,1) icin

H( f.v,; )y,

i, £const||f||p

saglanir; burada n=1,2,..., ve j=1,2"dir. O halde [14, |, 4, Theorem 6]’dan (4.95)
sisteminin L, (0,1)de taban oldugunu gostermek igin Vf e L_(0,1),

ii(f Vo i )Un

n=1

<M[f], (m=12.)

p

olacak bigimde bir M > 0 sabiti bulmak yeterlidir. Belirtelim ki ayn1 kosullar altinda

= i{( f ,VM)Um1 +( f ,Vn+1,z)un+1,2}

n=1

<M’

p

f, (4.104)

esitsizligini ispatlamak yeterlidir; burada m=1,2,... ve M’ bir sabittir.
(4.98) ve (4.101) - (4.102) formiillerinden

50



Kaya, U. 2013. Gii¢lii Regiiler Olmayan Bir Sunir Deger Probleminin Kok Fonksiyonlarinin Tabanlik Ozellikleri. Doktora Tezi.
Mersin Universitesi

Up, (X) = 92n71(x)+0(n_1), Upiso (X) = o (X)+O(n_l)

Vor (X) =80 (X)+O(), Vy1, (X) =0, (x)+O(n )
elde edilir. Sonug olarak

30 (£)S 30, ()43, (F)+ 30, (F) 43,4 (1) (4.105)

bulunur. Burada m=1,2,... ve

Jni(f)= ;(f,gn)gn c Jna(f)= g(f,gn)O(n*) ,
Ins()=|2(1.0(n))a,) + 3na(F)=2(F.0(n7))o(n)
dir. (4.103)’ten
Jna () <const|f] . (4.106)

elde edilir. Riesz teoreminden (bkz: [37, XII, 2, Theorem 2.8])

2m
J,2(f)<const)|(f,g,)|n"
N va (4.107)
Sconst[Z‘(f,gn)qj (Zn‘pj < const||f| .
n=1 n=1
1 1 )
bulunur; burada, B+_ =1"dir. Dahasi,
2m 2m 2 12
3a(0)<[3(1.0(n))s, :£Z(f,o(nl)) j
i 2 (4.108)
2m 1/2
< const|| |, (Z n‘zj < const | f ||p
n=1
ve
2m
Jns <const| f, 2. <const e (4.109)
n=1

(4.104) esitsizligi (4.105) - (4.109) esitsizliklerinin bir sonucudur. (4.95)

sisteminin L, (0,1) (1< p< 2) uzayinin bir tabani oldugu ispatlandi.

2<p<+oo ve 1/p+1/g=1 olsun. Belirtelim ki 1<q<2’dir ve (4.94), L'

operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemidir. Yukarida ispatlandig1 gibi, bu operatdriin
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kok fonksiyonlar sistemi L, (0,1)in tabamidir. O halde ona biortogonal olan (4.95)

sistemi de L, (0,1) ’in tabamidur.

Teorem 4.2.2 ve Sonug 4.2.1’in ispat bitti.

43. =, oy, @, (ot o, +ad,)#0  DURUMUNDA
PROBLEMIN COZUMU
Bu kisimda
Oy =0y, + g, L (af +ayo, + a§) =0 (4.110)
Qo =0y =0y =0 (4.111)
pZ(X)E pl(X)EO (4.112)

durumunda problemin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari i¢in asimptotik formiiller elde
edilecek, kok fonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1< p< oo) uzaymda taban
olusturdugu ispatlanacak ve bu tabanin p=2 durumunda kosulsuz oldugu
gosterilecektir.
Basitlik icin
a(X)=p,(X), d=0ay, a=0,, o=a, (4.113)

olarak alalim ve (4.1) - (4.2) diferansiyel operatoriinii verilen kosullar altinda tekrar

yazalim;
I(y)=y™ +q(x)y (0<x<1), (4.114)
U, (v)=yY (1) -(-2)" y*?(0)+a, y¥ (0)=0, (s =1, 3) w115
Uy(¥)=y(0)~(-1) y(0)=0.
7, sayisini, & +a, =0 durumunda

7o =—aa, (af + oy, +as ) (4.116)

esitligini saglayan keyfi kaydedilmis say1 olarak, ¢, +a; =0 durumunda ise
Vo= (4.117)

olarak tanimlayalim.

(4.110)-(4.112) kosullar1 altinda problem ile ilgili iddialar asagidaki gibidir:
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Teorem 4.3.1. q(x)el,(0,1) keyfi kompleks degerli bir fonksiyon,
a,=a,+a, Ve y,#0 olsun. O halde (4.114) - (4.115) diferansiyel operatoriiniin
sonlu sayidaki hari¢ tiim 6zdegerleri basittir ve {/1”11}::0, {ln,z}:j gibi iki sonsuz

dizi olusturur. Ayrica, yeterince biiylik n sayilar i¢in asagidaki asimptotik formiiller

dogrudur:

2(-0)a, of+al-2(-1)'p N
(2n-0)z)  2((2n-0)x)

burada j=1,2 ve n;, n, belirli tamsayilardir. Bunun yan sira, yeterince biiyiik n

A =((2n=0)7)' {1+

n+n;,j

O(n™);,(4.118)

dogal sayilari i¢in A, ve A, ozdegerlerine karsiik gelen u,,(x) ve u,,(X)
ozfonksiyonlar1 asagidaki asimptotik formiillere sahiptir:
o, +a,#0 ise
U, (X)) =lgo; —(—1 j;/ sin(2n—o)zx
(0= (e, ~(1) 1, sin(2n-0) o
+aty (e + ;) c0s (20— o) 7x+0(n?),

o, +a,=0 ise

Uy, 5 (%) :\/Ecos((Zn—a)ﬂx—jT_lﬂj+O(n‘l). (4.120)

Teorem 4.3.2. Teorem 4.3.1’in biitiin kosullar1 saglansin. O halde (4.114) -
(4.115) diferansiyel operatériiniin kdk fonksiyonlar sistemi L, (01) (1<p<w)

uzayinin tabanini olusturur ve bu taban p =2 i¢in kosulsuzdur.

Sonu¢ 4.3.1. Teorem 4.3.1’in tiim kosullar1 saglansin ve n;, n, Teorem
4.3.1°de verilen tamsayilar olsun. Bu takdirde n,+n,=1-oc’drr ve n =1-o,

n, =0 segebiliriz.
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4.3.1. Baz1 Yardimci Sonuglar

(4.112) ve (4.113)’¢ gore (4.22) formiilii k =14, s=0,3 icin

s+1 X
st(XP 4pgjq Zyo fp
0
1 ar P~ )(x—
+szilfq 2o (£, p)e" g
p a=1 0
4 1
_i Z a)5+1J.q Zo ff ,O wk)(x—éf)dé:
4p3a e g

halini alir. (4.23)te j =0 yazarsak (4.113)’e gore k =1,4 igin
q(¢)zo (& p)e Aol d‘f 0(1) (ac<k),

0
1
Ja(&)z0 (& p)e" " I =0(1) (azk)
elde ederiz. Buradan ve (4.21), (4.121) formiillerinden

Z,.s (X,p):a),f +O(p’3) (S -0,3 k 2171)

saglanir. Bu ifadeyi (4.121)’de yerine yazarsak

k-1

e a)s+1 X 1 . X )(x—g)
Zk,s(X,P)—wk+4;3_([ E)de+ 4_,035,:10) l.([q ey
1 4 s+ w x-&
_4,0 a= k+1 1'[q - df-l—O( )

elde ederiz. Bu formiilde x=0 ve x=1 yazarak

4 1

S 1 S+ —plo,— —
ZkyS (O’p):a)k _4p3 Zklwa 1J.q(é:)e oo “’k)fdé_i_o(p 6)!
a=k+ 0
s+ll
z..(Lp)= wk+4p I (5)d§+—2w5”jq pl-o, 1§d§+0(
0

bagintilar1 elde edilir. Burada k =2,3 yazilirsa s = 0,3 igin

(4.121)

(4.122)

’)
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Zzs(o’p S+lj'q przfdé: S+lj'q ep(%—w4)§d§+o(p—6),
2,,(0.0) = 0} -2 jq e ds+0(p),
s+1 1 s+l 1
2,,(Lp)= jq jq dloceli=lge 10(p*),  (4.123)
s+1 1 s+l 1
2,,(Lp)= Iq jq g e
s+1 1

HrR——

formiilleri bulunur.

Lemma4.3.1.1. H bir Hilbert uzayi, {€,} . bu uzayn bir ortonormal tabam
ve a,b,c,d, ad —bc # 0 kosulunu saglayan kompleks sayilar olsun. O halde

fo=6, f,.=ae, +be,, f, =ce,  +de, (n=12..)) (4.124)

bi¢iminde tammlanan { f, }::: sistemi H ’1n bir Riesz tabanidur.

Ispat: Once {f,}' " sistemin H’da tam oldugunu ispatlayalim. xeH

olmak tizere Vh e N U{O} igin

(x,f,)=0
olsun.
df, . —bf af, —cf
oldugundan VneNuU{0} i¢in
(x,e,)=0

dir. {e,} " sistemi taban oldugundan tamdir, yani x =6 olmak zorundadir. O halde

{ f, }:Z: sistemi de tamdir.
f,=¢e,, f, ,=ae,  +be,, f,,=ce, ,+de, (n=12...) (4.125)

olsun. Burada,
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- bo__C o

_a ¢ b d—, a
ad —bc’ ad —bc’

“ad—bc’ ~ad —bc

dir. Belirtelim ki a'd’—b'c’=0 oldugundan {f/}"" sistemi de tamdir. Agiktir ki

N=o00

{f]} sistemi {f }" e biortogonaldir. Yani (f,,f;)=5, o

n n' 'm n,m

saglanir. {e, }

ortonormal taban oldugundan Bessel esitsizligini saglar. O halde (4.124) ve (4.125)

sistemleri de Bessel esitsizligini saglar. Yani, VXe H igin

n;‘(x, £ <o, g\(x, )

saglanir. [11, VI, 2.2, Theorem 2.1]’e gore (4.124), H ’n bir Riesz tabanidir.
Lemma 4.3.1.1’in ispat1 bitti.

2
< +00

Asagidaki lemma yukaridaki yontem ile ispatlanabilir:

Lemma 4.3.1.2. H bir Hilbert uzayz, {en }:j bu uzayn bir ortonormal tabani
ve a,b,c,d, ad —bc # 0 kosulunu saglayan kompleks sayilar olsun. O halde

fo1=ae, ,+be,, f, =ce,  ,+de, (n=12...)

bigiminde tanimlanan { f,}"" sistemi H *in bir Riesz tabamdir.

4.3.2. Teorem 4.3.1in Ispati

Teorem 4.2.1’in ispatindaki (4.33) - (4.34) formiillerinde oldugu gibi,

Us(:) Us(Y2) Us(ys) Us(ve)
_Uz(yl) U,(y,) U,(¥s) Uz(y4)_
O w) v w0
Up (Y1) Us(Y2) Uo(¥z) Uo(Ys)

bi¢cimindeki denklemin koklerini arastiracagiz. Burada Y, (X, ,0) (k :1,4)’lar

y(iv) +q (X) y+p'y =0 denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleri, U_ (y) (S =0, 3) "ler
(4.115)’te verilen sinir Kosullar1 ve p €T, dir (bkz: (4.13)).

(4.20)°den s=0,3 ve k=14 icin
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Us (yk ) - ps {epa)k Zys (l’ p)_(_l)a Zy s (O' ,0)+% Ly s (0’ p)} (4-127)

dur; burada o, =0’dir. (4.15)’e gore e”* eksponansiyel olarak 0’a, e”* ise

eksponansiyel olarak sonsuza gider. O halde (4.122) ve (4.127)’den
s e o -5
U,(v)=-p {(—1) 7, (0,/9)—; 2,,4(0,p)+0(p )}

U, (y.)=p'e™ {2,.(L.p) +O( )}

(4.128)

elde edilir.
(_1)(r Zis (O,p)—% 21,571(0’,0)’ k=1

A, (p)=1e"2 . (Lp)-(-1) 2, (0, p)+%zk15_l(0, p), k=23 (4.129)

2,(Lp), k=4

olsun. (4.127) - (4.129) formiillerinden
U, (y,)=-p° {Ag,l(p)+0(p‘5)},
U, (vo) =P Ax(p) (k=23), (4.130)
U, (¥s)=p'e" {A.(p)+O0(p)}

elde ederiz. Bu esitlikleri (4.126)’da yerine yazip birinci, ikinci, tigiincii satirlardaki

p°, p*, p ve son siitundaki e’ carpanlarini sadelestirirsek (4.126) asagidaki gibi

yazilir:
A (p)+0(p°)=0; (4.131)
burada
A, (,0) A, (,0) Ass (p) A, (P)
A(l)(p): Az,l(p) A (p) As (/O) Aoy (,0) (4.132)
A, (,0) A, (,0) As (p) A, (,0)
A, (,0) A, (,0) A (,0) A (,0)
dur.
(4.69) ve (4.70) bagintilar1 kullanilarak,
e —(-1)"=0(p") (k=23) (4.133)
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ve
o _ |a)ka _ _
e’ —(-1) —ﬁ+0(p2) (k=2,3) (4.134)
formiilleri elde edilir.

1 1
Varsayalim ki Iq(é)d§:0’d1r (Iq(é)df;to durumu  sonra
0

0

incelenecektir). Buradan ve (4.122), (4.123), (4.129), (4.133) formiillerinden
o s Oy — s _
As,l(p):(_l) @, _;wl 1+O(p 3)’ &’4(p)=a)4+o(p 3),

A (p)=ai (e —(—1)0)+%wfl+#f;((p)+0(p4), (4.135)

A (,0) = O(Pil)

sonucuna varilir; burada s = 0,_3, k=23 ve

1
— w§+qu(§)e2pw2§d§
+wls+1J'q plo-,) l§d§+ s+1J'q %*(th‘)fdé’
(4.136)
S+1J'q 2pwz (1- é
+a)f+1'[q wlwglfdg_i_ S+qu w3—w4)§dé:
dir. s=0,3, k=2,3 i¢in
Ask(p) = (eme —(—1)")+%w;1 () Bu(p) 4%; (») (4.137)
olsun. (4.132), (4.135) ve (4.137)’den dolayi (4.131) denklemi
A? (p)+0(p*°)=0 (4.138)

denklemine denktir; burada
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(—1)00)13—%0)12 Aaz(p) Psa(p) o

(-1 2 -%m Aa(p) Aes(p) o

AP (p)= P (4.139)
(—1)(7 W, — % A2 (,0) Az (p) W,
(—1)(7 Ao,2 (p) Aos (,0) 1

dir. (4.139) determinantin1 hesaplayalim. (4.10), (4.110), (4.136) ve (4.137)’ye gore
(4.138) denklemi

(4.140)

denklemine denktir; burada

3 3 3 3
o o, 0, o,

2 2 2 2
A = P2 O D g6, (4.141)
o, 0, 0, O,

1111

2

a0 0, O O
2

a,m 0 0 o
A, =2 28 T =Bw,a,, (4.142)
a o0, o, o,
0 1 1 1

3 3
o 0 a0, o,
2 2 2
o 0, a0, o :
e N . [ (4.143)
0 0, a o

1 1 0 1
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2 2
o, 0, a0, o

2 3 2 3
o0 @, 0,0, W,

0 1 0 1

5,
fes
>
8
B

o
N
N
—~
b
~— — —
S
kS

2 2 2 3
0,0 A0, OL,W; )

2
a0, 0L, 0L,w; O,
2771 2772 2773 41 _ A

=-dw,o0,0,,

(4.144)

(4.145)

(4.146)

(4.147)

(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)
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-0 (4.152)

dir. (4.11), (4.133) ve (4.141) - (4.152)’ye gore (4.140) denklemi asagidaki sekilde
de yazilabilir:

[8 4(-1)° (1+i) w,a, ~ ol +2a,a, Jeprz

2

P P

2 3

J— g 2 H
- 2[8(—1)0 - 460/2)% + ( 12) % _ Iw?a;%% ]epwz

2

+(8_4(1)" (-1, o +2a1a3J+o(p5)_o.
Yo, P

Son denklem asagidaki iki denkleme ayrilir:

o, o (—1)0{(1+i)a22—2a10{3+2}/0}
e’ =(-1)" + 2 — 8,

+0(p°), (4.153)

eP% — (_1)0 + i“;zaz _ (_1)0 {(1+ i)ff 2—20:10(3 B 27/0} + O(,Ofs)
p p

burada y,, (4.116) ve (4.117) esitlikleriyle verilen sayidir.

. (4.154)

(4.153) denklemini arastiralim. Rouche teoremi kullanilarak (bkz: [1, IV, 5.2]
[29, 11, 4.9]) (4.153) denkleminin mutlak degerce yeterince biiyiik p €T, kdklerinin

G, =T, (n=ny,ny+1,...) bolgelerinde yerlestigi ispatlanabilir; burada G, merkezi
—(2n-o)7i/w,, yarcap: O(n’l) olan dairedir. Dahasi, (4.153) denkleminin herbir
G, bolgesinde bir tek kokii vardir. p, (4.153) denkleminin G, ’deki kokii olsun.
(4.72) ve (4.76) esitliklerini kullanarak

__(n-o)xi (Ve
p= P +r, r= 2(Zr]_g)ﬁ+o(n ) (4.155)

yazabiliriz.

r ’yi daha kesin bir bigimde yazalim. (4.155)’ten dolay1
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1 , 3

;:_(Zn—a)ﬂi+o(n ) 156
P _(Z1)° 11 _a—zz o(n? .
e” =(-1) {+rw2 8((2n—0')7r)2+ (n )}

saglanir. (4.153)’te p = p yazarak ve (4.156) bagintilarini kullanarak

r—i{ (_1)" a, +i(a1 +a; +27/0)+O(n3)} (4.157)

@, 2(2n —o)ri 8((2n _G)ﬂ)z

elde ederiz. O halde (4.155) - (4.157)’den z,=—(2n—o)zi/w, (n=ng,n,+1,...)

noktasmm O(n™*) komsulugunda (4.153) denkleminin tek bir

_—i n—o)zi— (_1)66(2 _i(a12+a32+270) +0(n
Poe ™ a’z{(z ) 2(2n-o)7i 8((2n—0')7r)2} O(n?) (4.159)

kokiine sahip oldugu elde edilir.
Benzer sekilde z, =—(2n-o)zi/w, (n=nyn,+1...) noktasinin O(n_l)
komsulugunda (4.154) denklemi tek bir

L n—o)zi— () —i(a12+a§_270) +0(n?®
e wz{(z ) 2(2n-o)xi 8((2n0)7r)2} o) 15

kokiine sahiptir.

4
oy, +a, #0 olsun. Yeterince biiylik bir n sayist icin A = —(pnA-) (j =1, 2)
0zdegerine karsilik gelen Un j (X) ozfonksiyonunu asagidaki formda arastiralim:

yl(X,p) V(X 2) Ys(X2) Va(xp)
Us(Yi)  Us(Y2)  Us(ys)  Us(ya)

2 U (V) Ua(Y,) Us(ys) Usp(e)
U (%) U, (¥.)

Y1 U1(Y2) U1(Y3)

1
Daha kesin olarak

—yl(x,,o) yz(x,p) ys(x ,0) e_pw4y4(x’p)

. 2| 3 -3 -3a—pw,
g () = 22 R 2 )2 ) e T ) 10
2 |-p Uz(yl) P Uz(yz) Z(yS) p € 4UZ(y“')
P () PU(Y) p*wva) preUY)l,.,,
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yazabiliriz. (4.135)’ten
A, (p)=0(1) (s=0,3k=14), (4.161)
ve (4.20) - (4.21)’den

Vi (x,p)=0(1) (k=123), ey, (x,p)=0(1) (4.162)
elde edilir. (4.130) ve (4.160) - (4.162) formiillerinin yardimu ile

(x.0) Y.(x.p) Ys(x.p) €7y, (X p)

—Y
) :ii A3( ) AsZ(p) A33(10) %’4(/7) 9] -3 4.163
0T o) A(e) Aule)  Adlp) | PO
Al( ) A1,2(p) A&,a(p) A1,4(,0) ppn
bulunur.
Aa(p) As(p) Aulp)
E.()=|A2(P) Aslp) Aulp)
A.(p) As(p) AP,
! (4.164)
A3l(p) Aaz(P) Aas(p)
E,(P)=|Au(p) Au(p) Aslp)
Ail(p) Aiz(p) Aia(p)p:pn‘j
olsun. (4.134) ve (4.135) dikkate alindiginda
A (p)= '”;p“z + “’kpas +0(p?) (s=03k=23) (4.165)
olarak hesaplanir. (4.110), (4.161), (4.164) ve (4.165) bagmtilar1 kullanilarak
E(p)=0(p*), E,(p)=0(p~) (4.166)

oldugu kolayca goriiliir. (4.163) ve (4.166)’ya gore

s 2

Un,j (X) =‘%{y3(x,p) E,(P)-Y,(xp)Es(p)}+O(p™)  (4.167)
dir; burada p=p, ; ve

Ai(p) Axlp) A
A2,1(p) Az,k(p) Az,4(p)
A(p) A(p) A

tiir. (4.134), (4.135), (4.153) ve (4.154)’ten

E, (p)z
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E (p)= o, +(1) i%f;ﬁ%)_(_ly%+o(p‘3) (4.168)

elde ederiz; burada, p=p,; ve k=2,3’tiir. Bunun yani sira, (4.20), (4.21), (4.158)
ve (4.159)’dan

Y, (x, Po; ) =e ™ 0(n?), vy, (x, o ) =™ 10(n?),

(pns) " =0(n)

saglanir. (4.162), (4.167), (4.168) ve (4.169) formiilleri dikkate alinirsa j=1,2 i¢in

(4.169)

Un,j(X)= (alas ~(-2)’ ;/O)sin(Zn —0) 7TX

(4.170)
+aty (e + 1) c0s (20— o) 7x+0(n?)

elde edilir.

(4.170) formiiliinden kolayca goriiliir ki, o+, #0 durumunda Un,l(X) ve

Un,2 (X) fonksiyonlariin esas kisimlar lineer bagimsizdir.
4
o, + o, =0 olsun. Yeterince bilyiik bir n sayisi igin A = —( pn,l) ozdegerine

karsilik gelen Un1(X) 6zfonksiyonunu

u 1(X)=——ﬁple_p(04 U, (%) Ua(¥2) Usp(ys) Us(Ye)
i 4w2alz Ul(yl) U1(Y2) Ul(yS) Ul(yA)
Us(¥1) Uo(¥z) Uo(¥s) Uo(Ya)

formunda, yani

-y (xp)  Y.(xp) vi(xp) e’y (xp)
Unl(X): \Epz _pizuz(yl) pizuz(yz) pfoz(y3) pfzefpw“Uz(yA)
: 4w, —pflul(yl) p*lUl(yz) p*lUl(ys) p—le—pw4ul(y4)
“Ug(%1)  Uo(yz)  Uo(ys)  e™Uq(v,)

P=Pna
formunda aragtiralim. (4.130), (4.161), (4.162) formiillerinin yardimi ile
_Y1(X’p) yz(X,p) yg(X,,D) e_pmyzl(xvp)
2
Una (X) = V20 | Aa(p) Aaa(p) Aualp «(p) +0(p”) (4171)

_ As(p)  Aulp
4,0t A, (,0) A, (,0) As (,0) A, (,0)
Ao,l(p) A, (p) Ab,a(p) A (,0)

P=Pn1
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elde edilir.

Aa(P) Asl(p) Aulp)

F(p)=|A.(p) Aslp) AP .
A2(pP) Aslp) Ab,4(p)p:pnl

‘ (4.172)

Az,l(p) Az,z(p) Az,s(p)

F4(p): Ai,l(p) Ai,Z(p) Al,S(IO)
Ab,l(p) Ao,z(p) Ab,3(p)

P=Pns
olsun. a, =, +a,=0 esitligi (4.134) ve (4.135) formiillerinde dikkate alinarak
(4.172) determinantlar1 hesaplanirsa

R (0)=0(p). Fi(0)=0(0")
bulunur. Buradan ve (4.171)’den

uﬂyl(x) :4J_2—'0j2{y3(x,p) F, (p)_ Y, (X,p) F, (p)}"‘o(p_l) (4.173)

2

dir; burada p=p,, ve

, A,
F(p)=|Ai(p) Alp) A.lp) (k=2,3)
A

tiir. (4.117), (4.134), (4.135) ve (4.153)’ten
2(—1)k w0

F (,D) - pE +O(p73) (4.174)

elde ederiz; burada p=p,, ve k=2,3’tiir. (4.162), (4.169), (4.173) ve (4.174)
formiilleri dikkate alinirsa

Uns () =~2cos(2n— o) zx+0(n ™)
elde edilir.

4
oy +0,=0 durumunda yeterince biiyiik bir n sayist i¢in /1=—(pn’2)

ozdegerine karsilik gelen Un2(X) 6zfonksiyonunu
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Y1(le) yz(X’p) ys(x’p) y4(X,p)
Unz (X) = V2pe Uy (1) Ua(Y2) Us(ys) Us(Ye)
’ 4a12 UZ(yl) Uz(yz) Uz(ys) UZ(yA)
Ui (Y1) Ui(¥z) Ui(Ys) Ui(Ye)

formunda arastirirsak, yukardaki hesaplamalara benzer hesaplamalarla
Un2(X) = \Esin(Zn—a)nxjto(n*l)
elde ederiz.

O =0y + gy, oy, (afo +a s, +a§2) #0 durumunda n, ve n,

sayllarinin hesaplanmast «,, # a;, +a;, durumu ile tamamen aymdir. O halde

a, = [ q(£)d& =0 durumunda Teorem 4.3.1%in ispati tamamland.

O ey

a, # 0 olsun. Kolayca goriiliir ki, bu durumda (4.118) formiilii

o —((on—og) 1. 2D _a12+0532—2(—1)j]/0+ »
e =((2n0) ){1 ((2n—0)7z)2 2((2n—a)7z)3 O )}

halini alir. Agiktir ki bu formiil (4.118) ile ayn1 formdadir. Bunun bir sonucu olarak

a, # 0 olmas1 (4.119) ve (4.120) formiillerini degistirmez.

Teorem 4.3.1’in ispat1 bitti.
4.3.3. Teorem 4.3.2 ve Sonug 4.3.1’in Ispati

Biz sadece o, +a,#0 durumunda L operatoriiniin kok fonksiyonlar
sisteminin tabanlik 6zelliklerini inceleyecegiz. ¢, + o, =0 durumunda ispat Teorem
4.2.2’nin ispat1 ile tamamen aynidir.

Vi (X)3V5 (X)1ee Vg (X) V5 (X)) (4.175)
sistemi

Uy (X), Uy (X)sees Uy (X) U (X)) (4.176)
sisteminin biortogonali olsun. Yani (u,;,V,.)=6,,0;. (nm=12.., j,s=12)

saglansin. [16, s:84] veya [29, s:99]’daki iyi bilinen 6zellige gore, (4.175) sistemi L
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operatoriiniin eslenik operatorii olan L™ operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemidir. L*

lineer diferansiyel operatorii

diferansiyel ifadesi ve

eslenik sinir kogullariyla elde edilir.
W(X) =z (1— X) olarak tanimlayalim. Bu tanim ile asagidaki gibi bir L

operatorii elde ederiz:

o (W) =w" +q(1-x)w,
u (w)=w"(1)-(-1)" w"(0)+aw"(0) =0,
U (w)=w"(1)-(-1)" w'(0)+a, W (0)=0, (4.177)
U (w)=w (1)~ (-1)" w'(0)+a,w(0) =0,

L, operatorii i¢in, @, =+, #0, y,#0 ve q(1-x)el,(0,1) kosullari yine
saglandigindan Teorem 4.3.1°e gore yeterince bilyiik n sayilari ve j=1,2 i¢in L,
operatoriiniin kok fonksiyonlar1 agagidaki gosterime sahiptir:

Wi (X) = Foin,

x[(alas —(—1)j }/O)Sin(Zn—O')ﬂ'X+a1(a1 +0‘3)005(2n—0')7z-x+o(n1)] (4.178)

burada r

n+nj,j

(j =1, 2) sifirdan farkli kompleks sayilardir. W(X) = Z(l— X) esitligi
ve (4.178)’den yeterince biiyiik n sayilart ve j=1,2 igin

V”*”jxj (X) = _(_1)6 rn+nj:j

X[(Oﬁ% ~(-2)’ ;/O)sin(Zn —o)mx—ay (@, +a;)cos(2n —o);rx+0(n‘l)}

(4.179)

bagintis1 dogrudur. (un+nj,jlvn+nj,j):1 (i=12) esitligi ve (4.119), (4.179)

formiillerine gore yeterince biiyiik n sayilari ve j=1,2 i¢in
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-1 e
s = ((_1),.)%% +o(n”)
saglanir. Belirtelim ki @, +a, #0 oldugundan j=1,2 i¢in 2 —(~1)' ey, #0°dr.
O halde (4.179) formiilii
— 1
s ()= T (4.180)
x{(ala3 ~(-1)’ ;/O)sin(Zn—O')ﬁX—al(al+a3)COS(2n—O')7zX}+O(n_1)

halini alir.
0 (X)=L g, (X)=+2sin2nzx, g, (x)=+2cos2nzx,  (4.181)
Oonq =V2sin(2n-1)7X,  g,, =+2cos(2n-1)zx, (4.182)

h(X)=1  hy . (x)= (a1a3 ~(-1)’ yo)sin 2nx+a, (o, +a, ) cos 2nzx, (4.183)

hamay+j (X) = (a1a3 —(—1)j 70)sin(2n—1) X+ (o + ) cos(2n—1) 7x (4.184)
olsun, burada n=12,... ve j=12"dir. (4.181) ve (4.182) sistemlerinin ikisi de
L, (0,1) uzayinin ortonormal tabanlaridir.

(4.119) ve (4.180) formiillerinden agiktir ki (4.175) ve (4.176) sistemleri
Bessel esitsizligini saglar. Yani her f e L,(0,1) i¢in

o 2 o
éé‘(f'um)r<+w1 ;;‘(f’\/n,j)r<+0@

dur. Dahasi, (4.175) ve (4.176) sistemlerinin ikisi de L, (0,1) de tamdir (bkz: [30]).

O halde [11, VI, 2.2, Theorem 2.1]’den bu iki sistem de L, (0,1) uzayinin Riesz

tabanlaridir.

Simdi Sonug 4.3.1°1 ispatlayalim. Lemma 4.3.1.1 ve Lemma 4.3.1.2°ye gore
(4.183) ve (4.184) sistemlerinin ikisi de L2(0,1) ’in Riesz tabanidir (bkz: (4.181) -

(4.182)). 0=0 igin ispatt yapalim. o =1 durumu (4.184) kullanilarak benzer

bigimde yapilir. n, >0 ve n, >0 olsun. (4.119) asimptotik formiilii ve {hk (x)}tj

sisteminin tanimindan (bkz: (4.183))
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(0

2) < const Ziz < +00 (4.185)

2
|+
n=1 N

n+nl h2n—1 un+n2,2 - h2n

elde edilir. Agiktir ki (4.185)’te L operatdriiniin kok fonksiyonlarinin n, +n, tanesi,
(4.183) sisteminin fonksiyonlarindan da 1 tanesi yoktur.

n,+n,>1 olsun. Bu durumda (4.185)ten (4.176) sisteminin n,+n, -1
fonksiyonu disindaki fonksiyonlardan olusan S sistemi (4.183)’e karesel yakindir.

(4.183) sistemi L,(0,1) uzaymn bir Riesz tabani oldugundan S de L,(0,1)’in

Riesz tabamdir [11, VI, 2, Theorem 2.3]. Bu durum (4.176) sisteminin L,(0,1) in

tabani olmasi ile ¢elisir.

n,=n, =0 olsun. (4.176) sistemi L,(0,1)’in Riesz tabam oldugundan yine

(4.185) ile {gk(x)}:@ sistemi taban olur ve bu da {gk(x)}k:w sisteminin taban

k=0
olmast ile geligir. Geriye kalan tiim durumlar benzer bigimde ispatlanir.

Boylece genel durumda n +n,=1-oc elde edilir. Genelligi kaybetmeden
n, =0 ve n, =1-o varsayabiliriz. O halde

u,,(x)=

= (@3 +7,)sin(2n—0) 7X + @, (@, + @) cos(2n -5 ) Zx+ O (n),

un+l—a,2 (X) =
=(aa; -7, )sin(2n—o) zx+a, (o, +a,)cos(2n —a);rx+0(n‘1),
Vo1 (%) -t (4.186)

Vo + 04,
x{(a1a3+7/0)Sin(2n—a)ﬂx—al(al+a3)cos(2n—a)ﬂx}+0(n"l),
1
Viio 2\ X)=—Z———X
' 12( ) Vo —0sY,
x{(aﬂs—)/O)Sin(Zn—a)irX—al(al+a3)cos(2n—0')7zx}+O(n"1)
yazabiliriz.
Simdi, L  operatorinin kok  fonksiyonlar  sisteminin L, (0,1)

(1< p<+oo,p#2) uzaymda taban olusturdugunu ispatlayahm. Yukardaki gibi

yalnizca o =0 durumu igin ispat1 yapalim. o =1 durumu benzerdir.
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Belirtelim ki (4.181) sistemi her bir p e (1,+c) i¢in L (0,1) in tabamdur [2,
VIII, 20, Theorem 2]. Dolayistyla [14, I, 4, Theorem 6]’dan IM >0, Vf €L (0,1)

igin

>(f.0.)s,

<M, [f], (N=12..) (4.187)

p

saglanir; burada ||||p, L,(0,1) uzayndaki normdur.

pe(1,2) olsun. (4.176) sistemi L,(0,1) de tam oldugundan L, (0,1) de de

tamdir. Dahasi, Vf e L, (0,1) igin

H( AT

saglanir; burada n=12,..., ve j=12dir. O halde [14, I, 4, Theorem 6]’dan

< const||f|
p p

(4.176) sisteminin Lp (0,1) ’de taban oldugunu gostermek i¢in Vf e Lp (0,1),

olacak bigimde bir M >0 sabiti bulmak yeterlidir. Belirtelim ki ayn1 kosullar altinda

;{( f ’Vn,l)un,l +( f ’Vn+l,2 )un+1,2}

<M’

p

Ja(f)=

f, (4.188)

esitsizligini ispatlamak yeterlidir; burada m=1,2,... ve M’ bir sabittir. (4.181) ve
(4.186)’dan

Jn(F)< I (F)+3,,(F)+ 3,5 (F)+3,4(F) (4.189)
bulunur; burada m=1,2,... ve
3o ()= ;(f,gn)gn c 3., ()= nz:;,(f,gn)o(n*l) ,
J.5(f)= ;(f,O(n*l))gn 3. (F)= é(f,o(nfl))o(n,l)
dir.
(4.187)’ye gore
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Jna () <const|f] (4.190)

saglanir.

Riesz teoreminden (bkz: [37, XII, 2, Theorem 2.8])

vaz(f)£constzzm:‘(f,gn)
n=1

2m 1/q 2m Up
sconst(Z\(f,gn)qj (anj <const||f| .
n=1 n=1

n—l

(4.191)

Burada, l+l =1"dir. Dahasi,
P q

2m

Jns( )< Z(f,o(n‘l))gn

om ,\V2
($rom) )
n=1 2 n=1
2m 1/2
< const || f|| [Z n‘zj < const | f ||p

n=1

(4.192)

ve

2m
Jp <const| |, 2. n2 <const I, (4.193)
n=1

dir.
(4.188) esitsizligi (4.189) - (4.193) esitsizliklerinin bir sonucudur. (4.176)

sisteminin L, (0,1) (1< p <2) uzaymn bir tabani oldugu ispatlandu.
2<p<+o ve 1/p+2/g=1 olsun. Belirtelim ki 1<q<2’dir ve (4.175)
sistemi, L operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemidir. {W } (n =12,...,]=1 2)

n,j
sisteminin (4.177) operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemi oldugunu kabul edelim.

Yukarda ispatlandigi gibi, bdyle bir operatériin kok fonksiyonlar sistemi L, (0,1) ’in
tabanidir. Ote yandan W, | (X) =V, (1— X) (n =12,...,]=1, 2) esitligi dogrudur. O
halde {v,;(1-x)} (n=12...,j=12) sistemi ve dolaysiyla (4.176) sistemi

L, (0,1)’in tabamdur.

Teorem 4.3.2 ve Sonug 4.3.1’in iSpat1 bitti.
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44. oy, =y, = 04, =0, ;,0,, #0 DURUMUNDA PROBLEMIN COZUMU

Bu kisimda
Uy, =0y =, =0, ag,0,,#0 (4.194)
pz(X)E pl(X)EO (4.195)
durumunda problemin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari i¢in asimptotik formiiller elde
edilecek, kok fonksiyonlar sisteminin L (0,1) (1<p<co) uzaymnda taban

olusturdugu ispatlanacak ve bu tabanin p=2 durumunda kosulsuz oldugu

gosterilecektir.
Basitlik i¢in
a(x)= P, (x)

olarak alalim ve (4.1) - (4.2) diferansiyel operatdriinii verilen kosullar altinda tekrar

(4.197)

yazalim:
I(y)=y™ +q(x)y (0<x<1), (4.196)
(¥)=Y"(1)=(-2)"y"(0)+as, ¥'(0) + 0y (0) =0,
¥)=y"(1)=(=1)"y"(0)+as,¥(0) =0,
)

t sifirdan farkli herhangi bir kompleks sayr olsun. Bundan sonra, Jt e,

x* —t =0 denkleminin 0<arg Jt<rz kosulunu saglayan tek kokiinii gosterecegiz.

(4.194) — (4.195) kosullar1 altinda problem ile ilgili iddialar asagidaki gibidir:

Teorem 4.4.1. q(x)el,(0,1) keyfi kompleks degerli bir fonksiyon,

ay,a,, # 0 olsun. O halde (4.196) - (4.197) diferansiyel operatdriiniin sonlu sayidaki

N=00

hari¢ tiim 6zdegerleri basittir ve {%,1} , {ﬂ“n,Z}::T gibi iki sonsuz dizi olusturur.

n=1
Ayrica, yeterince bliylik n sayilari i¢in asagidaki asimptotik formiiller dogrudur:

Aen; =((2n=0)7)' {1 2 o +O(n4)}, (4.198)

el ((2n—0')7z)3i
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burada j=1,2 ve n;, n, belirli tamsayilardir. Bunun yani sira, yeterince biiyiik n

dogal sayilan i¢in A, ve A, Ozdegerlerine karsiik gelen u ,(x) ve u,,(x)

Ozfonksiyonlar1 asagidaki asimptotik formiillere sahiptir:

Uy, (X) =iz, sin(2n ~o)ax—(-1)" Jas,0,, cos(2n-0) 7x+0O(n), (4.199)

Teorem 4.4.2. Teorem 4.4.1’in biitiin kosullar1 saglansin. O halde (4.196) -

(4.197) diferansiyel operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemi L, (0,1) (1< p<o)

uzayinin tabanini olusturur ve bu taban p =2 i¢in kosulsuzdur.

Sonu¢ 4.4.1. Teorem 4.4.1’in tiim kosullar1 saglansin ve n,, n, Teorem
4.4.1°de verilen tamsayilar olsun. Bu takdirde n +n,=1-o’drr ve n =1-0o,

n, =0 segebiliriz.
4.4.1. Teorem 4.4.1’in ispat1

Teorem 4.2.1’in ispatindaki (4.33) - (4.34) formiillerinde oldugu gibi,

Us (%) Us(Y2) Us(ys) Us(vs)
_Uz(yl) U,(y,) U, (Ys) Uz(y4)_
A('O)=U1(yl) Ui(%) Ui(ye) U(v)| " (4200
U (Y1) Uo(¥2) Yo(¥s) Yol(y,)

bi¢cimindeki denklemin koklerini arastiracagiz. Burada Y, (X, ,0) (k :1,4)’1ar

y(iv) +q (X) y+p'y =0 denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleri, U, (y) (S =0, 3) "ler

(4.197)’da verilen sinir kosullart ve p €T, dir (bkz: (4.13)).

Basitlik i¢in (4.197) sinir kosullarini

s-2
U, (y)=y" (1) —-(-2)" ¥ (0)+ 2, ¥ (0)=0, (s=13)
1=0
ile gosterelim, burada s=0,1 ise ¢, =0 dur.

Buradan ve (4.20)°’den s=0,3 ve k =1,4 i¢in
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-2

Us(Yk):pS{epa)kzk,s(Lp)_(_ st Op Z Zkl Op} (4.201)

=O
dur. (4.15)’e gore e”* eksponansiyel olarak 0’a, e”* ise eksponansiyel olarak
sonsuza gider. O halde (4.122) ve (4.201)’den

-2

us(y1)=—(—1)”p{ls 0,p)- Z.; iz (0.p)+0(p )}’ (4.202)

U, (y,)=pe™ {24,3 (Lp)+O(p”)]

elde edilir.
Z s Op Z | Z;) Op k=1

Aw(p)=18""2: (L) (-1)" 2, (0. p) Z '+2,,(0,p), k =2,3 (4.203)

=0 P

Z,.(Lp), k=4

olsun. (4.201) - (4.203) formiillerinden
U, (y.)==(-1)" p*{A.(p)+O(p ")},
U,(v)=p°A,(p) (k=2,3), (4.204)
U, (y,)=pe™ {&,4 (p)+O(p° )}
elde ederiz. Bu esitlikleri (4.200)de yerine yazip birinci, ikinci, iigiincii satirlardaki
p°, p?, p,ilk siitundaki —(—1)” ve son siitundaki e”* carpanlarini sadelestirirsek

(4.200) asagidaki gibi yazilir:

AY(p)+0(p°)=0; (4.205)
burada
A3,l(p) A, (,0) Ass (p) A, (P)
A(l)(p)z AZ,l(p) Ao (p) As (/O) Aoy (,0) (4.206)
A, (p) A, (p) As (,0) A, (p)
Ao,l(p) A, (,0) Avs (,0) A (,0)
dur.
(4.69) ve (4.70) bagintilar1 kullanilarak,
e —(-1)"=0(p?) (k=23 (4.207)
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formiilii elde edilir. Buradan ve (4.122), (4.203) formiillerinden
Ai(p)=a;+0(p?), A.(p)=w;+0(p*),
4 as S— S— -
As(p)=ai (e ~(-1)")+ l;zza)k 240(p”), (4.208)

A (p)=0(p?), s=03 k=23

sonucuna varilir. Buradan ve (4.206)’dan (4.205) denklemi

A?(p)+0(p*°)=0 (4.209)

denklemine denktir; burada

N (e”"’2 —(—1)0)0);3 + a);ois‘l (e”“’3 —(—1)6)013 + = * w
N T I AR A
w, (ep“’2 —( 1)6)602 (e’”‘% —(—l)a)a)3 @,

dir. (4.210) determinantini hesaplayalim. (4.10)’a gore (4.209) denklemi

16(ep”2 —(—1)")(ef’m3 _(_1)“)_‘”(“&1—W(epwz _(_1)5)

P

) (4.211)
~ 4i (a&l + 0!2,0) (ep% B (_1)0 ) a0 0 (,0‘5) 0
P P
denklemine denktir. (4.11) ve (4.207) formiillerinden (4.211) denklemi asagidaki
sekilde de yazilabilir:
8(_1)0' N 2i (a3,1 ‘2" 052,0) o2 _ol gy 2(_1) i (02‘3,1 + az,o) B 053,104‘2,0 0P
P P P

-i-(fﬁ(—:].)(F + _2i (0!3’1 jaZ,O)] +0 (pfs) =0.

P

Son denklem asagidaki iki denkleme ayrilir:

e = (-1)° i—\'%’ﬂ”m( ), (4.212)

— 2

e = (~1) + @20 +0(p™). (4.213)

2p°
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(4.212) denklemini arastiralim. Rouche teoremi kullanilarak (bkz: [1, IV, 5.2]
[29, 11, 4.9]) (4.212) denkleminin mutlak degerce yeterince bilyiik p €T, koklerinin

G, cT, (n=ny,n,+1,...) bdlgelerinde yerlestigi ispatlanabilir; burada G, , merkezi
—(2n—0')7ri/a)2 , yarigapi O(n_l) olan dairedir. Dahasi, (4.212) denkleminin herbir

G, bolgesinde bir tek kokii vardir. p, (4.212) denkleminin G, *deki kokii olsun.

(4.72) ve (4.76) esitliklerini kullanarak
2n— [
p=—ﬂ+r, r=0(n?) (4.214)
W,
yazabiliriz.
r ’yi daha kesin bir bigimde yazalim. (4.214)’ten dolay1
1o +0(n”*)
p (2n-o)xi (4.215)
e =(-1)° {1+ ro,+0(n™ )}

saglanir. (4.212)’de p = p yazarak ve (4.215) bagmntilarin1 kullanarak

Y e o et

B 2m,((2n- 6)7[)2

elde ederiz. O halde (4.214) - (4.216)’dan z, =—(2n—o)7i/w, (n=ng,n,+1,...)
noktasmm O(n™*) komsulugunda (4.212) denkleminin tek bir

pnyl—i{(Zno—)ﬂi+ VP12 }+O(n3) (4.217)

W, 2((2n—0')7z)2

kokiine sahip oldugu elde edilir.
Benzer sekilde z, = —(2n —0')7ri/a)2 (n =N, N, +1,.. ) noktasinin O(n’l)
komsulugunda (4.213) denklemi tek bir

pnvz__i{(Zn—a)ﬁi—z VFau%z0 }+O(n3) (4.218)

W, ((2n—a 7[)2

kokiine sahiptir.
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4
Yeterince biiyiik bir n sayisi i¢in A= —( P, j) (j=1,2) 6zdegerine karsilik
gelen un,; (x) 6zfonksiyonunu asagidaki formda arastiralim:

Un,j (X):

()" n(xp)  Yo(xp)  Va(xp) ey (%p)
(- 1)010 (1) P7Us(Y) pUs(Ys) e Ug(ya)

Al-(-1)7p70, (1) P U,(Ye) 2U2(y3) pre U, (Y,)
(=17 pUi(%)  PUL(Y.) U, (y:) e Ui(Va)

.(4.219)

P=Pn,j

Onceki durumlara benzer hesaplamalarla, yeterince biiyiik n sayilar igin
4
A= —( Pn j> (j=1,2) dzdegerine karsilik gelen Un,; (X) 6zfonksiyonunun

Un,j (X) =iay, sin(2n—c) 7x—(-1)" Jaz,a,, cos(2n-0) 7x+0(n*), (4.220)

formiiliine sahip oldugu goriiliir.

a,=0,,=a,,=0, ay0,,#0 durumunda n, ve n, sayilarinin
hesaplanmasi «,, # a;,, + a, , durumu ile tamamen aynidir.

Teorem 4.4.1’in ispat1 bitti.

4.4.2. Teorem 4.4.2 ve Sonug 4.4.1in Ispat1

Vig (X)), Vo (%), Vs (X), V0 (X)) (4.221)
sistemi

Uy (X) 5 Uy (X)0ee s Uy (X) 5 Uy 5 (X) e (4.222)
sisteminin biortogonali olsun. Yani (unj, ms) Sum0is (MM=12,..,j,5=12)
saglansin. [16, s:84] veya [29, :99] daki iyi bilinen ozellige gére, (4.221) sistemi L

operatdriiniin eslenik operatorii olan L operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemidir. L

lineer diferansiyel operatorii
I"(z) =2" +0q(x)z

diferansiyel ifadesi ve
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U; (2)=2"(1)=(-1)" 2'(0) - &, 2(0) =0,
Us (2) = 2°(1) ()" 2°(0) 15,7 (0) + 13,2(0) =0
eslenik sinir kosullariyla elde edilir
" operatorii  igin M;ﬁo ve Wx)e L,(0,1) kosullar1 yine

saglandigindan Teorem 4.4.1°e¢ gore yeterince bliylik n sayilart ve j=1,2 igin L

operatoriiniin kok fonksiyonlar1 asagidaki gosterime sahiptir

o (X)= (4.223)
1) Jo,,a,, cos(2n-c) 7rx+O( 1)}

n+n '

[ ia,,sin(2n—o) rx—

burada r

hen,. (j—l 2) stfirdan farkli kompleks sayilardir (un+n i Vien J)—1

(1=12) esitligi ve (4.199), (4.223) formiillerine gore yeterince biiyiik n sayilari ve
J=12 i¢in

1
rn+n]-,j =

= o(n™
0‘3,10’2,0+ (n )

saglanir. O halde (4.223) formiilii

Voo i (X - sin(2n- o) mx——===c0s(2n—0)zx+0(n") (4.224)
,J( ) o ( ,_05310520 ) ( )
halini alir.

go(x):]" an—l(X):\/ESin 2n7X,

Gon (X) =2 cOs 27,
G, s =V2sin(2n-1) 72X,

(4.225)
9,, =2 cos(2n-1) zx,

(4.226)
olsun, burada n=12,

"dir. (4.225) ve (4.226) sistemlerinin ikisi de I_Z(O 1)
uzayinin ortonormal tabanlaridir

(4.199) ve (4.224) formiillerinden agiktir ki (4.221) ve (4.222)
sistemleri Bessel esitsizligini saglar. Yani her f e L, (O 1) icin

o 2
;;‘(f unj)‘ < +0, Z;,Z‘ Vo | ‘ < 400

78



Kaya, U. 2013. Giiclii Regiiler Olmayan Bir Sinir Deger Probleminin Kok Fonksivonlarinin Tabanlik Ozellikleri. Doktora Tezi.
Mersin Universitesi

dur. Dahasi, (4.221) ve (4.222) sistemlerinin ikisi de L, (0,1) de tamdir (bkz: [30]).

O halde [11, VI, 2.2, Theorem 2.1]’den bu iki sistem de L2(0,1) uzayimin Riesz
tabanlaridir.
Sonug¢ 4.4.1’in ispatt Sonu¢ 4.3.1’in ispat1 ile tamamen aynidir. O halde

n, =0 ve n, =1-o yazabiliriz. Buna gore

Ups(X)  =lag,sin(2 7rX+1/aSla20COS ~o)x+0(n),
Up oo (X) =g, sin(2 «f%ﬂzocos ~o)zx+0(n™),

Vo1 (X) = sin (2n—0) 7x+——=—=cos(2n—-o) zx+0(n™), (4.227)

34 xfas 10

Vit o2 (X) = sin (2n-0)aX————=

A3 »\fas 10

gosterimlerini elde ederiz.

cos(2n-o) 7rx+O( )

Simdi, L  operatoriiniin =~ kok  fonksiyonlar  sisteminin Lp (0,1)

(1< p <400, p# 2) uzaymda taban olusturdugunu ispatlayalim. Yukardaki gibi
yalnizca o =0 durumu i¢in ispat1 yapalim. o =1 durumu benzerdir.

Belirtelim ki (4.225) sistemi her bir p e (1,+o) igin L,(0,1)’in tabamidir [2,
VIII, 20, Theorem 2]. Dolayisiyla [14, 1, 4, Theorem 6]’dan IM 0> 0, Vf e Lp (0,1)
i¢cin

N

2.(.9,)9

<M |f] (N=12..) (4.228)

p

saglanir; burada ||||p, L, (0,1) uzayindaki normdur.
p(12) olsun. (4.222) sistemi L,(0,1) de tam oldugundan L, (0,1) de de
tamdir. Dahasi, Vf e Lp (0,1) icin

H( f.v,; )y,

i, £const||f||p
saglanir; burada n=12,..., ve j=12dir. O halde [14, I, 4, Theorem 6] dan

(4.222) sisteminin L, (0,1) de taban oldugunu gostermek i¢in Vf e L (0,1),
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2

;;( Y )Un,j

<M[f], (m=12.)

p

olacak bi¢cimde bir M > 0 sabiti bulmak yeterlidir. Belirtelim ki ayn1 kosullar altinda

(%) (F V2 )2}

n=1

<M’

p

3, (f)=

f, (4.229)

esitsizligini ispatlamak yeterlidir; burada m=1,2,... ve M’ bir sabittir. (4.225) ve
(4.227)’den

3, (£)< 30, ()43, ()43, (F) 43,4 (F) (4.230)
bulunur; burada m=1,2,... ve

2m 2m

Jna(F)= nZ;(f,gn)gn C d,(f)= ng,(f,gn)o(n‘l)
s 0=E(r00 o 9a(0=[E( 100 Jo(r)
dir.
(4.228)’e gore
Jna(T)<const|f] (4.231)
saglanir.

Riesz teoreminden (bkz: [37, XII, 2, Theorem 2.8])

2m
J,2(f)<const)|(f,g,)|n"
n=1

~ o (4.232)
£const(2‘(f,gn)qj (Zn‘pj <const| f]| .
n=1 n=1
Burada, i+E =1"dir. Dahasi,
P q
2m 2m 2 12
Jns( )< Z(f,o(n‘l))gn =(Z(f,0(n‘l)) j
"~ 2 A (4.233)

2

m 1/2
< const || f|| (Z nZJ < const | f ||p

n=1

ve
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2m
Js <const| |, Z n? <const| f ||p (4.234)
n=1

dir.
(4.229) esitsizligi (4.230) - (4.234) esitsizliklerinin bir sonucudur. (4.222)
sisteminin L, (0,1) (1< p <2) uzaymn bir taban1 oldugu ispatlandu.

2< p<+oo ve 1/p+1/g=1 olsun. Belirtelim ki 1<q<2’dir ve (4.221), L’
operatoriiniin kok fonksiyonlar sistemidir. Yukarida ispatlandigi gibi, bu operatoriin

kok fonksiyonlar sistemi L, (0,1)’in tabamidir. O halde ona biortogonal olan (4.222)

sistemi de L, (0,1) ’in tabamidur.

Teorem 4.4.2’nin ispati bitti.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde Oncelikle bu tez ¢alismasinda ele alinan sonuglar 6zetlenecek
daha sonra bu konu ile ilgili baska nelerin yapilabilecegi hakkinda Oneriler

verilecektir.
5.1. SONUCLAR

Bu tezde, {i¢ ana baslik altinda (4.1) - (4.2) operatoriiniin 6zdegerlerinin ve

Ozfonksiyonlarinin asimptotik davraniglari incelenmis, kok fonksiyonlar sisteminin
L, (0,1) (1< p<w) uzaymnda taban olusturdugu ve bu tabanin p=2 durumunda
kosulsuz oldugu ispatlanmaistir:

(a) 0y # 05, T,

(b) oy =y, + v, 3,04 (“32,2 T30+ alz,O) #0, p, (X) =P (X) =0,

(©) oy, =y =, a3,0,,#0, P, (X) =P (X) =0.
Bu sonuglar Bulgular ve Tartisma boliimiinde verilmistir. Problemin ¢6ziimii igin
gerekli lemmalar, teoremler ve yardimei sonuglar Materyal ve Yontem baslig: altinda

verilmistir.
5.2.ONERILER

Tezde, (4.1) - (4.2) operatoriiniin spektral ozellikleri ve kok fonksiyonlar
sisteminin L, (01) (1<p<w) uzayindaki tabanhg asagidaki ii¢ durumda
incelenmistir:

(a) Oy 0, T g,

1l
o

2 2 _
(b) oy =, + a4, 0,00 (as,z TG0 T al,O) #0, p, (X) =P (X)

(€ oy, =a,, =4, Ay, %0 P, (X) = pl(x) =0.
Goriildigii gibi,

— 2 2\ _
(d) oy =0, + 1, 3,00 (“3,2 T30+ al,O) =0,
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(e) Qay =0y =Qg, 010y =0

durumlarinda, o6zellikle periyodik ve antiperiyodik durumlarda, (4.1) - (4.2)

operatoriiniin tabanlik ve diger spektral 6zellikleri incelenmemistir.
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