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TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUPLARDA BAGIMSIZ RASTGELE
DEGISKENLERIN TOPLAMLARI

Erdener KAYA

oz
G, asal elemanlarin sayilabilir kiimesi P tarafindan iiretilen; birim elemani
1, olan degismeli yar1 grup ve 0:G — N, seklinde tanimlanan derece fonksiyonu
olmak {tizere (G,&) toplamsal aritmetik yar1 grup olsun. Kabul edelim ki G ’nin

tiretici fonksiyonu Z , exp—log F smifinin bir elamani olsun (Indlekofer sinifi [14]).
p asal eleman, keN, ve G ’nin pk ile tam bolunebilen elemanlarinin kiimesi
Apk = {ae G: pY| a} olmak tizere A ile {Apk} kiimeleri tarafindan {iretilen cebir
gosterilsin. Ae A igin
S(A)= !mﬁ#{ae A:o(a)=n}
asimptotik yogunlugu vardir ve &, A cebirinde tanimli sonlu toplamsal dl¢tdiir.
Bu tezde, AG, G’nin Stone - Cech kompaktlastiriimasi, 0'(/_1),

f_liz{,&: AEA} cebiri tarafindan tiretilen sigma cebir ve 5, her Ae A igin
5 (A) =&(A) seklinde tanimlanan o-(/_l) "de bl¢ii olmak iizere G, ( ,BG,O'(./_l),g )

olasilik uzayina gémiilmektedir.
Ayrica, G’de tammlanan g(a)=>g ( p* ) (aeG) bicimindeki reel
p“lla

degerli her toplamsal fonksiyonunun (ﬂG, 0(/_1),5) olasilik uzayinda bagimsiz
rastgele degiskenlerin toplam1 g = z X, “e tek tiirli genisledigi gosterildi.
p

Reel degerli toplamsal fonksiyon g ’nin limit dagiliminin varliginin @

serisinin hemen hemen her yerde yakinsamasina denk oldugu ispatlandi. Baska denk
ifadeler tig-seri teoreminde formulize edildi.

Son olarak, esas dagilimli toplamsal fonksiyonlarin karakterizasyonu iki-seri
teoreminde verildi.  Bu sonug, G ’nin iretici fonksiyonu olan Z ’nin exp—log F

smifinin bir alt sinifindan olmasi1 durumunda ispatlandi.

Anahtar Kelimeler: Toplamsal aritmetik yar1 gruplar, exp—logF sinifi, toplamsal
fonksiyonlar, limit dagilim, bagimsiz rastgele degiskenlerin toplamlari

Damisman: Prof. Dr. Fahreddin ABDULLAYEV, Mersin Universitesi, Matematik
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SUMS OF INDEPENDENT RANDOM VARIABLES ON ADDITIVE
ARITHMETICAL SEMIGROUPS

Erdener KAYA

ABSTRACT

Let (G,a) be an additive arithmetical semigroup if G, generated by a

countable set P of prime elements, is a commutative semigroup with identity
element 1, and 0 is an integer valued degree mapping 0:G — N, . Assume that the

generating function Z of G is an element of the exp—logclass.F (the class of
Indlekofer [14]). For prime elements peP and keN, let Apk ::{aeG: p ||a}

be the set of all elements of G divisible exactly by p*. Further, let A be the algebra
generated by the sets {Apk } . For Ae A the asymptotic density

S(A)= mﬁ#{ae A:d(a)=n}

exists and defines a content on A .

In this thesis, G is embedded in the probability space (ﬁG,a(/_l),g), where
G is the Stone-Cech compactification of G, a(fl) is generated by the algebra
A={A: Ae A} and § is the measure in a(/_t) defined by & (A)=5(A) for all
AcA.

Further, it is shown that every real-valued additive function g on G |,
g(a)=>_9(p*) (aG), is unigely extended to a sum g=_ X, of independent

P la p
random variables on ([;’G,cr(/_l),g). Then, it is proven that the existence of the
limit distribution of the real-valued additive function g is equivalent to the almost

every convergence of § . Further equivalent assertions are formulated in the Three-

series theorem.

And finally, a characterization of essentially distributed additive functions is
given in the Two-series theorem. This result is proven in case that the generating
function Z of G belongs to a subclass of the exp—logclass F .

Key Words: Additive arithmetical semigroups, exp—logclass.F , additive functions,
limit distribution, sums of independent random variables

Advisor: Prof. Dr. Fahreddin ABDULLAYEV, Department of Mathematics,
University of Mersin

Co-advisor: Prof. Dr. Dr. h.c. mult. Karl-Heinz INDLEKOFER, Faculty of
Computer Science Electrical Engineering and Mathematics, University of Paderborn



Kaya, E. 2013. Toplamsal Aritmetik Yari Gruplarda Bagimsiz Rastgele Degiskenlerin Toplamlar:, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

TESEKKUR

Bu tez c¢alismasinda desteklerini esirgemeyen, Ozverileriyle bilgi ve
gorlslerini paylasan tez danisman hocalarim Prof. Dr. Fahreddin ABDULLAYEV’e
ve Prof. Dr. Karl-Heinz INDLEKOFER’e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Paderborn Universitesinde tez ¢alismalarimi  gergeklestirmeme imkan
saglayan, yardimlarini hi¢bir zaman esirgemeyen ve toplamsal aritmetik yar1 gruplar
konusu ile ilgili hi¢bir sorumu Kkarsiliksiz birakmayan Prof. Dr. Karl-Heinz
INDLEKOFER’e, tezde elde edilen sonuglarin tartigilmasi ve degerlendirilmesinde
yardimlarmi esirgemeyen Prof. Dr. Imre KATAl’e, Prof. Dr. Oleg I. KLESOV’a, Dr.
Anna BARAT’a ve Dr. Robert WAGNER e miitesekkirim.

Ayrica tez izleme komitesinde yer alan hocalarim, Dog¢. Dr. Mehmet
KUCUKASLAN’a, Do¢. Dr. Hamza MENKEN’e, Yrd. Do¢. Dr. Orkun
COSKUNTUNCEL e katkilarindan dolay1 tesekkiir ederim.

Calismalarim boyunca desteklerini esirgemeyen tiim Matematik Boliimii

hocalarina ve arastirma gorevlilerine tesekkiir ederim.

Bu tezin olusmasinda finansal destek saglayan, Mersin Universitesi Bilimsel

Arastirma Projesi Birimi’ne sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.



Kaya, E. 2013. Toplamsal Aritmetik Yari Gruplarda Bagimsiz Rastgele Degiskenlerin Toplamlari, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

ICINDEKILER
Sayfa

O oo et i
AB ST RACT oot ettt e e e e e e e et r e e et e e et i
TESEKKUR .......oooooiioiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt ettt fii
ICINDEKILER .......cooooiiiieiceeeeeeeeeeee et iv
SIMGE VE KISALTMALAR DIZINT ....oovooveeeeeeeeeeeeeeeee e v
Lo GIRIS oottt 1
2. KAYNAK ARASTIRMALARLI .......cocooviviiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesee et 5
3. MATERYAL VE YONTEM.......ooooieoeeeee oo oo eeree e eeaee e eesaieeeeseesaesreen s 9
3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER ......coo oot oot e eeeeeenans 9
3.2. TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUPLAR VE OZELLIKLERI.......... 17
3.3. TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUP UZERINE KONULAN

KOSULLAR VE SONUCLARI ......cooooiiiiieieeeee e, 27
3.4. STONE-CECH KOMPAKTLASTIRILMA VE INDLEKOFER’IN

OLASILIK MODELIL ..ttt ettt eee et e e ete et eseesseseestesresseseeseaeassassessesees 41
4. BULGULAR Ve TARTISMA .......coooooitieieeeeeeeeeeeeeeeeeeee et 45
4.1. YARDIMCI LEMMALAR .. ..ot eee et eeeee e eeean e e s aeeaesneenans 45
4.2. TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUPLARIN STONE-CECH

KOMPAKTLASTIRILMAST ..ottt 47
4.3. TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUPLARDA BAGIMSIZ

RASTGELE DEGISKENLER VE 3-SERI TEOREMI.........c.ccooevviiviinnnn, 54
4.4, TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUPLARDA SONLU DAGILIMLI

TOPLAMSAL FONKSIYONLAR VE 2- SERI TEOREMI.....coccvevevevennnn. 60
5. SONUCLAR ve ONERILER ...........cccooocvviiiiiiisieeeseeeene v eneninan, 69
KAYNAKLAR oo e et ettt e et e e 72
OZGECMIS ...ttt n st 75



Kaya, E. 2013. Toplamsal Aritmetik Yari Gruplarda Bagimsiz Rastgele Degiskenlerin Toplamlar:, Doktora Tezi, Mersin

Universitesi

z zZ ® Q

SiMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Kompleks sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Nu{0}

Dogal sayilar kiimesinin Stone-Cech kompaktlastiriimasi
Tanim olarak esit

dc,, ¢, pozitif sabitleri dyle ki ca<b<c,a

Birim daire

A bolgesinde analitik fonksiyonlarin kiimesi

Derece fonksiyonu

Asal elemanlarin kiimesi

Toplamsal aritmetik yar1 grup

Toplamsal aritmetik yar1 grubunun Stone-Cech kompaktlastiriimasi

Ac N kiimesinin N kompakt uzayindaki kapanisi

Ac G kiimesinin G kompakt uzayindaki kapanisi

G toplamsal aritmetik yar1 grubunun iiretici (Zeta) fonksiyonu

Moébius fonksiyonu

Hardy uzay

G toplamsal aritmetik yar1 grubunda derecesi n’e esit olan
elemanlarin sayisi

G toplamsal aritmetik yar1 grubunda derecesi n’e esit olan asal

elemanlarin sayis1

VVon Mangoldt fonksiyonu

Von Mangoldt fonksiyonunun taylor katsayist
f aritmetik fonksiyonun iiretici fonksiyon
Asal bolen fonksiyonu

Kimenin kardinalitesi
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M(f) f fonksiyonunun ortalama degeri
Rastgele degisken

[X e A] (weQ: X(w)eA}, AcR

P Olasilik fonksiyonu

]E[X ] X rastgele degiskeninin beklenen degeri

Var|[X] X rastgele degiskeninin varyansi

Vi
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1. GIRIS

Sayilar teorisi Ve olasilikli sayilar teorisinde ele alinan birgok temel
problem, toplamsal aritmetik yar1 gruplara tasinmistir. Klasik anlamda ele alinan bu
problemlerin toplamsal aritmetik yar1 gruplara taginmasi sirasinda kullanilan yontem
ve gelistirilen metotlar diger alanlara uygulanabilmistir. Ornegin, K.-H. Indlekofer
[15] calismasinda isaretlenmis yapilarin (labelled structur) ve c¢oklu kiimelerin

(multisets) toplamsal aritmetik yar1 grup oldugunu gostermistir.

Toplamsal aritmetik yar1 gruplara tasinan problemlere asal sayi teoremi
(Prime Number Theorem), aritmetik fonksiyonlarin ortalama deger teoremleri
(Mean-Value Theorems), toplamsal veya ¢arpimsal fonksiyonlarin limit dagilimlari,

verilebilir.

Toplamsal aritmetik yar1 gruplar 1979 yilinda J. Knopfmcaher tarafindan

asagidaki sekilde tanimlanmaistir:

@#P <G sayilabilir kiime ve (G,-) birim elemani 1; olan bir degismeli

yar1 grup olsun dyle ki 1; #a G igin
a=p*-py-..opf (peP,i=l..,r)ve g eN
bi¢ciminde yazilsin. G iizerinde
0:G—->N,

seklinde tanimlanan ve

(i) 9(15)=0 ve her peP i¢in &(p)>0,

(ii) Her a,b e G i¢in 0(ab)=0(a)+d(b),

(iii) Her n>0 igin

G(n):=#{aeG:0(a)=n} (1.1)
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sonlu,

kosullarini saglayan 0 fonksiyonu ile (G,&) ikilisine toplamsal aritmetik yart grup
denir [23].

q bir dogal say1 olmak fizere, IE‘q[X] ile, katsayilar1 g elemanh F, Galois
cisminden olan polinom halkasi gosterilsin. IFq[X] polinom halkasimin monik

polinomlarindan olusan G, alt kiimesi, lizerinde tanimli her bir monik polinomu

derecesine gotiiren ¢ fonksiyonu ile birlikte bir toplamsal aritmetik yari gruptur
[23].

K.-H. Indlekofer [9,12] ¢alismalarinda dogal sayilar kiimesinde asagidaki

olasilik modelini gelistirdi:

p asal say1 olmak iizere
A, ={neN: p|n}

ile p asali tarafindan boliinebilen dogal sayilarin kiimesi gosterilsin. A ise {Ap}

kiimeleri tarafindan iiretilen cebir ve ¢, A cebiri tizerinde tanimli sonlu toplamsal

ol¢ii olsun. Bu durumda, AN, N dogal say1 kiimesinin Stone-Cech

kompaktlastirilmasi, A, A kiimesinin SN kompakt uzayimndaki kapanisi, 0'(ﬂ) ise
A= {5\: Ae A} tarafindan iiretilen o -cebir ve 5, her Ae A i¢in é_‘(ﬂ) =5(A)

seklinde tanimlanan 6l¢ii olmak {izere ( PN, 0'(/_1) 5 ) bir 6l¢ii (olasilik) uzayidir.

Bu tezde, ilk olarak K.-H. Indlekofer’in vermis oldugu olasilik modeli

asagidaki yontem kullanilarak toplamsal aritmetik yar1 gruplara taginacaktir:

p asal elaman olmak {izere,

A :={aeG: p* ||a}
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kiimesi G toplamsal aritmetik yar1 grubunun pla, p°la,...,p“|la, p“"ta
kosulunu saglayan elemanlarinin kiimesini gostersin. A , {Apk} kiimeleri tarafindan

uretilen cebir olmak lizere A cebiri lizerinde

S(A)= Iimi#{ae A:d(a)=n}

()

seklinde tanimlanan & fonksiyonu sonlu toplamsal 6l¢ii olsun. Bu durumda, G, G

toplamsal aritmetik yar1 grubunun Stone-Cech kompaktlastiriimasi, A, A kiimesinin

PG kompakt uzayindaki kapanisi, G(/_l) , A= {A: Ae .A} tarafindan tiretilen o -
cebir ve 5, her Ae A igin & (A) =5 (A) seklinde tammlanan 8l¢ii olmak iizere
( pG, 0(/_1) %3 ) bir olasilik uzayidir.

Daha sonra; G bir toplamsal aritmetik yari grup olmak iizere, g:G —> R

taniml1 toplamsal fonksiyon olsun. X € R olmak iizere her ne N i¢in

n(x)::G(ln)#{aeG:a(a):n, g(a)<x|
seklinde tanimlanan dagilim fonksiyonunun hangi kosullar altinda F (X) dagilim

fonksiyonuna zayif yakinsadigi arastirilacaktir. Boylece toplamsal aritmetik yari
gruplarda tanimli reel degerli toplamsal fonksiyonlarin limit dagilim fonksiyonunun
varligi i¢in gerek ve yeter kosullar elde edilmis olacaktir (3-Seri teoremi). Ayrica,

ayni teoremde, ¢:G — R olmak tizere her ae G igin

9(a)=Xg(p")

Pl

seklinde tanimlanan toplamsal fonksiyonun, (,BG,O'(Z),g ) olasilik uzayindaki

geniglemesi olan § fonksiyonunun bagimsiz rastgele degiskenlerin toplami seklinde

yazilabilecegi gosterilecektir.
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Son olarak, toplamsal aritmetik yar1 gruplarda tanimli reel degerli toplamsal

fonksiyonlarin esas dagilimli olmasini karakterize eden 2-seri teoremi verilecektir.

Bu tezin, Materyal ve Yontem kisminda, Bulgular ve Tartigma bdliimiinde
verilen esas teoremler ve sonuglarin ispati i¢in gerekli tanim ve teoremler
verilecektir.

Bu tezde G ile toplamsal aritmetik yar1 gruplar gosterilecektir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Toplamsal aritmetik yar1 gruplar 1979 yilinda J. Knopfmacher [23]
tarafindan, E. Fogels’in polinom cebirleri ve cebirsel fonksiyonlar cismi {izerine olan

[7] calismasindan esinlenerek tanimlanmistir. p asal eleman olmak tizere
m(n)=#{peP:6(p)=n}
ile, P ’nin derecesi n’e esit olan asal elemanlarin sayis1 gosterilsin.

Bu durumda, her n>0 igin (1.1)’in sonlu olmasindan 7z(n)’inde sonlu

oldugu elde edilir.

J. Knopfmacher [23]’de, A>0,q>1 ve 0<v<1 (Aq ve v, G’e bagh

sabitler ) olmak {izere G toplamsal aritmetik yar1 grubu iizerine
G(n)=Aq"+0(q"), n—w (2.1)

kosulunu koyarak her & >1 igin
ﬁ(n):q—+0(q—], n—>o0 (2.2)

asimptotik degerlendirmesini elde etmistir.

J. Knopfmacher (2.2)’de 7(n) i¢in elde edilen bu asimptotik

degerlendirmeyi soyut asal say1 teoremi (Abstract Prime Number Theorem) olarak ve

G iizerine koyulan (2.1) kosulunu ise Aksiyom A* olarak adlandirmustir.

J. Knopfmacher, Aksiyom A1 saglayan G toplamsal aritmetik yar1 gruplar

icin (2.2) degerlendirmesinin ispatinda, G 'nin iiretici fonksiyonu

Z(y)=Y.6(n)y

n=0
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nin yakinsaklik bolgesi siuri |y| = g™ "de sifirdan fakli oldugunu kullanmistur.

1991 yilinda K.-H. Indlekofer, E. Manstavi¢ius ve R. Warlimont [20]
ahismalarinda Aksiyom A*’1 saglayan G “nin iiretici fonksiyonu Z ’nin |y|=q~

-1

cemberinde y=-—q~ noktasinda sifir yerine sahip olabilecegini goéstermislerdir.

Boylece, J. Knopfmacher’in vermis oldugu (2.2) soyut asal say1 teoreminin yanlis

oldugunu gostermislerdir.

-1

Aym calismada, G ’nin iretici fonksiyonu Z, |y|=q™ g¢emberinde sifir

yerine sahipse bunun sadece y=-q™ noktasinda miimkiin oldugu ispatlanmustir.

Ayrica, Aksiyom A*’1 saglayan toplamsal aritmetik yar1 gruplarda 0<v <1 ve

max {% , u} <8 <1 olmak lizere

z(n)=

= |Q: = |Qj

degerlendirmesi elde edilmistir [20].

Toplamsal aritmetik yari gruplarda ele alinan problemlerin ¢oziimii bu
alanda c¢alisan matematikgiler tarafindan temel olarak 2 farkli sekilde ele

alinmaktadir. J. Knopfmacher ve W.-B. Zhang [24], G ’nin iiretici fonksiyonu Z ’nin

kuvvet serisi katsayisi G(n) {lizerine kosul koyarak problemi ele almaktadirlar
(Aksiyom A*, Aksiyom A vb.).

K.-H. Indlekofer [10,12,13], G toplamsal aritmetik yar1 grubunun iretici

fonksiyonu Z ’nin yakinsaklik bdlgesinin sinir 6zellikleri iizerine kosul koyarak

problemi incelemektedir (Aksiyom A", Aksiyom A , Aksiyom A, ,vb.).
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1996 yilinda W.-B. Zhang [33] ¢alismasinda tezde ele alacagimiz toplamsal
aritmetik yar1 gruplar i¢in olasilik uzay:1 insa edilmesi problemini J. Kubilius’un

[4,25] olasilik modelini kullanarak incelemistir.

W.-B. Zhang ayni ¢alismada, tezde ele alacagimiz diger problemlerden biri
olan, G ’de tanimli reel degerli toplamsal fonksiyonlarin limit dagiliminin varligi i¢in

gerek ve yeter kosul veren asagidaki sonucu elde etmistir:

G toplamsal aritmetik yar1 grup ve 7z (n)= O(q—j olsun. A>0, g>1 olmak
n
uzere
Z‘G (n)g™" - A‘ <o
n=0
saglansin.

Bu durumda, g:G — R tanmimli toplamsal fonksiyonunun limit dagilim

fonksiyonun var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

> g > qPg(p) > q g’ (p)

p p p
‘g(p)‘>l ‘g(p)‘sl ‘g(p)‘sl
serilerinin yakinsak olmasidir [33].

2011 yilinda K.-H. Indlekofer tarafindan [14] c¢alismasinda exp—logF

fonksiyonlar sinifi tanimlanmastir.

Bu tezde ele alinan problemlerde, G toplamsal aritmetik yar1 grubunun
iretici  fonksiyonu Z ’nin exp—logF smifina ait olmasi istenecektir. K.-H.
Indlekofer [14] calismasinda, {iretici fonksiyonu exp—logF sinifindan olan
toplamsal aritmetik yar1 gruplarda tanimli ¢carpimsal fonksiyonlar i¢in ortalama deger

teoremini ispatlamistir. Bu sonug tezde verilecek olan 3-seri ve 2 seri teoremlerinin

ispatinda kullanilacaktir.
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Toplamsal aritmetik yar1 gruplarda incelenen soyut asal sayi teoremi,
aritmetik fonksiyonlarin ortalama deger teoremleri, toplamsal veya c¢arpimsal
fonksiyonlarin limit dagilim fonksiyonlarinin varlik problemleri, vb. problemler A.
Barat [1,2,3], K.-H. Indlekofer [10,13,14,18], J. Knopfmacher [21,21,23,24], E.
Manstavicius [19,20], R.Warlimont [20,30], S. Wehmeier [32], W.-B. Zhang
[24,33,34] tarafindan bir ¢ok ¢alismada incelenmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde, bulgular ve tartisma kisminda kullanilacak temel tanimlar ve

elde edilen yeni sonuglarin ispatinda kullanilacak temel teoremler verilecektir.
3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tamm 3.1.1. Q= herhangi bir kiime ve A, Q’nin alt kiimelerinden

olusan bir sistem olsun. A sistemi

(i) Qe A
(i) Ac A= A c A
(i) ABeA=AUBeA

kosullarini sagliyorsa A sistemine Q ’da cebir denir.

Eger A cebiri

AA,..eA=JA A

neN

kosulunu sagliyorsa A ’ya Q ’da o -cebir denir [6].

Tanim 3.1.2. Q= herhangi bir kime ve A, Q’nin alt kiimelerinden

olusan bir cebir olsun. z: A —[0,) seklinde tanimlanan fonksiyon

(i) 1(2)=0

(i) A A,,..., A €A ikiserli ayrik kiimeler olmak {izere

,U(leyj=§#('°\<)
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kosullarini sagliyorsa g fonksiyonuna sonlu toplamsal 6l¢ii denir [6].

A, o -cebir olmak tizere u: A — [O, ) seklinde tanimlanan ve
(i) 1(2)=0
(i) A, A,,...e A ikiserli ayrik kiimeler olmak iizere
o(UA -3 u(a)
k=1 k=1

kosullarin1 saglayan u fonksiyonuna sayilabilir toplamsal él¢ii ya da kisaca olgii

denir. (Q,A, y) ise, ol¢ii uzayt olarak adlandirilir [6].

Tamm 3.1.3. Q= herhangi bir kiime ve A, Q’nin alt kiimelerinden

olusan bir o -cebir olsun. P: A — [0,1] seklinde tanimlanan ve
Q) P(Q) =1
(i) P(@) =0
(i) A, A,,...e A ikiserli ayrik kiimeler olmak iizere
P(U A j =2 P(A)
k=1 k=1

kosullarini saglayan P fonksiyonuna olasilik él¢iisii denir. Bu durumda elde edilen

(Q, A, P)igliisiine ise olasilik uzay: denir [26].

Tamm 3.1.4. (Q, A, P) olasilik uzayr olmak iizere X :Q—R taniml

fonksiyona rastgele degisken denir.

10
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X rastgele degiskenin, lizerinde tanimli oldugu Q kiimesi sonlu veya
sayilabilir sonsuz ise X rastgele degiskenine kesikli rastgele degisken denir. X
rastgele degiskeni herhangi bir araliktaki her degeri aliyorsa X ’e siirekli rastgele
degisken denir [26].

Tamm 3.1.5. X rastgele degisken ve Ac R olmak {izere,
P[X e Al=P({weQ: X (w)eA})

olasilik 6l¢iisiine X rastgele degiskeninin dagilimi denir [26].

Tanim 3.1.6. (Q, A, P)olasilik uzayinda, A,Be.A olaylari i¢in
P(Aﬁ B) = P(A)P(B)

saglaniyorsa, A ile B olaylarina bagimsiz olaylar denir [26].

Tamim 3.1.7. (Q, A, P) olasilik uzayi ve x, € X, (Q),---,x, € X, (Q)olsun.

() X, X,,..., X, : Q — Rrastgele degiskenleri

P([X,=%]sn[ X0 =%, 1) =P([ X, =% ])-- P([ X0 = %,])

esitligini saghiyorlarsa X, X,,..., X, rastgele degiskenlerine bagimsiz rastgele

n

degisken denir [26].

(i) X, X,,..:Q—>R rastgele degiskenlerin keyfi (sonsuz) dizisi olsun.

X, X,,... rastgele degiskenlerinin her sonlu X,,..., X

1 rastgele degiskenleri

i

bagimsiz ise X,, X,,... rastgele degiskenlerine bagimsiz rastgele degisken denir [26].

11
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Tamm 3.1.8. (a) f : R —[0,00) tanimlanan fonksiyon

jf(x)dx:l

R

kosulunu sagliyorsa f fonksiyonuna olastlik yogunluk fonksiyonu denir [26].

(b) F:]R—)[O,l] seklinde tanimlansin. F fonksiyonu monoton artan,
sagdan siirekli ve limF(x)=1, lim F(x)=0 kosullarmi saglyorsa F

X—00 X——0

fonksiyonuna dagilim fonksiyonu denir [26].

t
Aciklama 3.1.9. f olasilik yogunluk fonksiyonu olsun. F(t)= I f (x)dx

seklinde tanimlanan fonksiyon Tanim 3.1.8. (b)’de yer alan kosullar1 sagladigindan

dagilim fonksiyonudur. Bu durumda f fonksiyonuna, F ’in olasilik yogunluk

fonksiyonu denir [26].

Tamm 3.1.10. X :Q — R tanimli rastgele degisken olmak {izere,
F:R—[01]
x > F(x)=P[X <x]
seklinde tanimlanan F fonksiyonuna X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu
denir [29].

Tanmm 3.1.11. X reel degerli bir rastgele degisken ve F, X ’in dagilim

fonksiyonu olsun. Bu durumda
E[X]:= I xdF ()

ifadesine X rastgele degiskeninin beklenen degeri ve

12
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Var[ X T X — EX (x)

ifadesine ise X rastgele degiskeninin varyans: denir [29].

Teorem 3.1.12. (Kolmogorov 3-Seri Teoremi) {X,} bagimsiz rastgele

degiskenlerin bir dizisi ve s> 0 tespit edilmis bir say1 olmak iizere

v Xpo X<
" 0, diger durumlarda

olsun. Bu durumda Z X, serisinin, P -hemen hemen yakinsak olmasi i¢in gerek ve
n

yeter kosul
(i) Zn:P(|Xn| >s)
(ii) Zn:E(Y
(iii) Zn:Var (Y,

serilerinin yakimsak olmasidir [26].

Tanim 3.1.13. {Xn} bagimsiz rastgele degiskenlerin bir dizisi ve {an} reel

say1 dizisi olmak iizere, Z(Xn—an) serisi hemen hemen yakinsak ise an

serisine esas yakinsaktir denir [26].

Teorem 3.1.14. (2-Seri Kriteri) {Xn} bagimsiz rastgele degiskenlerin bir

dizisi ve s>0 tespit edilmis bir say1 olsun. Z X, serisi esas yakinsaktir ancak ve

ancak

13
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> P(X,|>s) Zn:Var(Xn)

n

serileri yakinsaktir [26].

Tanim 3.1.15. F, (X) ve F (X) dagilim fonksiyonlar olsun. F (X) ’in

stirekli oldugu her x degeri igin

limF, (x) = F (x)

saglaniyorsa F, dagilim fonksiyonu F dagilim fonksiyonuna zayif yakinsar denir ve

F fonksiyonuna limit dagilim fonksiyonu denir [5].

Tamm 3.1.16. F dagilim fonksiyonu olmak iizere,

¢(t)::;|ie“xdF(x)

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonuna F ’in karakteristik fonksiyonu denir [5].

Aciklama 3.1.17. ¢ karakteristik fonksiyonu her —o <t <o igin tanimli ve
diizgiin siireklidir. Ayrica ¢(0) =1 ve |¢(t)|<1’dir [5].

Karakteristik fonksiyon yardimi ile dagilim fonksiyonu hakkinda sonuglar

elde edilebilir. Asagida Levy siireklilik teoremi olarak adlandirilan teorem bunlardan
biridir.

Teorem 3.1.18. (Levy Siireklilik Teoremi) n=1,2,... olmak iizere F,(Xx)

dagim fonksiyonlarmin karakteristik fonksiyonu ¢, (t) olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir:
() F,(x) dagilm fonksiyonlar1 F(x) dagilim fonksiyonuna zayif

yakinsarlar.
(i) Her teR igin tanimli, t=0 noktasinda siirekli olan ve —o<t<oo

olmak tlizere

14
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limg, (t)=4(t)
esitligini saglayan ¢(t) fonksiyonu vardir.
(iii) Her t e R igin tanimli &yle ¢(t) fonksiyonu vardir dyle ki

limg, (t)=4(t)

n—oo

limiti t ’nin her sonlu araliginda diizgiindiir [5].

Teorem 3.1.19. n=12.. olmak iizere {X,} bagimsiz rastgele

degiskenlerin karakteristik fonksiyonlari {¢n} olsun. Z X, serisinin esas yakinsak
n

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Iim1j|¢k|

n—oo

limitinin pozitif Lebesgue 6l¢iisiine sahip kiimede sifirdan farkli olmasidir [26].

Aciklama 3.1.20. 0<r <1, 6 €[0,27] olmak iizere,

log| |, |f|>1ise

f(e”)="f(re”)  ve log*| f| ::{

0, |f|<lise
olsun.
1
1% NI .

{Z}Uf(re )‘ dﬁ} , O<p<wise

If.], = Bf[l(;l,gﬂ] f(re"’)‘, p=oo ise
27
exp[%!log*f(reig)‘da} p=0ise

15
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seklinde tanimlanan fonksiyon p >1 igin
(i) [,], 20 ve ||, =0 f, =0
(i) @ & olmak iizere acf, |, =a]f,].
(i) [ £+ g.fl, <[, +lal,

kosullarini sagladigindan bir normdur [28].

Tamm 3.1.21. f eH (D) ve 0< p<ooigin
£, =sup{l ], -0<r <1
olmak iizere
HP :={f :feH(D)ve|f] <oo}, O<p<oo

seklinde tanimlanan uzaya Hardy uzayi denir ve H P ile gosterilir [28].

p=0 igin HP sinifi 6zel olarak Nevanlinna sinifi olarak adlandirilir ve

N={f:feH(D)ve|f|, <o}

seklinde gosterilir [28].

Sonu¢ 3.1.22. 0<s< p<o igin
H”cHPcH®*<=N

igermesi dogrudur [28].

16
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Teorem 3.1.23. feH (D) olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler
dogrudur:

a) p<oo igin || f, ||p I 'nin azalmayan bir fonksiyonudur.

b) 1< p<w i¢in ||f||p tiggen esitsizligini sagladigindan HP® uzay1 bir
normlu lineer uzaydir.

c) p<1 i¢in liggen esitsizligi saglanmadigindan HP uzayr normlu lineer

uzay degildir.

d) 1< p<ooigin H" uzay1 bir Banach uzayidir [28].

3.2. TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUPLAR VE OZELLIKLERI

Tanim 3.2.1. G #J olmak lizere G lzerinde
GxG—->G

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona bir ikili islem denir.

(a, b) elemaninin ikili islem altindaki goriintiisii islem kolaylig1 bakimindan

ab (Carpimsal notasyon)
a+b (Toplamsal notasyon)

seklinde gosterilir [8].

Tanim 3.2.2. & # G ilizerinde tanimlanan ikili islem, her a,b,c € G i¢in

a(bc)=(ab)c

17
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kosulunu sagliyorsa (G,~) ikilisine G ’de bir yart grup denir [8].
Her aeG i¢in
ae=ea=a

kosulunu saglayan € elemanina G yar1 grubunun birim(etkisiz) elemant denir.

Her aeG i¢in
a'a=aa'=e
kosulunu saglayan a™ €G varsa (G, ) ikilisine grup denir.
Her a,b e G igin
ab=ba

ise (G,-) ikilisine degismeli grup denir [8].

Tanim 3.2.3. & # P < G sayilabilir kiime ve (G, ) birim elemani 1; olan

bir degismeli yar1 grup olsun dyle ki 1, #a G igin
a=ps-pe-..p (peP,i=Ll..r)veaeN

bi¢ciminde yazilsin. G iizerinde

|.|:G>R*
seklinde tanimlanan ve

(i) flg|=1veher peP igin |p|>1,
(i) Her a,b e G igin [ab|=|a|-|b|,

(i) Her x>0 i¢in N, (x):=#{aeG: |aj<x]} sonlu,

18
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kosullarini saglayan |.| fonksiyonuna norm fonksiyonu ve (G,|.|) yapisina ise

aritmetik yart grup denir [22].

Ornek 3.2.4. G =N ve P={2,35,7,..} olsun. (N,-) degismeli yar1 grup

ve 1=neN i¢in n=p*-...- p/* seklinde yazilabilir.

|.|: N>R

n —|n|=n
seklinde tanimlansin. Bu durumda
(i) =1 veher peP i¢in |p|>1,
(ii) Her nmeZ" igin [nm|=|n|-|m|,
(iii) Her x>0 icin N, (x):=#{neN:|n|<x}= x sonly,

kosullar1 saglandigmdan N iizerinde tamimlanan |.| fonksiyonu bir norm

fonksiyonudur ve (N ,| . |) ikilisi bir aritmetik yar1 gruptur [22].

Aciklama 3.2.5. ¢ >1 tespit edilmis reel say1 olmak tizere

0:G—>R"
a —>d(a)=log,|a|

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonu Tanim 3.2.3. (i) - (iii)’den

(i) 9(1g)=0veher peP i¢in 8(p)>0,

(ii) Her a,b e G i¢in 0(ab)=0(a)+d(b),

19
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(iii) Her x>0 icin N (x)=#{aeG:6(a)<x} sonlu,

ozelliklerini saglar. Bu sekilde tanimlanan 0 fonksiyonuna derece fonksiyonu denir
[24].

Ornek 3.2.6. G:=N ve P={2,35,7,..} olsun. (N,-) degismeli yar1 grup

vel#neN i¢in n=p*-...- p/* seklinde yazilabilir.

0:N—->R"
n —>o(n)=Inn

seklinde tanimlanan o fonksiyonu
(i) 9(1)=In1=0 ve her peP i¢in (p)=Inp>0,
(ii) Her a,b e G i¢in d(ab)=In(a-b)=Ina+Inb=05(a)+o(b),
(iii) Her x>0 icin N, (x)=#{neN: d(n)=Inn<x} sonly,

kosullarini saglandigindan N iizerinde derece fonksiyonudur [22].

Aciklama 3.2.7. 0 derece fonksiyonu
0:G—->N,
olacak bi¢gimde tanimlanir ve Agiklama 3.2.5°de yer alan (iii) kosulu;
her n>0 i¢in
G(n)=#{aeG:9(a)=n} <o

olarak alindiginda toplamsal aritmetik yar1 gruplarin tanim1 asagidaki bi¢gimde ifade
edilir [24].

20
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Tamm 3.2.8. &= P =G sayilabilir kiime ve (G,-) birim elemani 1; olan
bir degismeli yar1 grup olsun dyle ki 1; #a€G igin
a=pt-pyt-..pr (peP,i=l..,r)ve g eN
biciminde yazilsin. G iizerinde
0:G >N,
seklinde tanimlanan ve

(i) 9(15)=0 ve her peP igin &(p)>0,
(ii) Her a,beG icin d(ab)=a(a)+a(b),
(iii) Her n>0 igin G(n)=#{aeG:8(a)=n} sonlu,
kosullarini saglayan (G, 0) ikilisine toplamsal aritmetik yar: grup denir [24].

P ’nin derecesi N e esit olan asal elemanlarinin sayisi ﬁ(n) Tanim 3.2.8.

(iii)’den her n >0 i¢in sonludur [24].

Ornek 3.2.9. (Galois Polinom Halkalar1) § bir dogal say1 olmak iizere, F,

ile g elemanl: bir Galois cismi gosterilsin.
. . & gk
]Fq(t).z{f H(0)-Fat s, e]Fq}

ile t-degiskenli, katsayilar1 F, cisminden alinan polinomlarmn kiimesi gdsterilsin.

(I[“q (t)) yapis1 polinomlarda bilinen ¢arpma islemine gore bir polinom halkasidir.

Bu polinom halkasinin monik polinomlarindan olusan alt kiimesi
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G,:={f: f(t) monik polinom}c(F,(t),")

q

ile gosterilsin. Polinomlarda tanimlanan ¢arpma islemine gore (Gq , )

e  iki monik polinomun ¢arpimi yine bir monik polinomdur. (kapalilik
ozelligi)
e  polinomlarda tanimlanan ¢arpma isleminden birlesmeli

e cismin birimi oldugundan birim elemanli

Ozelliklerine sahip oldugundan yar1 gruptur. Bu yar1 grup tlizerinde derece fonksiyonu

0:G, >N,
f —>o(f)=deg[f]

seklinde tanimlanirsa.
i) 0(1;)=deg[1;]=0,

(i) Her f,, f, e G, icin

o(f,-f,)=deg[f,- f,]=deg[f,]+deg[f,]
=0(f,)+o(f,)

(iii) Cismin eleman sayist sonlu oldugundan her n>0 i¢in
Gq(n)=#{f €G,: a(f)zn}zq"

sonlu,

kosullar1 saglanir. Boylece, (Gq,a) ikilisinin toplamsal aritmetik yar1 grup oldugu

elde edilir [24].
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Tanim 3.2.10.

Zo(y)=Z(y)=3.6(n)y’ (3.)

n=0

seklinde tanimlanan Z fonksiyonuna G toplamsal aritmetik yari grubunun iiretici
fonksiyonu (Zeta fonksiyonu) denir [24].

Ornek 3.2.9°da verilen Galois polinom halkalar1 G, nun iretici fonksiyonu

= n = n n 1
Zs (¥)=2.G,(n)y =Z;q y'=——

n=0 1- ay

ly|<a™ dairesinde analitiktir [24].

Teorem 3.2.11. Zeta fonksiyonu yakinsaklik bolgesinde

Z(y) =H( L jﬂ(n) (3.2)

neN 1_ yn

bi¢iminde gosterilir [32]. (3.2) gosterimine Zeta fonksiyonunun Euler ¢arpumi denir.

Teorem 3.2.12. Zeta fonksiyonu analitiklik bolgesinde sifirdan faklidir.

Ispat: (3.2) ifadesinden Zeta fonksiyonu

2001 ]ﬂ(n)

neN 1_ yn

dir. Bu son esitlikten her y {y eC :| y| < q’l} igin Z (y) # 0 oldugu elde edilir [32].
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Tamm 3.2.13. f:G —C bicimindeki fonksiyonlara aritmetik fonksiyon

denir. f aritmetik fonksiyon olmak iizere,

seklinde tanmimlanan F fonksiyonuna f fonksiyonunun iiretici fonksiyonu denir[14].
Tamm 3.2.14. G toplamsal aritmetik yar1 grubunda

A(a):: {8(p), eger a=p' r>1, p asaleleman,

0, diger durumlarda,

seklinde tanimlanan fonksiyona von Mangoldt fonksiyonu denir [32].

Tamm 3.2.15. p € P olmak iizere
w(a)=>1 aeG,
pla

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona asal bélen fonksiyonu denir. Burada toplam a ’y1

bolen P ’ler lizerinden alinmaktadir.

Asal bolen fonksiyonu yardimiyla

0, eger pz‘a ise,
'u(a) = w(a) .
(-1)™", diger durumlarda,

seklinde tanimlanan fonksiyona Mébius fonksiyonu denir [32].
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Tamim 3.2.16. f aritmetik fonksiyon olmak iizere,

seklinde tamimlanan f : N — C fonksiyonuna f fonksiyonunun toplam fonksiyonu

denir [10].

Teorem 3.2.17. f fonksiyonu, h:N — C tanimli fonksiyonunun toplam

fonksiyonu olmak iizere,

f(n)=3u( § nte)

djn

dir [32]. Bu esitlige ters Mobius formiilii denir.

Tamm 3.2.18. f aritmetik fonksiyon olsun. Aralarinda asal olan her
a,beG icin f(a.b)= f(a)f(b) kosulunu saglayan f fonksiyonuna ¢arpimsal

fonksiyon , her a,beG igin f(a.b)=f~(a).f(b) kosulunu saglayan f

fonksiyonuna ise tam ¢arpimsal fonksiyon denir [32].

g aritmetik fonksiyonu aralarinda asal olan her a,beG i¢in
G(ab)=g(a)+g(b) kosulunu saghyorsa § fonksiyonuna toplamsal fonksiyon, her
a,beG i¢in §(ab)=g(a)+§(b) kosulunu saglayan § fonksiyonuna ise tam

toplamsal fonksiyon denir [32].

k>2 olmak iizere g( p* ) =§(p) kosulunu saglayan ¢ aritmetik

fonksiyonuna ise kuvvetli toplamsal fonksiyon denir [32].
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Tamm 3.2.19. f aritmetik fonksiyon olmak iizere,

1 ~
M (n, T):= om & (@ Gm=o

d(a)=n

0, G(n)=0
ifadesine f fonksiyonunun ortalamas: denir. Eger

M(f)::limM(n,f)

n—oo

limiti var ve sonlu ise M (f) e f fonksiyonunun ortalama degeri denir [32].

A c G kiimesinin karakteristik fonksiyonu 1, olmak iizere

S5(A)=limM(n, 1,)

n—oo

seklinde tanimlanan 6 fonksiyonuna A kiimesinin asimptotik yogunlugu denir [32].

neN olmak tlizere G toplamsal aritmetik yar1 grubunda derecesi n’e esit

olan elemanlarin kiimesi G, = {a eG: o(a)= n} ile gosterilsin.

Tamm 3.2.20. h:G— R tanimli fonksiyon olsun. ¢>0 ve C >0 olmak

tizere her n, e N ve her a,a, e H NG, i¢in

#(HNG, )=cG(n) ve ‘h(ai)—ﬁ(az)‘<c

kosullarini saglayacak bigimde (n,,n,,...) tam say1 dizisi ve H =G alt kiimesi varsa

h fonksiyonuna sonlu dagilimli fonksiyon denir [32].
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3.3. TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUP UZERINE KONULAN
KOSULLAR VE SONUCLARI

Aksiyom A*: G toplamsal aritmetik yar1 grup olmak iizere A>0, q>1 ve

0 <v <1 sabitleri vardir (A, q ve v sabitleri G ’ye baglhdir) dyle ki
G(n)=Aq" +O(q““), n— oo
dir [22].

Bu bolimde ilk olarak Aksiyom A”’1 saglayan (G,0) toplamsal aritmetik

yar1 grubunun temel 6zellikleri verilecektir.

Teorem 3.3.1. (G,0) Aksiyom A*’1 saglasin. Bu durumda (G,d) toplamsal

aritmetik yar1 grubunun iiretici fonksiyonunun yakinsaklik yarigapt q~* dir [24].

Ispat: (G,0) Aksiyom A*’1 sagladigindan
G(n)=Ag"+0(q"), n—w

esitligi dogrudur. Bu son esitlik G ’nin iiretici fonksiyonunda yerine yazilirsa

Z(y)=>(Aq" +0(a"))y"

n=0

=iAqnyn +io(qvn)yn
n=0 0

elde edilir. r,:=G(n)-Aq"=0 (qvn) isaretlemesi ile bu son esitlik

Z(y):Ai(qy)n+irny”:l+ll (3.3)

n=0 n=0
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seklinde yazilir. (3.3) ifadesini iki kisma ayirarak yakinsakligini inceleyelim:

(3.3)’de | serisi geometrik seri oldugundan |y|<1 dairesinde yakisaktir
q

A
1-aqy

dir.

ve toplami

Simdi (3.3)’de yer alan Il serinin yakinsaklik yarigapini hesaplayalim:

o) v(n+1)
Rllimsup%limsup%

"o (1
- limsup- ”“O(l()) =
R=q"
dir.
gq>1ve 0<v <1 oldugundan
1.1

esitsizligi dogrudur.

Buradan, iiretici fonksiyonun yakinsaklik yarigapinin 1 oldugu elde edilir.
q

Aciklama 3.3.2. Eger G toplamsal aritmetik yar1 grubu Aksiyom A*’1

sagliyorsa G ’nin tiretici fonksiyonu Teorem 3.3.1.’den,
r,:=G(n)-Aq"=0(q")ve H,(y)=>ry" (3.4)
n=0
olmak iizere
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Z(y)= +H,(y) (3.5)

bi¢imindedir. (3.5)’de yer alan H, fonksiyonu |y|< g™ dairesinde analitiktir.

H(y)=A+(1-ay)H.(y) (3.6)

olacak sekilde alinirsa G ’nin {iretici fonksiyonu

Z(y)=—2 (37)
seklinde yazilabilir. (3.4) ve (3.6)'dan H (0)=1 ve H(q™")=A oldugu elde edilir
[11]. Ayrica (3.6)’da tanimlanan H fonksiyonu |y|<q™ dairesinde analitiktir.

Aksiyom A” bir taraftan G ’nin derecesi n’e esit olan elemanlarinin sayisi
hakkinda bilgi vermekte iken diger tarafta (3.4)’de tanimlanan H, fonksiyonunun

kuvvet serisi katsayisi r, icinde

kosulunu vermektedir [11].

Aksiyom A*: G toplamsal aritmetik yari grup olmak iizere gq>1 ve

0 <v <1 sabitleri vardir (q ve v sabitleri G ’ye baglidir) dyle ki
(i) (3.6)’da tammlanan H fonksiyonu |y|<q™ dairesinde analitik ve

H(q?)>0,

(i) H(y)=H(q") scklinde tammlanan H fonksiyonu Nevalinna

smifindandir [10].

29



Kaya, E. 2013. Toplamsal Aritmetik Yart Gruplarda Bagimsiz Rastgele Degiskenlerin Toplamlari, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

Aciklama 3.3.3. Kabul edelim ki Aksiyom A* veya Aksiyom A*

saglansin. Bu durumda Z(y) fonksiyonu |y|<q™ dairesinde meromorf, y=q™*

noktasinda basit kutup yerine sahip ve rezidisi A’dir. J. Knopfmacher [23]
calismasinda Aksiyom A*'1 saglayan toplamsal aritmetik yar1 gruplarda soyut asal

sayl teoreminin ispatinda |y| =q" dairesinde Z(y) # 0 alarak ispatlamistir. K.-H.

Indlekofer, E. Manstavicius ve R. Warlimont’un [20] galismalarinda Aksiyom A*’1
saglayan G toplamsal aritmetik yar1 gruplarinda, v :% olmak {lizere Z (—q’l) =0

oldugunu gostermislerdir. Bu ise J. Knopfmacher’in [23] calismasinda vermis oldugu

ﬂ(n)=%+0[27j, n— oo

soyut asal say1 teoreminin yanlis oldugunu gostermektedir.

Ayrica ayni ¢alismada, Aksiyom A"’1 saglayan G toplamsal aritmetik yar1
grubunda, G ’nin iretici fonksiyonu Z ’nin |y| =0 cemberinde sifir yerine sahip

-1

olmasi durumunda; bunun sadece y=-q noktasinda miimkiin oldugu

gosterilmistir.

K.-H. Indlekofer, E. Manstavicius ve R. Warlimont’un [20] ¢alismalarinda
yukarida verilen teoremin sonucu olarak ﬁ(n) icin asagidaki sonucu elde

etmislerdir:

O<e<1l-v ve Z(-q)=0 olsun. Bu durumda I =1(£)eN,, 0<z'<¢
sabitleri ve Z(y)’nin |y|<q™* dairesindeki sifir yerleri olan A (i=1,..,1)

kompleks sayilar1 vardir 6yle ki

q‘1<.r2inl|,6’i|£_r_rla>$|ﬂi|£q‘v‘g ve R(y) fonksiyonu |y|<q™ dairesinde analitik

olmak tuzere
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A(y)= qu_y—ygﬂil_wa(y)

ve

no1d . n(v+e')
ﬂ(n):%-ﬁgﬂi +o{q - J n— o

dir. Eger Z(—q™*)=0 ise, her 0<& <1-v igin

n n(v+e)
ﬂ(n)=(1+(—1)“*1)%+o[q - J n— o (3.8)

dir.

Aksiyom A"’1 saglayan toplamsal aritmetik yar1 gruplarda elde edilen soyut

asal say1 teoremindeki kalan terim, Aksiyom A" ’1 saglayan toplamsal aritmetik yari

gruplarda elde edilen soyut asal say1 teoremindeki kalan terimden daha iyidir.([20],

Teorem2, Teorem5 ve Sonug3.) Ornegin; eger Z(—qfl):O ise Aksiyom A"’dan

(3.8) elde edilirken Aksiyom A*’dan, m reel degerli, Nevanlinna fonksiyonu H igin
a, = Ie“’“dm(t)

olmak {izere

z(n) =(1—(—1)”)%+2anq”” (3.9)

elde edilir. Ayrica, (3.9)’da 7Z'(n) i¢in verilen asimptotik ifadeden Aksiyom A" elde
edilir ([20], Sonug 3).

Yukaridaki sonuglardan, iiretici fonksiyonu Z ’nin dogal siirinin |y| =q"

oldugu elde edilir. W.-B. Zhang [34,35] c¢alismalarinda zeta fonksiyonunun seri
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gosteriminde yer alan G (n) katsayis1 tizerine kosul koyarak soyut asal say1 teoremi

i¢cin asagidaki sonuclari elde etmistir.

Aksiyom A: G toplamsal aritmetik yari grup olmak {iizere, A>0,

1< q<oo sabitleri ve reel degerli r fonksiyonu vardir 6yle ki

isup‘r(m)‘@o
n=0

m=n

olmak tlzere

G(n)=(A+r(n))q"

dir.
W.-B. Zhang ve J. Knopfmacher [24]’de asagidaki soyut asal teoremini
verdiler:
A>0, g>1 ve y>2 olmak lizere
G(n)=Aq"+0(q"n”), n—>w (3.10)
ise
n(n):%m(q”nﬁ), n— oo (3.11)
veya
7r(n)=(1—(—1)")%+O(q”n‘”1), n— o (3.12)
dir.
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K.-H. Indlekofer [10] ¢alismasinda (3.7) gosteriminde yer alan H
fonksiyonunun smir o6zelliklerine kosul koyarak soyut asal sayr teoremi igin

asagidaki sonuglar elde etmistir:

Aksiyom A: G toplamsal aritmetik yar1 grup olmak iizere, q>1 (G ’e

bagli) sabiti vardir dyle ki

(i) H fonksiyonu |y|<q™ dairesinde analitik ve A:=H(q™")>0 olmak

iizere |y|<q™’de siirekli,
(if) H fonksiyonunun tiirevi H "' fonksiyonu |y|< g™ de simrhdur.

Kabul edelim ki G toplamsal aritmetik yar1 grubu Aksiyom A ’i saglasin.

Bu durumda, eger Z(-q*)=0 ise

dirve Z(—q™)=0 ise

n;r(n)+(n—l)7z(n—1)
q q"

=2+0(1), n>x

dir. Ayrica

zmﬁ(m)qm:mo(ni}, n o0

dir [11].

Aksiyom A ’de yer alan kosullarda degisiklik yapmakla yukarida verilen

soyut asal say1 teoremi i¢in (3.13) ve (3.14) sonuglar1 elde edilir.
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Aksiyom A, : Aksiyom A ’in kosullarina ek olarak H fonksiyonun tiirevi

H ' fonksiyonunun kuvvet serisi |y| < q™ dairesinde mutlak yakimsaktir.

G toplamsal aritmetik yar1 grubu Aksiyom A, ’i saglasin Bu durumda, eger

Z(-q™")=0 ise
ﬂ(n)q—r:+o£q"mn?§n\h(m)\qm} n - (3.13)
dirve Z(—q™*)=0ise
zz(n)=(1(1)n)%+0[q” rpani(‘h(m)‘qmj, n > (3.14)

dir [11].

Aciklama 3.3.4. y > 2 olmak iizere (3.10) kosulu saglansin. Bu durumda,
(3.13) ve (3.14)’den (3.11) ve (3.12) elde edilir.

Yukarida verilen aksiyomlardaki kosullar zayiflatilarak, toplamsal aritmetik
yart gruplarda soyut asal say1 teoreminin elde edilmesi giincel problemlerdendir.
Mevcut kosullardan daha zayif kosullar altinda yeni sonuglar elde etmek i¢in farkli

metotlar kullanilmaktadir. Ornegin A. Barat ve K.-H. Indlekofer [2] calismalarinda

Aksiyom A (ii)’deki kosul yerine

%[;dﬂ(d)q“j:om), N — o

kosulunu kullanarak aritmetik fonksiyonlarin ortalama degeri i¢in sonuglar elde

etmislerdir.
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Benzer sekilde K.-H. Indlekofer [14] c¢alismasinda exp—log F smifini

tamimlayarak aritmetik fonksiyonlarin ortalama degeri i¢in asagidaki sonuglar1 elde

etmistir.

(3.1)’de tanimlanan G ’nin Z firetici fonksiyonu,

y|<g™ dairesinde

2(y)- 360y -on 520y |
n=0 e
seklinde gosterilebilsin ve
0<A(m)=0(1) (meN), (3.15)
her £ >0 i¢in
2<z(o) T (i<a?) @1

kosullarini saglasin. Ayrica

m<n

B(n)= exp[Z@q‘mj
olmak {izere kabul edelim Ki
nG(n)=q"B(n) (3.17)
ve
B(m)=0(B(n)), m=o(n), n—oow (3.18)

saglansin.

Tamm 3.3.5. Yukarida verilen (3.15), (3.16), (3.17) ve (3.18) ozelliklerini
saglayan Z fonksiyonuna exp—log F sinifindandir denir [14].

35



Kaya, E. 2013. Toplamsal Aritmetik Yart Gruplarda Bagimsiz Rastgele Degiskenlerin Toplamlari, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

Ornek 3.3.6. (3.1)’de tamimlanan G ’nin Z iiretici fonksiyonu, |y|<q™

dairesinde 7 >0 olmak tizere

Z(y)=26(n)y" = (1H_(q§)) , (319)

seklinde gosterilebilsin dyle ki,

y|<qg™ dairesinde H(y)=0(1) ve

0<r<q™* olmak iizere H (r)=1 (3.20)
dir. Ayrica, kabul edelim ki
G(n)=<q"n™

ve meN olmak tizere (3.15) saglansin. Bu durumda, (3.19) ile tanimlanan

fonksiyon (3.20)’den r =g —n™" olmak iizere

=Z(r)=<(1-qr) " =n"

sagladigindan (3.17) elde edilir. Diger taraftan (3.15)’den m= o(n) olmak iizere

B(n) <<(m)r =0(1), n>w

n

oldugundan (3.18) elde edilir. Boylece (3.17) ile verilen iiretici fonksiyonu (3.15)-
(3.18) kosullarini sagladigindan exp—log F smifindandir [18].

K.-H Indlekofer’in [14] g¢alismasinda exp—logF smifindan olan

fonksiyona diger bir 6rnek asagidaki gibi verilmistir.
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Ornek 3.3.7. Kabul edelim ki her me N igin
0<cq”<A(m)<c,q” <o
olsun. Bu durumda

0

\z<y>\=z<|y|>exp(z%m’|y|m<cos<mt>1>j<z<|y|>exp[c1§%<cos<mt>1)}

m=1

G

1-qly
-2y

ve m= o(n) olmak tlizere

B(m) :exp(— > qu" < exp(cl Iog%J:o(l), n— oo

m<I<n I

dir.

kosulu elementar degerlendirme sonucu elde edilir [27].

K.-H. Indlekofer [14] calismasinda asagidaki gosterimleri kullanarak

Teorem 3.3.8 ve Teorem 3.3.9’u vermistir.

f :Ny, »> C tamiml bir fonksiyon ve f(0)=1 olsun. Kabul edelim ki f ’in

tiretici fonksiyonu F(y), |y| <q" dairesinde

F(y)::i f(n)y" :exp[i@ y"‘] (3.21)

n=0 m=1

bigiminde gosterilsin ve her me N igin ‘lf (m)‘ =0(1) olsun.
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Teorem 3.3.8. G toplamsal aritmetik yar1 grubunun Z iiretici fonksiyonu
exp—log F smifindan olsun. (3.21)’de yer alan A, (m) katsayisi her me N igin

2 (m)<2(m) Ve Z% <o
m=1

olmak tizere
A (M)=2;,(m)+4,(m)

bi¢iminde ve |y| < g™ dairesinde

e T2 R (e T2y |

m=1
olmak tlzere

F(y)=F (y)-Fi(y)

bigiminde yazilabilsinler. Bu durumda asagidaki 6zellikler dogrudur:

(i) ae R olmak iizere

Z/1(m)—Re/1f vl(m)e'm""q_m (3.22)

o0
m=1 m

serisi yakinsak ve

A = exp(—ina+z Ara(m)e™ ~A(m)

m<n m

-q”“] Fu(a”)

olsun. Bu durumda
f(n)=AG(n)+0(G(n)), n—>w
dir.
(if) Her ae R igin (3.22) serisi 1raksak olsun. Bu durumda

f(n)zo(G(n)), n— oo
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dir [14].

Teorem 3.3.8’in uygulamasi olarak G ’de tanimli tam ¢arpimsal fonksiyonlar
icin agagidaki Teorem dogrudur.

Teorem 3.3.9. (G,G) toplamsal aritmetik yar1 grup olsun. q>1 olmak iizere
ly|<qg™ dairesinde H(y)=0(1) , 0<r<g™ dairesinde H(r)=1, G ’nin iiretici

fonksiyonu

Z(y)=3.6(n)y" = (ilm j (H(y) 70

=0 1-qy)

bi¢iminde olsun ve A(m)= O(qm) , G(n)=q"n"" kosullar1 saglansin.
f, G’de tanimli her aeG igin ‘ f (a)‘ <1 kosulunu saglayan tam

carpimsal fonksiyon olsun. Bu durumda,

>q (1 Re( (p)q‘i“a(p))) (3.23)

peP

serisi v e R i¢in yakinsak ise

it
—~~
QD
N—"
Il
o]
=
<
—
T
o]
L
=
~~—
N\
[ BN
+
s
it

()0 """ Jom+oe(m)

aeG
d(a)=n

dir [14].
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Aciklama 3.3.10. f:G —>C tanimh tam carpimsal fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun M ( f~) ortalama degerinin var ve sifirdan farkli olmas i¢in gerek ve

yeter kosul

3 g (1_ Re( f( p)q—iua<p>))

peP

serisinin yakinsak olmasidir [14].

Teorem 3.3.11. (G,a) toplamsal aritmetik yar1 grup olsun. Kabul edelim ki
q>1 olmak iizere |y|<q™ dairesinde H(y)=0(1), lim H(y):=A>0 ve G ’nin
y—q
tiretici fonksiyonu
S H(Y)
Z(y)=>.G(n)y"=—=—=,7>0
Zc; (1-ay)

bigiminde olsun ve A(m)=0 (qm) kosulu saglansin. Bu durumda

lim H(y)=A=H(g") ve

y—q™

dir [17].

Teorem 3.3.12. (G,@) toplamsal aritmetik yar1 grup olsun. Kabul edelim ki
g>1 olmak tizere |y| <q™" dairesinde H (y):O(l) , limH (y) =A>0 ve G ’nin

y—q
tiretici fonksiyonu 7 >0 olmak iizere
3 . H) ( S /1(”)]
Z(y)=) G(n)y'=——===exp -7
()= 3ey = e X7

bi¢iminde olsun ve 1(m)=0 (q m ) kosulu saglansin. Ayrica,

G(n-1)

G — n.z-1
(n)=g"n"" ve G(n)

=q*+0(1), n>w

kosullar1 saglansin.
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g, G ’de taniml reel degerli toplamsal fonksiyon olmak {izere asagidakiler
dogrudur:

(1) Kabul edelim ki, dyle (n) dizileri vardir ki

G(n)#{aeG,a(a)zn 1g(a)-a(n)<x}, now

zay1f yakinsak olsun. Bu durumda § sonlu dagilimlhidir.

(i) § sonlu dagiliml fonksiyon olsun. Bu durumda ¢ sabit ve h
toplamsal fonksiyon olmak iizere §(a)=co(a)+h(a) biciminde gosterilebilir dyle
ki

> g, > h(p)g™?, (3.24)
[6(p) 1 [f(p) <1
serileri yakinsaktir.
(iii) g fonksiyonu, (3.24)’de verilen seriler yakinsak olacak sekilde

g=co+ h seklinde gosterilebilsin. n>1 olmak iizere

a(n)=cn+ > h(p)g™”

6~( p)<n
‘h( p)‘sl

seklinde tanimlansin. Bu durumda,

1
#iaeG,0(a)=n:§(a)—a(n)<x{, n—> o
zayif yakinsar [1].
3.4. STONE-CECH KOMPAKTLASTIRILMA VE INDLEKOFER’IN OLASILIK
MODELI

K.-H. Indlekofer [9,12] ¢alismalarinda olasilik teoriyi kullanarak aritmetik
fonksiyonlarla ilgili problemleri arastirmistir. Indlekofer olasilik modeline asagidaki

temel soruyla baglamistir:
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“A, N in alt kiimelerinden olusan cebir ve 6: A — R sonlu toplamsal dl¢ii olsun.

Acaba & sonlu toplamsal l¢iisii bir 8 olgiiye genisletilebilir mi?”

Yukaridaki soruya verilebilecek ilk yanit & asimptotik yogunluga sahip

N ’in alt kiimelerinden olusan her cebir’de & 6l¢ii’ye genisleyemiyor. Bunun igin

asagidaki ornegi ele alalim:

neN olmak iizere E={12,...,n} kiimeleri tarafindan iiretilen cebir A ile
gosterilsin. Bu durumda her Ae A i¢in §(A)=0 ya da 5(A)=1 oldugundan A

cebirinin her elemani § asimptotik yogunluga sahiptir. A(n)={n} olmak iizere

5@1 A(n)jzé(N):l

olmasina ragmen

oldugundan &, A cebiri lizerinde sonlu toplamsal 6l¢giidiir fakat 6l¢ii degildir [4].

Indlekofer, olasilik modelinde yukarida verilenden daha genel olarak

asagidaki problemi ele almistir:

“A, N in alt kiimelerinden olusan cebir ve &, A -cebiri iizerinde sonlu toplamsal

Olgii olsun. Acaba N ’de integrasyon teori insa edilebilir mi?”

Bu modelde, N ayrik topolojiyle AN Stone-Cech kompakt uzaya
yerlesmekte [31]. Diger taraftan A -cebiri AN’in alt kimelerinden olusan A

cebirine ve & sonlu toplamsal 6lgiisii A cebiri tizerinde tanimlanan & yar dlgiiye

genislemektedir. Bunun i¢in genel olarak asagidaki yol izlenmektedir.
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A, N’in alt kiimelerinden olusan cebir olsun. N ayrik topolojiyle AN
Stone-Cech kompakt uzaya yerlestirilsin. Buradan Ae.A kiimesinin SN kompakt

uzayindaki kapanisi

olmak iizere
A={A: Aec A}
kiimeler sistemi SN kompakt uzayinda bir cebirdir [9].

6. A—> [0, o0) sonlu toplamsal &lgii olsun ve her Ac A

+

(A)=5(A)

S

>

—->R
5

tanimlansin. Bu durumda &, A cebirinde yar 6lgii ve O'(./Z) sigma cebirinde

Olciidiir. Boylece ( PN, 0'(/_1) 5 ) ol¢ii uzay1 insa edilmis olur [4].

Indlekofer [9,12] c¢ahismalarinda asagidaki teorem ile Stone-Cech

kompaktlastirilmay1 karakterize etmistir.

Teorem 3.4.1. Dogal sayilar kiimesi N’in SN kompaktlagtirilmas: vardir

Oyle ki asagidaki 6zellikler birbirine denktir:

(1) Y kompakt Hausdorff uzayr olmak iizere f:N-—Y tanimlanan her

fonksiyonun f : SN —Y siirekli genislemesi vardir.

(i) N dogal sayilar kiimesinde tanimli reel degerli sinirli her fonksiyonun,

BN ’de tanimli siirekli fonksiyonlar uzayr C(8N) uzayinda genislemesi vardir.
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(iii) Her A/B<N igin A=cl; A ve B=cl,B olmak iizere

ANB=ANB

(iv) N dogal sayilar kiimesinin ayrik alt kiimelerinin SN ’deki kapanislar

ayriktir.

(v) N ’in alt kiimelerinden olusan her A cebiri igin

A

{A:Ac A}

ailesi SN ’de cebirdir [9].

Teorem 3.4.2. A, N’in alt kiimelerinden olusan bir cebir ve

&: A —[0,0) sonlu toplamsal 6l¢ii olsun. Bu durumda

seklinde tanimlanan & fonksiyonu a(ﬁ) sigma cebirinde olguidiir [12].

44



Kaya, E. 2013. Toplamsal Aritmetik Yar: Gruplarda Bagimsiz Rastgele Degiskenlerin Toplamlari, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. YARDIMCI LEMMALAR

Bu kisimda, G toplamsal aritmetik yari grubunun Stone-Cech

kompaktlagtirilmasinda kullanilacak yardimci lemmalar verilecektir.

Lemma 4.1.1.
(G,0) toplamsal aritmetik yari grup olsun. q>1 olmak iizere |y|<q™

dairesinde H(y)=0(1), 0<r<q™ dairesinde H(r)=1, G ’nin iiretici fonksiyonu

Z(v)iwl@(n)y”=exp(iﬂ(m)y’“} HO) s

= m (1-qy)"
bigiminde olsun ve A(m)= O(qm) , G(n)=qg"n"" kosullar saglansin.
=P, (i#]) olmak iizere {plkl,..., prk'} kiimesi asal kuvvetlerin sonlu

log2

kiimesi olsun. Kabul edelim ki her p; eP, i=12,..,r i¢in 9(p,)=> HI
0g9q

]] olsun.

Bu durumda
f(p')= . Pl e{p p
1, diger durumlarda

seklinde tanimlanan ¢arpimsal fonksiyonunun ortalama degeri vardir ve

w ()-T(-" =)

r
i=1

degerine esittir.

Ispat: Teorem 3.3.8’in kosullarmin saglandig1 gosterilirse istenilen elde

edilecektir. f fonksiyonunun tammindan f fonksiyonunun iiretici fonksiyonu
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-1

F(y)zg(:“i f(pj)yja(p)leL[ 1+ : yja(pi) H (1_ ya(p))

j=1 i=1 j= _P=ED;
J#k; i=l,..,r

XL

=exp| >.—

N

bi¢imindedir.

oldugundan

F(y)=TT(-y*™ (1-y"™))-2(y)

i=1

dir. o(p;) = H:Oﬂm kosulunu saglayan her p; €P (i=1,2,..,,r) i¢in
0gq

ya( pi ki (1_ yﬁ( p.))

< q_a(pl)ki ‘1+q—6(P.)‘ 5%

oldugundan |y| <" dairesinde F (y) sifirdan farklidir. Boylece

Ai = A+ A,
olmak tizere
r © © A. (N
F(y)=z(y)[ T2+ Xy =eXF{Z n( )y”]
i=1 j=1 n=1
I#ki
elde edilir dyle ki

0

1 =2 ;Lf“,z(m)‘ “m
- ve > ——q

f1
m=1 m

<00

dir. Teorem 3.3.8’in kosullar1 saglandigindan M ( f) vardir ve
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(1) [[1-0 " 10"

esittir.

Tam carpimsal fonksiyonlar i¢in agagidaki lemma dogrudur.

Lemma4.1.2.
(G,a), Lemma 4.1.1.”in kosullarin1 saglayan toplamsal aritmetik yar1 grup
ve {p,,..., p,} farkli asallarin sonlu kiimesi olsun. Bu durumda
T
1 diger durumlarda
seklinde tanimlanan tam ¢arpimsal fonksiyonunun ortalama degeri vardir ve

(1)=F1f-a)

i=1

esittir.

Ispat: Teorem 3.3.9 kosullar1 saglandigindan

M(f~)=G?n) (z)e f(a)

_ qinv H (1_q—6(P))(1+ i f( pk )qkﬁ(p)(1+iv)]+0(l), n— oo
R k=1

dir. f tam toplamsal fonksiyonun tanimindan istenilen elde edilir.

4.2. TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUPLARIN STONE-CECH
KOMPAKTLASTIRILMASI

Bu kissmda G toplamsal aritmetik yar1 gruplarmm AG Stone - Cech

kompaktlastirilmasi verilecektir. Bu sayede [9, 10]’da verilen model G toplamsal
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aritmetik yar1 gruplara uygulanarak AG kompakt uzayinda olasilik uzayi insa

edilecektir.

A, G’nin alt kiimelerinden olusan bir cebir olsun. G iizerinde ayrik
topoloji alinarak AG ile G ’nin Stone - Cech kompaktlastirilmasini isaretleyelim.
Boylece Teorem 3.4.1.°den

A= {A| AcA,A=A"nnpG'de kapanlsl}
kiimeler sistemi SG {izerinde bir cebirdir.

5 fonksiyonu A cebiri iizerinde sonlu toplamsal 6lgii olmak iizere, A

cebiri tizerinde

5(A)=6(A), AcA

seklinde tanimlanan & fonksiyonu Teorem 3.4.2.°den a(ﬂ) sigma cebirinde bir

olgtidiir. Boylece (ﬂG,O-(J‘_l),g) olasilik uzay1 elde edilir.

Aciklama 4.2.1. Toplamsal aritmetik yar1 gruplar i¢in yukarida verilen

olasilik modeli G(n) iizerine konulacak kosul veya G ’nin iiretici fonksiyonu Z

lizerine konulacak kosula goére 2 farkli sekilde verilebilir. ilk olarak, Teorem

4.2.2.de, G(n)xq”w kosulunun saglanmasi durumunda elementar metotlar
n

kullanilarak ( ﬂG,G(Zl),é_'l) olasilik uzay1 insa edilecektir. Diger taraftan, Teorem
4.2.3.’de G ’nin iiretici fonksiyonu Z ’nin exp—log F smifindan olmasi durumunda
analitik metotlar kullanilarak (ﬂG,a(/_lz),gz) olasilik uzay1 insa edilecektir. Bu

yontemlerden ikincisi, Z iretici fonksiyonun exp—logF smifindan olmasi

durumunda elde edilen olasilik uzayi, 4.3 bolim’de verilen 3-seri Teoremi’nde

kullanilacaktir.
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Teorem 4.2.2. peP keyfi asal eleman, k e N, ve G ’nin p* asallari ile

boliinebilen tiim elemanlarmin kiimesi

A, ={aeG: p"|a}

olmak iizere, {Apk} kiimeleri tarafindan iiretilen cebir .4, olsun. Kabul edelim Ki

. B(n)

n

G(n)=q

saglansm. Bu durumda,
(i) Her Ae A, igin

5,:A—[01]
A -6 (A)= limM (ne.14)

seklinde tanimlanan ¢, fonksiyonu sonlu toplamsal 6l¢iidiir.
(i) (ﬁG, G(./_ll ) , é_‘l) bir olasilik uzayidir.
Ispat: (i) Ae A, kiimesinin karakteristik fonksiyonu

1, (a) ::{1, acA

0, ag¢A

olmak tlizere

>

ortalama degerini ele alalim. Her Ae A, kiimesinin karakteristik fonksiyonu

1AﬂB :1A '1B
1A\B :1A _13 '13
1AUB :1A +1A '13

(4.1)
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ozelliklerinden dolay1 1Ak1 ~...~1Akr carpiminin sonlu lineer kombinasyonu olarak

Py Pr

yazilabilir.
(a,)=(a,a,..na,..), Gnin 9(a)<d(a,)<..<0d(a,)<..kosulunu

saglayan dizisi olsun.
A, :={aeG: a; |a}

olmak iizere M (n,lAj ) ortalama degerini hesaplayalim. (4.1)’den, n> 26(aj) icin

min 1,)=- " { n J,B(”—a(aj))

B(n)

elde edilir. Boylece (n) dizisinin dyle bir (nk) alt dizisi vardir 6yle ki

lim M (nk,lAaj )::@(Aaj) (4.2)

k—>o0

limiti her A, icin vardir. Dolayisiyla her Ae A igin

é‘l(A)zl!i_r)T;M (ne.1,)
seklinde tanimlanan &, fonksiyonu A, cebiri {izerinde iyi tanimli sonlu toplamsal
Olciidiir.

(if) Yukaridaki olasilik modelinden, (ﬂG,G(.,é_ll),é_‘l)’nin olasilik uzay1

oldugu elde edilir.

Teorem 4.2.3. Kabul edelim ki G toplamsal aritmetik yar1 grubunun iiretici

fonksiyonu Z, exp—logF smifindan olsun. peP keyfi asal eleman ve keN,

olmak tlizere

A ::{aeG: p ||a}

olsun. Bu durumda, {A'pk} kiimeleri tarafindan {iretilen cebir A, olmak iizere;
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(i) Her A'e A, igin

5,(A)=limM(n,1,)

k—a0

seklinde  tamimlanan §, fonksiyonu  sonlu  toplamsal  olgiidir ve

5, (A'pk ) =q (1—q’ka“’)) “dir.
(i) (,BG, 0'(/_12 ) : é_}) bir olasilik uzayidir.

Ispat: (i) Her p'eP ve jeN i¢in G iizerinde

~ , O’ p = pI , J = k
f.(p")= N
P 1 diger durumlarda

carpimsal fonksiyonunu tamimlayalim. f fonksiyonunun tanimimdan 1,
p

dir. 6(p)= “:OLZH kosulunu saglayan her p e P i¢in Lemma 4.1.1°den
0gq

M ( fpk ) =1+ qfa(p)(k{l‘) _qfa(p>k
dir. Bu p asal elemani igin
' _1_ 3 _ ~ka(p) _ ~~(k+1)a(p)
@(AM)_l M(%J_q q

dir.

(a,)=(a.a,...a,..), Gmnin 9(a)<d(a,)<..<0(a,)<.

saglayan bir dizisi olsun.
A, :={aeG: a; ||a}

olmak iizere,

ba; eG

=11,

p

..kosulunu
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dir. Benzer sekilde, G ’de her p e Pigin
- 1, pta,
f(p)= ’
0, pla;

tam ¢arpimsal fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda

dir. Lemma 4.1.2.den
- [I(2-a7"), n>ew.

pla;
dir. | ifadesi M (n,lAaj ) ortalama degerine esit oldugundan (4.2)’den (n) dizisinin,
her jeN igin

limM (nk,lA.aj ):51(/:%i JTT(-a7")=05,(a)

k—o0
pla;
esitligini saglayan (n, ) alt dizisi vardir. Boylece her A'e A, i¢in
5,(A)=limM (n, 1,)
sekilde tanimlanan &, fonksiyonu .4, cebirinde sonlu toplamsal 6l¢iidiir.

(if) Boylece verilen olasilik modelinden ( BG, 0'(.,4_12),52) ‘nin olasilik uzay1

oldugu elde edilir.
Teorem 4.2.4. (G,@) toplamsal aritmetik yar1 grup olsun. Kabul edelim ki
q>1 olmak iizere |y| <q~ dairesinde H(y)=0(1) , lim H(y):=A>0 ve G ’nin
y-q

tiretici fonksiyonu

S n ”——H(y) >
Z(y)=2.6( )y—(l_qy)r, 0

bigiminde ve A(m)=0 (q m ) kosulu saglansin. Bu durumda,

(i) G 'nin p asal elamani ile boliinebilen tiim elemanlarinin kiimesi
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A, ={aeG: p|a}
olmak tizere, {Ap} kiimeleri tarafindan iretilen A, cebirinde

5 (A)=limM(n1,), AcA

n—o0

seklinde tanimlanan ¢, fonksiyonu A cebirinde sonlu toplamsal 6l¢iidiir.

(i) (ﬂG,a(/_lS),bTS) bir olasilik uzayidir.

Ispat: (i) Teorem 3.3.11°den lim H (y) =H (q’l) ve

y—q™

dir. p,,---, p, € P asal elemanlar ve a'=p, --- p, olmak iizere,

A.={aeG: a'|a}

(4.3)

ile G ’nin a' ile tam boéliinebilen elemanlarinin kiimesini gosterelim. Bu durumda

1, =1Apl ~...-1Apr esitligi dogrudur. (4.3)’ten

imM (n = im—G(n_a(a'))
rIHwM( '1Aa‘) Lw G(n)

-o(a)
elde edilir. Her Ae A, icin

5 (A)=limM(n,1,)

n—o0

olacak sekilde tanimlandiginda A, cebiri iizerinde 6, sonlu toplamsal 6l¢iisii elde

edilir.
(ii) Boliim 4.1°de verilen Indlekofer’in olasilik modelinden,

5(A)=5,(A) (AeA4,)

ile tammlanan &, genislemesi 0'(/_11) sigma cebirinde bir &lglii oldugundan

( SG, U(ZS),%) ‘nin bir olasilik uzay1 oldugu elde edilir.
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4.3. TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUPLARDA BAGIMSIZ RASTGELE
DEGISKENLER VE 3-SERI TEOREMI

peP keyfi asal eleman ve keN, olmak iizere, G’ nin p“ asal ile
boliinebilen tiim elemanlarmin kiimesi A'pk olsun. §:G — R toplamsal fonksiyon

olsun.

olmak tizere § fonksiyonu

gzng(p)xp

seklinde yazilabilir.
Her peP ic¢in 1, karakteristik fonksiyonlarinin (ﬁG,O'(.%_lz),é_‘z) olasilik

uzayinda geniglemeleri oldugundan ve X = g( p* ) -1, esitliginden, her peP i¢in

X, fonksiyonlarinin (ﬂG,U(ﬁJ,é@) olasilik uzaymda X o geniglemeleri vardir.

1, karakteristik fonksiyonlarmin bagimsiz rastgele degisken olmasindan dolay:

{)? p} fonksiyonlar1 bu olasilik uzayinda bagimsiz rastgele degiskenlerdir ve
G:= Z Xy
p

serisi bagimsiz rastgele degiskenlerin toplamidir. Boylece, G toplamsal aritmetik
yart grubunda tanimli toplamsal fonksiyonlarm ABG kompakt uzayindaki
genislemesi § fonksiyonunun, bagimsiz rastgele degiskenlerin toplami olarak

yazilabildigi elde edilir.

Asagida 3-seri teoremi olarak adlandirilan Teorem 4.3.4.°de, toplamsal
aritmetik yari gruplarda tanimli tam toplamsal fonksiyonlarin limit dagilim
fonksiyonunun varliginin, bagimsiz rastgele degiskenlerin toplamindan olusan
serinin & —hemen hemen yakinsak olmasina denk oldugu verilmektedir.

Teorem 4.3.1. (3-Seri Teoremi)
G, iiretici fonksiyonu €xp—logF smifindan olan toplamsal aritmetik yari
grup olsun. Kabul edelim ki §:G — R tam toplamsal fonksiyon olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir:
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M g= Z X, limit dagilim fonksiyonuna sahiptir.

p

(i) § = Z X , serisi & —hemen hemen yakinsaktir.
p

(i) pz 5(A) > E[X:], >, var[ X, |

p p
| a(p) 1 |a(p) |st [g(p) <1

serileri yakinsaktir.
iv) > a", > a(p)a?, > @ (p)a”
[o(p) b1 o)1 [g(p) =1
serileri yakinsaktir.
Ispat:
(i) = (iv) Kabul edelim ki
gzzxp
P

fonksiyonu F(x) limit dagilim fonksiyonuna sahip olsun. Levy siireklilik

teoreminden (Teorem 3.1.18) F (x)’in karakteristik fonksiyonu ve t =0 noktasinda

siirekli olan bir ¢(t) fonksiyonu vardir 8yle ki —oo<t <oo olmak iizere

1 itg(a)
e 5p(t), nowo (44)
S(n) 2

Jea (%)=

dir. ¢ fonksiyonu karakteristik fonksiyon oldugundan (p(O) =1"dir. (p(t)
fonksiyonunun t =0 noktasinda siirekli olmasindan ve go(O) =1 esitliginden Oyle
T >0 ve Ce(0,1) sabitleri vardir dyle ki [t| <T igin |gp(t)| >C esitsizligi elde edilir.
Boylece (4.4)’te yer alan limit vardir ve

f.(a)=e""

isaretlemesiyle bu limit M (ﬁ) esittir ve |t|ST icin sifirdan farklidir. Boylece
Agiklama 3.3.10.’dan
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>q " (1-f(p)) (4.5)

p

serisi |t|£T icin yakinsaktir. Simdi (iv)’te yer alan ¢ serinin yakinsakligini
gosterelim. (4.5)’de yer alan seri

Zq“’“’)(l ) Zq (1 cos(tg(p)))—iZq‘a(p)sin(tg”(p)) (4.6)

p

bi¢iminde yazilabilir. (4.6) serisinin yakinsak olmasindan |t| <T igin

Zq ") (1-cos(tg(p))) = zzq S,n(~(ZP)J<K

elde edilir. t e {0,%} olmak {lizere

—t<sint
V4
degerlendirmesi ve (4.5)’den
2422
Ta(p<y g 4
ve
la(p)| q_O(p)QZ(p)<<_2
g(p)=t

degerlendirmeleri elde edilir. Bu nedenle (iv)’te yer alan 3.serinin yakinsakligi
ispatlanmis olur.

(4.5) degerlendirmesi 0’dan T ’ye kadar integrallendiginde

_T[(l cos(tg( p)))dt < KT
0

elde edilir ve buradan

S q ) LT _sin(Tg(p))J <KT

dir. te {% , oo} olmak tizere

degerlendirmesinden
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ve

> q°" «1

dir. Bu ise (iv)’te yer alan ilk serinin yakinsakligini verir. (4.6)’da yer alan
Sa sin(ta(p)

yakinsak serisi,

Zq Psin(tg(p))= Y. qPsin(tg(p))+ Zq sin(tg(p)) (47

bi¢ciminde yazilabilir. ‘Sin (t@( p))‘ <1 degerlendirmesinden ve (iv)’te yer alan birinCi
serinin yakinsakligindan (4.7)’de yer alan son seri |t| <T i¢in yakinsaklig1 elde edilir.

Boylece |t| <T i¢in

> g sin(tg(p)) (4.8)

|a(p)|<t
serisi yakinsak olmak zorundadir. Not edelim ki |tg( p)| <2igin

)< g(p) _r'g’(p)

< (4.9)

‘sin (ta(p))-ta(p
degerlendirmesi dogrudur. (4.8)’deki seri

Zq Psin(tg(p))= Zq (sm(tg (p))-tg ) Zq (p) (4.20)

la(p \ la(p \ la(p \Sl

bi¢iminde yazilabilir. (4.10) esitligindeki ikinci seri (4.9)’dan

> ag(p)<t” 3 q7g"

p p
ja(p)<L ja(p)<t
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olarak degerlendirilir. Boylece (4.10)’daki son seri yakinsak olmak zorundadir. Bu
ise (iv)’te yer alan ikinci serinin yakinsakligini verir. Boylece (i) = (iv) elde edilir.

(iv)= (I)
Kabul edelim ki, (iv)’te yer alan seriler yakinsak olsun. Her te R i¢in

(4.4)’de yer alan serinin yakinsakligi gosterildiginde Teorem 3.3.9 ve Aciklama
3.3.10.’dan

esitligi elde edilir. M(ﬁ)¢0 ve t=0 noktasinda siirekli oldugundan Levy

stireklilik teoreminden limit dagilim fonksiyonunun varlig: elde edilir. (4.5)’deki seri

>a(1-f(p)= X a(1-f(p))+ X a " (1-f(p))

p p
l6(p)< la(p)>1

Z g (1-f(p)+itg(p))- Z T (itg(p)+ Y a1 (p)) @D

p
la(p) \Sl la(p \ la(p)>1

| 1 1l
bigiminde yazilabilir.

Her t e R i¢in

e _1—itg( p)‘ <

degerlendirmesinden (4.11) esitliginde yer alan | ifadesinin mutlak degeri

T? —o(p) ~

p
la(p)<t

dir. |l
yakinsaktir. Kabuliimiizden Il serisi yakinsaktir. Son olarak

<2 > g?

p
la(p)1

, kabuliimiizden yakinsak olan seri ile {istten degerlendirildiginden

dir. Bu ii¢ degerlendirmeden (4.5) serisinin yakinsakligi elde edilir.
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(iv) < (iii) peP olmak iizere, her A eA isin 5(A)=5(A)=q""

oldugundan (iii)’de yer alan birinci seri yakinsaktir. Beklenen deger ve varyansin
tanimindan

E[)?J: g(p)a™™ ve Var[)?P]: §*(p)g™"

oldugundan (iii)’de yer alan diger iki serininde yakinsakligi elde edilir.

(iii) < (i) denkligi ise Kolmogorov 3-seri teoreminden (Teorem 3.1.12) elde edilir.

Aciklama 4.3.2. f:N —> R tanimh toplamsal fonksiyon olmak iizere her
neN i¢in

dagilim fonksiyonu tanimlansin.

1947 yilinda P. Erdos, f fonksiyonunun limit dagilim fonksiyonuna sahip

olmasini veren yeter kosul i¢in asagidaki konjektiiri vermistir:

Erdos Konjektiirii: a ve b, a<b kosulunu saglayan iki reel sayr olmak
uzere

lim(F, (b)-F, (a)) (*)

nN—o0

limiti var ve pozitif ise f fonksiyonu limit dagilim fonksiyonuna sahiptir.

K.-H. Indlekofer [16] ¢alismasinda, Erdésin bu konjektiiriinii ()

kosulundan daha zayif olan

liminf (F, (b)-F, (a))

n—oo

var ve pozitif olmasi kosulu altinda ispatlamistir. Bu tezde yer alan Sonug 4.4.4°de,
G toplamsal aritmetik yar1 grubunda tanimli sadece pozitif veya negatif deger
alabilen reel degerli toplamsal fonksiyonlar i¢in yukarida verilen konjektiiriin benzeri
toplamsal aritmetik yar1 gruplarda ispatlanmstir.
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4.4. TOPLAMSAL ARITMETIK YARI GRUPLARDA SONLU DAGILIMLI
TOPLAMSAL FONKSIYONLAR VE 2- SERI TEOREMI

p € P keyfi asal eleman olmak iizere G 'nin p asal elamani ile

boliinebilen tiim elemanlarinin kiimesi

A, ={aeG: p|a}
ile gosterilsin. A, ile {Ap} kiimeleri tarafindan iiretilen cebir gosterilsin. Teorem
4.2.4°te ( SG, O'(./_ls),gs) ’in olasilik uzay1 oldugu gosterildi.

g :G — R fonksiyonu G ’de tanimli kuvvetli toplamsal fonksiyon olsun. Bu
durumda A kiimesinin karakteristik fonksiyonu & olmak iizere § fonksiyonu

QZZG(P)Sp

peP

bigiminde yazilir. Her peP igin £ fonksiyonlarimin SG kompakt uzaymda &

genislemeleri vardir. Bu gosterim altinda

G=Zg(p)5p - X :=Zg(p)gp =pr

peP p

seklinde yazilabilir.
Ayrica, her Ae A, igin P(A) =0, (ﬂ) olmak iizere

P(X,=d(p))=a"" ve P(X

p

= 0) =1— qfﬁ(p)

p

dir. £, fonksiyonlari bagimsiz rastgele degisken olduklarindan
X=>X, (4.12)
P

bagimsiz rastgele degiskenlerin toplamidir. Boylece, G toplamsal aritmetik yari
grubunda tanimli kuvvetli toplamsal fonksiyonun pAG kompakt uzayindaki

genislemesinin bagimsiz rastgele degiskenlerin toplami olarak yazilabildigi
gosterilmistir.
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Bir dnceki boliimde, § toplamsal fonksiyonunun

(x):i#{aeG,a(a):n:g(a)gx}

G(n)
dagilim fonksiyonunun limit dagilim fonksiyonuna yakinsamasi

> q, > §(p)g™®, > §%(p)g "
p

p p
| a(p) >1 |a(p) |<1 | a(p) |<1

serilerinin yakinsamasina denk oldugu gosterilmisti. Bu boliimde ise, G toplamsal
aritmetik yar1 grubunda esas dagilimli toplamsal fonksiyonlar tanimlanacak ve bu
tanim (4.12) serisinin esas yakinsak olmasi ile iliskilendirilecektir. Bu durumda

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.4.1. (G,0) toplamsal aritmetik yar1 grup olsun. g>1 olmak iizere

ly|<q™ dairesinde H(y)=0(1) , ylLr(le (y) limiti var ve pozitif, G *nin iiretici

fonksiyonu

Z(y)=Y6(n)y’ =eXp[il(m)me= ( i (y), 7>0

ma M 1—qy)

bigiminde olsun ve A(m)=0 (qm) kosulu saglansin.

g, G’de tanimh reel degerli toplamsal fonksiyon olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur:
(1) Kabul edelim ki, dyle a(n) dizileri vardir dyle ki

G(n)#{aeG,é’(a)=n :§(a)-a(n)<x}, noow

zay1f yakinsak olsun. Bu durumda § sonlu dagilimlidir.

(i) g sonlu dagilimli fonksiyon olsun. Bu durumda ¢ sabit ve h

toplamsal fonksiyon olmak iizere § (a) = C@(a) + ﬁ(a) bi¢ciminde gosterilebilir dyle

ki
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> g, > h(p)g™?, (4.13)
[6(p) 1 [6(p) <1
serileri yakinsaktir.
(iii) g fonksiyonu, (4.13)’te verilen seriler yakinsak olacak sekilde

g=co+ h seklinde gosterilebilsin. n>1 olmak iizere

a(n)=cn+ > h(p)g™
hoja

seklinde tanimlansin. Bu durumda

G, (x)= - #{aeG,0(a)=n:g(a)-a(n)<x}, n>x

G(n)

zayif yakinsar.

Ispat: Kabul edelim ki Teorem 4.4.1.’in kosullar1 saglansin. Bu durumda
Teorem 3.3.11°den (4.4) elde edilir. (4.4)’ten

G(n-1)

G - ne~7-1
(n)=q"n ve 0

=q'+0(1), n>x

dir. Boylece Teorem 3.3.12°den istenilen elde edilir.

Aciklama 4.4.2. G ’de taniml tim sonlu dagilimli fonksiyonlar § = co+h
seklinde gosterilebilirler oyle ki (4.13)’ te yer alan seriler yakinsaktir. Asagida,
d=co+ h gosteriminde yer alan C sabitinin sifir olmast durumu ele alinmaktadir.

Tanmm 4.4.3. G ’de tanimli reel degerli § toplamsal fonksiyonunun esas
dagilimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Z q—ﬁ(p)1 Z g~2(p)q—6(p)

p
|6(p) 1 |a(p) <1
serilerinin yakinsak olmasidir.

Simdi Teorem 4.4.1.’den elde edilen bir sonucu verelim.
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Sonu¢ 4.4.4. (G,a), Teorem 4.4.1.°in kosullarimi1 saglayan toplamsal
aritmetik yar1 grup olsun. §:G — R tanimh sadece pozitif veya negatif degerleri
alan toplamsal fonksiyon olsun. x; < x, reel sayilar1 igin

limsup (7, (x,)— 7% (%)) >0 (4.14)

n—oo

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {.7:”} dagilim fonksiyonlar dizisinin limit dagilim

fonksiyonuna zayif yakinsamasidir.

Ispat: Kabul edelim ki, (4.14) saglansin.

()5, ()= g [ l2=6:0(a) =1, 0(a) <1} -#{acG:0(a)=n. g(a)<x)]

G(n)

:i#{aeG:a(a)=n, g(a)e[x,x,]} (4.15)

G(n)

oldugundan Tanim 3.2.20°den § fonksiyonunun sonlu dagilimli oldugu elde edilir.
g sonlu dagilimli oldugundan Teorem 4.4.1. (ii)’)den her aeG igin

g(a)zca(a)+ﬁ(a) bi¢iminde yazilabilir 6yle ki (4.13)’ te yer alan seriler
yakinsaktir. Boylece Teorem 4.4.1. (iii)’den G, bir dagilim fonksiyonuna zayif
yakinsar. Ayrica, (4.14) saglandigindan c, sabiti ve {n,} alt dizisi vardir 8yle ki

lim(%, (%)-7%, (x))=¢>0 (4.16)
dir. F, dagilim fonksiyonlar dizisinin tanimimdan

- (X)=G, (x—a(n,))

dir. Kabul edelim ki ‘a(nk )‘ — o, k—o0 olsun. G dizisi bir dagilim fonksiyonuna

zay1f yakinsadigindan

lm(ﬁk (Xz)_j:nk (Xi)) = Iim(gnk (Xz _a(nk ))_gnk (Xl_a(nk ))):O

k—o0

oldugu elde edilir. Bu ise (4.16) ile gelisir. Buradan «(n) dizisinin siirl oldugu

elde edilir.
Diger taraftan
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:CMO[ZEJ

mgnm

=cn+0O(logn)

dir. a(n), n—oo, sinirli oldugundan ¢=0 olmak zorundadir. Her aeG igin

g (a) pozitif veya negatif degerler aldigindan

> h(p)g 4.17)

peP
‘h(p)‘sl

serisi yakinsaktir. Her a € G i¢in g(a) = ﬁ(a) oldugundan (4.13) ve (4.17)’den

2 a 2 he(p)a, 2 h(p)g™”
p
a(p) |<1

p peP
[a(p) |>1 \ la(p)|<t

yakinsak serileri elde edilir. Boliim 4.2.°de yer alan 3-seri teoreminden {]-"n} dagilim

fonksiyonlariin dizisi limit dagilim fonksiyonuna zay1f yakinsar.

Teoremin diger yoniiniin ispati i¢in, {.7:

n} dagilim fonksiyonlar dizisinin

limit dagilim fonksiyonuna zay1f yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu durumda

F.(X)=——#{acG,0(a)=n:q(a) <x]

H(X) G(n)
= F(x) (4.18)

dir. x,,X, e R ve x, <x, olsun. (4.15) ve (4.18)’den
limsup (7, (x,)— %, (%)) >0

oldugu elde edilir.
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Aciklama 4.4.5. s >0 olmak iizere

N by X, (a)|<s,
"o, diger durumlarda

olsun. Bu durumda 2-seri teoremi olarak adlandirilan asagidaki sonug¢ dogrudur.

Teorem 4.4.6. (2-Seri Teoremi) (G,0), Teorem 4.4.1.in kosullarm

saglayan toplamsal aritmetik yar1 grup ve §:G — R toplamsal fonksiyon olsun. Bu
durumda asagidakiler denktir:
(1 g esas dagilimlidir.
(i)
1

#0750

#{aeG,0(a)=n:g(a)-a(n)<x|

dizisi bir dagilim fonksiyonuna zayif yakinsar.

iy > g, > a"”g*(p)

p
|a(p) ]>1 | a(p) [<1

serileri yakinsaktir.
(iv) a, = E( X ;) olmak {izere

Y ::Z(Xp_ap)

p

serisi P —hemen hemen yakinsaktir, yani Z X, serisi esas yakinsaktir.
p

(v) s>0 olmak iizere
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ZP(‘Xp‘>S) ve ;Var(xp)

p

serileri yakinsaktir.

(vi) lim [T p+ q’a(”)(e"g(p) —1)‘
nﬁwa(p)sn

limiti pozitif Lebesgue dl¢iisiine sahip kiimede sifirdan farklidir.

Ispat: (i)=(ii) § esas dagilimli olsun. Esas dagilmli fonksiyon

tanimindan

Z q—a(p), Z q—ﬁ(p)gZ(p)

p p
[a(p) 1 | a(p) |1

serileri yakinsaktir. Diger taraftan h toplamsal fonksiyon ve c=0 olmak iizere

g=co+ h biciminde ele alinir ve

seklinde tanimlanirsa Teorem 4.4.1. (iii)’den

Qn(x)zﬁ#{ae&&(a): n:g(a)-a(n)<x|

zay1f yakinsaklig1 elde edilir.

(i) = (iii) Kabul edelim ki &(n) dizisi i¢in

Qn(x)zﬁ#{ae&&(a): n:g(a)-a(n)<x|

dizisi bir dagilim fonksiyonuna zayif yakinsak olsun. Teorem 4.4.1. (i)’den §

toplamsal fonksiyonu sonlu dagilimlidir ve Teorem 4.4.1. (ii)’den her a € G igin
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g(a)=co(a)+h(a) (4.19)
bi¢imde yazilabilir 6yle ki
Z q—a( p), Z q—a(p)ﬁz ( p) (4.20)
(o) o1 [6(p) <2

serileri yakimsaktir. (4.19)’da 6zel olarak ¢c=0 alindiginda her aeG igin

] (a) = ﬁ(a) olacagindan istenilen yakinsak seriler (4.20)’den elde edilir.
(iii) = (i)
Z q_ﬁ(p), Z q_a(p)gz(p)

p p
[ 6(p)[>1 [6(p) |
serilerinin yakinsakligindan § fonksiyonunun esas dagilimli oldugu elde edilir.

() <> (1) Her A<, icin P(R)=3 () ve P(X,=G(p)) ="
oldugundan

q—a( p)
2

|g(p) >

serisinin yakinsakligindan, s>0 olmak iizere ZP(‘X p‘ > S) serisinin yakinsakligi
p

elde edilir. Diger taraftan peP ve |g( p)| <1 olmak iizere
Var(X,)=Var(g(p)z,)=g"(p)Var(s,)=6"(p)g "

oldugundan

serisinin yakinsakligindan
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Zp:Var(Xp)

serisinin yakinsaklig1 elde edilir.

(iv)e=(v) X, =§(p)&, rastgele degiskenleri bagimsiz oldugundan s>0

tespit edilmis sayr olmak tizere Teorem 3.1.14’den (2-Seri Kriteri) istenilen elde
edilir.

(iv)<(vi) X o= a( p)Ep bagimsiz rastgele degiskenlerin karakteristik
fonksiyonlart pe P olmak tizere ¢(t) =1+ qfa( ) (eitg(p) —1) oldugundan Teorem

3.1.19’dan istenilen elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde, toplamsal aritmetik yari gruplarla ilgili tezde elde edilen

sonuglar 6zetlenecek ve sonrasinda bu konu ile ilgili 6nerilerde bulunulacaktir.

5.1. SONUCLAR

Bu tezde, AG, G ’nin Stone - Cech kompaktlastiriimasi; &, her Ac A

icin & (A) =0 (A) seklinde tanimlanan ve G(f_l) ’de olgii fonksiyonu olmak iizere

G toplamsal aritmetik yar1 grubu, ( ﬂG,a(fl),é)_‘ ) olasilik uzayina yerlestirilmistir.

Bu sonu¢ Bulgular ve Tartisma bdliimiiniin 4.2. Toplamsal Aritmetik Yar1 Gruplarin

Stone - Cech Kompaktlastirilmasi isimli baslik altinda Teorem 4.2.2, Teorem 4.2.3

ve Teorem 4.2.4°de verilmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiiniin 4.3.Toplamsal Aritmetik Yar1 Gruplarda

Bagimsiz Rastgele Degiskenler ve 3-Seri Teoremi isimli baslik altinda G ’de

tanimlanan §(a)=>g ( p~ ) (aeG) bigimindeki reel degerli her toplamsal

ES

fonksiyonunun (ﬂG,a(/_l),g) olasilik uzayinda,

Xp:{G(p) P lla

0 diger durumlarda

bagimsiz rastgele degiskenlerin toplamina tek tiirlii genisledigi gosterildi. Ayrica,

Teorem 4.3.1°de, G ’de tanimli reel degerli § toplamsal fonksiyon fonksiyonunun

limit dagiimmmin varligmn §=> X serisinin & - hemen hemen her yerde
p

yakinsamasma denk oldugu ispatlandi. Ayni teoremde § fonksiyonunun limit

dagiliminin varligi

> q, > §(p)g™, > §°(p)g™”

p p p
|g(p) >1 la(p) |<1 | g(p) |<1
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serilerinin yakinsak olmasina denk oldugu da gosterildi. Bu son denk ifade, G ’de

derecesi n’e esit olan elamanlarin sayis1 G(n)’in, A>0, q>1 olmak iizere

i‘G(n)q‘“ - A‘ <o
n=0

kosulunu saglamasi durumunda W.-B. Zhang tarafindan [33] c¢alismasinda

ispatlanmugtir. Bu kosul, |y|<q™ dairesinde H(y)=0(1), lim H(y) limiti var ve
y—q

pozitif olmak iizere, G ’nin iiretici fonksiyonu Z ’nin

bi¢iminde gosterilebilmesine denktir. Bu durum Teorem 4.3.1°de yer alan kosulun

7 =1 6zel halidir. Boylece Teorem 4.3.1°de G ’de tanimli reel degerli § toplamsal

fonksiyonunun limit dagiliminin varligi daha zayif kosul altinda ispatlanmistir.

Bulgular ve Tartisma boliimiinde 4.4. Toplamsal Aritmetik Yar1 Gruplarda
Sonlu Dagilimli Toplamsal Fonksiyonlar ve 2-Seri Teoremi isimli baslk altinda
Tanim 4.4.3’te, G ’de tanimli reel degerli § toplamsal fonksiyonunun esas dagiliml

olmasi tanimlandi. Teorem 4.4.1 (i)’de G ’de tanimli reel degerli § toplamsal
fonksiyonunun sonlu dagilimli olmasi igin yeter kosul verildi, (ii)’de sonlu dagiliml
g fonksiyonunun, ¢ sabit ve h toplamsal fonksiyon yle ki

Z q,@(p)' Z hZ(p)qfa(p)’
p

p
‘ ﬁ( p) ‘>1 ‘ ﬁ( p) ‘Sl (51)

serileri yakinsak olmak Tlzere § (a) = Ca(a) + ﬁ(a) bi¢ciminde yazilabilecegi
ispatland1 ve son olarak (iii)’de § fonksiyonu, (5.1)’te verilen seriler yakinsak olacak

sekilde § = co+h seklinde gosterilebilmesi durumunda

a(n)=cn+ > h(p)g™,  nx1

a(p)<n
‘h(p)‘sl

olmak lizere
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1 -
G(n)#{aeG,a(a):n.g(a)—a(n)gx}, N oo

zayif yakinsadig ispatlandi.

Sonug 4.4.4’de, G toplamsal aritmetik yar1 grubunda tanimli sadece pozitif
veya negatif deger alabilen reel degerli toplamsal fonksiyonlar i¢in Aciklama
4.3.2’de verilen Erdos Konjektiiriiniin benzeri ispatlandi.

Teorem 4.4.6 2-Seri Teoreminde G ’de tanimli esas dagilimli toplamsal
fonksiyonlar karakterize edildi.

5.2. ONERILER

4.4. Toplamsal Aritmetik Yart Gruplarda Sonlu Dagilimli Toplamsal
Fonksiyonlar ve 2-Seri Teoremi boliimiinde verilen Sonug 4.4.4°de, G ’de tamimli
sadece pozitif veya negatif deger alabilen reel degerli toplamsal fonksiyonlar i¢in
Erdos-Konjektiiriiniin benzeri ispatlandi. Bu sonucun, G ’de tanimli keyfi reel

degerli toplamsal fonksiyonlara genisletilebilecegi arastirilacaktir.

Ayrica, K.-H. Indlekofer’in [9,12] ¢alismalarinda, dogal sayilar kiimesi igin
insa ettigi integrasyon teori, hemen hemen ¢ift fonksiyonlar uzayr ve hemen hemen
carpimsal fonksiyonlar uzaymin G toplamsal aritmetik yar1 gruplara tasinmasi

problemi arastirilacaktir.
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