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Bu tezde ilk olarak Jirimde tarafindan yapilan Oran uzaylari arasindaki
matris doniisiimlerine iligkin ¢alisma detayli bir sekilde ele alinip incelenmistir. Daha
sonra G. Kangro tarafindan tanimlanan A-yakinsak ve A-smirli FK uzay tanimlari
verilip bu uzaylar icin ¢esitli karakterizasyonlar incelenmistir. Ayrica Oran FK
uzaylarinin toplanabilirlik alanlarindaki uygulamalari, bu uzaylar tizerindeki Mazur
tipi matrislere iliskin sonuglar, monoton normlar ve dualleri gosterilmistir. Yine bu

tiir uzaylar icin sinirl tutarlilik teoremi ve replaceable olma tanimi verilmistir.
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1. GIRIS

Bu tez caligmasinda oncelikle Oran FK uzay1 kavrami agiklanmis ve bu

uzaylar iizerindeki topolojik yap1 incelenmistir. Daha sonra A € (X, Cn) , Ae (X, ¢’ ) :
Ae(X,m) ve Ae (X, C") bicimindeki matris doniisiimleri ve toplanabilirlik

alanlarindaki uygulamalar1 verilmistir. Bununla birlikte Sikk [9] tarafindan verilen
¢ok Onemli bir calismanin sonuglart genis bir sekilde ele alinip Oran uzaylari
tizerindeki Mazur tipi matrislerin ve Banach-Steinhaus tipi teoremlerin (cp,cn)-
conull’lig1, yine bu uzaylarin monoton normlar1 ve dualleri incelenmistir. Ayrica
Dagadur [18] tarafindan verilen bu tlir uzaylar i¢in smirli tutarlilik teoremi ve

replaceable olma tanimi géz Oniine alinip konuya iliskin ¢esitli karakterizasyonlar

verilmigtir.
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2. KAYNAK ARASTIRMAIARI

Matematik analiz i¢inde 6nemli bir yer tutan toplanabilme metotlar1 oldukga
eski bir gegmise sahiptir. ilk defa 1949°da Wilansky [1, 2] tarafindan matrisler igin
conull ve coregiiler smiflandirilmasi yapilmis ve bu smiflandirma 1965 yilinda
Snyder [3] tarafindan FK-uzaylarina aktarilmistir. 1974 yilinda Bennett [4]
tarafindan FK-uzaylar1 ve wuygulamalarma iliskin ¢esitli karakterizasyonlar
verilmigtir. 1969, 1971 wyillarinda Kangro [5, 6, 7, 8] tarafindan yapilmis olan
caligmalarda ise A-yakinsallik ve A-sinirlilik tanimlanmis ve bunlara iliskin gesitli
uygulamalar ele alinip incelenmistir. 1989 yilinda ise Sikk [9] tarafindan Oran FK-
uzaylar1 tanimlanmis ve bazi 6nemli sonuclar elde edilmistir. Ayrica Jiiriméde 1991,
1994 yillarinda [10, 11, 12] yapmus oldugu calismalarda ise Oran FK uzaylar
arasindaki matris doniisiimleri ve bu uzaylarin toplanabilirlik alanlarina iliskin gesitli
sonuglar elde etmigtir. 1993 yilinda Beekmann ve Chang [13] tarafindan yapilan
calismada ise A -yakinsaklik ve A-conull” lik kavramlart incelenmistir. Bu
calismalarin bir devami sayilabilecek g¢aligmalar ise 2002, 2009, 2011 ve 2012
yillarinda Chandrasekhara Rao ve Singaravel [14, 15, 16, 17] tarafindan Mazur tipi
matrisler ve Dagadur [18] tarafindan Oran uzaylar1 lizerindeki matrislerin replaceable
ve conullligina iliskindir. Boylece toplanabilme teorisi agisindan incelenen 6zellikler
fonksiyonel analiz acisindan da incelenmeye baslanmistir. Bu ise ilgili alanin

Onemini arttirmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
3. 1. TEMEL KAVRAMLAR
3. 1. 1. Dizi Uzaylar1 ve Matris Déniisiimleri Ile lgili Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda ¢esitli dizi uzaylar1 ve matris donilistimleri tanimlanip, dizi

uzaylar1 lizerindeki matris doniistimleri ile ilgili teoremler ispatsiz olarak verilecektir.

Bu calismada yakinsak diziler uzay:r c, sifira yakinsak diziler uzay1 c,,

siurl diziler uzayr m, mutlak yakinsak seri olusturan diziler uzay1 7, yakinsak seri
olusturan diziler uzaymi cs, reel ya da kompleks terimli tim diziler uzayim w, ve

sonlu diziler uzaymi ¢ ile gosterilecektir. Buna gore;

c= {x =(X,): Ii{n Xy mevcut} ,

Co {x=(xk) : IiI[nxk =O},

mz{x:(xk):sup|xk|<oo},
k

éz{x:(xk):i|xk| <oo}

ve

cs = {x = (%) D X%, yakmsak}
k=1

yazilabilir.

Ayrica bu calisma boyunca e=(1,1,...) birim dizi ve 8 ile de k-inc1 terimi

“I”  wve diger biitiin terimleri “0” olan diziyi g0sterecegiz, yani

&« :(0,0,...O, 1 ,0,0,...] olacaktir.

k.terim
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Tamm 3. 1. 1. 1. Tam ve normlu bir uzaya Banach uzay1 denir. Bir X normlu uzayi
tizerindeki siirekli lineer fonksiyonellerin siifina X uzayimin stirekli duali denir ve

X' ile gosterilir. Bir
f: X—C
stirekli lineer fonksiyoneli i¢in
[Fl=sup{If Al x| <1fs X' < ] <oove [f(]<|f] ]
gergeklenir (Wilansky 1984, S. 1).

Tamm 3. 1. 1. 2. w nin bir X alt ctimlesinin B -, a - ve f- dualleri sirasi ile

Xﬁz{yew:VXeXigin ixkyk yakmsak},

=
X :{yeW:VXeX icin ki:|xkyk|<oo}
ve
X' ={{f(8")}: Fex)

olarak tanimlanir (Bennet 1974, Wilansky 1984, S. 105).

A=(,), (n=k=1, 2, ...) reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris ve

X =(X,) € W olmak iizere

Z ankX k (1)
k=1

serisi her bir neN i¢in yakinsak ise

(Ax)n = Zankxk
k=1
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ile tammh Ax =((Ax), ) dizisine, x dizisinin A matrisi ile yapilan déniigiim dizisi

denir.

X,Y cw olmak iizere her x€X icin Ax dOniisiim dizisi mevcut ve AXEY

ise bu durumda A matrisi X den Y igine bir matris doniisiimii tanimlar denir ve
A€E(X,Y) ile gosterilir. Boylece (X,Y) ile X dizi uzaymi Y dizi uzayma doniistiiren

biitiin matrislerin sinifi gosterilecektir.

(1) serisi her neN i¢in yakinsak oldugundan matris doniisiimlerinin lineer

oldugu agiktir. (X,Y; p) ile toplam ya da limiti koruyan matrislerin siifi gosterilir.

(1) serisi mevcut yani her n €N igin seri yakinsak olsun. Eger lim(Ax) =L ise bu
durumda x =(x,) dizisi L degerine A-limitlenebilirdir veya A-toplanabilirdir denir

ve lim, x =lim(Ax)_ bigiminde gosterilir.
n

c yakinsak diziler uzaymi gostermek iizere C, = {X tAX e C} uzayima A nin

toplanabilirlik alan1 ad1 verilir. Daha genel olarak E, w nin herhangi bir alt climlesi

olmak tlizere
E,={x:AxeE} 2)

biciminde tanimlanir ki sliphesiz burada Ax dizisinin mevcut oldugunu kabul

ediyoruz. Ayrica E, < w, oldugunu belirtelim (Wilansky 1984, S. 3).
Ornegin; (2) ifadesinde 6zel olarak E =¢ veya m alinirsa sirasi ile ,
lp={x:Axel}
ve
m, ={X:Axem}
elde edilir.

Simdi bir matrisin konservatif olmasi tanimini verelim.
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Tanmm 3. 1. 1. 3. Her X€c i¢in Ax dontisiim dizisi mevcut ve AX€Ec ise bu taktirde A

matrisine konservatif matris denir. Buna gore
Ae(c,c)eccc,
dir.

Tamm 3. 1. 1. 4. A €(c,c)olmak iizere

X(A):Iimiank—ilimank (3)
" a k=1

n

sayisina A matrisinin karakteristigi denir. A konservatif oldugundan x(A) daima

mevcuttur.

Eger y(A)=0 ise A matrisine conull, aksi taktirde A matrisine coregiiler

matris denir (Wilansky 1984, S. 10).

Tamm 3. 1. 1. 5. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Eger Vy€c i¢in

Ax =y olacak sekilde tek bir xec, varsa A matrisine reversible matris denir

(Wilansky 1984, S. 82).

Tamm 3. 1. 1. 6. Bir Banach cebiri ||xy|| < ||X|| ||y|| ozelligini gergekleyen bir cebir ve

de Banach uzayidir. VX,yeX i¢in xy=yx ise Banach cebiri degismelidir denir
(Wilansky 1984, S. 2).

Tammm 3. 1. 1. 7. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda
Z:tnank =0 olmast Vnell i¢in t, =0 olmasimi gereketiriyorsa A ya M tipindedir
k=1

denir (Wilansky 1984, S. 43).

Teorem 3. 1. 1. 1 (Banach-Steinhaus).
{fn} bir X Banach uzay1 tizerinde siirekli, lineer fonksiyonellerin noktasal

yakinsak bir dizisi olsun. Bu durumda f(x)=Ilimf (x) ise feX' gerceklenir

(Wilansky 1984, S. 1).
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Simdi Ae(C,C) olmas1 ig¢in gerek ve yeter sartlari veren teoremi ifade

edelim:

Teorem 3. 1. 1. 2 (Kojima-Schur). A€(c,c) olmasi igin gerek ve yeter sart
) A =50 3 Ja | <o
N k=1
ii) Her k i¢in lima, =a, mevcut
ve

iii) lim> a, mevcut
" A

olmasidir (Wilansky 1984, S. 6).

Tammm 3. 1. 1. 8. Ae (C, c p) ise bu durumda A ya regiiler matris ya da kisaca T-

matris denir. Asagidaki teorem ise A matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter

sartlar1 verir.

Teorem 3. 1. 1. 3 (Silverman-Toeplitz). Ae (c, c p) olmasi igin gerek ve yeter sart
i) A= SLank§;|ank| <o
ii) Her k i¢cin Iilfn a, =0
i) Iirfnki:ank -1

olmasidir (Wilansky 1984, S. 6).

Teorem 3. 1. 1. 4. A reel ya da kompleks terimli bir matris olmak iizere asagidakiler
denktir:

) 2l =00,
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i) Ae(m,m),
iii) Ae(c,m),
iv) Ae(c,,m).

(Wilansky 1984, S. 5).

Teorem 3. 1. 1. 5 (Schur). A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu

durumda A e(m,c) olmas igin gerek ve yeter sart

i) Her k i¢in lima,, =a, mevcut,
n

i) [A]=supD_|ay| <
n k=1
ve
i) lim>Ja,, —a,|=0
"

olmasidir.

Teorem 3. 1. 1. 7. A coregiiler bir matris olsun. Bu durumda A matrisi, ¢ lizerinde

limg =lim, olacak sekilde her bir B matrisi ile ¢, "m fizerinde tutarlidir

(Wilansky 1984, S. 81).
Simdi ise ¢ok fazla ayrintiya girmeden kisaca FK-uzaylarini tanitalim:
3. 1. 2. FK Uzaylar1 ve Bu Uzaylarin Conullig

Tamm 3. 1. 2. 1. Tam, lineer metrik bir uzaya Fréchet uzayi denir. H bir topolojik
vektor (Housdorff) uzayi olsun. X lokal konveks Fréchet uzay1 ve X, H nin lineer alt
uzay1 olmak tizere X uzaymnin topolojisi, H topolojisinin X uzayma kisitlamasindan

daha genis olsun, yani
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I:X—>H, I(X)=x
ile verilen igerme doniisiimii siirekli olsun. Bu durumda X uzayma FH uzayi denir.

Eger H=w ise bdyle bir FH uzayina FK uzay1 denir. Boylece bir FK uzay1

P.(X)=x, , (n=1, 2, ...) ile taniml siirekli koordinatlara sahip lokal konveks bir

Fréchet dizi uzayidir.

FK topolojisi bir tektir yani bir dizi uzay1 en ¢ok bir FK topolijisine sahiptir
(Wilansky 1964, S. 202).

Stirekli koordinatlara sahip bir Banach uzaymna BK uzay1 denir. Verilen

tanimlara gére FK uzaylar1 BK uzaylarini igerir.
C,C, ve m dizi uzaylar ||X|| = Sup|Xk| normu altinda birer FK uzay1 oldugu
k

gibi w da pn(X)=|Xn|, (n=1,2,...) olmak flizere {pn} yarmorm ailesi ile bir FK

uzayidir (Wilansky 1984, S. 55).

Teorem 3. 1. 2. 1. (Y,q) bir FK uzay1 ve A=(a,) herhangi bir matris olsun. Bu

durumda Y, = {X tAX e Y} uzay1 da bir FK uzayidir ve yarinormlart;

P.(¥) =[x,|, n=12,.. @)

hn(X)=St:1p kZi]ankxk ,n=12,.. (5)
ve

(GoA)(x) =a(Ax) ©)

bi¢iminde verilir (Wilansky 1984, S. 63).

Teorem 3. 1. 2. 2. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

f ec), olmasi i¢in gerek ve yeter sart VX € C, i¢in f fonksiyonunun

f(x) =plim, X +t(Ax)+ox (7)
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formunda yazilabilmesidir. Burada pecC, te/, ae CBA ,

ox = iakxk
k=1

ve

H(A)= 31, (AX), =3 3 tax,

n=1 n=1 k=1
dir. Hemen belirtelim ki (7) gosterimi tek degildir (Wilansky 1984, S. 66).

Teorem 3. 1. 2. 3. p#0 olmak iizere eger f, (7) gosterimine sahip ise C; =C, V€

lim; =f olacak sekilde bir B matrisi vardir (Wilansky 1984, S. 75).

Teorem 3. 1. 2. 4. X topolojik bir vektor uzayr olmak iizere f, X tizerinde bir lineer
fonksiyonel ve M =f" ={x eX:f(x) =0} olsun. Bu taktirde M, X in maksimal alt
uzayidir, hatta ya kapalidir ya da yogundur. Ciinkii X topolojik vektér uzayinda M

bir alt vektor uzay oldugundan M da bir alt vektor uzaydir. Boylece M c Mc X
olup M maksimal oldugundan ya M = M ya da M=X dir (Wilansky 1984, S. 75).

Teorem 3. 1. 2. 5. A€(c,c) olsun. Teorem 3. 1. 2. 2 deki gibi bir f ec), verilsin. Bu

durumda

x(f)zf(e)—if(sk) (®)
olmak tiizere

1(f)=nx(A) 9)

dir (Wilansky 1984, S. 67).

Teorem 3. 1. 2. 6. A€(c,c) ve T ec), olsun. Bu taktirde her x ec, nm igin

f(X) =plim, x+yx (10)

10
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olacak sekilde bir y dizisi vardir (Wilansky 1984, S. 68).

Teorem 3. 1. 2. 7. A reversible bir matris olsun. Bu durumda Vf e, i¢in
f(X) =plim, x+t(Ax), ter

gosterimi mevceuttur (Wilansky 1984, S. 82).

Simid bir A matrisinin perfect ve replaceable olma tanimlarini ifade edelim.

Tanim 3. 1. 2. 2. A konservatif bir tiggen matris olsun. Eger ¢, ¢, iginde yogun ise

A matrisine perfect matris denir (Wilansky 1984, S. 41).

Tamm 3. 1. 2. 3. Bir A matrisi verildiginde c; =c, ve VKEN icin limb,, =0 olacak

sekilde bir B matrisi varsa A ya replaceable matris denir (Wilansky 1984, S. 76).

Herhangi bir x dizisinin n. kesiti X" =(x;,X,,...,X,,0,0,...) ile verilir. O

T RATY)

halde
X" =>"x,8" (11)
k=1
olup 6zel olarak x=e alinirsa
e =5 (12)
k=1

olacaktir. Simdi ise bir FK uzayimin conull ve coregiiler olmasini tanimlayip bunlara

iliskin baz1 temel teoremleri verelim.

Tamm 3. 1. 2. 4. X konservatif FK uzay1 olsun. Eger e —Z se ise, yani her

feX icin f (e(”)) — f(e) veya buna esdeger olarak her f e X' i¢in

X(f):f(e)—kif(é‘)k)zo

11
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ise X uzayina bir conull FK uzayi, aksi durumda X uzayina bir coregiiler FK uzay1

denir (Wilansky 1984, S. 7).

Tanmm 3. 1. 2. 5. X bir FK uzay1 ve X > ¢ olsun. Eger {Sk}, X uzayi i¢in Schauder

bazi ise bu durumda; X uzayma bir AK uzay1 denir. Ornegin W, /, ¢, uzaylari birer

AK uzayidir (Goes ve Goes 1970, Wilansky 1984, S. 59).
Teorem 3. 1. 2. 8. X ve Y birer FK uzay1 ve X <Y olsun. Bu durumda;
i) Eger X conull ise Y de conull uzaydir.

ii) Eger Y conull ve X, Y de kapali ise X de conull uzaydir (Wilansky 1984,
S. 71).

Sonug 3. 1. 2. 1. Eger ¢, Y de kapali ise bu taktirde Y coregiiler uzaydir (Wilansky
1984, S. 71).

Ornegin; Sonug 3. 1. 2. 1 de Y =m alinirsa, m uzayi coregiiler olur.

Teorem 3. 1. 2. 9. {X,}, conull FK uzaylarnin bir dizisi olsun. Bu durumda

X=X, de bir conull FK uzayidir (Snyder 1965).

Teorem 3. 1. 2. 10. X konservatif bir FK uzayi olsun. Eger ¢, X de kapali degil ise,
bu taktirde X smirli iraksak diziler igerir (Wilansky 1984, S. 90).

3.2. ORAN FK UZAYLARI ve BU UZAYLAR ICIN MATRIS DONUSUMLERI
Bu boliimde Jiirimde [11] tarafindan 1994 yilinda yapilan Oran uzaylari
arasindaki matris dotisiimlerine iliskin calisma detayli bir sekilde ele alinip

incelenmistir.

3. 2. 1. Oran FK Uzaylar
Bu kisimda Oran FK uzaylar1 tanimlanip bu uzaylara ilskin c¢esitli

karakterizasyonlar verilmistir.

12
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Tanm 3. 2. 1. 1. p :(pn) pozitif sayilarin bir dizisi ve X bir FK uzay1 olsun. Bu

durumda X =(X,) € W olmak iizere

X, ={x=(xn): (QJGX}
Pn

uzayima Oran FK uzay1 denir ([9]) :

Ozel olarak; X =c, C, ve m alinirsa sirast ile

oz
(i)l

m, ={x =(X,): [ﬁ]e m}
Pn

[X|

olup bu uzaylar ||x||p =sup—= normu ile birer FK uzayidir.
n

n

ve

Simdi ise G.Kangro [6] tarafindan tanimlanan A-yakinsak ve A-siirli FK

uzay tanimlarii géz 6niine alip konuya iliskin ¢esitli sonuglar1 inceleyelim.

Tanm 3. 2. 1. 2. A=), O<A <A, <..<A, <A, > ve limx=Ilimx,

n-1—
n—o

olmak iizere sirasi ile A-yakinsak ve A-sinirl diziler uzay1
c* :{x ec:3limA, (X, —Iimx)}
n—oo
ve

m" ={xec: &, (x,—limx)=0()}

13
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olup bu uzaylar |x|, :sup{‘ x”(x)‘; |Iimx|} normu ile birer FK uzayidir. Burada

hemen belirtelim ki

A" (X) =2, (X, —limx)

ve
A(Xx)= Iir[nx”(x)
bigimindedir.
Asagida ise C, C, Ve C,_ uzaylarina iligkin bazi elemanter 6zellikleri ifade
edelim:
i) C, = Co, ®(P)
i) ¢, =c, aamz—";ﬁo

i P
iii) c,&C, < lim=—"=0

nN—o 71
n

iv) ¢ 2c, olimPioo
n—>c>o7-[n
- .- k
V) vkell igin 8" ec, cc,
Vi) peEC,=C, ¢

Onerme 3. 2. 1. 1. ¢, uzay1 AK ozelligine sahiptir.

Ispat: Cop s || . ||p normu ile bir Oran FK uzayidir. Dolayisi ile VX e ¢, igin

Xn+2

pn+2

Xn+1

pn+1

o

=sup| 0,0,...,

p

o] ve 2 Jec, auugunaan 7] o
Pk P

olur ki bu da ispati tamamlar.

14
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Onerme: 3.2.1.2. Vx e c, i¢in

x =plim_ x+i(xk —p, lim x)3

k=1

gbsterimi mevcuttur.

Ispat: xec ve IIka—L olmak iizere X= Le+z —L)8* olup Xec,
k=1

oldugundan

= I|m—pke+2[x —I|m—pkj _pllmﬁ+2[xk —P, Iil[nﬁ}‘)k
P = Pk

P« k=1 k k=1
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Simdi ise ¢, FK uzay: iizerindeki siirekli lineer f fonksiyonelinin genel

gosterimini ifade edelim:

Teorem 3. 2. 1. 1. ¢, FK uzaymin siirekli dual uzayr ¢, olmak iizere Vf e i¢in f

fonksiyoneli

f(X) =D 1 X, +plim X

k=1

gosterimine sahiptir. Burada tp =(1, p,) €/ ve peC dur.

Ispat: f e/ olmak iizere Onerme 3. 2. 1. 2 den

o0

f(x)=Ff(p)lim, x+Y"(x, —p, lim, x)f(5")

k=1
0

—F(p)lim, x— Y p,f (6 )lim, x+§;xk f(6)

k=1

=(f(p)—ipkf(6k) j Iimpx+ixkf(8k)

k=1

15
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o0

olur. O halde f(p)—Y p,f(8")=p ve f(5*)=r, alimrsa f(X):plime+iXkrk

k=1 k=1

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. Burada (1, p, ) €/ ve peC dur.
Onerme 3. 2. 1. 3. Eger p ec, ise bu durumda
Xec, < xec" Mg,

dir. Burada A:=p " =(1/p,) dur.

. X o
Ispat: xec, olsun. xec, < (—” ec olur ve pec, oldugundan X ec, dir. Ayrica
Pn

A=p" oldugundan (X,A,)ec olup limi, (x,—limx) mevcuttur. Bdylece X e c

n—o0

dir.

Karsit olarak x e ¢* mc, olsun. Bu taktirde

IimA_ (x. —limx)=limA X_, Xec
n—o0 n( n ) n—oo n“*n? 0

limiti mevcut olup x e c, elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem3.2.1.2. p=A" ec, olmak iizere ¢* =¢, @ (&) =c,, ® (p) @ (e) esitlikleri

gerceklenir.

. AN s qrwe ¢ a . . . .

Ispat: ¢* =c ©® <e > esitligini gdstermek ispat igin yeterli olacaktir.
i1k 6nce gosterelim ki ¢* ¢ ,®<e> dir.

xec” < 3limi, (x, -limx)e z=(z,)ec, z, =1, (x, —limx)

n—o0o

n

& X :;i+limx:yn+§, yn:ii ve & =1limx

n n

S X=y+Ee yec, =c, ., dir. Ger¢ekten

16
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Iimh=limknyn =limz, oldugundan y =(y,)ec, olur. Boylece x ec, ®(e) dir.
n pn n n

Simdi de ¢* o¢ ,@ <e> oldugunu gosterelim.
Xec, ®(e)<>x=z+E&e, zecC,
SX, =2, +&, EIIir(n(zn /pn)=!mxnzn
< (hz,)=(1, (x,—€)) ec
olup x ec” elde edilir ki bu da ispat: tamamlar.

Simdi de ¢* uzay: iizerindeki siirekli lineer f fonksiyonelinin gdsterimini

ifade ve ispat edelim.

Teorem3.2.1.3. vf e(c" )' icin

f(x) :irn (X, —limx)+pi(x)+olimx

n=1

dir. Burada tA ™" e/ veu, 6 € C dir.

Ispat: Teorem 3. 2. 1. 2 nin ispatindaki ayni teknik ile z € C,, p =2 ve E=limx
olmak iizere VX ec” igin x =z+&e esitligi meveuttur. Bu ise z, =x, —limx veya

X =z+elimx olmasim gerektirir. Teorem 3. 2. 1. 1 de ¢, nun genel gosterimi
f(x)=f(2) +&f(e)

=Y 1.z, +plim z+climx
k=1

esitligi gerceklenir. Bu esitlikte z, =x, —limx ve lim z=2(X) yazlirsa istenilen

elde edilir. Burada (7, A ")/ ve o=f(e) dur.

17
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¢* FK uzaymnm elemanlarinin genel bir gdsterimi Teorem 3. 2. 1. 4 teki

gibidir:

Teorem 3. 2. 1. 4. Vx ec” igin

x = (limx) e+2(x) x-l+i(xk —|imx—¥j 5"

k=1 k

=(limx)e+x1(x ixk(x) (x) 5"

k=1
dir.

ispat: ¢ =C,, ®(e) esitligi meveut olup Teorem 3. 2. 1. 2 nin ispatindaki gibi
x=z+&e olacak sekilde z=(x—-&e)ec , ve E=limx mevcuttur. Bdylece

Onerme 3. 2. 1. 2 den
:(Ilm z)k i(zk —lim_, 2)8k +(limx)e
=)
olur. O halde lim,, z=lim2, (X, —&)=A(x) oldugundan ispat tamamlanur.
Teorem 3. 2. 1. 5. A" e ¢, olmak iizere m"* = m, . @ (e) esitligi gergeklenir.
Ispat: Ilk olarak m* cm_, ®(e) oldugunu gdsterelim.
xem' < 3limx =&, A, (x,—&)=0()

<z=(z,)em, z, =X\, (X, &)

C>Xn :i_n+a:yn+a1 yn =T

o x=y+ée, y=(Y,)

(A Y,)=2,emise y=(y,)em_, olup xem _, ®<e) dir.

18
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Simdi de m* >m__, ®(e) oldugunu gosterelim.
Xem , @) =>X=2+Eg, Z€ m
<X, =2,+8&, A, z,=0()
S X A, =Z, A, +EN,
<A, (X, —limx) =0(1)

limi =00 ve &=limx olmasindan X em" elde edilir ki bu da ispat: tamamlar.

3.2.2. Ae(X,c,) Matris Déniisiimii

Bu kisimda X=c_, c', m_ veya m' olmak iizere Ae(X,Cn) matris

p

doniigiimii i¢in baz1 karakterizasyonlar1 verelim.

Lemma 3. 2. 2. 1. pz(pn) ve nz(nn) pozitif sayilarin birer dizisi ve A=(a,,)

sonsuz bir matris olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

i) A=(a,)e(X,.Y,),

i) (iﬂ]e(xp,v),

n

iii) (3,0, ) (X, Y,),

iv) (ank—pkje(x,v).

Ty

Ispat:

19
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esitligi gz oniine alinirsa ispat elde edilir. Burada
Ca={XeW:Axec_}

ve

i A A
lim, x=lim—=> a,X,, XeC,

n—o0 Tcn k=1
dir. Eger m=e=(1, 1, ...) segilirse 0 zaman lim, =lim, elde edilir.

Lemma 3. 2. 2. 2. X, Y ve Z birer FK uzaylar1 ve uéw olmak iizere Z=X®{u)

gerceklensin. Bu durumda asagidakiler denktir:
i) Ae (Z, Y) :
i) Ae(X,Y) ve AueY.

Ispat: (i=ii): A€(Z,Y) olsun. Bu durumda Vz€Z igin Az€Y dir. Z=X®(u) ve
UEwW oldugundan z=x+u olacak sekilde bir x€X vardir. Dolayis1 ile

Az =A(Xx+U)=Ax+AueY olup AXEY ve AUEY dur.

(ii=1): Z=X®(u) olsun. YzeZ igin z=X+U olacak sekilde bir x € X mevcuttur.

Az = AX+AuU oldugundan Az eY olur. Dolayist ile AE(Z,Y) elde edilir ki bu da

ispat1 tamamlar.

Teorem 3. 2. 2. 1. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ae (Cp, Cn) olmasi icin gerek ve yeter sart

i) 3lim_, 8 = lim 2% = a7, keN,

n—oo TT
n

s A A
i) 3lim_, p=lim—>a p, =a"

T, k=1

ve

i) 3 [a, |y = OCr,)

20
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olmasidir.

Ispat: Gereklilik: Lemma 3. 2. 2. 1 de X=Y=c segilirse A e (Cp,cn) olur. Béylece (i)
esitligi 8" e ¢, oldugundan, (ii) ise p ec, oldugundan agiktir. (iii) ise (ii) ifadesi goz

Ontine alindiginda

Zankpk

T, k=1

=0()

olup

_Z|ank|pk O@)

T, k=1

dir. Bu da gerekliligi ispatlar.
Yeterlilik ise Teorem 3. 1. 2. 2 ve (iii) yardimu ile elde edilir.

Teorem 3. 2. 2. 2. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ae (m o C‘rr) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
i) 3lim_, 8" =a;, KeN,
i) Z:|ank|pk =0(n,)
k=1
ve

=0

nN—o0

iii) ImZ‘——ak

olmasidir.

ispat. Lemma 3. 2. 2. 1 de X=m ve Y=c alinirsa, 8" € ¢, =M, oldugundan (i) elde

e e a N AR o
edilir. (ii) i¢in ise [ka] € (m,c) olup IIm—Z:ankpk limiti mevcut oldugundan
Tcn n—o0 n k=l
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1 o0
_Zankpk

T, k=1

<oo. Boylece 1 i|ank| p =00 < §:|ank|pk =0(m,) gerceklenir.
T k=L

n k=1

ank

Ty

(iii) ise Lemma 3. 2. 2. 1 ve Teorem 3. 1. 1. 5 ten Iimz

nN—o0 k=1

—a, |p, =0 elde edilir

ki bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 3. 2. 2. 1. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Eger A e (Cp, cn)

ise bu durumda

) > | ag[pe <o,
k=1

i) >

P =0@)

a

nk b
— _ak
nn

gerceklenir.

m

Ispat: Teorem 3. 2. 2. 1 (iii) den her meN igin Z B p, =0(1) elde edilir.
k=t| Ty
Dolayisti ile her m € N i¢in Z lim e p, =0() ve Z ay | <o olur ki bu da (i) nin
k=1| """ T, k=L

ispatin1 tamamlar. (ii) ise Teorem 3. 2. 2. 1 ve Onerme 3. 2. 2. 1 (i) den kolayca

gosterilir.

Onerme 3.2. 2. 2. Eger A<(c,,c, ) Ve X ec, ise bu durumda

lim_, x :(a"“ - a; kaIimp X+ > agX,
=] =i

dir.

Ispat: lim_, ec, olup ispat Onerme 3. 2. 1. 2 ve Teorem 3. 2. 2. 1 gdz oniine

alindiginda kolayca elde edilir.
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Onerme 3. 2. 2. 3. Eger Ae (mp,cn) ve xem, ise bu taktirde

H — T
lim_, x=>"agx,
k=1

dir.

Ispat: Lemma 3. 2. 2. 1 de X=m ve Y=c se¢ilip Teorem 3. 1. 1. 5 ten ispat elde
edilir.

Teorem 3. 2. 2. 1 de 6zel olarak n=e birim dizisi alindiginda Sonug 3. 2. 2. 1

elde edilir.

Sonu¢ 3. 2. 2. 1. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu taktirde

Ae (Cp , C) olmasi icin gerek ve yeter sart

i) 3lim, 8" =a,, k €N,
ii) Jlim, p=a’*

ve

i) Y Ja,| p =0

dir. Ayrica VX ec, i¢in

: . .
lim, x = [a" —Zakpkj lim, X+ a,X,
k=1 k=1

dir.

Teorem 3. 2. 2. 3. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ae (C" : Cn) olmasi icin gerek ve yeter sart
i) 3lim_, §“ =a7, k EN,

ii) Ilim_,v'= —Z—“za s
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i) 3lim_, e = lim— Zank_ae“

—)coTc

ve

v 3L o)
k=1 Vk

olmasidir.

Ispat: ¢'=c_,®(e) esitlizgi mevcut olup Lemma 3. 2. 2. 2 den Aeec’ ve
Ae(cv,l,cn) elde edilir. Ozel olarak Teorem 3. 2. 2. 1 de p=V‘1 alinirsa ispat

tamamlanir.

Onerme 3.2.2.4.Eger Ac (C",cn) ve X ec’ ise bu taktirde

. o0 aT[
lim_, x =a° I|mx+( Z k

0 aT[
= v(x)+ =~ V(%)
k=1 Vk k=1 Vk

dir.

Onermenin ispat1, Teorem 3. 2. 1. 4 gdz oniine alinirsa Onerme 3. 2. 2. 2 den elde

edilir.
Sonuc 3. 2. 2. 2. nec, olsun. Bu durumda
Her Ae(c,,c,) igin lim, p=0
ve
Her Ae(c",cn) igin lim, v =lim,e=0

dir.

Ispat: Teorem 3. 2. 2. 1 (ii) ilk kism1, Teorem 3. 2. 2. 3 (ii) ve (iii) ikinci kismi
gerktirir.
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Teorem 3. 2. 2. 4. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

A e(m’,c ) olmasi icin gerek ve yeter sart
i) 3lim_, & =a;, KEeN,

i) 32 ogr,,

k

1
iii) Ilmz G gzl 2 —0
n—)ook ) Tf Vk
ve
iv) 3lim_ e—IlmZ e
~>ook 1 Tc
olmasidir.

Ispat: Teorem 3. 2. 1. 5ten m' = m . @(e) olup Lemma 3. 2. 2. 2 den Aeec, ve

Ae( i€ ) olur. Ayrica Teorem 3. 2. 2.2 de p=V " alinirsa ispat tamamlanur.

Onerme 3. 2. 2. 5. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Eger A e(m’,c_)

ve X em" ise bu taktirde

lim_, x=a°" I|mx+z <y K(x)

dir.
Ispat: Xem' < x=z+E, zem ,, E=limx
oz=x-te=Ilim,z=lim_ , x-&lim ,e

< limy, x=1lim_, z+&lim_, e

:Za E)+a” limx = Z Bk (x)+a™ limx
kL k=L Vi

olur ki bu da ispat1 tamamlar.
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3.2.3. Ae (X,ck) Matris Déniisiimii

Bu kisimda X =c,,m,, c’ veya m’ olmak lizere A€ (X,Cx) olmasi i¢in

gerek ve yeter sartlar1 verilecektir. Ayrica bu tiir matris doniisiimlerinin temel

ozelliklerini incelenecektir. Burada

A (X) =24, (iankxk —lim, XJ

k=1
ve

Aa(Xx)=limAL ()

n—oo

dir.

Teorem 3. 2. 3. 1. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ae (Cp , C}”) olmasi icin gerek ve yeter sart

i) As“ec", KEN,

i) Apec”,

ii) ;i:;|ank|pk —0()
ve

iv) Mg |2, —a, |pe :2 | A7 (3)| Py =0O)
olmasidir,

Ispat: ¢, =c,, ®(p) esitligi ve Lemma 3. 2. 2. 2 den

A
AE(CP,CX)Q Ae(cop,c ),
Apech.

olup ¢* uzayinmn tanimindan
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3lim, X Vxec @
Ae(c,, ¢ ) 8 o
A VXec,, (2

elde edilir. Dolayis1 ile Sonug 3. 2. 2. 2 den

Jlim, 8“=a,, kel

1 o
D213 laulo =00

ve

Fim Y n, (ay —a) =2, (8%), kel
= k=1

Z}\‘n |ank _ak|pk = O(l)

k=1

gerceklenir ki bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 3.2.3. 1. Eger A<(c,,c") ve x ec, ise bu durumda

Aa(X) =(xA (p)—ixA (Sk)pkjlimp x+ng (8%)x

k=1
dir.

Ispat: Vx ec, igin Onerme 3. 2. 1. 2 den

k

x =plim, x+>"(x, —p, lim, x)3
k=1
olup bu ifadeye
Aa(X)=limx, (Zankxk —lim, xj
n—oo K1

operatorii uygulanirsa ispat Teorem 3. 2. 3. 1 den elde edilir.
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Ae(cp,c")c(cp,c) icermesi mevcut oldugundan asagidaki sonucu

verebiliriz.

Sonug 3. 2. 3. 1. Eger A e(cp,c”) ve x ec, ise bu taktirde

lim, x =) a,x,
k=1

dir.

Teorem 3. 2. 3. 2. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ae (C" , ck) olmasi icin gerek ve yeter sart

i) Ad* ec", keN,
i) Avtec,
iii) Aeec”,

iv) i"i‘/—d ~0Q)

k

ve
© _ © 7\’n 8k
V) anM _ ZM ~0()
k=1 Vk k=1 Vk
olmasidir.

Ispat: ¢’ =c_, ®(e) esitligi ve Lemma 3. 2.2.2den Aeec” ve A<(c,., c*) olur.

Boylece Teorem 3. 2. 3. 1 de p=v™" alinmasi ile teoremin ispat1 tamamlanur.

Onerme 3. 2. 3. 2. a=lim,e olmak iizere eger Ae(cv,c”) ve xec’ ise bu

durumda

i) lim, x :alimx+iak (x, —limx)
k=1

. K ao
i) Aa(X)=A, (@) limx+ kA(Vl)_ZkA(S ) A%

ke Vi k1 Vi

28



Catal, C. 2013. Oran Uzaylarinda Matris Doniisiimleri ve Toplanabilirlik Alanlarinin Topolojik Yapusi, Yiiksek Lisans Tezi,
Mersin Universitesi

dir.

Onermenin ispat1 Teorem 3. 2. 3. 2 (iv) ve (v) den elde edilir.

Sonuc 3. 2.3.2. Eger Ac (cv,c%) ve x ec, Nc" ise bu taktirde

o0

lim, X =)"a,X,
k=1

ve

dir.

Ispat: Onerme 3. 2. 3. 2 (i) ve X e ¢, oldugundan ispat kolayca elde edilir.

Teorem 3. 2. 3. 3. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ae (m o C}”) olmasi icin gerek ve yeter sart

i) As* ec”, keN,
i) > [an]pc=0Q),
k=1

i) >

1 (8) P =0

ve

iv) 1im 3" 1 (8%) 20 (5°)py = 0
k=1

olmasidir.

Ispat: ¢* uzayinm tanimindan

p!

Ae(m c

Jlim,x  vxem_ (1)
)Q{EI?\,A(X) vxem  (2)
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olurve xem_ oldugundan Ax e ¢ elde edilir. (1) in denkligi asagidaki gibidir.

3lim, 8%, kel Q)
MY =00, ()

lim> |a, —a, |p,=0. (a)
k=1

n—o

(mp,c”)c(mp,c) icermesi mevcut oldugundan Ae(mp, C) olup Lemma

3.2.2.1den (a,p,)e(m,c) dir. Dolayistyla Teorem 3. 1. 1. 5 ten Vx e m, igin

lim, X =) a,X,
k=1

olur. Boylece

n—o

(2) = () =lim2, 3 (2 -2, )%, = lim 300 (85) x,
e Aa k=1

<, (8)e(m,,c) olup

3|inmx;(5k)=x(ak) (i)

=12

k=1

1 (8°)| P = 0@ (i)

n—w0

|imi\xg(6k)—xA(5k)\=o (iv)

gergeklenir. limA = oldugundan (iii), (a) y1 gerektirir. Bu da ispati tamamlar.

Onerme 3. 2.3.3. Eger Ac (mp,ck) ve x em_ ise bu taktirde

lim, X =Y a,X,
k=1

ve
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T () = 300 (8)%,

dir.

Ispat: Birinci kismin ispat: Teorem 3. 2. 3. 3 iin ispatindaki gibi oldugundan burada

sadece ikinci kismin ispatini ele alacagiz. Bunun i¢in Teorem 3. 2. 3. 3 (iv) den
limag (x) =lim > 5 (8%) = %, (8%)
" ) k=L

oldugundan ispat agiktir.
Teorem 3. 2. 3. 4. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ae (m", Cx) olmasi icin gerek ve yeter sart

i) Ad* ec", keN,

i) Aeec”,

ve

olmasidir.

Ispat: Teorem 3. 2. 1. 5ten m' = m . ©(e) esitligi mevcut olup Lemma 3. 2. 2. 2

den Aeec’ve Ac (mv,l,ck) dir. Boylece Teorem 3. 2. 3. 3 te 6zel olarak p=Vv™"

alinirsa ispat tamamlanir.

Simdi ise yukaridaki teoremin bazi sonuglarini verelim.
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Onerme 3. 2. 3. 4. Ae(mv,cl)ve x em" ise bu durumda
lim, x =Y a, (x, —limx)+alimx
k=1

dir.

Ispat: xem" olsun. O halde zem_, ve & =limx olmak iizere x =z +&e olup

z=x—&e dir. Boylece Onerme 3. 2. 3. 3 ten

lim,z=1lim, x—-Elim,e=> a,z,
k=1

veya
lim, x=3"a, (x, ~limx)+alimx
k=1
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
Sonug 3.2.3.3. Ae(m",c") olsun. Bu taktirde
i) Xxem'Nc,
veya

i) xem' ve X(A):a—iak =0
k=1
ise IimAx=§:akxk dur.
k=1

Ispat: Onerme 3. 2. 3. 4 ve hipotezden (i) agiktir. Xxem'cc oldugundan

X =U+E&e olacak sekilde U ec, vardir. O halde Onerme 3. 2. 3. 4 ten (ii) elde edilir

ki bu da ispat1 tamamlar.
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Onerme 3.2.3.5. xem" olmak iizere eger Ae(m",c*) ve lim, x=3"a,x, ise
k=1

bu durumda
2a(X) =D 0 (8%)x,
k=1

dir.

Onermenin ispat1 Teorem 3. 2. 3. 4 (iv) yardimu ile elde edilir.

3.2.4. Ae(X,m_) Matris Doniisimii

Burada ise X=c¢ c,,m,, veya m"' olmak tizere Ae(X,mn) olmast

Op ?

icin gerek ve yeter sartlar1 veren iki temel teoremi verelim.

Teorem 3. 2. 4. 1. A reel yada kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler denktir:
) Ae(m,,m,),
i) Ae(c,.m,),

i) Ae(c,, m,),

Op? ''m

iv) D |ay|p =0(r,).
k=1

Lemma 3. 2. 2. 1 g6z oniine alinirsa teoremin ispat1 Teorem 3. 1. 1. 4 ten elde edilir.

Teorem 3. 2. 4. 2. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ae (mv, mn) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) Aeem_,
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iy > Pl o)

k
olmasidir.
Ispat: Teorem 3. 2. 1. 5ten m’ = m_ . ©(e) olup Lemma 3. 2. 2. 2 den Aee m"'ve

Ae(mv,“mn) elde edilir. Ayrica Teorem 3. 2. 4. 1 de p=Vv"' almirsa ispat

tamamlanir.

3.2.5. Ae (X, mx) Matris Doniistimii

Simdi de X=c,m,c’ veya m' olmak iizere Ae(X,m") matris
doniisiimiine iliskin ¢esitli sonuglari ele alacagiz.

Teorem 3. 2. 5. 1. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ae (m o m*) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) 3lim, 8“=a,, keN,

i) 3" [fp =00

ve

0

i) A, |a —ape =2,
k=1

k=1

2 (3P =0
olmasidir.

Ispat: m* uzayinin tamimindan

X 3lim,, x vxem, (1)
Ae(mp,m )Q{xg(xko(l) vxem, (2)

dir. Sirasi ile (1) ve (2) nin denklikleri
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Jlim, 55, ke, (i)
W) eAe(m,c)eiYlalp =0, (i)

lm2|ank ~a,[p =0. (a)
ket

(2) =2 () =2, (i(ank —ak)ka =

k=1
:i)\’n (ank_ak)xk :O(l), VXemp

<A, (ay —a,)e(m,,m) olup Lemma 3. 2. 2. 1 den

< A, (2 —a, )pe €(m,m) olur ki Teorem 3. 1. 1. 4 ten

= }\’n2| Ay — |pk = O(l)
k=1

olur ki bu da gerekliligi ispatlar.

Yeterlilik i¢in ise Teorem 3. 2. 2. 2 de m=e alinirsa Ae(mp,c) olup

Onerme 3. 2. 2. 3 ten

xg(x):kniiankxk—limij (Zankx Zax} kn(i(ank—ak)x,(}

k=1

- X
=L, (Z(ank —ay ) Px _kJ <sup
k=1

<5Up SUPZK [ —ay[ Py

N k=1

Pk

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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Onerme 3.2.5. 1. Eger Ae (mp, mx) ve x em_ ise bu taktirde

lim, X =Y a,X,
k=1

dir.

Ispat: (mp,m” )c(mp,c) icermesi mevcut oldugundan Onermenin ispat1 icin
Onerme 3. 2. 2. 3 te m=e alinmas1 yeterli olacaktir.
Teorem 3. 2. 5. 2. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Aec (m", mx) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) 3lim, 8" =a,, k €N,

”) Z |ank| 0(1)

k=1 Vi

iii) A Z| nk ak|

=0(1)

k=L Vk
ve
iv) Aeem”

olmasidir.

Ispat: Teorem 3.2.1.5ten m" =m_, ©(e) ve Lemma 3. 2. 2. 2 den

Aeem” (iv)

Ae(m"’mx)@ Ae(mv_l,m‘)

elde edilir. Boylece Teorem 3. 2. 5. 1 de 6zel olarak p=V™" segilirse ispat

tamamlanir.

Onerme 3.2.5.2. Eger Ae(m",m") ve xem" ise bu taktirde

lim, x = allmx+z vE(x)
k=1 Vi
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dir.

Ispat: (m", mx) c (mp,c) icermesi mevcut olup ispat i¢in Onerme 3. 2. 2. 5 te =€

alinmasi yeterli olacaktir.

Teorem 3. 2. 5. 3. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ac (c o m‘) olmast igin gerek ve yeter sart

i) 3lim, 8" =a,, k EN,

i) S [a,]p, = OW)

k=1

ve

i) 1, |2y —a,|p =OQ)

k=1

olmasidir.
Ispat: m" uzaymn tanimindan

Jlim, x VX ecC
Ae(cp,m)<:> i " :
A (X)=0() VXec,

olup

Ilim, 8" =a,, (i)
(1) < {3lim, p,

> laulp =0@. (i)

@
(2)

dir. Boylece (Cp,mx)c(cp,c) icermesi mevcut olup Sonug 3. 2. 2. 1 den VX €Cy,

i¢cin

lima X =>"a,X,
k=1
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elde edilir. O halde Vx ec,, i¢in A} (X)= Zk a, )X, Ve

Aa(p)=0()

@< ik =0(@1) Wxec

Op?

- Aa(p) =0(),
(Kn(ank k)) (Op’ ),

Aa(p) =0(),

= ©
}\‘n2|ank_ak|pk :O(l) ("I)
k=1

dir. Ayrica limA, = oldugundan (iii) gerceklenir. Bu da ispati tamamlar.

n—oo

Onerme 3.2.5.3. Eger Ae (Cp, mk) ve x ec, ise bu taktirde

lim, x =>a,x,
k=1
dir.
Onermenin ispati, (c o m”) c (c o c) icermesi mevcut oldugundan agiktir.

Teorem 3. 2. 5. 4. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

Ae (CV, mx) olmasi icin gerek ve yeter sart

i) Aeem”,

i) 3lim, 8" =a,, k €N,

i) i'a"k| —0()
k=1 Vk
ve

[1589)]

PR

ak|

iv) A z |a""

=0(1)
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olmasidir.

Ispat: ¢’ = C,. ®(e) esitligi meveut olup Lemma 3. 2. 2. 2 geregince A e (CV,1 : mk)

ve Aeem” olup Teorem 3.2.5.3te p=Vv" alinirsa ispat tamamlanir.

Onerme 3. 2.5. 4. Eger A e (cV, mx) ve x ec’ ise bu taktirde

: : 2 a
lim, x =alimx+) =& v¥(x)
k=1 V.

dir.

Ispat: (CV, m* ) c (C", C) icermesi mevcut olup Onerme 3. 2. 2. 4 te T=e alinirsa

] ) =z, a ) a ® 3
IlmAx:allmx+Z—"vk(x)+[I|mZ nk _Zv_kj
k=1 Vk

e}
k=1 Vk n k=1 Vk

elde edilir. Teorem 3. 2. 5. 4 (iv) den Iimzai‘:Zi olur ki bu da ispati

o0
k=1 Vi k=1 Vi

tamamlar.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu bolimde Jiirimée [12] tarafindan verilen Oran FK wuzaylarinin

toplanabilirlik alanlarindaki uygulamalari, Chandrasekhara Rao [14,15,16,17]

tarafindan yapilan caligmalar ele alinip Oran uzaylar1 iizerindeki Mazur tipi

matrislere iliskin sonuglar, yine bu uzaylarin monoton normlar1 ve dualleri kapsamli

bir sekilde incelenmistir. Bu ¢alismalarin bir devami olan Dagadur [18] tarafindan

verilen caligmada bu tiir uzaylar i¢in replaceable olma tanimlanmig ve smirh

tutarlilik teoremi ayrica verilmistir.

4. 1. ORAN FK UZAYLARININ TOPOLOJIK YAPILARI ve BAZI
UYGULAMALARI

4.1.1. c_, ve c; Toplanabilirlik Alanlari

Onceki boliimde y=Ax bir matris déniisiimii olmak iizere X ve Y Oran FK

uzaylari arasindaki matris doniisiimlerinin ¢esitli 6zellikleri incelendi. Bu kisimda ise
Ca={XeW:Axec,} ve ¢ ={xew:Axec"|

olmak tizere bu uzaylarin siirekli duallerinin topolojik yapilar1 goz oniine alinarak

bazi1 uygulamalar1 verilecektir.

Onerme 4. 1. 1. 1. c_, uzayi asagidaki yar1 normlar ile bir FK uzayidir.

1
P, (X) =sup—
n 7'Cn

Zankxk
k=1

P2, (X) = |Xn| , NEN,

m
Zankxk

k=1

P2n-1(X) =sup , hell.

m

Ispat: Teorem 3. 1. 2. 1 geregince C_, uzayt p, h ve oA yari normlari ile bir FK

uzayidir.
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Onerme 4. 1. 1. 2. Vf ec’, igin f fonksiyonu

f(X):Zthk_'_ZTnZanka+”'IimnAX (13)
k=1 k=1

n=1 =]
gdsterimine sahiptir. Burada (t, 7, ) e/, (t))ec’, ve pell dir.

Ispat: Teorem 3. 1. 2. 2 den

) 1 o0 0 TE o0 0
f)=plim=>a X +> t, =2 > a X + > a,X,
22T, k=1 n=1 k=1

Tcn k=1

: < Sa X~
— k™ k
=plim_, X+ E t. m, E <+ E o X,
n=1 k=1 TC, k=1

=plim_, X+ 1, (AX), +0xX
n=1

olup bu ise ispat1 tamamlar.

Tamm 4. 1. 1. 1. Vy ec_ i¢in y=Ax olacak sekilde tek bir x ec_, varsa A matrisine

c, -reversible denir. Burada hemen belirtelim ki;

M=(m,) ve p#0, (t,)eolmak iizere

olsun. Bu durumda M matrisine Mazur matrisi denir. Eger M bir Mazur matrisi ise

Cy = C gergeklenir.

Onerme 4. 1. 1. 3. Eger A, c_-reversible matris ise bu taktirde c_, uzay1 p,(X)
normu ile bir FK uzay1 olup Vf ec!, i¢in f, (13) gosterimine sahiptir. Burada VKEN

icin t, =0 dir.

Onermenin ispat1 Teorem 3. 1. 2. 6 dan kolayca elde edilir.
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Teorem4.1.1. 1. Eger M=(m,_) bir Mazur matrisi ve

D :(nnmnkj
Pk

ise ¢, =c, dir.

. . 1 &Gmym .M X
Ispat: lim_ x=lim—=>) ="ty =lim) —k=k
n—o Tcn ] pk n—o ) pk

olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4. 1. 1. 2. Vf ec], icin CczDC, Ve limgx=Ff(x) (VXxec,) sartlarini
gercekleyen bir B matrisi mevcuttur. Eger n#0 olmak tizere f, (13) gdsterimine
sahip ise VXxec,, igin cg=cC, Ve limgx="Ff(x) olacak sekilde bir B matrisi

vardir.

Ispat: M=(m,) Mazur matrisini géz 6niine alalim. O halde D=(m,, /x,) olmak
tizere C=DA=(c, ) olsun. Boylece t=(t,), (13) gosterimindeki gibi olmak iizere

B = (b, ) matrisi

nk

p.t, n=1
Pt +Coqk)y  N>1

olarak segilirse

1S S .
n=1 i¢in —Z Pt X = Zthk olup t, ec”, oldugundan seri yakinsaktir.
k=1

pl k=1

[Ms

n>1 i¢in iipn(tk +Cn—1,k)xk = (tk +Cn—1,k)xk

Pn k=t

T

1

= Zxktk + Zxkcn—l,k
k1 k1

olup t, ec’, ve Teorem 4. 1. 1. 1 den seri yakinsaktir. O halde
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) 1 o0 0 i o0
lim—>"b,, X, => Xt +lim> x, ¢, =F(x)
kL i '

n—oo pn k=1
olup bu ise birinci kismin ispatin1 tamamlar.

u#0 olmak tizere M mazur matrisi ve C,, =C olmasindan dolay: ikinci

kismin ispati elde edilir.

Sonuc¢ 4.1.1.1. Vf ec!, igin
f(x)=lim ;X Vxec,,,
f(x)=limyx Vxec,,,
olacak sekilde B ve D matrisleri vardir.

Ispat: Teorem 4. 1. 1. 2 de 6zel olarak p=r ve p=e alinirsa ispat elde edilir.
Sonuc¢ 4.1.1.2. Vf ec! igin

f(x)=Ilim x, vxec,
olacak bigimde bir B matrisi vardir. Eger =0 ise c g =c,_ gergeklenir.
Ispat: Teorem 4. 1. 1. 2 de A=I (I birim matris) alinirsa ispat elde edilir.

Simdi ise ¢} FK uzayi igin gesitli karakterizasyonlar1 inceleyelim.

Onerme 4. 1. 1. 4. ¢’ toplanabilirlik alam po(x):{xg(x)\, lim,, x|, nem},

P,,(X) ve p,,,(X) yari normlart ile bir FK uzayidir.

Ispat: Ax ec* olmak iizere Teorem 3. 1. 2. 1 de Y =c; alinirsa

goA(X) =q(Ax) =sup| 1, (D a,x, —lim, X)
n K=

:sup{‘k;(x)‘,|limAx| N eD}

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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!

Onerme 4. 1. 1. 5. vf (c}) igin

£(x) = 3 X, + 3 10 (%) + 1 (X) + 5 lim, X (14)

n=1
dir. Burada te /¢ ,te(cﬁ\)B ve o,pell dir.

Ispat: x ec; olsun. Boylece Ax ec" olup
limx, (Zankxk —lim, xj
n—o P}

limiti meveuttur. Dolayisi ile Teorem 3. 1. 2. 2 de ¢, Yyerine ¢ alinirsa X € ¢}, igin

f(X) =D o, X, + >t (AX), +plim, x
k=1 n=1

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 4. 1. 1. 6. Yne[ igin A, <A, saglansm. Bu durumda Vf e(c}) i¢in
¢k oci ve Ag(x)=Ff(x) sarlarim gercekleyen bir B matrisi meveuttur. Eger u#0
olmak iizere f, (14) gdsterimine sahip olup Vx ec igin cj =c; ve Ay(x)=F(X)
olacak sekilde bir B matrisi vardir.

Teoremin ispat1 Teorem 4. 1. 1. 2 de ki benzer diisiince ile elde edilebilir.

K. Zeller her sinirsiz A dizisi i¢in ¢, =C®(A) ve limyA =0 olmak iizere
D=(d,) regiler matrisin varligin1 gostermistir. Ayrica; W. Beekmann ve
S.C.Chang [13] de herhangi bir A matrisi i¢in ¢. =c} olacak sekilde bir E=(e,,)

matrisinin mevcut oldugunu gdostermisler. Burada hemen belirtelim ki A ve E

matrisleri asagidaki esitlikleri gercekler.
E =Ddiag(},) A veya A=diag(l/A,)D"E
vf e(c}) igin
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f(x)= ;kak +nzzl?n;enkxk +plimgx

=D 1 X+ DT AR (X) + ph, (X) + o lim, X
k=1 n=1

dir. Burada L=}, O = anzdnkxk Ty :andnk ve t, =t dir.
n= k=1

n=1

Onerme 4. 1. 1. 7. Vf e(cﬁ\ )l Ve VX ecj igin ¢, DC; ve lim ;x=f(x) sartlarim
gercekleyen bir B matrisi vardir. Eger p#0 olmak iizere f, (14) gosterimine sahip

ise VX ecj igin ¢ g =c; ve lim ;x=f(X) olacak sekilde bir B matrisi vardir.
Ispat: Ik kismin ispat1 i¢in m=e alinmasi yeterli olacaktir. Ikinci kisim icin ise

m C ..
0 :(M] olmak tizere B=QE matrisini gdz Oniine alalim. Bu durumda 6zel
P«

olarak p=e segilirse ispat tamamlanir.

Onerme 4. 1. 1. 8. Vfec,, i¢in ¢ oc g ver,(xX)=F(x) (¥xec,) sartlarini
saglayan bir B matrisi vardir. Eger, u#0 olmak iizere f, (14) gosterimine sahip ise

VX ec,, igin ¢, =c; Ve lim ;x =f(x) olacak sekilde bir B matrisi vardr.

Onerme 4. 1. 1. 6 dan ispat kolayca goriilebilir.

4. 1. 2. Matris Dontisiimlerinin Conullig1 ve Banach-Steinhaus Tipi Teoremler

Bu kisimda Oran FK wuzaylarinin (X,Y)-conull’ligina iliskin ¢esitli

karakterizasyonlar ele alinip Banach Steinhaus tipi teoremler verilecektir.

Tamm 4. 1. 2. 1. X=c, veya X=c ®(u) olmak iizere Ae(X,Y) olsun. Bu

durumda; eger Y, iginde pi"”) —Z>p ise A matrisine (X,Y)-conull, aksi durumda A

matrisine (X,Y)-coregiiler denir.
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Tanim 4. 1. 2. 1 de X=Y=c alimursa genel conull matris tanimi elde edilmis olur.
Ayrica; X =Y =c" secilirse genel A-conull tanimi elde edilir. Yani; A matrisi A-

conull olmasi i¢in gerek ve yeter sart

=0

A=, 0 -3 2a)

M
olmasidir.
Lemma4.1.2. 1. Eger

i)Ae(c,,c.) ve xem Nc,, ise budurumda Vf ec, icin f fonksiyoneli

f(X) =D s X +plim_, X

k=1
gosterimine sahiptir. Burada peC ve s=(s,) € (CnA nm p) dir.

ii) Ae(c*,c,) ve xem , nc,, ise bu taktirde Vf ecl, igin f fonksiyoneli
f(X) =D 5, X, +plim , x
k=1

v . .. B
gosterimine sahiptir. Burada pneC ve s=(s,) € (CnA N mk,l) dur.

Ispat: i) Onerme 4. 1. 1. 2 den Vf ec!, igin f fonksiyoneli

f(x)= kzﬂlthk +Zrnkzl:ankxk +ulim_, x

n=1 =]

gosterimine sahiptir. Burada X em_ nc, , oldugundan ikinci kisim mutlak yakinsak

olup serilerin siras1 degisebilir. Boylece Teorem 3. 2. 2. 1 den ispat elde edilir. (ii)
nin ispati ise benzer teknik ile Lemma 4. 1. 2. 1 (i) ve Teorem 3. 2. 2. 3 ten kolayca

elde edilebilir.

46



Catal, C. 2013. Oran Uzaylarinda Matris Doniigiimleri ve Toplanabilirlik Alanlarimin Topolojik Yapisi, Yiiksek Lisans Tezi,
Mersin Universitesi

Teorem 4. 1. 2. 1. Ae(cp,cn) olsun. Bu durumda A matrisinin (cp,cn)-conull

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

x5 (A)=lim,, p=3p, fim 5 =0

k=1
olmasidir.

Ispat: xec, olsun. O halde ¢, =m_ oldugundan xem Nc_, yazabiliriz. Ozel

olarak x =p alinirsa Tanim 4. 1. 2. 1 den
lim (ZSkpk + u(limﬂA p—Zpk IimnAESkD =0
M=% kem k=1

elde edilir. p =0 olmak iizere s=(5,) €(C,» mmp)B olup Lemma 4. 1. 2. 1 den ispat

elde edilir.

Teorem 4. 1. 2. 2. Ae(c*,c,) olsun. Bu taktirde A matrisinin (c*,c_) -conull

olmasi icin gerek ve yeter sart

0 k
Xz;‘ (A):“mnA}\’ -1 lemnAS
k=1 }Vk

olmasidir.

Teoremin ispat1 Teorem 4. 1. 2. 1 de ki benzer diisiince ile elde edilir.

Teorem 4. 1. 2. 3. Eger Ae(Cp,Cx) ise A matrisinin (CP,CK) -conull olmasi igin

gerek ve yeter sart
1 (A)=2a(P) =D pha(8)=0
k=1

olmasidir.
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Ispat: Tanim 4. 1. 2. 1 den A matrisinin (cp,cx)-conull olmasi i¢in gerek ve yeter

sart Vf e (CKA )’ icin

lim f (p—Zpkﬁkj 0
m—oo k=1
olmasidir. Ayrica, Onerme 4. 1. 1. 5 ten

Flp—Dpd) =D tep+ 2 2 T Aa (3% )py *
k=1

k>m k>m n

+u£7»A (P)-3 (Sk)pkj +0) ap,

k=1 k>m

dir. p# 0 olmak iizere Teorem 3. 2. 3. 1 ve Sonug 3. 2. 3. 1 den ispat tamamlanir.

Teorem 4. 1. 2. 4. Eger Ae(c",c”) ise A matrisinin (C",Cx)-conull olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

olmasidir.

Ispat: ¢'=c_, ®(e) esitligi ve Tamm 4. 1. 2. 1 den A matrisinin (c",c")-conull
olmast igin gerek ve yeter sart ((v’l)(m) )—Zw’l olmasidir. Béylece Teorem 4. 1. 2.

3 teki teknik kullanilarak ispat elde edilir.

Teorem4.1.2.5. Ae(X,Y) ve Z@ X olsun. Bu durumda A matrisi (Z,Y) -conull

dir.

Ispat: Z=c_(veyaZ=c ®(e)) ve X=c,(veyaX=c, ®(e)) olsun. Z@X

oldugundan lim(k,/p,)=0 vyani KeC,, olmahdir. ¢, AK 0Ozelligine sahip
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oldugundan x, ¢, iginde AK &zelligine sahiptir. Boylece Tanim 4. 1. 2. 1 den ispat

tamamlanir.
Teorem 4. 1. 2. 6. A matrisi (X,Y)-conull ve Y < Z olsun. Bu taktirde A matrisi
(X, Z) -conull dir.
Ispat: Ozel olarak X=c, alahm. Hipotezden ve ¢, =Y, = Z, igermesi mevcut
oldugundan ispat agiktir.

Simdi ise Banach-Steinhaus tipi teoremi verelim.

Teorem 4. 1. 2. 7. A reel ya da kompleks terimli bir matris olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler gergeklenir,
i) Ae(m,,c.)=x:(A)=0,
i) Ae(m’,c,)=x%(A)=0,
iii) Ae(m,,c")=xS (A)=0,

iv) Ae(m',c") =S (A)=0.

Ispat: i) Ae(m,c ) ise Ae(c,,c,) olur. Bdylece Teorem 3. 2. 2. 2 den

&lay, .
lim> | =% —lim_, & |p, =0
"3 | T,
olup
- S " i K
lim,p=lim> —p, =>"p lim_, 8
"a T, k=1

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 4. 1. 2. 1 den (i) ispat elde edilir.
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Benzer sekilde (i), Teorem 3. 2. 2. 4 ve Teorem 4. 1. 2. 2 den, (iii) Teorem
3.2.3.3veTeorem 4. 1. 2. 5ten ve (iv) ise Teorem 3. 2. 3. 4 ve Teorem4. 1. 2.4

ten kolayca elde edilir,

4. 1. 3. Oran Uzaylar1 Uzerinde Mazur Tipi Matrisler

Bu kisimda ¢ok fazla ayrintiya girmeden Mazur tipi matrislere iliskin gesitli

sonugclari ele alacagiz.

Tanm4.1.3.1. A=(a,) ve B=(b,), (n,k=1,2,3, ...) reel ya da kompleks

terimli matris olsunlar. C=A.B matrisini
C = (an) = a‘nlbn,k—l +an2bn,k—2 +... +an,k—lbn1

biciminde tanimlayalim.

Tanm4.1.3.2. L= {x eC (tA)X=D D ta,X, mevcuttur},

o0
k=1 n=1

| = {X €C,A :Za’k‘ Xy yaklnsak} :

k=1

F= {x ec,:Vfec, icin ixkf (8") yaklnsak} :

k=1
wWi(,,) ={x ccaiviec, dgn £()=3xf(s) }
k=1
A(x)=|imnAx—§:a’;xk vxel,
k=1

P={xec, t(AX)=(tA)X, mte/}.

Burada hemen belirtelim ki L <P dur.
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Tamm 4. 1.3.3. A=(a,)€(c,,c,) olsun. Bu durumda »"t,a, =0 olmasi VneN
=1

icin t, =0 olmasim gerektiriyorsa A matrisine M (Cp,cn) tipindedir denir.

Teorem 4. 1. 3. 1. Eger A, c_-reversible matris ise bu taktirde y(f)=py(A) dur.

Ispat: Vf ec’, icin Onerme 4. 1. 1. 3 ten f fonksiyonu

f(X) =D t, > ayX, +plim_, x
n= k=1
gdsterimine sahiptir. Ozel olarak x =& almirsa

Zf(6k) = Zztnank -'_l’lZ:aTkr
k=1 k=1

k=1 n=1

olur. Simdi ise x=¢ alalim. Bu durumda

f(e) :itniank +pa”
k=1

n=1 =

olup x(f) =f(e)- if <8k) = p(a“ - Za’k‘] elde edilir ki bu da ispati tamamlar.
k=1

k=1
Teorem 4. 1. 3. 2. Ae(cp,c) ve Be(cp,c) olsun. Bu durumda C matrisi C=A.B

olmak tizere C e (C o C) dir.

Ispat: Kabul edelim ki n—oo iken a,, —a, ve b, — b, olsun. Bu nedenle

Cy —> b, +a,b, ,+...+a,,b, olur. Ayrica n—oo iken

Zankpk —a” ve ankpk N
p) =)

olur. Fakat chkpk :[Zankpkj(z bnkpkj oldugundan » cp, —a"b"™ olur ki
k=1 k=1 k=1 k=1

bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 4. 1. 3. 3. f lineer fonksiyoneli i¢in f ec!, ger¢eklensin. Bu durumda

VX ecC,, i¢in

F(5) = 3% () = A (x) + H(AX) ~ (tA)x

k=1
dir.

Ispat: fec', oldugundan Onerme 4. 1. 1. 2 den f, (13) gdsterimine sahip olup

burada 6zel olarak X = 8% alinirsa

f(8) =t + D ta, +oa; (15)
n=1

olur. Bu nedenle t, =f(8*)-> t,a, —oaa; esitligi Onerme 4. 1. 1. 2 de yerine
n=1

yazilirsa

f(x)= kzwif (5k)—n§;tnank —aa’;}xk +itn§;ankxk +oalim_, x

n=1 =

olup boylece

F()= D%, F (8) = ot A (X) + t(AX) — (tA)X

k=1
elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

Teorem 4. 1. 3. 4. Eger c,, L iginde yogun degilse bu durumda L=I dir. Ayrica L=F
ve L=W dir.

Ispat: Tanim 4. 1. 3. 2 den t(Ax)=(tA)x olup f ec’, icin
F(x)= D x,F (85) = oA (x) (16)
k=1

saglanir. Eger ¢, i¢inde =0 ise f(8k): 0 dir. Bdylece (16) dan f(x)=aA(X) elde

edilir. Eger L tizerinde f =0 ise bu durumda X€L dir. Bu ise Lc | olmasini
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gerektirir. Her zaman | c L igermesi mevcut oldugundan L=I dir. Boylece F=LNI ve

I=L oldugundan F=L olur. Bu sebeple f=pA ve L iizerinde p# 0 oldugundan L =W

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Asagidaki teoremi vermeden Once bir A matrisinin m c¢arpimsal olmasini

tanimlayalim. A reel ya da kompleks terimli bir matris olmak iizere lim, X =mlimx

olacak sekilde bir m tamsayisi varsa A matrisine m ¢arpimsaldir denir.

Teorem4.1.3.5. Ae(c_,c,) olsun. A, c_-reversible ve ¢arpimsal bir matris olmak
tizere A matrisinin M(c_,c_) tipinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart C,, C_, uzaymin

da maximal lineer bir alt uzay olmasidir. Burada ¢, 1n kapanis1 c_, i¢indedir.

Ispat: Gereklilik: Kabul edelim ki ¢, iizerinde f=0 olsun. A matrisi c_-reversible

oldugundan f lineer fonksiyoneli Onerme 4. 1. 1. 3 ten

f(x) =alim_, x+t(AX), (t,7,) e/ (17)

gosterimine sahip olup f=0 ise f (8") =0 dir. Ozel olarak x =8" segilirse
0=f(8") = alimiZankS" +) > a8
=T, k= 1 k4

A, 8
=alim—£+>'t a,
n—oo Tcn N1

=aap+ Y ta, (18)

n=1

elde edilir. Ayrica A matrisi carpimsal oldugundan X =8 alinirsa

IimiZank & =mlim&*

n—o0 TCn ) Kk—o0

. a
lim—k =0

n—oo T
n
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olup (18) de yerine yazilir ise Ztnank =0 bulunur. A matrisi, M(c_,c_) tipinde

n=1

oldugundan her n i¢in t, =0olup (18) den
f(x)=alim_, x

dir. Buise ¢,=c_, veya T,, C_, uzaymin bir maximal lineer alt uzaydir. Halbuki;

C, #C_, oldugundan C,, C_, uzaymnin bir maximal lineer alt uzaydir.

Yeterlilik: Kabul edelim ki A matrisi M(c_,c_) tipinde olmasin. Bu taktirde her n
i¢in

Z|tnnn| <oo, t, #0

n=1

ve

o0

D ta, =0k=123..

n=1
dir. Ozel olarak f(x)=t(Ax) secelim. A matrisi c_-reversible oldugundan her

zaman lim_, ve Ztk a, lineer bagimsizdir. Boylece hem f hem de lim_,, €,
k=1

tizerinde sifir dir. Dolayist ile T, C_, i¢cinde maximal lineer alt uzay degildir. Bu ise

bir ¢eliski olur ve ispat tamamlanir.
Teorem4.1.3.6.1) P, ¢, dakapalive CcP dur.
ii) Eger A coregiiler ise P=C dur.

Ispat: i) (tmr)er¢ olsun. Bu durumda Vxec, igin t(Ax) mevcuttur. f, Vi
f.(X) =(tA)x 4(AX) olarak tanimlayalim. O halde f" ={x:f(x)=0} dir. Bdylece
Banach Steinhaus teoreminden f, siireklidir. Dolayisi ile f;° kapalidir. Ancak;

P= rtﬂftL oldugundan P, c_, icinde kapalidir. Her zaman ¢ = P oldugundan

54



Catal, C. 2013. Oran Uzaylarinda Matris Doniisiimleri ve Toplanabilirlik Alanlarinin Topolojik Yapusi, Yiiksek Lisans Tezi,
Mersin Universitesi

ccP=P (19)
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

ii) Kabul edelim ki A coregiiler matris olsun. f ec’, olmasi ¢ iizerinde f=0 olmasini

gerektirir. Ancak o zaman
ft=c=C (20)

dir. O halde Onerme 4. 1. 1. 2 den
f(e) = alim_, e+ t(Ae) +§:[f (6) - oy —itnank}e
o= =
olup boylece
0=f(e)-f(5) :oc[limnA e—iaf;}t(Ae)—(tA)e
= o=

0=y (f) =ay(A)+t(Ae)—-(tA)e

elde edilir. t(Ae)=(tA)e oldugundan oy(A)=0 olup A matrisinin coregiiler
olmasindan oo =0 dir. Béylece P iizerinde f(x)=t(Ax)—(tA)x =0 olup

Pcf* (21)
gerceklenir. (19) ve (20) goz 6niine alindiginda
Pctc (22)

saglanir. Dolayisi ile (22) ve (19) den P =TC elde edilir.

4. 1. 4. Oran Uzaylart Uzerindeki Matrislerin Conullign ve Repleaceble Olma

Durumu

Bu kisimda Oran FK uzaylarinin m-conull’ligt ve repleacable olmasi

tanimlanacaktir. Ayrica Oran FK uzaylar1 i¢in siirli tutarlilik teoremi verilecektir.
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o0 o0

Tanim 4. 1. 4. 1. Ae(c,cn) olmak tizere x(A):IimZaﬂ—ZIim Ane olsun.

n—oo k=1 Tcn k=1 n—oo ﬂin

Eger X(A) =0 ise bu durumda A matrisine n-conull aksi durumda A matrisine 7-

coregiiler denir.

Teorem 4. 1. 4. 1. Ae(c,cn) olsun. Bu taktirde A matrisinin n-conull olmasi i¢in

gerek ve yeter sart C_, uzaymin conull olmasidir.

Ispat: Gereklilik: A matrisi n-conull olsun. Bu durumda Tanim 4. 1. 4. 1 den

0

_ i Ay N i ok _

dir. Bdylece Teorem 4. 1. 3. 1 den y(f)=0 elde edilir. Bu da c_, uzaymm conull

olmasidir.

Yeterlilik: Kabul edelim ki c_, uzay1 conull olsun. Ozel olarak f =lim_, segilirse

Banach Steinhaus teoreminden f =lim_, ec’,, olur. Boylece x(f)=f(e)- Y f(8")
k=1

olup &zel olarak f yerine lim_, alinirsa

x(lim_,)=lim_, e~ lim_, 8"
k=1

~lim > &k _ 3 jjm e

n—oo k=1 Tcn k=1 n—o0 T[n

=1(A)
esitligi elde edilir. Bu ise teoremin ispatini tamalar.

Teorem 4. 1. 4. 2. Ae(c,c.), Be(c,c,) ve ¢, =C gergeklensin. Bu durumda

eger A matrisi m-conull ise B matrisi de n-conull dir.
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Ispat: A matrisi n-conull olsun. Bu taktirde Teorem 4. 1. 4. 1 den c_, conull dur.
Hipotez ve Teorem 3. 1. 2. 8 den c_;, m-conull olur. Bu nedenle B matrisi de -

conull elde edilir.

Sonu¢ 4.1.4.1. Ae(c,c,) olsun. Eger ¢, C_, uzayinda kapali ise A, n-coregiiler bir

matristir.

Ispat: ¢, c_, da kapali olsun. Bu durumda Sonug 3. 1. 2. 1 den c_, coregiiler

uzaydir. O halde Teorem 4. 1. 4. 1 den A matrisi m-coregiiler matris olur ki bu da

ispat1 tamamlar.

Sonug¢ 4. 1. 4.2. Ae(c,c,) olsun. Eger A matrisi n-conull degilse bu durumda c_,

uzayt AK 6zelligine sahip degildir.

Ispat: Kabul edelim ki c¢_, uzay1 AK 6zelligine sahip olsun. O halde Vxec_, igin

x=> x5 olup eec,, oldugundan e=>» 5 elde edilir. Eger f=Ilim_, ec,,
k=1 k=:

alinirsa

Ilmz i ZIlm

n—oo k=1 TE n—oo
gerceklenir. Boylece X(f) =0 olur. Bu ise ¢eligki olup ispat tamamlanir.
Teorem 4. 1. 4. 3. Ae(c,c,) verilsin. Bu taktirde c,m=cz,nm ve

X (A) = X(B) sartlarin1 saglayan bir B € (C, Cn) matrisi mevcuttur dyle ki

o0

i) A matrisi n-coregiiler ise lim) =% =1
n—oo kel nn

i) A matrisi -conull ise IImZ =0
k=L

n—oo

gerceklenir.
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Ispat: Buc _ 8ue —a7 olsun. Bu taktirde Onerme 3. 2. 2. 1 den

Ty Ty

[B], =sup 3 [2%| =sup 3|2 —af| <sup 3|2+ 3 [
n k=l T, n k=1| T n k=1| T, k=1
<|A]+faz] <
k=1

esitsizligi elde edilir. Boylece by =a; —a; =0 olup B matrisi ¢arpimsaldir. Baska bir

deyisle Iimﬂzo olup %x(B) = IimZ%:x(A) dir. VX em ve VneN i¢in
n o n o m

n n

ibnk Xk _iank Xk :iazxk

k=t T, k=t T, k=1

oldugundan c_,»m=c_;~m gergeklenir. Simdi ise

bnk 1 ank b
—nk & | Znk__ ak
m, XA\ =,

e . e b
esitligini g6z Oniine alalim. Eger A matrisi n-coregiiler ise lim Z—“":l ve A
n k=1 TEn

.. b e .
matrisi -conull ise lim Z—”k =0 elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
n k=1 nn

Lemma 4. 1. 4. 1. A€(c,c,) olsun. Bu durumda A matrisinin n-coregiiler olmasi
icin gerek ve yeter sart e¢W olmasidir.
Ispat: Gereklilik: Kabul edelim ki e€EW olsun. W nin taniminda f =lim_, alinirsa

x(A) =0 elde edilir. Bu ise ¢eliski olur ki e¢W dir.

Yeterlilik: A matrisi w-conull olsun. O halde Teorem 4. 1. 3. 1 den x(f):O olup

e€W elde edilir bu ise bir ¢eligki olur ve ispat tamamlanir.
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Lemma 4. 1.4.2. Ae(c,.c,) ve Xxec, Nm_ olsun. Bu taktirde X€W olmasi icin

gerek ve yeter sart A(X) =0 olmasidir.

Ispat: Gereklilik: X€W olsun. Eger W nin taniminda f =lim_, alinirsa

- _ 2 - k _ > T
lim, x =Y x, lim_, 8 =>"aj x,
k=1 k=1

esitligi elde edilir. Buise A(x) =0 olmasin1 verir.

Yeterlilik: A(x)=0 ve f ec/, olsun. Boylece hipotez ve Lemma 4. 1. 2. 1 den

f(X) = plim_, X+sx =p> ag X, +5x
k=1

olur. Ayrica

f(x) :ixkf(?)")zixk(uafk‘ +5, )

k=1
olup xeW elde edilir.
Teorem 4. 1. 4. 4. Ae(c,c,) ve Be(c,c,) olsun. Ayrica ¢, "mcc, olmak

tizere lim— =1 gerceklensin. Eger A matrisi n-conull ise B matrisi de m-conull dir.

n—oo TCn
Eger B matrisi n-coregiiler 1se A matrisi de n-coregiiler dir. Eger ¢ , mmM=cC_gMm
gercekleniyorsa her iki matris de n-conull ya da n-coregiiler dir.

Ispat: Burada Teoremin ilk kismini ispatlamamiz yeterli olacaktir. Bunun icin D

matrisini D=B—y(B)l bi¢iminde tanimlayalim. O halde D matrisi w-conull olup
Teorem 4. 1. 4.1 den ¢, conull uzay olur. Bdylece Teorem 3. 1. 2. 9 dan c_,NC
de conull uzay olup Teorem 3. 1. 2. 10 dan c_,McC,, smirl 1raksak bir x dizisini
icerir. Hipotezden X eC_; igin x(B)X =Bx—Dx olup x(B) =0 olur ki bu da ispati

tamamlar.
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Lemma 4. 1. 4.3. Ae(c,,c,) ve zec,, nm, olsun. Bu taktirde zeW olmasi igin

gerek ve yeter sart A.z=(a,,z,) matrisinin n-conull olmasidur.

Ispat: Lemma 4. 1. 4. 2 den ze W< A(z)=0 dir. Bdylece y(Az)=A(z)=0

oldugundan ispat tamamlanir.
Lemma 4. 1. 4. 4. Ae(c,c,), Be(c,c,) ve ¢, nmccy olsun. Bu taktirde

W(c ) nmcW(c ) du.

Ispat: Eger ze W(c_,)m ise bu durumda Lemma 4. 1. 4. 3 ten A.z matrisi n-
conull ve Teorem 4. 1. 4. 4 ten B.z matrisi de m-conull dir. Béylece Lemma 4. 1. 4. 3

ten ze W(c g) elde edilir ki bu da ispati tamamlar.
Simdi ise sinirl tutarlilik teoremini verelim.

Teorem 4. 1. 4. 5. A ve B m-coregiiler matrisler olmak {izere Ae(c,cn) ve
Be(c,c,) olsun. Ayrica C,Nmcc, Ve Xxec igin lim,x=Ilim X sartlan

gerceklensin. Bu taktirde A ve B matrisleri sinirh diziler i¢in tutarlidir.

Ispat: by =lim ;8" =lim_, 8* =a} oldugu kolayca gériilebilir. zec_, mm olsun.

Bu taktirde;

Durum 1: Kabul edelim ki A_,(z)=0 olsun, bu durumda Lemma 4. 1. 4. 3 ve
Lemma4.1.4.4ten A ;(z) =0 elde edilir. Boylece
limzz=> brz, ve lim,z=>) a5z,
k=1 k=1

dir.

ATL’A (Z)
(€)

Durum 2: Kabul edelim ki A_,(z)#0 olsun, bu dogrultuda t = olmak {izere

A

y=z-te olsun. Boylece Durum 1 den A_,(y)=0 ve lim g y=Ilim_,y elde edilir.

lim ge=Ilim_, e oldugundan lim ;z=Ilim_, z olur ki bu da teoremi ispatlar.
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Tanim 4. 1. 4. 2. A reel ya da kompleks terimli bir matris olmak tizere eger ¢ ; =cC_,

ve VKEN ig¢in Iim& =0 olacak sekilde bir B matrisi varsa A ya c_-replaceable
n

Ty

matris denir.

Tanim 4. 1. 4. 2 de 6zel olarak n=¢ alinirsa genel c-replaceable tanimi elde

edilir.

A matrisi n-conull olsun. Herhangi bir ¢arpimsal D matrisi igin C_, =C
esitligi mevcut ise bu durumda D matrisi 0-¢arpimsal dir. Bunun igin f ec/, olsun.
Eger f =lim ; alinirsa Hahn-Banach teoreminden lim , ec/, olup Teorem 4. 1. 3.

1 den
1(limp)=x(D) =px(A)

elde edilir. Bdylece hipotezden D matrisi m-conull dir. D matrisi i¢in Onerme 3. 2. 2.

2 den
lim_, x = (D)limx+ 3 dx,
k=1

olup D, ¢arpimsal oldugundan VKEN i¢in d; =0 dir. O halde
lim , =0.limx

gergeklenir. Diger yandan n-coregiiler A matrisininC_-replaceable olmasi i¢in gerek

ve yeter sart C_, =C_, olacak sekilde regiiler bir D matrisinin mevcut olmasidir.

Teorem 4. 1. 4. 6. A, n-coregiiler bir matris olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler

denktir:

I) A, c_-replaceable bir matristir.
i) e T, (kapanis c_, i¢inde aliniyor)

iii) e ¢ ¢ (kapanis C., icinde alintyor)
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iv) lim, c_, nin alt uzayi olarak goz oniine alinan c lizerinde siireklidir.

V) X—Bx doniisiimii, ¢ _, nin alt uzayi olarak goz oniine alian c iizerinde siireklidir.

ispat: Biliyoruz ki X ve Y FK uzaylari olmas1 halinde, XCY ve EcX ise E, = (Ex)

ve Ozel olarak E_X c E_Y dir (Wilansk 1984, S. 57).
(if)=(iii): Yukarida Y =c_,, X=c, ve E=¢ alinmas1 yeterlidir.

(i)=(iv): Kabul edelim ki A, c_-replaceable bir matris olsun. Bu durumda Tanim 4.
1. 4. 2 den regiiler bir D matrisi vardir, 6yle ki ¢_, =c_, saglanir. Ayrica lim ; ec’,

dir. O halde c iizerinde lim ; =lim gergeklenir. Dolayis1 ile topolojinin invariant

olmasindan siireklilik garanti edilir.

(iv)=(i): fec!, olsun. Hahn-Banach teoreminden c iizerinde f=lim dir. Boylece

Teorem 4. 1. 3. 1 den 1zx(f):ux(A) elde edilir. A, m-coregiiler matris

oldugundan p =0 dir. Teorem 3. 1. 2. 3 ten ispat elde edilir.

(iv)=(ii): ¢, cc_, icermesi mevcut olup C, iizerinde lim=0 ve lime=1 dir. Hahn-

Banach teoreminden e ¢ C, elde edilir.

(if)=(iv): c i¢inde, C_, topolojisine gbre C, yogun olmayan maksimal alt uzaydir.
Boylece Teorem 3. 1. 2. 4 ten kapalidir. Ancak f* =lim* =c, olup Teorem 3. 1. 2. 4

ten lim sureklidir.

(iv)<(v): Onerme 3. 2. 2. 2 den VxEc igin

lim_, x = X(A)Iimx+iafk‘ X,

k=1

olup lim_, siirekli ve ayrica x(A)#0 oldugundan denklik elde edilir.

Teorem 4. 1. 4. 7. Eger c, uzay1 P i¢inde yogun degilse A c_-replaceable bir

matristir.
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Ispat: f ec, olmak iizere c, iizerinde £=0 olsun. Bu taktirde f(S") =0 dir. Onerme
4.1.1.2den

f(x)=plim_, x +t(Ax)+Z{—pa[f —Zw:tnank}xk

o0
k=1 n=1

elde edilir. Eger p=0 ise P iizerinde f=0 olup Hahn-Banach teoreminden P c T,
gerceklenir. Boylece Teorem 4. 1. 3. 6 dan P=T¢, elde edilir. O halde u#0 olup
Teorem 4. 1. 1. 2den c,=c_, ve lim f =0 sartlarin1 gergekleyen bir D matrisi

vardir. Eger x =&" almirsa

£(5%) = lim_ 8 = lim 3 — 0
noT

elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.

Teorem 4. 1. 4. 8. A, n-coregiiler bir matris olsun. Bu durumda A matrisinin C_-

replaceable olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢, mn P i¢cinde yogun olmamasidir.

Ispat: Hipotez ve Teorem 4. 1. 3. 6 dan P=C olup A matrisi c_-replaceable
oldugundan Teorem 4. 1. 4. 6 dan e ¢ T, elde edilir. Boylece P =T, ger¢eklenir. O

halde Teorem 4. 1. 4. 7 den ispat elde edilir.

Her bir f ec/, mn biitiin gdsterimleri Onerme 4. 1. 1. 2 de oldugu gibi ayni
bir p ye bagli ise A matrisine p-tektir denir. Simdi de p-tek olmaya iliskin asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 4. 1. 4. 9. p-tek olmayan bir matris c_-replaceable olmalidir.

Ispat: p#0 olmak iizere c,, iizerinde f=0 dir. Teorem 4. 1. 1. 2 den ¢ ,=c_, Ve
lim ;=0 sartlarin1 gergekleyen bir D matrisi mevcut olup A, c_-replaceable bir

matristir.
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4. 1. 5. Oran FK Uzaylar1 Uzerindeki Baz1 Uygulamalar

Bu kisimda A, Be(c,,c,) olmak iizere;
i) x(AB)=x(A)x(B),
i) x(f)=nx(A),
iii) A matrisinin M(c,,c, ) tipinde olmas: durumu
ve

iv) A matrisinin perfect olmasi sartlar

ele alinacaktir. Burada hemen belirtelim ki; eger C =c_, ise bu durumda A

matrisine perfecttir denir.

Tammm 4. 1. 5. 1. A matrisi c_-reversible ve Ae(cp,cn) olsun. Bu durumda

Vf ecl, icin p={p,,p,..ssPys--} VE P ={0,0,...,O, Py ,0,0,...} olmak {izere

k.terim

() =1(p)- 27 (p")
dir.

Simdi Teorem 4. 1. 5. 1 in ispatinda kullanacagimiz Lemma’y1 ispatsiz

olarak ifade edelim.

Lemma 4. 1. 5. 1. B matrisi conull olmak tizere A, Be(cp,cn) olsun. Bu durumda

AB matrisi de conull dir.

Teorem 4. 1. 5 1. ABe(c,c,) olsun. Bu taktirde Vfec,, icin

x(AB) = x(A)x(B) gerceklenir.

64



Catal, C. 2013. Oran Uzaylarinda Matris Doniisiimleri ve Toplanabilirlik Alanlarinin Topolojik Yapusi, Yiiksek Lisans Tezi,
Mersin Universitesi

Ispat: T=(t, ) matrisini

T eger k =n,
1:nk =1 Pn
0 dd.

bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda

o0

(T)=lim> S o S jim ¢, Pe
a2 T k=1 T,

nN—oo nN—oo
k=1 T, =

olup %(T)=1-0=0 elde edilir.

Ozel olarak D=B—X(B)T alinirsa x(D)zO olup Lemma 4. 1. 5. 1 den

%(AD)=0 dir. Ayrica
D=B-%(B)T
AD =AB-Ay(B)T
x(AD)=x(AB)-x(A)x(B)=0

olup bu da y(AB)=y(A)y(B) esitligini verir. Bu ise ispat: tamamlar.

Teorem 4. 1. 5. 2. Ae(cp,cn) ve A matrisi c_-reversible olsun. Bu taktirde

vf ec!, igin

1(f)=nx(A)
dir.

Ispat: Hipotez ve Onerme 4. 1. 1. 3 ten VX ec_, igin f fonksiyonu

f(X) =D t, D> auX +ulim, x
n=. k=1
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gdsterimine sahiptir. Siras1 ile x=p ve X = p* alinirsa

f(p) = Ztn Zankpk + Hapn
k=

n=1 1

ve

F(p) = 3 t,aup + HPLAL

n=1

olup

NgE

nn ank pk

> g |
D lthawpd=2 2 n_n

1 n=1 k=1 n=1 n

SIAIY |
n=

=
Il

esitsizliginden ZZtnankpk serisi mutlak yakinsaktir. Dolayist ile

k=1 n=1
x(F)=rx(A)
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4. 1. 5. 3. Eger A matrisi M(c,c,) ve B matrisi M(c,,c) tipinde ise AB

matrisi M(cp,cn) tipindedir.
Ispat: Ilk 6nce not edelim ki eger Ae(c,c.)ve Be (Cp,c) ise bu durumda vx ec,

icin B =Sup§:|bnk|pk <o oldugundan A(Bx)=AB(x) ve AB e(cp,cn) elde edilir.
N k=l

Burada xem  ve {a,p.el di. c, =Zambik, (n,k=12,..) olmak iizere
i=1

C=AB olsun. O halde {t,r,} e/ i¢in

D tcy =0, (nk=12..)
k=1
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olup dolayisiile s; = Zt a . olmak lizere

n-ni
n=1
0= Ztncnk = Zsibik
n=1 i=1
elde ederiz. Ancak
Z|Si | :Z 2 tay (<D |t 2]y
i=1 i=1 |n=1 n=1 n=1

ve Ae (C, Cn) oldugundan 3M > 0 vardir 6yle ki VneN igin

E

<M
T[:n

2

saglanir. Dolayist ile {t 7} € ¢ oldugundan

s <Dt M < o0
i1

n=1

Z|Si| < oo
i=1

elde ederiz. B matrisi M(Cp,c) tipinde oldugundan Vi i¢in s, =0 ve t, =0 dir. Bu

ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4. 1. 5. 4. Ae(cp,cn) olsun. Eger A matrisi (cp,cn)-conull ise bu durumda

Co,» C, icinde yogundur.

Ispat: fec/, olmak iizere c,, iginde £=0 olsun. Bu durumda x(A)=0 olup

Teorem 4. 1. 5. 2 den (f)=0 dir. Bdylece Hahn-Banach teoreminden

X(f)=O=>f(p)=O

:pGEOTc
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=>EOTE =C

T

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4. 1. 5. 5. Ae(cp,cn) olmak iizere A matrisi C_-reversible ve coregiiler

olsun. Bu durumda A matrisinin M(c,,c, ) tipinde olmasi igin gerek ve yeter sart A

nin perfect olmasidir.

Ispat: Gereklilik: f ec! vef, c_ iizerinde sifir dizisi olsun. Bu durumda (f)=0 ve

Teorem 4. 1. 5. 2 den py (A)=0 olup hipotezden n=0 elde edilir.
f)=>t,> a,x,=0
n=1 n=1

esitliginde &zel olarak x =& alinirsa Ztnank =0 elde edilir. A matrisi I\/I(Cp,cn)
n=1

tipinde oldugundan VneN i¢in t, =0 olup f, c_, lizerinde bir sifir dizisidir. Boylece

Hanh Banach teoreminden ispat elde edilir.

Yeterlilik: Kabul edelim ki f fonksiyonu c_ iizerinde sifir dizisi olsun. Bu durumda

f(x)= Ztn Z::,ankxk = kzllxkzj;tnank
i

n=1 k=!

olmak iizere Vk igin Z:tnank =0 olsun. Dolayist ile c¢_, tizerinde de sifir dizisidir.
n=1

Simdi ise n’yi fix edip x’i Ax==n" olacak bigimde segelim. Bu taktirde Vn e[l i¢in

t, =f(x) =0 oldugundan A matrisi M(c,,c_) tipindedir.

Teorem 4. 1. 5. 6. Eger C,, C, Ve A matrisi (c,,c_)-conull ise bu taktirde B

matrisi de (c,,c, ) -conull dr.

Ispat: p =0 olsun. Bu durumda Teorem 4. 1. 5. 2 ve hipotezden y(f)=0 dir. Ozel

olarak f =lim_; alinirsa y(lim_3)=0 olup
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IimnB(p)—ZlimB(pk)=0

elde edilir. Ancak

ve

IimnB(pk) = Iimibnkpk =byp,

nN—oo 71
n

oldugundan y(B)=b™—-> p,b =0 elde edilir ki bu da ispat: tamamlar.

k=1

4.2. MONOTON NORM ve DUAL UZAYLAR
4. 2. 1. Monoton Normlar ve Oran Uzaylari

Bu kisimda [16] da tanimlanan bazi Oran FK uzaylarimi ele alip bu

uzaylarin monotonluk 6zelliklerini inceleyecegiz. Bunun i¢in B, Tanim 3. 1. 1. 6

daki gibi degismeli bir Banach cebiri olsun. O halde Ya€B igin |e| =1 olmak iizere

ae=ea=a ger¢eklensin. Bu durumda X =(X,) vektor dizisi olmak iizere asagidaki

vektor dizi uzaylarini géz oniine alalim

Co={x=(x):[x,] >0, k> },

C={x=(x):[x] >~ k—>w, LeB},

E:{x:(xk):g||xk||<oo},

m={x=(x)x]<M vkel, M>0},
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bv = {x = (%) D X =Xl < oo} :
k=1

h, = {x eB: in”xn X yakmsak}.
n=1

Tanimlardan kolayca goriilebilir ki C, cCcm gergeklenir. C;, C, m

vektor dizi uzaylari lizerindeki norm H|X|”Oo = Sup||Xk||, ¢ vektor dizi uzayi lizerindeki
k

norm |||X|||1:i||xk|| ve bv vektor dizi uzayr Tlizerindeki norm ise
k=1

|||X|||2 = kZ;,”Xk - Xk+1|| dir.

Tanm 4. 2. 1. 1. n=(n,) pozitif sayilarin bir dizisi olmak fizere 0<m, <m,,, Ve

<oo},
X
Xl ool
T

i X Xua

k=1 || 0 T

supm, = sartlar1 gergeklensin. O halde
k

X

T4

m, = {X = ()3l = sup

(= {x =(X,): |||x||

(ov), - { _ il

dir.

Tanim 4. 2. 1. 2. X bir Banach Cebiri olsun. Bu durumda ¥ m>n igin

sahiptir denir.

™l s @

?|

ve ||X||=supmx(m)m sartlar1 gercekleniyorsa X’e monoton norma
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Teorem 4. 2. 1. 1. m_ vektor dizi uzayr monoton norma sahiptir.

X

Ispat: x =(x,) em_ olsun. Tanim 4. 2. 1. 1 den H|X|” =sup < oo gerceklenir.
k[T

k

n<m igin
e e e e i e |

olup

el =
elde edilr.

mx“)m monoton artan ve iistten sinirli oldugundan supremumuna yakinsar.

Dolaysst ile

B 2

olup (23) ve (24) ten ispat tamamlanur.

Teorem 4. 2. 1. 2. /_ vektor dizi uzay:r monoton norma sahiptir.

Ispat: x e /_ verilsin. Bu taktirdeTanim 4. 2. 1. 1. den n<m igin

k

X
T

<

XN
n_Z‘

%

n
k=1

olur ve

e =

<[

elde edilir.
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mx(")m monoton artan ve sinirlidir. Dolayisi ile supremumuna yakinsar.

Boylece

=[xl (26)

sl

lim

n—oo

Hx(n)

olup (25) ve (26) dan ispat tamamlanr.

Teorem4. 2. 1. 3. (bv)n vektor dizi uzayr monoton norma sahiptir.

Ispat: x e(bv) olsun. Tamm 4. 2. 1. 1 den ¥x € (bv)_igin

IX=3 ni [X, — X <0 dir. Eger n<m ise
k=1 n
-3 |2
[ B e [
k=1 || Ty
LAY I
< - _
<2 . X, =X
e
olup
bll=[ @
gerceklenir.

mx(n)m monoton artan ve sinirli olup supremumuna yakinsar. Yani;

n n 1
sup|[x"| = sup| > H— % — X
k=1 Ttk
<
=2 1= ke =%l = X (28)
k=1 Tl:k

dir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Teorem 4. 2. 1. 4. h, vektdr dizi uzayr monoton norma sahiptir.

Ispat: x € h, olsun. Boylece ||x||= i:n”xn — X+ lim]|x, || olmak tizere eger n<m
n=1

nN—o0

ise bu durumda

n-1

Ixll = 221 1% =i+ m x| (29)
i=1
elde edilir. Ancak
n-1
”Xm”: (XJ_Xj+l)+Xn

j=m

n-1

= (Xj‘XM) +[x, |
j=m

oldugundan

n-1
DY S | P (30)
j=m

olup (29) ve (30) dan

()

n
= 2l =+ x|
i=1

=[xl (3D

dir. Buise lim

n—oo

X(”)m =||X|| olmasidir. Boylece |irmn||xn||=O olup mx(n)m monoton

artan oldugundan

x" x"

sup||x”|| = tim||x" | = x| (32)

olup boylece (31) ve (32) den ispat tamamlanir.
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4. 2. 2. Baz1 Oran Uzaylarinin Duali

Simdi ise bazi Oran FK uzaylarimin a ve (- duallerini ele alalim. Burada

1
hemen belirtelim ki eger sup|x,|k <oo ise x={x,} dizisine analitik dizi denir ve
k

1
analitik diziler uzay1 A ile gosterilir. Eger ll(im|xk|i =0 ise x={x,} dizisine tam

dizi denir ve tam diziler uzay1 I ile gosterilir. Buna gore;

n 1
<o} Ve Al:{x:lim|xnnn|n:0}
= n

T

Xn

T,

' =sX:sup

s
n

dir.

Teorem 4.2. 2. 1. {(CS)l; =/ _ dur.

U4

Ispat: x e {( cs) 1} , fakat x ¢ /_ olsun. Bu durumda her pozitif k tamsayisi igin dyle

bir {n, } dizisi bulunabilir ki

saglanir. Eger

olarak tanimlanir ise
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oldugundan {y;}e(cs): elde edilir. Halbuki i|XiYi|:°0 olup bu bir ¢eliskidir.

T i=1

Dolayist ile

saglanir.

Diger taraftan (CS); C(CO )1 oldugundan ((CO )1) c((cs)1) gerceklenir.

g T T T

Boylece /< ((CO )1 j c ((CS) 1 j olur ki bu ise ispat1 tamamlar.

T g

Teorem4.2.2.2. /% =m_ di.

T

T

Ispat: x e(flJ olmak iizere kabul edelim ki X & m_ olsun. Bu durumda pozitif

sayilarin artan bir {ni} dizisi vardir dyle ki |[—~| > i* saglanir. y, ’i

<o olup y,el] dir. Ancak

g

L 1
biciminde tanimlayalim. Bdylece |ynni|=‘—.2ni
A

Z|Xiyi| =00 olup bu bir ¢eligkidir. O halde (6 1] c m_ gerceklenir.
i=1

i

Y

Diger taraftan Xem_ olsun. Bu durumda <M olacak sekilde M>0

vardir dyle ki
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<sup

0y | <o

i=1

Yim

yel, :>Z|xy|—zﬁ

i=1

I
saglanir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem4.2.2.3. I' = A, d.

T

Ispat: x e A, olsun. Bu dogrultuda Vi>1 igin |Xini| <M' olacak sekilde bir M >0

g

vardir. € >0 olmak lizere eM <1 olsun.

Yi
TC.

Bu durumda eger yeI' ise Vixi, icin dyle bir € secilir ki <g

o0

<Y (Me) <o olup A, =(T,)"
i=1 -

T

saglanir. O halde i|xiyi|:inxy

i=1 i=1

gerceklenir.

Diger yandan xeI' * ve x¢ A, olsun. Bu taktirde pozitif sayilarin artan

T

bir {n;} dizisi 2" gergeklenir. Kabul edelim ki

olsun. Bu durumda {y,} €I, olup > |x,y;|=c0 dir. Bu ise bir geliski olup x e A,
i=1 -

u

dir.

Teorem 4. 2. 2. 4. (cs): =/, du.

T

Ispat: 1lk olarak (cs)” </, oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki y ¢(cs)” olsun.

T

k|+1
Pozitif sayilarin artan bir {ki} dizisi vardir dyle ki Z

k=k; +1

Y

T

>4' gerceklenir. (Xk)
dizisini
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k
Ume ek,
0 dd

bigiminde segelim. Bu durumda x €(cs)_ dir. Ancak

= 1lly
Z|Xkyk| = Z 2_
k=1

olup y¢(cs)” dir. Dolayst ile (cs) “ </ 1 saglanir.

U4

Diger yandan (cs) —m_ oldugundan mZ <(cs)” saglanir. Ayrica

m? =/, oldugundan ¢, <(cs)’ elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

T T

Teorem4.2.2.5. ¢ e/, dir.

T

Ispat: te ¢, ve x ec,_ olsun. Bu taktirde t ec}_ olmak iizere

T

n n t
Z|thk| :Z

k=1 k=1

<[], e

ssup|xknk| Z

k=1

X, T,
k

olup ¢, ccb_ gergeklenir.

i

txgcs ve te(, olsun. Bu durumda pozitif sayilarin artan bir {n,} dizisi

vardir dyle ki Z T |t | >1 saglanir.

k=n;+1

1
-sgnt, , n.+1<k<n ,
X, =11

0 , dd.
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Niyg
D> |t >1 olup ¢} = ¢, igermesi saglanir. Bu ise ispati

k=n;+1 T

Niyg
olmak iizere Z t X, =
k=n;+1

!
i

tamamlar.

4.3. p-CONULL FK UZAYLARI

Bu kisimda p-conull FK uzaylar1 tanimlanmis ve ¢esitli sonuglar elde

edilmistir.

Tamim 4. 3. 1. X bir Oran FK uzay1 olmak lizere Vf € X' i¢in
AURIOERICY
k=1
olsun. Bu taktirde eger x(f) =0 ise X’e p-conull aksi durumda X’e p -coregiiler
uzay denir. Burada

p= {pl’pz 1Py ’pk+1""}

ve

pk :{0,0,...,O, pk ,0,0,.,.}

k.terim

dir.

Teorem 4. 3. 1. X ve Y Oran FK uzaylar1 olmak tizere X <Y olsun. Bu durumda

i) X p-conull ise Y de p -conull dir.

1) X, Y de kapali1 ve X p -coregiiler ise Y de p -coregiiler dir.
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ispat:
1) 1 X—>Y, i(x)=x icerme donisiimi siireklidir. X ile Y zayif topolojilere sahip

oldugundan bu déniisiim yine de siirekli olur ([2]) .

X p-conull uzay ise VfeX' igin x(f)zO dir. X< Y oldugundan X’in
topolojisi Y’nin X iizerindeki topolojisinden daha genis olacaktir ([2]) Boylece

vfeY' icin x(f ) =0 olup Tanim 4. 3. 1 den Y p -conull uzaydir.

i1) Eger X, Y de kapali ise 1:X—Y, i(x)=x doniisimii i¢ine homeomorfizm
olacaktir. Dolayist ile tersi de siireklidir. Bu durumda Y, p -conull ise X de p -conull

dir.

Teorem 4. 3. 2. {X,} p-conull Oran FK uzaylarinin bir dizisi olsun. Bu durumda

X=X, de p-conull uzaydir.

Ispat: X=X, ve f e X’ olsun. FK uzaylarinin ara kesiti de FK uzay1 olacagindan

X bir Oran FK uzayidir. Bu durumda g, € X! olmak iizere f = ng bi¢ciminde

k=1

yazilabilir ([2]). O halde

1 (f) =) -2 f (o)

olur ki bu da ispat1 tamamlar.
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Tamm 4. 3. 2. Vxec, i¢in (Ax) doniisiim dizisi meveut ve Axec, ise A

matrisine (cp,cp) konservatif matris denir.

Teorem 4. 3. 3. Ae(cp,cp) ve A cp-reversible bir matris olsun. Bu taktirde A
matrisinin p -conull olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢, da p" —Z5p olmasidir.

Burada p" =(puPss--py,0,...) dir.

Ispat:

Gereklilik: p(”):(pl,pz,...pn,O,...) olmak iizere p(”):Zpk bi¢iminde ifade
k=1

edilebilir. Bu taktirde Vf ec, igin

p(n)_Z_)p@f(p(”))_)f(p)

%(f)=nx(A) olup A p-conull ise (f)=0 dir. Dolayst ile ¢, da p” —2—p dur.

Yeterlilik: Ozel olarak f = lim_, almirsa f ec’, olup
x(F)=x(lim . )=lim_, p—>"lim_, (p*)
k=1

1S NIt P
:I|m—2ankpk—2h£n a, —
k=1

n n k=1 n

=% (A)

P
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olur. Eger p" ——p ise bu taktirde y (f)=0 olup ¢’ (A)=0 elde edilir ki bu da

ispat1 tamamlar.

Bu durumda A e (Cp,Cp) matrisinin p -conull olmasi i¢in gerek ve yeter sart

C,a Uzayimun p -conull olmasidir.
Sonu¢ 4. 3. 1. Eger ¢, Y de kapaliise Y p -coregiler uzaydir.

Ispat: A=I birim matris olmak iizere

A l o0 o0 A 1 o0
(D) =lim=>"1,p, =D p lim—=>"1,p"
" P,k k=1 " P,k

= Ilmi Innpn _Zpko
n pn k=1

#0

oldugundan ¢, uzay: p -conull degil, O halde

c, ={x:lIxec, }=c,

oldugundan Teorem 4. 3. 3 den ¢, p-conull degildir. Béylece Teorem 4. 3. 1 (ii) den

ispat elde edilir.

Sonug 4. 3. 2. A, p -coregiiler bir matris olsun. Bu taktirde m nc, =T, dir.

Ispat: f ec, olmak iizere f, c iizerinde sifir dizisi olsun. Hipotezden ve Teorem 4. 1.
5. 2 den p=0 olmalidir. O halde Lemma 4. 1. 2. 1 de =e alinirsa f(x)=sx olup seri
sonludur. Ozel olarak x =p* segilirse f(p*)=0 olur. Dolayisi ile ¢, "M , da f=0

dir. Hahn-Banach teoreminden ispat tamamlanir.

Teorem 4. 3. 4. X bir p-conull FK uzay1 olsun. A reel ya da kompleks terimli bir

matris olmak tizere ¢ , > X m ise A matrisi p -conulldir.
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Ispat: B matrisini B:=A—y (A)l bigiminde tanimlayalim. O halde y (B)=0

olup Tanim 4. 3. 1 den B matrisi p-conull olur. Béylece Teorem 3. 1. 2. 9 dan

C.s N X p-conull dir. Bu durumda Teorem 3. 1. 2. 10 dan ¢z MX simirli iraksak bir
x dizisini igerir. Hipotezden xec_, olup y. (A)x=Ax-Bxec, ve dolaysi ile

xii (A)=0 elde edilir ki bu da ispati tamamlar.
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5. SONUC ve ONERILER

5. 1. SONUCLAR

1. Oran FK uzay1 kavrami aciklandi ve bu uzaylara iligkin ¢esitli sonuglar verildi.

2. A reel ya da kompleks terimli bir matris olmak iizere Ae(X,c.), Ae (X,C}”),

Ae(X,mn) ve Ae(X,mh ) bicimindeki matrsi doniisiimleri ve toplanabilirlik

alanalarindaki uygulamalar i¢in ¢esitli 6rnekler verildi.

3. Klasikte bilinen Kojima-Schur, Silverman-Toeplitz ve Banach Steinhaus

teoremlerin analoglari Oran FK uzaylar i¢in verildi.

4. Ae(c,,c,) olmak iizere
i) %(AB)=x(A)x(B),
i) x(f)=px(A),
iii) A matrisinin M(c,,c, ) tipinde olmas: durumu

ve
iv) A matrisinin perfect olmasi sartlar
incelendi.
5. Baz1 oran uzaylarinin monoton normlari ve dualleri verildi.

6. p-conull FK uzaylar1 tanimlandi ve ¢esitli sonuglar elde edildi.
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5.2. ONERILER

Snyder, A. K. [3] ve Bennet [4] deki teoriyi 4. 3 de verilen tanim ve

teoremler i¢in gelistirilebilir.

Jirimée, E. [11,12] deki caligmalar fark dizileri i¢in incelenebilir.
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