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DEFERRED iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
Miijde YILMAZTURK

(0)/
Bu tezde, istatistiksel yakinsaklik kavrami, Agnew R.P. tarafindan [1] ¢calismasinda

tanimlanan deferred Cesaro metodu kullanilarak genellestirildi.

p={p(M}.. ve d={q(n)},. pozitif tam sayilarin

p(n) <qg(n) ve limqg(n) =
kosulu saglayan dizileri olmak iizere X =(x,) reel terimli bir dizi ve | € R olsun.

Eger, V& >0 i¢in

lmm‘{p(nk k<q(n):[x ~1|=¢}[=0

saglantyor ise X =(X,) reel terimli dizisine | e R sayisina deferred istatistiksel yakisaktir

denir.

Bulgular boliimiinde genel olarak deferred istatistiksel yakinsama ile deferred
Cesaro ortalamasi, istatistiksel yakinsama gibi metotlarin kiyaslanmasi yapildi. Deferred
istatistiksel yakinsamanin o —kuvvetli deferred Cesaro yakinsaklik ile iliskisi incelendi.

Ayrica bir dizinin deferred istatistiksel degme noktasi tanimland: ve ilgili sonuglar verildi.

Anahtar Kelimeler: Yakinsaklik, kuvvetli yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik, deferred

istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel kapanis noktasi, deferred istatistiksel kapanis noktasi.

Damsmani: Doc. Dr. Mehmet KUCUKASLAN, Matematik Ana Bilim Dali, Mersin

Universitesi.
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DEFERRED STATISTICAL CONVERGENCE
Miijde. YILMAZTURK

ABSTRACT
In this thesis, the concept of statistical convergence is generalized by using deferred
Cesaro mean which was defined by Agnew R.P. in the study [1].
Let p={p(n)}.. and q={q(n)},., be asequences of positive integers satisfying

p(n) < a(n) ve limg(n) =<0

If Ve>0,

!mm‘{p(n)<k <q(n):|x 1|z ¢}[=0

hold, than real valued sequence x =(x,) is called deferred statistical convergence to | e R.

In chapter 4, generally deferred statistical convergence is compared some different
convergence method such as deferred Cesaro mean, statistical convergence, and etc. The
relation between o —strongly deferred Cesaro mean and deferred statistical convergence and
statistical convergence is investigated.

Also, deferred statistical cluster points of real valued sequence are defined and some

related results are given.

Keywords: convergence, strongly convergence, statistical convergence, deferred statistical
convergence, statistical cluster point, deferred statistical cluster point.

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet KUCUKASLAN, Department of mathematics, Mersin

University.



Yilmaztiirk, M. 2013. Deferred Istatistiksel Yakinsaklik Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

TESEKKUR

Agnew’in [1] caligmasini bize vererek bu calismaya baglamamiza Onayak olan
Saymn Dog¢.Dr. flhan DAGADUR’ya ve calismanin her sathasinda yakin ilgi ve
yardimlarin1 esirgemeyen degerli hocam Saymn Dog¢.Dr. Mehmet KUCUKARSLAN’a

tesekkiir ve siikranlarimi1 sunmay1 bir borg bilirim.

Bu c¢alisma maddi ve manevi desteklerini benden esirgemeyen aileme

armaganimdir.
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SIMGE ve KISALTMALAR DIiZINi

w ={x=(%):(x,) reel terimli dizi}
C, ={x=( ) limx, _O}
c ={x=(xk):ElleR,Limxk=l<oo}
(, {x: X ) |xk| <oo} 0O<p<oo
l, {x ):sup|x,| < oo}
keN
E-F ={X:xeEvexgF}
EAF =(E-F)U(F-E)
X '= K nin karakteristiksel fonksiyonu
o(K) := K kiimesinin dogal yogunlugu
5D[p’q](K) = K kiimesinin deferred istatistiksel yogunlugu
D '=Deferred Cesaro yakinsak dizilerin uzay:
S = Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1
DS = Deferred istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi
I'(x) -= X =(%,) dizisinin istatistiksel degme noktalarinin kiimesi
Lo (X) i=x = (X, ) dizisinin deferred istatistiksel degme noktalarinin kiimesi
()t L S
D =aX=(X):lim X, < oo
g o A(N) = A(n=1) oy “

Vi
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(A -1) <k < A(n):|x, —||Zg}\=o}

A(n)
x=(x):1eR, !iﬂ%;m_”a <oo}

: 1 x| «
= deR, lIim——— -1
S ORI |<°°}
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1.GIRIS

[statistiksel yakinsaklik kavrami 1951 yilinda Fast H. [2] ve Steinhaus H. [3]
tarafindan tanimlanmis ve o tarihten bu yana bir ¢ok matematikg¢inin ilgilendigi bir konu
haline gelmistir. Istatistiksel yakinsaklik kavrammin Cesdro matrisiyle olan iliskisi bu
kavramin regiiler matrisler yardimiyla genellestirilmesine olanak saglamistir.

1932 yilinda Agnew[1]’in Cesaro alt metodunun bir genellemesi olan deferred

Cesaro metodu asagidaki bicimde tanimlanmustir:

p={p(n)} . ve d={a(n)},. pozitif tam sayilarin

p(n) <q(n) ve limq(n) = co

kosulu saglayan dizileri olmak iizere x =(X,) reel terimli dizisinin deferred Cesaro
ortalamasi
1 q(n)

D .x) =" . n=123.. 1.1
(Co), = G p 2, " (1)

Bi¢imindedir. (DMX)n doniistim dizisine X=(Xn) dizisinin deferred Cesaro ortalamasi

denir. (1.1)’de verilen D, , metodu regiiler olmasimin yani sira bagka dnemli &zellikleri de

sagladig1 Agnew tarafindan ifade edilmistir.

Bu calismada, deferred Cesaro metodu kullanilarak istatistiksel yakinsaklik
kavram

lim——— | p(n) <k <q(n):|x, —1|>&{|=0
">+ q(n) - p(n) | Ptz
biciminde genellestirildi ve deferred istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirildi.
Bu tanim yardimiyla yeni sonuglarin yani sira literatiirde bulunan bir ¢ok sonucun
genellemeleri elde edildi [1].

Yedi alt boliimden olusan Bulgular kisminda sirasiyla 4.1.’de D ve DS metotlart,
4.2.’de S ve DS metotlar1, 4.3.’de DS[p',q'] ve DS[p,q] metotlari, 4.4.°de S, ve DS,

metotlar1 kiyaslanmastir.
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45.de ise a—kuvvetli D yakinsaklik tanimlanmis ve ilgili sonuglar, 4.6. alt

bashiginda deferred istatistiksel degme noktalar1 ve ilgili sonuglar, 4.7.’de Iy (X) ile

I'(x) arasindaki iliskiler incelenmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Toplanabilme teorisi genel itibariyle dizilerin yakinsakligiyla ilgilenir. Bu alandaki
calismalar Leonhard Euler (1707-1789)’e kadar dizilerin Cauchy anlaminda
“Cauchy anlaminda yakinsakiik;

Eger Ve>0 igcin An,=n,(g) eN bulunabilir oyle ki ¥Yn=n, igin |Xn - || <&
saglaniyor ise x = (X, ) dizisine | sayisina ‘Cauchy anlaminda’ yakinsaktir denir’[4]
yakinsakligini arastirmakla sinirli kalmistir. Simdi asagidaki diziyi géz oniine alalim.

x=(%,)= ((—1)”) dizisi 1 ve -1 gibi farkli iki yigilma noktasmna sahip
oldugundan Cauchy anlaminda yakinsak degildir.

Eger, Xx= (Xn ) = (—1)n dizisinin terimleri yardimiyla

XX e+ X,
n

S .

n

2.1)

dizisi tanimlanirsa

n cift,

n

0,
S =

1, n tek,

n

oldugunda s=(s,) dizisinin 0 noktasina Cauchy anlaminda yakimsak oldugu goriiliir.

Burada ana fikir Cauchy anlaminda yakinsak olmayan dizilerin bir igleme tabi
tutulup sonra Cauchy anlaminda yakinsakhiginin incelenmesidir. Islemin anlaml
olabilmesi yakinsak her diziyi yakinsak diziye, en az bir 1raksak diziyi ise yakinsak diziye
¢evirmesidir.

(2.1)’deki doniisim matrisle ifade edilebilir. Bu bakis agisiyla toplanabilme
teorisinde reguler matrisler tanimlanmistir. Reguler matrisler, yakinsak dizileri yakinsak
dizilere ¢eviren ve limiti koruyan matrislerdir [4].

Istatistiksel yakinsaklik Cauchy anlaminda yakimnsakligin bir genellemesi olup
pozitif tamsayilarda dogal yogunluk kavramina dayanmaktadir.

Istatistiksel yakinsaklik ilk olarak 1951°de yilinda birbirlerinden bagimsiz olarak

Fast ve Steinhaus tarafindan tanimlanmistir.([2]-[3])

“x=(x,) reel (veya kompleks) terimli bir dizi ve | e R olsun. Eger, V& >0 icin
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|im1{ksn:|xk—|_|z<9}\=o,

n—o N
saglanwr ise X =(Xk) dizisine | e R saywsina “istatistiksel yakinsaktir” denir.”

Aslinda bu tanim Zygmund A. tarafindan [5]’de ele alinmis “hemen hemen

yakinsaklik™ olarak ifade edilmistir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami zaman igerisinde yogun calisilan bir konu haline
gelmis ve matematigin degisik alanlarma uygulanmustir. Ornegin,

Schoenberg 1.J. [6] ve Fridy J.A. [7] tarafindan Toplanabilme Teorisine, Zygmund
A. [5] tarafindan Fourier Serilerine, Connor J. [8],[9],[10], Demirci K.-Orhan C. [11] ve
Kline J. [12], tarafindan Fonksiyonel Analize, Erdos P.-Tenenbaum G. [13] tarafindan,
Sayilar Teorisine (Miller H. 1. [14] ve Miller H.1.-Orhan C. [15] tarafindan, Olgii Teorisi
Fridy J.A.ve Khan M.K. [16] tarafindan istatistik teorisi, Pehlivan S. ve Mamedov M.A.
[17] tarafindan Teorisi Optimizasyon ve Gadjiev A. D. ve Orhan C. [18] tarafindan
Yaklasim Teorisi gibi matematigin temel alanlariyla olan iliskisi nedeniyle yaklasik yarim

asirdir birgok matematikginin ilgilendigi 6nemli bir konu haline gelmistir.

E k<n
C,=(cy)=yn"
0,

k >n.

Cesaro matrisi yardimiyla smirlt diziler i¢in istatistiksel yakinsamaya denk bir

tanim agagidaki bi¢ciminde elde edilir:

limx, =1(S) !Lrg%‘{k <n:x —l[z¢}[=0

©Ve>0,1im(Cury ) =0

00

seklinde istatistiksel yakinsaklik Cesaro matrisiyle ifade edilebilir(Miller A.l. [14]).
Cesaro matrisi regiiler oldugundan istatistiksel yakinsaklik dizi uzayinda regiiler bir

toplanabilme metodu verir.
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Buch R.C. [20] bu ifadeden yola ¢ikarak Cesaro matrisi yerine negatif olmayan
regiiler bir A matrisi ele alarak istatistiksel yakinsakligin bir genellemesini yapmustir.
Daha sonra Freedman A.R. ve Sember J.J.[21] A yogunluk kavramini tanimlanmustir.

Connor J.S [22], Kolk E.[23], Miller H.l. [14] ise A istatistiksel yakinsakligi
tanimlanmastir.

Fridy J.A. [24]’de istatistiksel Cauhy dizisi tanimini vermistir. Ayni ¢alismada
Fridy bir dizinin alt dizisinin terimlerinin yogunlugunu g6z oniine alarak istatistiksel limit
noktasi ve istatistiksel degme noktasi tanimlarini vermistir. Connor J. ve Kline J [25]’de A
yogunluk kavrami yardimiyla A istatistiksel degme noktasi ve A istatistiksel limit
noktasini tanimlamiglardir. Literatiirde A matrisi 6zel bir matris segilerek yapilmis bir ¢ok
calisma mevcuttur (Pehlivan S.ve Mamadov M.A. [17]) vd.

Son yillarda yapilan caligmalar ve elde edilen sonuglar istatistiksel yakinsakligin ne

kadar 6nemli oldugunu ortaya agik bir bi¢imde koymaktadir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

KcN olmak iizere K, :={k:keK,k<n} kiimesinin eleman sayisi |Kn| ile

gosterilsin.

Tanmm 3.1.1. K = N olmak iizere
.1
5(K)::I|an|Kn| (3.1.1)

limiti mevcut ve sonlu ise bu limite K kiimesinin “yogunlugu” (veya “dogal yogunlugu”)
denir ve §(K) ile gdsterilir (Niven I. ve Zuckerman H.S. [26]).
N 1
Oregin; 5(N)=1, s({n*:neN})=0, §({2n:neN})=5({2n+1:neN})==,
gin:o(N) =1, o({n*:neN})=0, 5({2n:nel})=5((2n+1:nen))= 1
o ({k 'k asal sayl}) =0, oldugu yogunluk tanimindan kolayca elde edilir.

Dogal sayilarin sonlu her alt kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir. Bunun tersi dogru
degildir.

Ayrica, B kiimesi dogal yogunluga sahip ise, §(N-B)=1-6(B) ve 0<5(B)<1
olacaktir [21].

K <N olmak {izere eger o (K)=O ise K kiimesine sifir yogunlukludur denir.

Diger durumlarda K ’nin yogunlugu sifirdan farklidir denir ve & ( K) #0 yazilir.

P(n) onermesi verilsin. Eger, 5({neN:P(n) gegerli degil})=0 ise P(n)

onermesine “hemen hemen her k igin gegerlidir” denir ve h.h.K. bigiminde yazilir.

Tamm 3.1.2. K < N olmak iizere K kiimesinin alt ve iist yogunlugu sirasiyla
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5*(K)::Iiminf%|Kn| L5 (K) :=Iimsup%|Kn| (3.12)

seklinde tanimlanir.

Eger alt ve iist yogunluk esit ise dogal yogunluk vardir ve 8.(K) =0 (K) =8(K)
dir [26].

Her kiime dogal yogunluga sahip olmak zorunda degildir. Bunun i¢in asagidaki

Ornegi goz ontine alalim:

Ornek 3.1.1. E:{1,4,5,6,13,14,...,24,49,50,...,96,193,194,...} seklinde verilsin.

Edl

E indeks kiimesi i¢in *— ifadesini olusturalim.
n
Bl 5
1) == ifadesinin {ist limitini olusturan alt dizi,
n

T

(SN
olh
l\)||—\
N|lo
©|®
olbh
winN

2) u ifadesinin iist limitini olusturan {ist dizi,
n

1 4 16 64 1

) ) ) Yo —>
312 48 192 3
selindedir. Dolayisiyla

6.(K) = liminf B z 5 (K)= IimsupH =
n—o0 n 3 N—so0 n

wlN

oldugundan 6,(K)# 6 (K) dir. Bu nedenle E kiimesinin dogal yogunlugu yoktur. Bu

ornekten de anlasildigr gibi dogal yogunlugu olmayan kiimelerde vardir. Ama her bir kiime

i¢in alt ve iist yogunluk mevcuttur.
Simdi, (3.1.2)’de tanimlanan &  yogunluk fonksiyonun baz1 &zelliklerini

verelim: K,M < N olmak tizere
I. 5(K) meveutise 5(K)=6"(K) dir.
I1. §(K)+#0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul & (K) > 0°dir.

. KM ise 5°(K) <8 (M) dir.
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Tamm 3.1.3. x=(X,) reel (veya kompleks) terimli bir dizi ve | e R olsun. Eger,

Ve >0 icin
S({k:[x —L=e})=0, (3.1.3)

ise X= (Xk) dizisine | sayisina “istatistiksel yakinsaktir” denir ve limx= L(S) sembolii

X—0o0

ile gosterilir [3],[4].

Uyan 3.1.1. Cauchy anlamda yakinsak bir dizi i¢in {k k< n,|Xk - I| > g} kiimesi

N ’nin sonlu bir alt kiimesidir. Sonlu kiimelerin asimtotik yogunlugu sifir oldugundan
X = (Xk) dizisi | ’ye istatistiksel yakinsaktir. Bunun tersi dogru degildir. Bunu gérmek igin

asagidaki ornegi dikkate alalim:

Ornek 3.1.2. Genel terimi
o 1, k=m?
‘o, k=m?
olan x =(x,) dizisini goz 6niine alahm. X =(, ) dizisi 0°a istatistiksel yakinsak olmasina

ragmen X = (X, ) dizisi klasik anlamda yakinsak degildir.

Fridy J.A. [7]’de bir dizinin istatistiksel yakinsamasi ig¢in asagidaki
karakterizasyonu vermistir:

Teorem 3.1.1. X= (Xk) dizisinin bir | sayisina istatistiksel olarak yakinsamasi i¢in
gerek ve yeter sart ({n, :k eN})=1ve limx, =1 olacak sekilde bir monoton artan (n, )

indis dizisinin mevcut olmasidir.

Sonu¢ olarak Cauchy anlamda yakinsaklik yerine Istatistiksel yakinsaklik

kavraminin kullanilmasi yakinsak dizilerin kiimesini genisletmektedir.
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Tanim 3.1.4. Ve>0 i¢cin N=N(g)eN sayist1 bulunabilir o6yle ki
{k eN:|Xk—XN|25} kiimesi sifir yogunluga sahip ise X:(Xk) dizisine istatistiksel

Cauchy dizisidir denir [7].

Klasik yakinsaklikta oldugu gibi istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy

dizileri arasinda asagidaki teoremde verilen iliski vardir.

Teorem 3.1.1. Asagidaki ifadeler denktir:

i) x =(x,) istatistiksel yakinsaktr.

i) x

(x,) istatistiksel Cauchy dizisidir.

i) X = (Xk) dizisi igin 5{k X, # yk} =0 olacak sekilde bir yakimsak y =(y,)

dizisi vardir [7].

Sonug 3.1.1. x=(x,) dizisi | sayisina istatistiksel yakinsak ise X =(%,) dizisinin

| sayisina klasik anlamda yakinsayan bir alt dizisi vardir.

Bundan boyle, S ile istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi gosterilecektir.

3.2. MATRIS DONUSUMLERI

Istatistiksel yakisaklik ile klasik toplanabilme arasindaki iliski Fridy J.A.
tarafindan [7]’de incelenmistir. Bu iligkiyi vermeden oOnce bu bolimde Once

toplanamabilme hakkinda bilgi verecegiz.

A=(a,, ) sonsuz matrisi verilsin,
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Eger, VK >n i¢in a,, =0 ise A matrisine {iggensel matris denir. Eger, A= (an’k)

licgensel bir matris ve VneN igin a,  #0ise A matrisine liggen matris denir.

X ve Y kiimeleri W dizi uzaymin iki altkiimesi ve A= (an]k) reel yada kompleks

terimli sonsuz bir matris olsun.

x=(x)< X olmak iizere her n>1 i¢in

Yo i=(AX) =D a, X (3.2.1)
k=0

Bigiminde tanimli dizi yakinsak ise y =(y, ):=(AX) doniisiim dizisi mevcuttur denir.

Eger, her xe X i¢in (3.2.1)’de verilen Y, =(A1X) doniisim dizisi mevcut ve

y,eYise A= (an’k) matrisi X den Y igine bir matris doniisiimii tanimlar denir.

Eger, x=(x,) dizisi i¢in Ax doniisiim dizisi mevcut ve bir | degerine yakinsak ise

x=(x,) dizisi | sayisma A—toplanabilir denir ve A—limx =1 bi¢iminde gdsterilir.

X—>00

X denY igine tiim matrislerin sinifi (X ,Y) sembolil ile gosterilir.

Eger, A matrisi X den Y igine bir matris doniisiimii ise Ae(X,Y) seklinde

yazilir.

Tamm 3.2.1. A=(a, ) ve B=(b,) iki toplanabilme metodu olsun. Eger,

1) x =(x,) dizisi A—toplanabilir ve B—toplanabilirise A ve B metotlarina

kiyaslanabilir metotlar denir.

I A—toplanabilir her dizi B—toplanabilir ise B metodu A metodunu igerir

denir ve Ac B yazilir.

10
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1)) AcB ve AoB ise A ve B metotlarina denk metotlar denir ve A=B

yazilir.

Tamm 3.2.2. A=(a,, ) sonsuz matrisi ve x=(x,) dizisi verisin. Eger, limx, =1

n—oo

oldugunda Iim(AX)n =1 ise A= (an'k) matrisine “regiiler matris” denir [27].

n—oo

Keyfi bir A= (an,k) matrisinin regiiler olmasi, Silverman —Toeplitz kosular1 olarak

bilinen asagidaki teorem ile karakterize edilmektedir:

Teorem 3.2.1. (Silverman —Toeplitz) A=(a,, ) matrisinin regiiler olmasi igin

gerek ve yeter kosul

1) 3M >0 igin, | A =sup D |a, | <M <, (3.2.2)
n k=1
I1) lima,, =0, k=0,12,..., (3.2.3)
iy tim>a,, =1. (3.2.4)
n—ow P !

kosullarinin saglanmasidir [4],[27].

Toplami1 ya da limiti koruyan matrislerin sinifini (X Y, p) ile gosterilir. Ornegin,

Ae(c,c;p) olmast x, — | oldugunda (Ax,)—> | olmasi demektir.

Istatistiksel yakinsaklik ile toplanabilirlik arasindaki iliski Fridy J.A. tarafindan

asagidaki teoremde verilmistir:

Teorem 3.2.2. Hi¢bir matris toplanabilme metodu istatistiksel yakinsaklik metodu

igermez.

11
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Yani her x=(x)eS i¢in A—klimxk:Sk—lika olacak bicimde bir A matrisi

yoktur [7].

Toplanabilme ve istatistiksel yakinsaklik arasinda kesin bir sonug¢ elde etmek igin

Fridy J.A. ve Miller H.I. tarafindan [28]’de .asagidaki sinif tanimlandi:

) Her neN igin ) a, =1

k=1

) K =N olmak iizere 5(K) oldugundan lim» a, =0

keK

kosullarin1 saglayan negatif olmayan alt liggensel A:(an’k) matrisler sinifi = ile ifade

edilir.

7 simifina ait her bir A matrisi regiilerdir. Simdi bu sinifla ilgili bir teorem verelim:

Teorem 3.2.3. Smirli x=(X,) dizisinin | sayisina istatistiksel yakinsak olmast

igin gerek ve yeter sart her Ae 7 igin X =(X,) dizisi | sayisina A yakinsaktir [28].

{(—l)k} gibi periyodik bir dizi istatistiksel anlamda yakinsak degildir. Bu nedenle

istatistiksel yakinsaklik metodu, klasik toplanabilme metotlarinin bir ¢ogunu igermez.

Tanim 3.2.3.

1
Cl[n,k];: H’ 0<k§n,
01

diger durum,
seklinde tanimlanan matrise birinci mertebeden Cesaro matrisi denir.
Cl[n,k] matrisinin Teorem 3.2.1.’de verilen (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) kosullarini

sagladig agiktir.

12
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Tanmim 3.2.4. 1= {l (n)}:}:l pozitif tamsayilarin kesin artan bir dizisi olmak iizere

L o<ksan),

(C,x) =1 A(n)
0, diger durum,

bi¢iminde tanimlanan matrise C,[n,k| matrisinin alt matrisi denir Armitage D.H.-Maddox

3.3, [29].

C, -doniisiimiiniin regiiler oldugu Teorem 3.2.1. (Silverman Toeplitz Teoremin)

den agiktir.

Tamm 3.2.5: x=(X,) dizisi verilsin. Eger,

ise x=(x,) dizisine | sayisina C,-yakisaktir denir. C, -yakinsak olan dizilerin kiimesi C,

sembolii ile gosterilir.

Tamm 3.2.6. p={p(n)},.x ve d={a(n)},., pozitif tam sayilarin
p(n) <q(n) ve limqg(n) =« (3.2.5)

kosulu saglayan dizileri olmak iizere.

1 q(n)
D X)) =—— X ,n=123,.. (3.2.6)
(Do), q(n)— p(n) k%ﬂ ‘

bigiminde tanimlanan doniisiime X =(x,) dizisinin deferred Cesaro ortalamas1 denir.

D, , -doniisiimiiniin regiiler oldugu Silverman Toeplitz teoreminden agiktir.

13
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Eger, Tanim 3.2.6.’da q(n):/’t(n), p(n):/i(n—l) bi¢ciminde segilirse elde

edilen doniisim D, ile gosterilir.

Tamm 3.2.7. x=(x,) dizisi ve | sayisi verilsin. Eger,

1 q(n)

> (% -1)=0

lim———
x> q(N) = P(N) —ptm+1

ise x=(x,) dizisine | sayisina D, -yakinsaktir denir. D, yakinsak dizilerin kiimesi

D[ p, q] sembolii ile gosterilir [1].

Tanim 3.2.8. x=(x,) bir dizi ve 0<a < olsun. Eger,

1 q(n)

> Ix-1"=0,

lim—m——
= q(N) — P(N) ket

ise x=(x) dizisine | sayisima «-Kkuvvetli deferred Cesaro yakinsaktir denir ve

limx, =1 (a—D[p,q]) sembolii ile gosterilir.

nN—o0

3.3. A—ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

x=(x/) reel terimli bir dizi ve leR olsun. &£>0 keyfi saysi igin

K(g)={k:|x —1|=&} olmak iizere

_ |1 keK(e),
ZK<E>(k)'_{o, keK(z).

14
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bi¢iminde tanimlanan fonksiyon K (&) kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir. x =(x, )
dizisi | istatistiksel yakinsamasi Z(e) fonksiyonun C, —ortalamasinin  sifira

yakinsamasidir.

Tamm 3.3.1. A= (an’k) negatif olamayan regiiler bir matris ve K < N olsun. Eger,

Sa(K):=lim(Ag,), = !]ijpo;ank
eK

N—o0

limiti mevcut ise &, (K) sayisina K kiimesinin A—yogunlugu denir [21].

Tamm 3.3.2. x=(x,) reel terimli bir dizi ve | € R olsun. Eger, V& >0 icin
5,(K(e))=0

ise x=(x,) dizisi | sayisima *“A—istatistiksel yakinsaktir” denir ve i!im X, =1(st—A)
bigiminde gosterilir [21],[10],[14].

Bir dizinin A-istatistiksel yakinsakligit soyle de Kkarakterize edilebilir:
x=(x,) dizisinin | sayisina A-istatistiksel yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul

Sn({n :keN})=1 ve limx, =1 olacak sekilde bir monoton artan (n,) indis dizisinin

n—oo

mevcut olmasidir [21], [14].

Tamm 3.3.5: (Deferred istatistiksel yogunluk): x=(x,) reel ya da karmagik

terimli bir dizi, {p(n)},.x ve {a(n)}.., ise (3.2.5)°deki kosullar1 saglayan diziler

olsun. K = N olmak uizere

5, (K): Kp(n)<k<q(n):k e K}

=lim—— —
T ()~ p(n)

limiti var ve sonlu ise bu sayiya K ‘nin deferred istatistiksel yogunluk denir.
15
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Ayrica, K < N olmak iizere

S, = Lmsupm‘{ p(n)<k<q(n):ke K}‘

bi¢iminde tanimlanan ifadeye K kiimesinin deferred istatistiksel iist yogunlugu denir.

5;pq fonksiyonu; VK, L c N igin

) Sp,, (K)meveutise &, (K)=d5 (K)

pa

1) &, (K)#0 olmasi igin gerek ve yeter sart 5E,M (K)>0

p.q

11) 5E)p . fonksiyonu monoton artandir.

ozeliklerini saglar.

Tamm3.3.4: (Deferred istatistiksel yakinsakhk): x=(X,) reel ya da karmagsik
terimli bir dizi {p(n)},.y ve {a(n)}..x (3.2.5) kosulunu saglayan pozitif tam sayilarin
dizileri olmak tizere, Ve >0 igin

1

me‘{p(nkk <q(n):|x —1|=&}f=0,

saglanir ise x=(x, ) dizisi | sayisma Deferred istatistiksel yakinsaktir denir ve

||<im X, =1(DS [ p,q]) bi¢iminde gosterilir.

16
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3.4, ISTATISTIKSEL LIMIT VE DEGME NOKTALARI

x=(x,) dizisinin deger kiimesi {x, -k €N} ile gosterilir. {x,, | dizisi x=(x,)

j=1
dizisinin bir alt dizisi ve K:={k(j):jeN} ise {xk(j)} yerine kisaca {Xx}, yazlr.

5(K)=0 olsun, bu durumda {x}  dizisine x =(x,) dizisinin ince bir alt dizi denir.

x=(x,) dizisinin | sayisima yakinsayan bir alt dizisi varsa | sayist x dizisinin

“alisilmis limit noktas1” denir ve aligilmis limit noktalarinin kiimesi L, ile gosterilir. Yani;

L, ={I :El(xkn)c(xk)igin X —>I}

Dizinin alt dizilerinin yogunlugunu g6z oniine alinarak istatistiksel limit noktas1 ve

istatistiksel degme noktasi tanimlar1 [30]’da asagidaki bicimde verilmistir:

Tamm 3.4.1. Bir x=(x,) dizisinin bir « sayisina klasik anlamda yakinsayan ince

olmayan bir alt dizisi varsa, « sayisina X = (Xk) dizisinin bir ““istatistiksel limit noktas1”

denir.

x =(X,) dizisinin istatistiksel limit noktalarnmn kiimesi A, ile gosterilir. Yani;

A, ::{oc:(xkn )c(xk) ince olmayan bir alt dizisi vardir 6yle ki X, — o dir.}

Tanim 3.4.2. Eger, Ve&>0 igin {k eN:|Xk —7|<g} kiimesi sifir yogunluguna

sahip degilse y sayisina X = (Xk) dizisinin bir “istatistiksel degme noktas1” denir.
x =(x,) dizisinin istatistiksel degme noktalarnin kiimesi T, ile gdsterilir. Yani;

FX={y:‘v’g>Oigin 5{keN:|Xk—7/|<g}¢0}

17
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Omek 3.2.1°deki x=(x,) dizisi i¢in L,={01} ve A,=T,={0} du.
Tammlardan keyfi x=(x,) dizisi i¢sin A, <L, ve T',cL, i¢ermesinin dogrulugu

aciktir.

A, ve T', kiimeleri farkl1 olabilir, bunun i¢in asagidaki 6rnegi goz oniine alalim:

Ornek 3.4.1. {r}  deger kiimesi biitiin rasyonel sayilar olan bir dizi ve x=(x,)

dizisi

bi¢iminde tanimlansin [30].

K:={k=n2:neN} olmak iizere &(K)=0 oldugundan A, = dir. Fakat

{rk ke N} kiimesi R ’de yogun oldugundan I', =R bulunur.

3.5. A—ISTATISTIKSEL LIMIT VE DEGME NOKTALARI

x=(X,) dizisinin deger ciimlesi {X, :k e N} ile gdsterilir. {Xk(j)}m 1diZiSi x=(x,)
j=

dizisinin bir alt dizisi ve K :={k(j):jeN} ise {xk(j)} yerine {x},  yazilir. 5,(K)=0 ise
{x}, dizisine x=(x, ) dizisinin A—ince olmayan bir alt dizi denir.

Tanmm 3.4.1. x=(x) dizisinin bir o saysina klasik anlamda yakinsayan

A—ince olmayan bir alt dizisi varsa, a sayisina x=(X,) dizisinin bir “ A—istatistiksel

limit noktas1” denir [25].

X= (Xk ) dizisinin istatistiksel limit noktalarinin kiimesi A ,(X) ile gosterilir. Yani;

A, (X)= {a:a(xkn )c (x,) A—inceolmayanbiralt dizive (an )—> a(n—> oo)}

18
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Tanmmm 3.5.2. Eger, Ve>0 igin 5A({keN:|xk—7/|<g})¢O ise » sayisma

X = (Xk ) dizisinin bir “ A —istatistiksel degme noktas1” denir [25].

x =(x,) dizisinin A—istatistiksel degme noktalarinin kiimesi T, () ile gosterilir.

Yani;

FA(x)z{y:v5>O iginéA({keN:|xk—y|<g})¢O}

Tammm 3.5.3 Eger, Ve>0 i¢in Jp, ({k eN: |Xk —7/| < 8}) #0 ise y sayisina

x =(x,) dizisinin bir D, , —istatistiksel degme noktas1” denir.

x=(x,) dizisinin D, —istatistiksel degme noktalarimn kiimesi FDM(X) ile

gosterilir. Yani;

To,, (X)={r:ve>0icins, ({keN:|x, —y|<z})=0]

19
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. D ve DS METOTLARININ KI'YASLANMASI

Bu bolimde, p={p,} .. a={q,} , pozitf tam sayilarn (3.2.5)de verilen

kosullar1 saglayan dizileri olmak {izere, D[p,q] yakinsak her dizinin DS[p,q]

yakinsadigi ve tersinin ancak sinirli diziler igin dogru oldugu gosterilecektir.

Teorem 4.1.1. p={p(n)}.., Ve a={q(n)}, . pozitif tam sayilarin (3.2.5)
kosullart  saglayan  dizileri olsun. Bu durumda  x, —1(D[p.,q]) ise
x, =1 (DS[p,q]) dur.

Ispat: p={p(n)}._., ve q={q(n)}_., (3.2.5) kosullarimi saglayan pozitif tam

sayilarin dizileri olmak tizere X, — | (D[p,q]) olsun. Bu durumda keyfi & >0 sayisi1 i¢in

1 q(n)

> x-1=

q(n) - p(N) b

S S D | pmt s ]
= + X~ > ———— X, —
qM) —pM)| kb k=prma q(n) = p(n) kpme1
[x—I[>& % —l|<& % —l|=&

1

ng‘k Z{p(n)<k Sq(n),|xk —||2€H

esitsizligi saglanir.

Eger, yukaridaki esitsizligin her iki tarafinda n — oo iken limit alinirsa

Imm‘{p k<q(n):|x —1]=e}=0

20
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elde edilir. Bu ise x=(x,) dizisinin | sayisia deferred istatistiksel yakinsak oldugunu

gosterir.

Sonu¢ 4.1.2. Teorem 4.1.1’in kosullar1 altinda eger, Xn—>|(n—>oo) ise

x, =1 (DS[p,q]) dur.

Uyar1 4.1.3. Teorem 4.1.1.”in tersi her zaman dogru degildir.

Simdi bunu bir 6rnek ile gosterelim:

Ornek 4.1.4. q(n) pozitif tam sayilarin monoton artan bir dizisi ve m, = 0 tespit
edilmis dogal say1 olsun. x =(x,) dizisi n=1,2,... i¢in
[Na@J-m <ke<[|atr]
0, digerdurum,
biciminde tanimlansin.

Eger, 0<p(n UJ H m, Kkosulunu saglayan p={p (n)}neN dizisi i¢in

D[ p, q] metodu goz oniine alinirsa keyfi £ >0 igin

—lim— T ____g,
o (n) <esalnyi -tz =l

im—
"> q(n) - D(n)

saglanir.

Buise, x =(x,) dizisi verilmis q(n) ve dzel segilmis p(n) i¢in x, —1 (DS[p,q])

oldugunu gosterir. Diger taraftan,
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LS etz °(Wq(_n)u_m°)2:

lim——
== ()~ P(N) i e A - p(n)

0!

saglanir.

Bu ise, m, =0 oldugundan x=(x,) dizisinin 1’ye D[p,q] yakinsamadigin

gosterir. Ayrica, Ornek 4.1.4.°de verilen x =(x, ) dizisi sinrh bir dizi degildir.

Asagidaki teoremde Teorem 4.1.1.in tersinin ne zaman dogru olacagini ifade eder:

Teorem4.1.5. x=(x,)el, ve x, > 1 (DS[p,q]) ise x, =1 (D[p,q]) dur.

Ispat: x=(x)el, ve x, —>1(DS[p,q]) olsun. O halde 3M >0 reel sayist

bulunabilir 6yle ki VneN i¢in
% —1|<M

dir. Keyfi £>0 igin

a(n) 1 an) qm)

2 Ix-ll=

Q(n) P(N) kbt q(m—p()| « -

Mt
g(n) - p(n)

k:{p(n)<k<q(n).x —1|= &)+
+6———— |k

q(n) - p(n)
esitsizligi saglanir.

22



Yilmaztiirk, M. 2013. Deferred Istatistiksel Yakinsaklik. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

Eger,

me‘k {p(n)<k<q(n),|x —l|<ef=1

oldugu dikkate alinarak n — oo ’ken limite gecilirse

1 q(n)

> x —1]=0,

im——
n—e q(n) - p(n) k=p(n)+1

elde edilir. Bu ise istenilen seyi ispat eder.
4.2. S ve DS METOTLARININ KIYASLANMASI

Bu boliimde istatistiksel yakinsaklik ile deferred istatistiksel yakinsaklik arasindaki
iliski (3.2.5) kosulunu saglayan p= {p(n)}nEN ve (= {q (n)}nEN dizileri iizerine konan

kosullar altinda incelenecektir.

Teorem 4.2.1. x=(x) reel terimli bir dizi ve 1eR olsun. Bu durumda,

x, =>1(S) ise x, > 1 (DS[p,q]) dur.

Ispat: x=(x,) reel terimli dizisi | R sayisina istatistiksel yakinsak oldugundan

her £ >0 igin

|im1|{k <n:lx —l[z &} =0,

n—oo n

saglanir.

Teoremin ispatin1 vermeden asagidaki sonucu ispatsiz olarak verelim:
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“(a,),ey V& (b)), pozitif tam sayilarin dizileri olmak iizere lima,=a,aeR ve

nN—o0

limb, =0 ise lima, =a’dir”

n—o0 n—oo N

Eger, (a,),, dizisi an:%\{ksn:|xk—||ZgH ve (b)), dizisi b, =q(n)

bi¢ciminde secilirse yukaridaki ifadeden

{‘{k <q(n):[x, —I|2g}{}
a(n)

dizisinin sifira yakinsakligi elde edilir. Yani;

Iimi{k <q(n):|x —1|=€}=0

>=q(n)
saglanir. BU durumda, (3.2.5) kosullarini saglayan p={p(n)} _dizisi igin
{p(n)<k<q(n):x —l|=er={k<q(n):|x —1|> &}
icermesi ve
Kp(n)<k<g(n):|x —l]z e} <{k <q(n):|x —I|= &}

esitsizligi saglanir. Her iki taraftan n — oo iken limit alinirsa

Lme‘{p <q(n):fx —1|= &Y<
a(n) O
= qm—p() a(n |{ <a(m:h =)
_ a(n) 1 dv
<lim o0 ()\{kgq(n).|xk 1] £}
q(n)| 1 a(n)
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. 1 1
<lim . {k <q(n):|x, —1|>¢&}
0
q(n)
elde edilir. Burada, lim—T <o ve Ilm—‘{k<q( % —1|2 £}{=0 oldugundan

)
q(n)
x, > 1 (DS[p.q]), n— oo,
bulunur.
Uyar1 4.2.2. Teorem 4.2.1.’n1n tersi dogru degildir.
Bunu gormek i¢in agagidaki 6rnegi gdz dniine alalim.

Ornek 4.2.3. x=(x,) dizisi

n_+1’ n tek,
X, = 2n
——, ncift,
5 ¢

bi¢ciminde tanimlansin. Eger, p(n)=2n, q (n) =4n bicimin secilirse Teorem 4.2.1°in
kosullarinin saglandig agiktir. Ayrica, X, =0 (D[2n,4n]) oldugundan Teorem 4.1.1°den
dolayr x, >0 (DS[Zn,4n]) dir. Fakat V& >0 igin

lim= |{k<n X, —0]= e} #0,

n—o0 n

dir. Buda x, ># 0(S) ’dir.
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Sonuc¢ 4.2.4. Teorem 4.2.1 kosullar1 altinda q = {q (n)}r1eN pozitif tam sayilarin bir
dizisi oyle ki her neN i¢in q(n)<n saglasm. Bu durumda, x,—1(S) ise

X, =1 (DS [ p, q]) *dir.

Ispat: Her neN i¢in q(n)<n oldugundan
{p(n)<k<a(n):x —|zeF={k<n:|x —I|>&}
icermesi ve buna bagli olarak
Kp(n)<k<q(n):|x 1|z e}l <Kk <n:lx —1|= &}

esitsizligi saglanir. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin n — oo iken limiti alinirsa

!mm\{p(n)« <q(n):[x — 1= &} <

<me n‘{k_n % —1|= &}

<lim—" \{k<n x —1|> 2}
n%q(n)( p(n)j
q(n)
. 1
<lim————. ‘{k<n % —1]= &}

i (1 p(n))
q(n)

elde edilir. Ayrica, "mT<OO ve lim= ‘{k <n:lx, —I|>5H 0 oldugundan
nN—o0 p n n—)EXJ

1—

( q(n)j
x, > 1 (DS[p,q]), n—> o,

elde edilir.
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Teorem 4.2.5. Her neN igin g(n)=n olmak iizere keyfi p={p(n)} _dizisi

verilsin. x, — 1 (DS[p,q]) olmast i¢in gerek ve yeter kosul x, — 1 (S)dir.

Ispat: "="Her neN i¢in q(n)=n ve pozitif tam sayilarin keyfi {p(n)}

neN

dizisi verilsin. x, —1 (DS[p,q]) olsun. Bu durumda, x=(x,) dizisinin | *ye istatistiksel

yakinsadig1 gostermek i¢in [1]°de verilen teknik kullanilmaktadir. Vn e N i¢in
p(n)=n,> p(n(l)) =n, > p(n(z))z n>..,
olmak iizere {k <n :|Xk - I| > ¢} kiimesi
fk<nlx —l|zer={k <n” :|x ~ 1|z Fon® <k <n:[x, —1|> &},
bigiminde yazilir. {L<k < n® |X — || > ¢} kiimesi ise
fk<n®lx — 1|2 er={k <n®:|x ~ 1|2 Fo{n® <k <n® :|x ~ 1|2 &},

bigiminde yazilir. {L1<k < n |Xk — || > ¢} kiimesi

{k<n®:|x 1|2 er={k <n¥:|x, ~1]> u{n® <k <n®:|x, ~1|> &},
seklinde yazilir.

Genel olarak, {L<k <n"V:|x, —1|> &} kiimesi

{k<n"V:x ~1|> e}={k <n™:|x, ~1]> Fo{n™ <k <n™:|x, ~1|> &}

bi¢imindedir.

Belirlenmis bir h>0 pozitif tam sayis1 igin n®™>1ve n™ =0 saglanir.
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Sondan baslayarak her bir esitsizlik bir {ist satirda yerine yazilir ve eleman sayilari

g0z Oniine alinirsa
l|{k <n:lx Iz &)=
n k

h+1 n(m) _ n(m+l) 1

™ <k <n™:fx ~1]> g}{ (4.2.1)

. n(m+1)

elde edilir.

Ayrica, X, =1 (DS[p,q]) oldugundan her meN i¢in

1 m m+
dizisi yakinsaktir.
Eger, (b, ) matrisi
(m) _ (m+)
b W= ™) ck<n™ m=012,..
hk — n
0, diger durum.

bi¢iminde tamimlanirsa x =(x,) dizisinin istatistiksel yakinsakligi (4.2.2)’deki dizilerin

(bn,k) matrisi altinda doniisiimiiniin yakinsakligia denktir. (bn,k) matrisi Teorem 3.2.1

(Silverman Toeplitz teoremi)’in (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) kosullarin1 sagladigindan
|im1|{k <n:|x -1z &}f=0,
n—oo n

dir. Bu ise istenen ispat1 verir.

"<" Teorem 4.2.1°de q (n) =n alindiginda ispat kolayca goriiliir.
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Sonug 4.2.6. q={q(n)} _dizisi hemen hemen tiim pozitif tam sayilara esit olsun.

Bu durumda, keyfi p={p(n)} dizisiigin x, >1 (DS[p,q]) ise x, =1 (S) dir.

Ispat: x, —1(DS[p,q]) olsun. Keyfi p:{p(n)}nEN dizisi ve yeterince biiyiik

meN sayist i¢in (k) indeks dizisi,

ve her n>m iginde g, =n olacak bi¢imde segilsin.

Bu bi¢imde secilen (kn) dizisinin monoton artan oldugu acgiktir. O halde,

X, =1 (DS[ p, .G, ]) ve Teorem 4.2.5.den x, —1(S) dur.

Sonug 4.2.7. q={q(n)} _dizisi hemen hemen tiim pozitif tam sayilara esit olsun.
Eger keyfi p :{p(n)}neN dizisi i¢in x,—>1 (DS[p,q]) ve Ax, :o(%) ise

X, =1 (n—o0) dir.

Teorem 4.2.8 q={q(n)} pozitif tam sayilarm bir dizi olsun. Bu durumda,

DS [n -1,q (n)] < S olmasi igin gerek ve yeter kosul {q (n) - n}neN dizisi sinirhdir.

ispat: R DS[n—l,q]gS olsun. {q(n)—n}neN dizisinin simirli olmadigini

kabul edelim. Genelligini kaybetmeksizin

n, =1 olmak tizere,
q (n) —N>q, —N, esitsizligini saglayan en kiigik n dogal sayisin,,

q (n) —n>q, —n, esitsizligini saglayan en kiigiik n dogal sayis1 n,
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q (n) —n>q, —n, esitsizligini saglayan en kuiciik n dogal sayis1 n,.,
olarak isaretlenir ve bu isleme bu bigimde devam edilirse,
l1=n<n,<n,<..<n, <..

monoton artan dizisi elde edilir.

x(9,)=d, i=123,... ve diger durumlarda X(n)=Xx, olacak sekilde X= (Xn)
dizisini ele alahm x, —1(DS[n—1,q]) olsun.

Bu durumda, Lm#{k <n:|x —1|=&}=0 yani x, ¢S. Bu ise, DS[n-19]<$S
olmasiyla ¢elisir. O halde {q (n) — n}neN dizisi sinirhdir.

et {q(n) — n}neN sinirli oldugundan 3L € R vardir 6yle ki her neN g,—n=L

dir. Bu ise g(n) dizisinin hemen hemen tiim pozitif tamsayilara esit olmasini verir. Sonug

4.2.6’dan ispat agiktir.

Teorem 4.2.9. {h } pozitif tam sayilarin kesin artan bir dizisi ve h, >n olmak

iizere, ¢ ={q(n)}  dizisi

(n)._ h,-1 n=h,i=123..,
= n, diger durumda,

bigiminde tanimlansin. Bu durumda, X, — (DS [n -1, q(n)]) oldugundan x, — I(S)

n
olmasi icin gerek ve yeter kosul {y} dizisinin sinirh olmasidir.
neN

30



Yilmaztiirk, M. 2013. Deferred Istatistiksel Yakinsaklik. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

Ispat: x, — 1 (DS[n—l,q(ﬂ,)]) olan x=(x,) dizisini goz oniine alalim. Bu

durumda,

1
(Sx). :=ﬁ|{k <n:fx -1z e} =
:%\{k <h —1:|x, —||25}\+%\{h1 <k<h —Lix 1|z }|+...+
+%\{hi <k <h,, —1:x, —||ZgH—%\{n+1s k<h,—1x —1|= &}

1 1 1
=k <Lix ]z el —Ri<k <2:fx —I[z f++ R 1<k <h, —L:fx 1] > &Y+

+%|{h2 _1<kSh3_1:|Xk_||28}|+m+%|{hi_1<kShi+1_1:|Xk_||Zg}|_
“Lhnsr<k<h, —1fx 1|2 ¢
n i+1 k
esitligi saglanir. O halde,
hg_hg hiJrl_h

(Sx), = 1 (DS+D,S+..+ D,HS)+u D, S+

== D,S+..+——D,S-
n n 2 n '

1(D S+D,,S+..+ Dhm_ls)

- n+1 n+2
n

bi¢imindedir. Yani, (SX)n dizisi deferred istatistiksel yakinsak dizlerinin bir matris

altindaki doniistimiidiir. Teorem 3.2.1°in kosullarin1 doniisiim matrisinin saglamast igin

gerek ve yeter kosul

2h,,—n-2
n

dizisinin smurlt olmasidir. Bu ise f dizisinin siurlt olmasini, yani

dizisinin sinirl

a(n)

olmasini gerektirir.
31



Yilmaztiirk, M. 2013. Deferred Istatistiksel Yakinsaklik. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

4.3.DS[p',q'] ve DS[p,q] METOTLARININ KIYASLANMASI

Bu bolimde DS[p',q'] ve DS[p,q] metotlart (3.2.5) kosulu disinda her ne N

icin
p(n)<p'(n)<qg‘(n)<q(n), (4.3.1)

kosulu kosulunu saglayan p={p(M}.y, 9={A(Mke, P ={P (M}, a"={a'(N)}c

dizileri i¢in kiyaslanacaktir.

Teorem 431 p={p(M}o, P'={P (M}, 9={aM}, 9" ={a' (M}

pozitif tam sayilarin (4.3.1)’ii saglayan dizileri dyle ki,
{k:p(n)<k<p'(n)} ve {k:q'(n)<k<q(n)} (4.3.2)

kiimeleri sonlu olsun. Bu durumda, x, —1 (DS[p',q']) ise x, =1 (DS[p,q]) dir.

Ispat: x=(x,) dizisi x,—>1(DS[p",q']) olsun. (4.3.1)’den dolay: keyfi >0

i¢cin
{p(n)<k=<q(n):x 1|z et={p(n)<k < p'(n):|x 1= e}
Ap'(n)<k<a'(n):|x —l|=ru{q'(n) <k <q(n):|x, —I|> &}

esitligi saglanir. Bu esitlik ve (4.3.2) dikkate alinirsa

1 o .
m\{p(”kkﬁq(n)-lxk |2 &} =
gm\{p(n)«s p(n) %, —I|2 )+
+m‘{p'(n)<k§q'(n):|xk—I|zg}{+
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m‘{q k<q(n):|x —1]= &},

esitsizligi saglanir.

Eger, n — oo iken limit alinirsa

o () <k=a(n) 1|z =0,

Elde edilir. Buise x, > 1 (D[p,q])’dir.

Asagidaki teoremde Teorem 4.3.1.°in tersinin hangi kosul altinda miimkiin

oldugunu gostermektedir.

Teorem 4.32. p={p(N}. a={a(M}y ve p'={p' (M}, 9" ={0' (N}
dizileri (3.2.5) ve (4.3.2) kosullarint saglayan pozitif tam sayilarin dizileri dyle ki,

a(n)—p(n) _,
em-pm ¢

saglasm. Bu durumda, x, — 1 (DS[p,q]) ise x, =1 (DS[p",q']) dur.

Ispat: x=(x,) dizisi x, > 1 (DS[p,q]), n— oo olsun. (4.3.2)’den dolay1
{p'(n)<k<q'(n):x,—l|=et={p(n) <k <q(n):|x, | >}
icermesi ve
P (n) <k =q'(n) x ~1] 2 e} <|tp(n) <k < () s 1] 2 2}

esitsizligi saglanir. Boylece,

) <k =a ()2
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q(n)_p(n) 1 k ‘Ix —|
<3 o am—p@ M K0Pz

esitsizligi dogrudur. Her iki tarafin n — oo iken limiti alinirsa

lmm}{p'(nk k<g'(n):|x —1|2&}|=0

bulunur.

4.4. S, ve DS, METOTLARININ KIYASLANMASI

Z={i(n)}n€N, A(0)=0 kosulunu saglayan pozitif tam sayilarin kesin artan bir
dizisi i¢in DS[p,q] metodu q(n):=A(n), p(n)=4(n-1) olmak iizere
DS[A(n—-1),A(n)] metodu kisaca DS, ile gosterilecektir. Bu bolimde DS, ile S,

metotlar1 kiyaslanacaktir.

Teorem 4.4.1. A :{/I(n)}nEN, /1(0):0 kosulunu saglayan pozitif tam sayilarin

kesin artan bir dizisi olsun. Bu durumda, x, — I(DS, )oldugundan x, —1(S, ) dur.

Ispat: x. —1(DS,) olsun. Keyfi &>0 igin
(S,X) ::i‘{ksl(n)jx ~l]z &} =
2 )n /I(n) k

A(1)-2(0) KA(0)<k<A(1):]x 1|z &}
A(n) 2(1)-2(0)

+..+

z(k)—ﬂ(k—1)_\{ﬂ(k—1)< k<A(k):x —1|= &}

et A(n) A(k)=A(k-1)

+..+
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+/1(n)—ﬂ |{z (n-1)< n):|x, —'|>8H
A(n) ﬂ(n) }t(n 1)
elde edilir. Eger,
(DS,x), :=i(k)_i( 1)‘{/1(k—1)<js/u(k):|xk—l|2g}{

olarak isaretlenirse

(S,x), : = —1(1/)1—1(0) (DS, x), +—/1(22_’1(1) (DS x), +..+ 2 =AY g

olur. Buise (S,x)_ dizisinin aslinda

A)=AK=D) 10 n
by = A(n) R (4.4.1)
0, diger durum,

bigiminde tammh (0., ) matrisi altinda (DS,), dizinin resmidir. (4.4.1)’de verilen.
(bn,k) matrisi  Teorem 3.2.1.in I, Il, 1III  kosullarim1 saglar. Bodylece

(DS,), = I(n — ) oldugundan x, — (S, ) dur.

Asagida verilen teorem Teorem 4.4.1.°in tersinin hangi kosul altinda saglandigini
gostermektedir:

Teorem 4.4.2. A= {i(n)}, /1(0) =0 kosulunu saglayan pozitif tam sayilarin kesin

: L .o AN .
artan bir dizisi olsun. Eger, I|m|nfL>l ise  x, >1(S,) oldugundan

e A(n-1)

x, = 1(DS,) dur.

Ispat: Teoremin kosullar1 altinda x, — 1(S,) olsun. Keyfi ¢ >0 icin
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(DS,x) = /I(n)—ﬂ(n—l)‘{i(n_lk k<a(n):|x —I|ze}=

1 _ Al
O n—1)'[/1(n)|{k <A(n):]x, —||_g}4]

_ A(n-3)
A(n)—4(n-

A(n) 0 A(n-1) y
ﬂ(n)—ﬂ(n—l)(s* ) z(n)—z(n_l)(sﬂ s

1)\{k <A(n-1):fx —I|= &}

bigiminde yazilabilir. Bu ise (DSiX)n dizisinin (SAX)n dizisine,

A(n)—A(n-1)’ ’
by = A(n-1) o

-2y "

0 iIger durum,

bigiminde tanimli (bn,k) mMatrisi altinda resmi oldugunu gosterir.

(bn,k ) matrisinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter kosul

liminf 204
o= A(n-1)

olmasidir.

Bu kosula altinda Xn -1 (DS}L) >dir. B6y1€ce, Sﬂ. (- DS}L *dir.

Sonu¢ 4.4.3. A:{/i(n)} , /1(0):0 kosulunu saglayan pozitif tam sayilarin

neN

kesin artan bir dizisi olsun.

AN :
Eger, liminf (n) >1ise S, =DS, *dur.

> A(n—1)
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4.5. a —KUVVETLI D YAKINSAKLIK

Bu boliimde 0 < & <o olmak lizere a —kuvvetli deferred Cesaro (D yakinsak) ile

(3.2.5) kosulunu saglayan p={p(n)},., ve q={q(n)},. dizileri iizerine konulacak

uygun kosullar ile S ve DS metotlar kiyaslanacaktir.

Teorem 45.1. O<a <o olsun. x=(x,) dizisi | sayisina «—kuvvetli D[p,q]

yakinsak ise X =(x,) dizisi | sayma DS yakinsaktir.

Ispat: 0<a <o olmak iizere x =(x, ) dizisinin | sayisma o —kuvvetli D[p,q]
yakinsak oldugunu kabul edelim. K(g) ile {k: p(n) <k <q(n),|x,—L|> g} kiimesi

gosterilsin. Bu durumda,

SN PP S Y P L k)
S X~ >———— X " >e"—=|K(e
A(n) — P() i G = P(N) e a(n) - p(n)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin n—so iken limiti alinirsa x =(X,)

dizisinin | sayisina istatistiksel yakinsadig1 gésterilmis olur.

Sonu¢ 4.5.1. 0 < < olsun. Bu durumda g(n) =n olmak tizere X =(x,) dizisi |
sayisina o« —kKuvvetli D[p,n] yakinsak ise x=(x,) dizisi | sayisina istatistiksel

yakinsaktir.

Teorem 45.2. O<a<o olsun. Eger x=(x)el, ve x,—1(DS[p,q]) ise

o0

X, =1 (¢ —D[p,q]) *dur.
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Ispat: Smirli x = (x,) dizisinin | sayisina deferred istatistiksel yakinsak oldugunu
kabul edelim. x=(x,)el, oldugundan 3IM >0 bulunabilir 6yle ki her neN igin

X, —1|<M saglanir. Boylece,

1 q(n) " 1 q(n) q(n) "
DI LA B eemvrcd IO DR | B DR L]

a(n) — p(n) kpm a(n) —p(n)| -p(1)1 =p(m1
L S e Y
<— M+ e’
a(n) — p(N) | k=pimysa k=p(n)+1

[xc—l|ze [ —lj<&

1 a a
< —q(n) —om [M |K(g)|+ g

}

esitsizligi saglanir. Esitsizligin her iki tarafinda n — oo iken limiti segilirse

Im—‘K (5)‘ 1 oldugundan X, = | (a— D[p q]) elde edilir.
n>=qg(n) - p(n)

Sonu¢ 4.5.2. X=(x,)el, dizsi siirli ve | sayisina istatistiksel yakinsak ise |

sayisina « — kuvvetli D[p,q] yakinsaktr.

Teorem 4.5.3. a—kuvvetli D[p,q] yakinsak x=(x) dizisinin «—kuvvetli

p(n)
q(n) - p(n)

Cesaro yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul { } dizisi sinirli olmasidir.
neN

Ispat: x=(x) dizisinin | sayisina a— kuvvetli Cesdro yakinsak oldugunu kabul

edelim. Bu durumda,

q(n)

q(n) p(n)
Kk k_la
a(n)— p(n)k;nm| = 5w p(n)Ll 2 }'X |

_(__am W ( p(n) ] S
(Q(n)—p(n)j (n)Zlk q(n)—p(n) ) p(n) kz
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esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte X=(x, ) dizisin | sayisimma «—kuvvetli deferred

am) . p(n)
a(m—p(m) * a(m) - p(n)

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart { } dizisinin yani
neN

q(n) +p) _a(m—pm)+2pn) _,  2p((n)

q(n) - p(n) q(n) - p(n) q(n) - p(n)
dizisinin sinirli olmasidir. Bu ise {&} dizisinin sinirli olmas1 gerektirir.
q(n) - p(n) J .

Boylece istenen ispat edilmis olur.

Asagida p={p(M}.ov, A=1A(M}k, P'={P (M}, 4" ={a'(M}y (3.25) ve
(4.3.1) kosullarmi saglayan pozitif tam sayilarin dizileri olmak tizere; a — kuvvetli D[p,q]
yakinsaklik ve «a—kuvvetli D[p',q'] yakinsaklik arasindaki iliskiyi veren teoremler

verilecektir:

Teorem 4.54. p={p(N}.. 9={a(Mk. P'={P' (M}, 9" ={0' (N}
dizileri (3.2.5) ve (4.3.1) kosullar1 saglasin. Eger, x=(x)el  dizisi |’sayisina

a—kuvvetli D[p',q'] yakinsak ise | sayisina « —kuvvetli D[p,q] yakinsaktir.

Ispat: x=(x.) dizisi stnirh oldugundan IM >0 vardir dyle ki, her neN icin

|, =] <M dir. Béylece,

1 q(n) " 1 p'(n) q'(n) q(n) "
e s diD DN Ll | B byl D JRE D DR D JRE S L]

q(n) — p(n) «-pmys - q(n) — P(N) Lk=ptys1 kepimyst  kegmysd
2 M *O(1) ! %‘j % —1|"
<— % _ _MOW)+——— x, —1|.
q'(n)—p'(n) a'(N) = p'(N) i per
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esitsizligi elde edilir. Esitsizligin her iki tarafindan, x=(x,) dizisinin | sayisina
a—kuvvetli D[p',q"] yakinsadiginda dikkate alinarak, n-—oo iken limite gegilirse

X =(X,) dizisi | sayisina «—kuvvetli D[p,q] yakinsaklig1 elde edilir.

Teorem 455, p={p(M}.. 9={aM}, P ={P' (M}, a'={a'(M}.y

dizileri (3.2.5) ve (4.3.1)’e ¢k olarak Iim%=d >0 kosulunu saglasin. Eger,

X=(x,) dizisi | sayisina «-kuvvetli D[p,q] yakinsak ise | sayisina «-kuvvetli

D[p',q] yakinsaktr.

Ispat: Keyfi x =(x ) dizisinin | sayisa «—kuvvetli D[p,q] yakisak oldugunu

kabul edelim. Teoremin kosular1 altinda

Lo S ke S e
— X L[ > —F— X, —
q(n) — p(n) «pma q(n) — p(n) «prm
'(n)—p'(n 1 i «
5 a'(n)-p'(n) S %L

=M - pn) a' - pm)

esitsizligi saglanir. Eger esitsizligin her iki tarafindan n — oo iken limit alinirsa X = (X, )

dizisinin | sayisina «—kuvvetli D[p',q'] yakinsak oldugu elde edilir.

Simdi, {ﬂ(n)}neN ,A(0) =0 pozitif tam sayilarin kesin artan bir dizisi olmak tizere

C, metodu ile p(n)=A(n-1), q(n)=A(n) almarak elde edilen D, metotlart

kiyaslanacaktir.

Teorem 4.5.6. Z:{Z(n)}neN pozitif tam sayilarin artan bir dizisi ve A(0)=0

olsun. Eger, x =(X,) dizisi «—kuvvetli D, yakinsak ise «-kuvvetli C, yakinsaktir.
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Ispat. x=(x.) dizisinin | sayisina o-kuvvetli D, yakmsak oldugunu kabul

edelim. x =(x,) dizisinin C, doniisiimii

1 1 A(i+1 "
Cox) = F =Y -
(C58) = s S =5 3 1|

i=0 A(1)+1

. LA+ - A() 1 A(i+1) )
_;{ A(n) (ﬂ(”l)—ﬂ(i)k:%ﬂm I| D_

biciminde yazilabilir. Eger,

1 A(i+1) ., M' i=123..n-1
(Dix)y =———= > |%—I|" ve b, = A(n)
A(1+1) = A(1) Z)a ’ .o
0, diger.

n-1
olarak isaretlenirse (C;X), = an'i (D5x), =0 oldugu goriiliir.

i=1
(b,;) matrisi regiiler oldugundan

A(n)

lim(C¥x), = I|m—Z|xk -L[*=0

elde edilir.

Teorem 4.5.7. iz{i(n)}neN pozitif tam sayilarin artan bir dizisi ve A(0)=0

olsun. «—kuvvetli D, yakimsak bir dizinin «-Kkuvvetli C, yakinsak olmasi igin gerek ve

yeter kosul liminf _An)

e 2(n-1)

>1 olmasidir.
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Eger, Teorem 45.3.’de p(n)=A(n-1), q(n)=4(n) olarak segelir Ve

An-1y 1
An-A(n-1) A(n)
A(n-1)

oldugu dikkate alinirsa Teorem 4.5.6. ispatlanmis olur.

4.6. DEFERRED ISTATISTIKSEL DEGME NOKTALARI

Teorem 4.6.1. p={p(n)}..x ve g={a(n)} ., pozitif tam sayilarin keyfi dizileri

oyle ki 5Dm (x)#0 ise 5DM (x) kapali kiimedir.

Ispat: p={p(n)},.. ve q={q(n)} ., pozitif tam sayilarin keyfi dizileri &yle ki
5qu (x) #0 ise 5qu (x) kiimesinin kapali oldugunu gostermek igin R\é’qu (X) kiimesinin
agik oldugunu gostermek yeterlidir. Keyfi y € R\ﬁqu (x) olsun. O halde y ¢ 5qu (x) *dur.

Keyfi £>0
o ({ p(n) <k <q(n): |Xk - y| < g}) =0
saglanir. (y—&,Yy+¢&) agik aralik kiimesi A kiimesi tarafindan kapsansin. O halde

8, ({p() <k<qg(n):x eA})=0

saglanir. &, = % inf {|Xk - y| X, € A} seklinde secersek asikardir ki

g, <& Ve (y—gy,y+gy)cR\5DM (x)

saglanir. Keyfi y eleman R\(SDM (xX) kiimesinin i¢ noktasi oldugu igin R\é‘op,q (x)

kiimesi agik bir kiimedir.

Teorem 4.6.2. x=(x,) reel terimli bir dizi ve y € R fix edilmis bir nokta olsun.
Eger d(}/, X);tO ise ;/%é'qu(X) dir.

Ispat: Teoremin hipotezinden
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d (7. x)=inf {|x —»|:keN}=1>0.

Yani, VkeN igin |Xk —;/| >| saglanir. Bu demektir ki (y—I,y+1) araligma x= (Xn)
dizisinin hi¢bir eleman1 diismez. Bu yiizden

8,4 ({P(N) <k <q(n):x e(y—1,y+1)})=0
dir. Keyfi bir & <1 says1 igin
{p(n)<k<q(n):|x, —7| <&} ={p(n) <k <q(n):x e(r-1y+1)}
saglanir. Buradan da agiktir ki
Spq({P(n) <k <q(n):|x, —y|<&})=0

dir.

Uyar1 4.6.3. Teorem 4.6.2. tersi dogru degildir.

" 1. 1 e 11

Ornek olarak x = (=) dizisini géz Oniine alirsak 7/25 sec¢ildiginde d > =0
n n

dir. Fakat %g Sp,, (X) = {0} dur.

Teorem 4.6.4. x=(x,) reel terimli bir dizi ve Ac R belirlenmis bir kiime olsun.

Eger d (A x)=0 ise ANG, (X) =D dur.

Ispat: Ac R kiimesi tek nokta kiimesi olsayd: Teorem 4.6.2. ispat1 agiktir. Keyfi
bir a"eA secelim. d (A, X) >0 oldugundan bir |>0 sayis1 igin ‘a* —xk‘ > dir.
(a* ~l,a +|) araligina X :(Xn) dizisinin hicbir terimini igermez. Keyfi bir & <1 sayis1
i¢cin

Sy ({ p(n) <k <q(n): ‘a* —xk‘ < g}) =0
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den a” ¢4, (x) dir.
Uyar 4.6.5. Teorem 4.6.4. tersi dogru degildir.
Ornek olarak X = (1) dizisini g6z Online alirsak A=(0,00) segildiginde
n

ANG, (X)=@ dir. Fakat d(A,ljzomr.
p.g n

Teorem 4.6.6. E={p(n)}..,, F={a(n)},.x. F'={a'(n)},. pozitif tam sayilarin

(3.2.5) ve (4.3.1) kosullarim1 saglayan diziler olmak iizere, F'-F sonlu ve

Iimm=d >0 olsun. Bu durumda, her KcN igin &, (K)#0 ise

=q'(n)-p(n)

S, , (K)=0’dur.

Ispat: F'-F sonlu bir kiime oldugundan 3INeN vardir oyle ki

{g'(n):n=N}<{q(n)} dir. Yani, n> N olmak iizere j(n) monoton artan dizisi vardir

dyle ki q'(n)=q(j(n)) dir. &, (K)=0 olsun. Bu durumda

5;p,q,(K):IiTj;JpW‘{p k<g'(n):|x —1|=&}>0
dir. Ayrica,
o |p(m<k=a(i(n):keK}  a(n)-p(n) [r(n)<k<a(n):keKf
a(i(n)-p(n) a(i(n))-p(n) a(n)-p(n)
esitsizliginden

5qu (K) =Ilimsup

o m‘{p(nkksq(n):ke K}{>0

elde edilir. Boylece, S, . (K) =0’dur.
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Sonug 4.6.7. Teorem 4.6.6.”in kosullar1 altinda x =(x,) reel terimli bir dizi olmak

uzere

l. F'~F sonluise T, (x)2Tp (x)’dir.

Il. F'AF sonluise T, (x)=T; (x)’dir.

p.a

lIl. F'—F sonluise (D, ,X) 2T (D, ,x) dir.

IV. F'AF sonlu ise F(Dp,q.x)zr(Dp,qx)’dir.

Teorem 4.6.8. E={p(n)}.. ,E'={p'(N)}. . . F={a(n)}, ., pozitif tamsayilarin

(3.2.5) ve (4.3.1) kosullarint saglayan dizileri E'-E sonlu bir alt kiimesi ve

Iimw=d >0, olsun. Bu durumda, herK cN igin &, (K)=0 ise
" a(n) bl

5Dp.,q (K) #0dur.

Ispat: E'-E sonlu bir kiime oldugundan 3INeN vardir &yle ki

{p'(n):n > N}g{p(n)}neN’dlr. O halde, n> N olmak iizere j(n) monoton artan dizisi

vardir 6yle ki p'(n) = p(j(n)) dir. 5% (K) #0 olsun. Yani,

5., (K)=limsup——

nst m\{p(n)<k <q(n):|x —1|=&}>0

dir. Boylece,

[tp(n)<k=<q(n):k <K} q(n)-p(i(m) (PO <k<a(n):k K]

o< q(n;— p(n) ~ q(n)-p(n) q(n)—-p(j(n))

esitsizliginden
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O (K)=li _
N ROL

elde edilir. Buradan 5Dp,q(K) #0 dir.

{p'(n)<k<qg(n):keKY>0

Teorem 4.6.9. x=(x,) reel terimli bir dizi olmak {izere Teorem 4.6.8’{in kosullari

altinda,

l. E'~E sonlu bir kiime ise I';  (X)2T (x)’dir.

ll. E'AE sonlu bir kiime ise I', (x) =Ty (x) dir.
lIl. E'—E sonlu bir kiime ise (D, ;x) 2'(D,,,x) dir.

IV. E'AE sonlu bir kiime ise F(Dpyqx)zr(Dp.’qx)’dir.

Teorem 4.6.10. p={p(M}.v. a={0(M}o, P'={P (M}, 9" ={a' (N}
dizileri (3.2.5) ve (4.3.1)’in yani sira IimM=d >0 kosulunu saglasin. Bu
">+q'(n)-p'(n)

durumda,

VK <N igin 5Dp‘q, (K)=#0 ise é'Dp.q (K)=0’dur.

Ispat: K = N icin 5Dp.q,(K) # 0 olsun. Yani,

S5, (K) = limsup

- W‘{p k<q'(n):|x —1]=}{>0

dir. Boylece

\{p(n) k<q'(n):keKl|
-p'

esitsizliginden

46



Yilmaztiirk, M. 2013. Deferred Istatistiksel Yakinsaklik. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

S, (K) =limsup !

s m‘{p(nkkﬁq(n):ke K}{>0

elde edilir. Boylece, 5qu (K)#0 dir.

Teorem 4.6.11. x=(x,) reel terimli bir dizi olmak iizere Teorem 4.6.10. kosullar

altinda I'y (x) =) N (x) ve F(Dp.vq.X)QF(Dp'qX) saglanir.
4.7.T, (x)ILE I'(x) KUMELERININ KIYASLANMASI

Teorem 4.7.1. p={p(n)}... ve g={q(n)},., pozitif tam sayilarn (3.2.5)
kosullarini saglayan keyfi dizileri dyle ki YneN igin g(n)<n olsun. Bu durumda,

VK <N i¢in 5qu(K)¢0 ise 0(K) =0 dir.

Ispat: Teoremin kosullar1 altinda 5qu (K) #0 olsun. Yani;

S, (K) =limsup !

s m\{p(nk k<q(n):ke K}{>0

dir. g(n) <n oldugundan {p(n)<k<q(n):keK}c{fl<k <n:k eK} icermesi ve buna
bagl olarak

{p(n)<k Q(”):k€K}‘< n [{k<n:keK}|

<‘ <k<
T ameem Camee(m)

esitsizligi saglanir. Her iki tarafin n — oo iken {ist limiti alinirsa

5 (K) = Iimsup1|{k <n:keK}>0,
n

n—o0

47



Yilmaztiirk, M. 2013. Deferred Istatistiksel Yakinsaklik. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi
oldugu elde edilir. Bu ise 6(K) %0 anlamina gelir.

Sonug¢ 4.7.2. x=(x,) reel terimli bir dizi olmak iizere Teorem 4.7.1. kosullari

altinda T'(x) 2T, (x) ve F( Dp'qx) SI'(x) dur.

Teorem 4.7.3. p={p(n)}, pozitif tam sayilarin bir dizisi ve VneN igin

q(n)=n olsun. Bu durumda, VK =N i¢in S, (K)#0 ise 6(K)#0 dir.

Ispat: &, (K)=0 olsun. Yani,

3, (K) =limsup To(n) Kp(n)<k<n:keK}{>0

I L

dir. Boylece,

‘{p(n)<k§n:keK}‘< n [k<n:keK}

0< n—p(n) “n-p(n) n

esitsizligi saglanir. Her iki tarafin n — oo iken {ist limit alinirsa
" . 1
5 (K)=limsup=Kk <n:k e K}>0
n

n—oo

elde edilir. Bu ise 6(K) =0 anlama gelir.

Sonu¢ 4.7.4. X= (Xn) reel terimli bir dizi olmak iizere Teorem 4.7.3.’iin kosullar1

altinda T'(X) Ty, (x) ve F( Dp'qx) SI'(x) saglanr.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. SONUCLAR

Bu calismada oncelikle deferred Cesaro istatistiksel yakinsakligin deferred Cesaro
yakinsaklik ile arasindaki iliskiler incelenmistir (Teorem 4.1.1 — Teorem 4.1.5). Ayrica,
defferred Cesaro istatistiksel yakinsaklik ile olan iligkisi verildi (Teorem 4.2.1 — Teorem
4.2.9).

Teorem 4.3.1 — Teorem 4.3.2 ‘de deferred istatistiksel yakinsama kendi arasinda
Teorem 4.4.1 — Teorem 4.4.3’de ise Ozel se¢ilmis matrisler i¢in elde edilen metodlar
kiyaslanmistir.

a kuvvetli deferred Cesaro yakinsama ve deferred istatistiksel yakinsama
kiyaslanarak bazi igerme teoremleri verildi (Teorem 4.5.1 — Teorem 4.5.7).

Bulgularin son béliimiinde (4.6 deferred istatistiksel deme noktalar1) bazi icerme

teoremleri (Teorem 4.6.1 — Teorem 4.6.6 ve Teorem 4.7.1 — Sonug 4.7.4) verilmistir.
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5.2.ONERILER

Ozellikle, deferred istatistiksel degme noktalar1 yardimi ile bir dizinin deferred

istatistiksel core tanimi verilerek ilgili sonuglar elde edilebilir.
Teorem 4.3.1°de (4.3.2) kosulu yerine p(n)<p'(n) ve q'(n)<q(n) esitsizlikleri

hemen hemen her ne N ig¢in saglandiginda teoremin dogru olup olmadigi incelenebilir.
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