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DEFERRED İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

 

Müjde YILMAZTÜRK 

 

ÖZ 

Bu tezde, istatistiksel yakınsaklık kavramı, Agnew R.P. tarafından [1] çalışmasında 

tanımlanan deferred Cesáro metodu kullanılarak genelleştirildi. 

{ ( )}np p n   ve { ( )}nq q n   pozitif tam sayıların  

( ) ( )p n q n  ve lim ( )
n

q n


 
 

koşulu sağlayan dizileri olmak üzere  nx x  reel terimli bir dizi ve l olsun.  

 Eğer, 0   için 

 
1

lim ( ) ( ) : 0
( ) ( )

k
n

p n k q n x l
q n p n




    


 

sağlanıyor ise  nx x  reel terimli dizisine l  sayısına deferred istatistiksel yakınsaktır 

denir. 

 Bulgular bölümünde genel olarak deferred istatistiksel yakınsama ile deferred 

Cesáro ortalaması, istatistiksel yakınsama gibi metotların kıyaslanması yapıldı. Deferred 

istatistiksel yakınsamanın   kuvvetli deferred Cesáro yakınsaklık ile ilişkisi incelendi. 

Ayrıca bir dizinin deferred istatistiksel değme noktası tanımlandı ve ilgili sonuçlar verildi. 

 

Anahtar Kelimeler: Yakınsaklık, kuvvetli yakınsaklık, istatistiksel yakınsaklık, deferred 

istatistiksel yakınsaklık, istatistiksel kapanış noktası, deferred istatistiksel kapanış noktası. 

 

Danışmanı: Doç. Dr. Mehmet KÜÇÜKASLAN, Matematik Ana Bilim Dalı, Mersin 

Üniversitesi. 
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DEFERRED STATISTICAL CONVERGENCE 

 

Müjde. YILMAZTÜRK 

 

ABSTRACT 

 In this thesis, the concept of statistical convergence is generalized by using deferred 

Cesáro mean which was defined by Agnew R.P. in the study [1]. 

Let  { ( )}np p n   and { ( )}nq q n   be a sequences of positive integers satisfying 

 

( ) ( )p n q n  ve lim ( )
n

q n


 
 

 If 0  , 

 
1

lim ( ) ( ) : 0
( ) ( )

k
n

p n k q n x l
q n p n




    


 

hold, than real valued sequence  nx x  is called deferred statistical convergence to l . 

 In chapter 4, generally deferred statistical convergence is compared some different 

convergence method such as deferred Cesáro mean, statistical convergence, and etc. The 

relation between   strongly deferred Cesáro mean and deferred statistical convergence and 

statistical convergence is investigated. 

 Also, deferred statistical cluster points of real valued sequence are defined and some 

related results are given. 

 

Keywords: convergence, strongly convergence, statistical convergence, deferred statistical 

convergence, statistical cluster point, deferred statistical cluster point. 

 

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet KÜÇÜKASLAN, Department of mathematics, Mersin 

University. 
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SİMGE ve KISALTMALAR DİZİNİ 

 

w      : : ( )k kx x x reel terimli dizi   

0c      : : lim 0k k
k

x x x


    

c      : : , limk k
k

x x l x l


        

p     
1

: : , 0
p

k k

k

x x x p




 
       
 

  

      : : supk k
k

x x x


     

E F     : :x x E ve x F    

E F       : E F F E   
 

K    : K  nın karakteristiksel fonksiyonu 

( )K
   

: K  kümesinin doğal yoğunluğu  

 ,
( )

D p q
K

  
: K  kümesinin deferred istatistiksel yoğunluğu 

D    :Deferred Cesáro yakınsak dizilerin uzayı 

S    : İstatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 

DS    :Deferred istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 

( )x    :=  kx x  dizisinin istatistiksel değme noktalarının kümesi 

 ,
( )

D p q
x    : kx x   dizisinin deferred istatistiksel değme noktalarının kümesi 

D     
( )

( 1)

1
: : lim

( ) ( 1)

n

k k
n

k n

x x x
n n



 
 

 
    

  
  
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 

  
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: : lim ( ) : 0
( )

k k
n

x x k n x l
n

 
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 
      
 
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1
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( )

n

k k
n
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





 
      
 
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 
n
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1
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x x l x l
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
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 
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1.GİRİŞ 

 

İstatistiksel yakınsaklık kavramı 1951 yılında Fast H. [2] ve Steinhaus H. [3] 

tarafından tanımlanmış ve o tarihten bu yana bir çok matematikçinin ilgilendiği bir konu 

haline gelmiştir. İstatistiksel yakınsaklık kavramının Cesáro matrisiyle olan ilişkisi bu 

kavramın regüler matrisler yardımıyla genelleştirilmesine olanak sağlamıştır. 

1932 yılında Agnew[1]’in Cesáro alt metodunun bir genellemesi olan deferred 

Cesáro metodu aşağıdaki biçimde tanımlanmıştır: 

{ ( )}np p n   ve { ( )}nq q n   pozitif tam sayıların  

 

( ) ( )p n q n  ve lim ( )
n

q n


 
 

koşulu sağlayan dizileri olmak üzere  nx x  reel terimli dizisinin deferred Cesáro 

ortalaması 

 
( )

,

( ) 1

1
:

( ) ( )

q n

p q kn
k p n

D x x
q n p n  




 , 1,2,3,...n     (1.1) 

Biçimindedir.  ,p q n
D x  dönüşüm dizisine  nx x  dizisinin deferred Cesáro ortalaması 

denir. (1.1)’de verilen ,p qD  metodu regüler olmasının yanı sıra başka önemli özellikleri de 

sağladığı Agnew tarafından ifade edilmiştir. 

 Bu çalışmada, deferred Cesáro metodu kullanılarak istatistiksel yakınsaklık 

kavramı 

 
1

lim ( ) ( ) : 0
( ) ( )

k
n

p n k q n x l
q n p n




    


 

biçiminde genelleştirildi ve deferred istatistiksel yakınsaklık olarak adlandırıldı.  

Bu tanım yardımıyla yeni sonuçların yanı sıra literatürde bulunan bir çok sonucun 

genellemeleri elde edildi [1]. 

Yedi alt bölümden oluşan Bulgular kısmında sırasıyla 4.1.’de D ve DS metotları, 

4.2.’de S ve DS metotları, 4.3.’de  ', 'DS p q  ve  ,DS p q  metotları, 4.4.’de
 
S  ve DS  

metotları kıyaslanmıştır. 
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4.5.’de ise  kuvvetli D  yakınsaklık tanımlanmış ve ilgili sonuçlar, 4.6. alt 

başlığında deferred istatistiksel değme noktaları ve ilgili sonuçlar, 4.7.’de  
,p qD x  ile 

 x  arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Toplanabilme teorisi genel itibariyle dizilerin yakınsaklığıyla ilgilenir. Bu alandaki 

çalışmalar Leonhard Euler (1707-1789)’e kadar dizilerin Cauchy anlamında  

“Cauchy anlamında yakınsaklık; 

Eğer 0   için 
0 0( )n n     bulunabilir öyle ki 

0n n   için nx l    

sağlanıyor ise  nx x  dizisine l  sayısına „Cauchy anlamında‟ yakınsaktır denir”[4] 

yakınsaklığını araştırmakla sınırlı kalmıştır. Şimdi aşağıdaki diziyi göz önüne alalım. 

    1
n

nx x    dizisi 1  ve 1  gibi farklı iki yığılma noktasına sahip 

olduğundan Cauchy anlamında yakınsak değildir. 

Eğer,    1
n

nx x    dizisinin terimleri yardımıyla  

1 2 ...
: n

n

x x x
s

n

  
       (2.1) 

dizisi tanımlanırsa  

0, ,

: 1
, ,

n

n çift

s
n tek

n




 


 

olduğunda  ns s  dizisinin 0  noktasına Cauchy anlamında yakınsak olduğu görülür. 

 Burada ana fikir Cauchy anlamında yakınsak olmayan dizilerin bir işleme tabi 

tutulup sonra Cauchy anlamında yakınsaklığının incelenmesidir. İşlemin anlamlı 

olabilmesi yakınsak her diziyi yakınsak diziye, en az bir ıraksak diziyi ise yakınsak diziye 

çevirmesidir. 

 (2.1)’deki dönüşüm matrisle ifade edilebilir. Bu bakış açısıyla toplanabilme 

teorisinde reguler matrisler tanımlanmıştır. Reguler matrisler, yakınsak dizileri yakınsak 

dizilere çeviren ve limiti koruyan matrislerdir [4]. 

İstatistiksel yakınsaklık Cauchy anlamında yakınsaklığın bir genellemesi olup 

pozitif tamsayılarda doğal yoğunluk kavramına dayanmaktadır. 

İstatistiksel yakınsaklık ilk olarak 1951’de yılında birbirlerinden bağımsız olarak 

Fast ve Steinhaus tarafından tanımlanmıştır.([2]-[3]) 

“  kx x  reel (veya kompleks) terimli bir dizi ve l  olsun. Eğer, 0   için 
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 
1

lim : 0,k
n

k n x L
n




     

sağlanır ise  kx x  dizisine l  sayısına “istatistiksel yakınsaktır” denir.” 

Aslında bu tanım Zygmund A. tarafından [5]’de ele alınmış “hemen hemen 

yakınsaklık” olarak ifade edilmiştir. 

 

İstatistiksel yakınsaklık kavramı zaman içerisinde yoğun çalışılan bir konu haline 

gelmiş ve matematiğin değişik alanlarına uygulanmıştır. Örneğin, 

Schoenberg I.J. [6] ve Fridy J.A. [7] tarafından Toplanabilme Teorisine, Zygmund 

A. [5] tarafından Fourier Serilerine, Connor J. [8],[9],[10], Demirci K.-Orhan C. [11] ve 

Kline J. [12], tarafından Fonksiyonel Analize, Erdös P.-Tenenbaum G. [13] tarafından, 

Sayılar Teorisine (Miller H. I. [14] ve Miller H.I.-Orhan C. [15] tarafından, Ölçü Teorisi 

Fridy J.A.ve Khan M.K. [16] tarafından istatistik teorisi, Pehlivan S. ve Mamedov M.A. 

[17] tarafından Teorisi Optimizasyon ve Gadjiev A. D. ve Orhan C. [18] tarafından 

Yaklaşım Teorisi gibi matematiğin temel alanlarıyla olan ilişkisi nedeniyle yaklaşık yarım 

asırdır birçok matematikçinin ilgilendiği önemli bir konu haline gelmiştir. 

1

1
, .

( ) :

0, .
nk

k n
C c n

k n




  
 

 

Cesáro matrisi yardımıyla sınırlı diziler için istatistiksel yakınsamaya denk bir 

tanım aşağıdaki biçiminde elde edilir: 

 
1

lim ( ) lim : 0k k
k n

x l S k n x l
n


 

       

   
1

1
lim 0

K
n

k

k
n









   

  10, lim 0
K

n n
C


 


  

 

şeklinde istatistiksel yakınsaklık Cesáro matrisiyle ifade edilebilir(Miller A.I. [14]).  

 Cesáro matrisi regüler olduğundan istatistiksel yakınsaklık dizi uzayında regüler bir 

toplanabilme metodu verir. 
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 Buch R.C. [20] bu ifadeden yola çıkarak Cesáro matrisi yerine negatif olmayan 

regüler bir A  matrisi ele alarak istatistiksel yakınsaklığın bir genellemesini yapmıştır. 

Daha sonra Freedman A.R. ve Sember J.J.[21] A  yoğunluk kavramını tanımlanmıştır. 

Connor J.S [22], Kolk E.[23], Miller H.I. [14] ise A  istatistiksel yakınsaklığı 

tanımlanmıştır.  

Fridy J.A. [24]’de istatistiksel Cauhy dizisi tanımını vermiştir. Aynı çalışmada 

Fridy bir dizinin alt dizisinin terimlerinin yoğunluğunu göz önüne alarak istatistiksel limit 

noktası ve istatistiksel değme noktası tanımlarını vermiştir. Connor J. ve Kline J [25]’de A  

yoğunluk kavramı yardımıyla A  istatistiksel değme noktası ve A  istatistiksel limit 

noktasını tanımlamışlardır. Literatürde A  matrisi özel bir matris seçilerek yapılmış bir çok 

çalışma mevcuttur (Pehlivan S.ve Mamadov M.A. [17]) vd. 

 Son yıllarda yapılan çalışmalar ve elde edilen sonuçlar istatistiksel yakınsaklığın ne 

kadar önemli olduğunu ortaya açık bir biçimde koymaktadır. 
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3. MATERYAL VE METOT 

 

3.1. ĠSTATĠSTĠKSEL YAKINSAKLIK 

 

K   olmak üzere  : : ,nK k k K k n    kümesinin eleman sayısı nK  ile 

gösterilsin. 

 

Tanım 3.1.1. K   olmak üzere 

 
1

: lim n
n

K K
n

       (3.1.1) 

limiti mevcut ve sonlu ise bu limite K  kümesinin “yoğunluğu” (veya “doğal yoğunluğu”) 

denir ve  K  ile gösterilir (Niven I. ve Zuckerman H.S. [26]). 

Örneğin;   1  ,   2 : 0n n   ,      
1

2 : 2 1:
2

n n n n      , 

  :  asalsayı 0k k  , olduğu yoğunluk tanımından kolayca elde edilir. 

Doğal sayıların sonlu her alt kümesinin doğal yoğunluğu sıfırdır. Bunun tersi doğru 

değildir. 

Ayrıca, B  kümesi doğal yoğunluğa sahip ise,    1B B     ve  0 1B   

olacaktır [21]. 

K   olmak üzere eğer   0K   ise K  kümesine sıfır yoğunlukludur denir. 

Diğer durumlarda K ‟nın yoğunluğu sıfırdan farklıdır denir ve   0K   yazılır. 

 P n  önermesi verilsin. Eğer,    : geçerli değil 0n P n    ise  P n  

önermesine “hemen hemen her k  için geçerlidir” denir ve h.h.k. biçiminde yazılır.  

 

Tanım 3.1.2. K   olmak üzere K  kümesinin alt ve üst yoğunluğu sırasıyla 
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*

1
( ) : liminf n

n
K K

n



  , * 1

( ) : limsup n
n

K K
n




    (3.1.2) 

Ģeklinde tanımlanır.  

Eğer alt ve üst yoğunluk eĢit ise doğal yoğunluk vardır ve *

*( ) ( ) ( )K K K     

dır [26]. 

Her küme doğal yoğunluğa sahip olmak zorunda değildir. Bunun için aĢağıdaki 

örneği göz önüne alalım: 

 

Örnek  3.1.1.  1,4,5,6,13,14,...,24,49,50,...,96,193,194,...E   Ģeklinde verilsin. 

E  indeks kümesi için nE

n
 ifadesini oluĢturalım. 

1) nE

n
 ifadesinin üst limitini oluĢturan alt dizi, 

1 4 16 64 2
, , , ,...

1 6 24 96 3
  

2) nE

n
 ifadesinin üst limitini oluĢturan üst dizi, 

1 4 16 64 1
, , , ,...

3 12 48 192 3
  

Ģelindedir. Dolayısıyla  

*

*

1 2
( ) liminf , ( ) limsup

3 3

n n

n n

E E
K K

n n
 

 
     

olduğundan *

*( ) ( )K K   dir. Bu nedenle E  kümesinin doğal yoğunluğu yoktur. Bu 

örnekten de anlaĢıldığı gibi doğal yoğunluğu olmayan kümelerde vardır. Ama her bir küme 

için alt ve üst yoğunluk mevcuttur. 

ġimdi, (3.1.2)‟de tanımlanan *  yoğunluk fonksiyonun bazı özelliklerini 

verelim: ,K M   olmak üzere 

I.  K  mevcut ise    *K K  ‟dir.
 

II.   0K   olması için gerek ve yeter koĢul *( ) 0K  ‟dir. 

III. K M  ise * *( ) ( )K M  ‟dır. 
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Tanım 3.1.3.  kx x  reel (veya kompleks) terimli bir dizi ve l  olsun. Eğer, 

0   için 

  : 0,kk x L        (3.1.3) 

ise  kx x  dizisine l  sayısına “istatistiksel yakınsaktır” denir ve  lim
x

x L S


  sembolü 

ile gösterilir [3],[4]. 

  

Uyarı 3.1.1. Cauchy anlamda yakınsak bir dizi için  : , kk k n x l     kümesi 

‟nin sonlu bir alt kümesidir. Sonlu kümelerin asimtotik yoğunluğu sıfır olduğundan 

 kx x  dizisi l ‟ye istatistiksel yakınsaktır. Bunun tersi doğru değildir. Bunu görmek için 

aĢağıdaki örneği dikkate alalım: 

 

Örnek 3.1.2. Genel terimi  

2

2

1, ,
:

0, ,
k

k m
x

k m

 
 


 

olan  kx x  dizisini göz önüne alalım.  kx x  dizisi 0 ‟a istatistiksel yakınsak olmasına 

rağmen  kx x  dizisi klasik anlamda yakınsak değildir.  

Fridy J.A. [7]‟de bir dizinin istatistiksel yakınsaması için aĢağıdaki 

karakterizasyonu vermiĢtir:  

 

Teorem 3.1.1.  kx x  dizisinin bir l  sayısına istatistiksel olarak yakınsaması için 

gerek ve yeter Ģart   : 1 ve lim
kk n

n
n k x l     olacak Ģekilde bir monoton artan  kn  

indis dizisinin mevcut olmasıdır. 

 Sonuç olarak Cauchy anlamda yakınsaklık yerine Ġstatistiksel yakınsaklık 

kavramının kullanılması yakınsak dizilerin kümesini geniĢletmektedir. 
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Tanım 3.1.4. 0   için ( )N N    sayısı bulunabilir öyle ki 

 : k Nk x x     kümesi sıfır yoğunluğa sahip ise  kx x  dizisine istatistiksel 

Cauchy dizisidir denir [7]. 

Klasik yakınsaklıkta olduğu gibi istatistiksel yakınsaklık ve istatistiksel Cauchy 

dizileri arasında aĢağıdaki teoremde verilen iliĢki vardır. 

 

Teorem 3.1.1. AĢağıdaki ifadeler denktir: 

i)  kx x  istatistiksel yakınsaktır. 

ii)  kx x  istatistiksel Cauchy dizisidir. 

ii)  kx x  dizisi için  : 0k kk x y    olacak Ģekilde bir yakınsak  ky y  

dizisi vardır [7]. 

 

Sonuç 3.1.1.  kx x  dizisi l  sayısına istatistiksel yakınsak ise  kx x  dizisinin 

l  sayısına klasik anlamda yakınsayan bir alt dizisi vardır. 

Bundan böyle, S  ile istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi gösterilecektir. 

 

3.2. MATRĠS DÖNÜġÜMLERĠ 

 

Ġstatistiksel yakınsaklık ile klasik toplanabilme arasındaki iliĢki Fridy J.A. 

tarafından [7]‟de incelenmiĢtir. Bu iliĢkiyi vermeden önce bu bölümde önce 

toplanamabilme hakkında bilgi vereceğiz. 

  ,n kA a  sonsuz matrisi verilsin.  
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Eğer, k n   için 
, 0n ka   ise A  matrisine üçgensel matris denir. Eğer,  ,n kA a  

üçgensel bir matris ve n   için 
, 0n na  ise A  matrisine üçgen matris denir. 

 X  ve Y  kümeleri w  dizi uzayının iki altkümesi ve  ,n kA a  reel yada kompleks 

terimli sonsuz bir matris olsun.  

 kx x X   olmak üzere her 1n   için 

 
  ,

0

: :n n k kn
k

y Ax a x




   (3.2.1) 

Biçiminde tanımlı dizi yakınsak ise    :n ny y A x   dönüĢüm dizisi mevcuttur denir.  

Eğer, her x X  için (3.2.1)‟de verilen  n ny A x  dönüĢüm dizisi mevcut ve 

ny Y ise  ,n kA a  matrisi X  den Y  içine bir matris dönüĢümü tanımlar denir.  

Eğer,  kx x  dizisi için Ax  dönüĢüm dizisi mevcut ve bir l  değerine yakınsak ise 

 kx x  dizisi l  sayısına A toplanabilir denir ve lim
x

A x l


   biçiminde gösterilir. 

X  den Y  içine tüm matrislerin sınıfı  ,X Y  sembolü ile gösterilir.  

Eğer, A  matrisi X  den Y  içine bir matris dönüĢümü ise  ,A X Y  seklinde 

yazılır. 

  

Tanım 3.2.1.  nkA a  ve  nkB b  iki toplanabilme metodu olsun. Eğer, 

I)  kx x  dizisi A toplanabilir ve B  toplanabilir ise A  ve B  metotlarına 

kıyaslanabilir metotlar denir. 

II) A toplanabilir her dizi B  toplanabilir ise B  metodu A  metodunu içerir 

denir ve A B  yazılır. 
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III) A B  ve A B  ise A  ve B  metotlarına denk metotlar denir ve A B  

yazılır. 

 Tanım 3.2.2.  ,n kA a  sonsuz matrisi ve  kx x  dizisi verisin. Eğer, lim n
n

x l


  

olduğunda  lim
nn

Ax l


  ise  ,n kA a  matrisine “regüler matris” denir [27]. 

Keyfi bir  ,n kA a  matrisinin regüler olması, Silverman –Toeplitz koĢuları olarak 

bilinen aĢağıdaki teorem  ile karakterize edilmektedir: 

 

Teorem 3.2.1. (Silverman –Toeplitz)  ,n kA a
 
matrisinin regüler olması için 

gerek ve yeter koĢul 

I) 0M   için,
,

1

sup ,n k
n k

A a M




         (3.2.2) 

II) 
,lim 0,n k

n
a


  0,1,2,...k  ,        (3.2.3) 

III) 
,

1

lim 1n k
n

k

a





 .         (3.2.4) 

koĢullarının sağlanmasıdır [4],[27]. 

Toplamı ya da limiti koruyan matrislerin sınıfını  , ;X Y p  ile gösterilir. Örneğin, 

 , ;A c c p  olması nx l  olduğunda  nAx l  olması demektir. 

Ġstatistiksel yakınsaklık ile toplanabilirlik arasındaki iliĢki Fridy J.A. tarafından 

aĢağıdaki teoremde verilmiĢtir: 

 

Teorem 3.2.2. Hiçbir matris toplanabilme metodu istatistiksel yakınsaklık metodu 

içermez.  
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Yani her  kx x S   için lim limk k
k k

A x S x
 

    olacak biçimde bir A  matrisi 

yoktur [7]. 

Toplanabilme ve istatistiksel yakınsaklık arasında kesin bir sonuç elde etmek için 

Fridy J.A. ve Miller H.I. tarafından [28]‟de .aĢağıdaki sınıf tanımlandı: 

 I) Her n  için 
1

1
n

nk

k

a


  

 II) K   olmak üzere  K  olduğundan lim 0nk
n

k K

a




   

koĢullarını sağlayan negatif olmayan alt üçgensel  ,n kA a  matrisler sınıfı   ile ifade 

edilir. 

   sınıfına ait her bir A  matrisi regülerdir. ġimdi bu sınıfla ilgili bir teorem verelim: 

  

Teorem 3.2.3. Sınırlı  kx x  dizisinin l  sayısına istatistiksel yakınsak olması 

için gerek ve yeter Ģart her A   için  kx x  dizisi l  sayısına
 
A  yakınsaktır [28]. 

  1
k

  gibi periyodik bir dizi istatistiksel anlamda yakınsak değildir. Bu nedenle 

istatistiksel yakınsaklık metodu, klasik toplanabilme metotlarının bir çoğunu içermez. 

 

Tanım 3.2.3.  

  1

1
, 0 ,

, :

0, ,

k n
C n k n

diğer durum


 

 


 

Ģeklinde tanımlanan matrise birinci mertebeden Cesáro matrisi denir.  

 1 ,C n k  matrisinin Teorem 3.2.1.‟de verilen (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) koĢullarını 

sağladığı açıktır. 
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Tanım 3.2.4.   
1n

n 



  pozitif tamsayıların kesin artan bir dizisi olmak üzere 

 
 

1
, 0 ,

( ):

0, ,
n

k n
nC x

diğer durum







 

 



 

biçiminde tanımlanan matrise  1 ,C n k  matrisinin alt matrisi denir Armitage D.H.-Maddox 

J.J. [29]. 

C -dönüĢümünün regüler olduğu Teorem 3.2.1. (Silverman Toeplitz Teoremin) 

den açıktır. 

 

Tanım 3.2.5: ( )kx x  dizisi verilsin. Eğer,  

 
1

1
lim 0

n

k
x

k

x l
n



   

ise ( )kx x  dizisine l  sayısına 1C -yakınsaktır denir. 1C -yakınsak olan dizilerin kümesi 1C  

sembolü ile gösterilir. 

 

Tanım 3.2.6. { ( )}np p n   ve { ( )}nq q n   pozitif tam sayıların  

 ( ) ( )p n q n  ve lim ( )
x

q n


    (3.2.5) 

koĢulu sağlayan dizileri olmak üzere. 

 

 
( )

,

( ) 1

1
:

( ) ( )

q n

p q kn
k p n

D x x
q n p n  




 , 1,2,3,...n    (3.2.6) 

biçiminde tanımlanan dönüĢüme ( )kx x  dizisinin deferred Cesáro ortalaması denir. 

,p qD -dönüĢümünün regüler olduğu Silverman Toeplitz teoreminden açıktır. 
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Eğer, Tanım 3.2.6.‟da    q n n ,    1p n n   biçiminde seçilirse elde 

edilen dönüĢüm D  ile gösterilir. 

 

Tanım 3.2.7. ( )kx x  dizisi ve l  sayısı verilsin. Eğer, 

 
( )

( ) 1

1
lim 0

( ) ( )

q n

k
x

k p n

x l
q n p n

 

 


  

ise ( )kx x  dizisine l  sayısına 
,p qD -yakınsaktır denir. 

,p qD
 
yakınsak dizilerin kümesi 

 ,D p q  sembolü ile gösterilir [1]. 

  

Tanım 3.2.8. ( )kx x  bir dizi ve 0    olsun. Eğer,  

( )

( ) 1

1
lim 0

( ) ( )

q n

kn
k p n

x l
q n p n




 

 


 , 

ise ( )kx x  dizisine l  sayısına   kuvvetli deferred Cesáro yakınsaktır denir ve 

lim ( [ , ])n
n

x l D p q


   sembolü ile gösterilir. 

 

3.3. A ĠSTATĠSTĠKSEL YAKINSAKLIK 

 

 kx x  reel terimli bir dizi ve l  olsun. 0   keyfi sayısı için 

   : : kK k x l     olmak üzere  

 

 

 

1, ,

0, .
( ) :

K

k K

k K
k








 



  
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biçiminde tanımlanan fonksiyon  K   kümesinin karakteristik fonksiyonu denir.  kx x  

dizisi l  istatistiksel yakınsaması 
 K 

  fonksiyonun 1C  ortalamasının sıfıra 

yakınsamasıdır. 

 

Tanım 3.3.1.  ,n kA a  negatif olamayan regüler bir matris ve K   olsun. Eğer, 

   : lim limA K nknn n
k K

K A a 
 



    

limiti mevcut ise  A K  sayısına K  kümesinin Ayoğunluğu denir [21]. 

 

Tanım 3.3.2.  kx x  reel terimli bir dizi ve l olsun. Eğer, 0   için 

 ( ) 0A K    

ise  kx x  dizisi l  sayısına “ A istatistiksel yakınsaktır” denir ve  lim k
k

x l st A


   

biçiminde gösterilir [21],[10],[14]. 

Bir dizinin A-istatistiksel yakınsaklığı Ģöyle de karakterize edilebilir: 

 kx x dizisinin l  sayısına A-istatistiksel yakınsaması için gerek ve yeter koĢul 

  : 1A kn k    ve lim
kn

n
x l


  olacak Ģekilde bir monoton artan  kn  indis dizisinin 

mevcut olmasıdır [21], [14]. 

 

Tanım 3.3.5: (Deferred İstatistiksel yoğunluk): ( )kx x  reel ya da karmaĢık 

terimli bir dizi, { ( )}np n   ve { ( )}nq n   ise (3.2.5)‟deki koĢulları sağlayan diziler 

olsun. K   olmak üzere 

     
,

1
: lim { : }

( ) ( )p qD
x

K p n k q n k K
q n p n




   


 

limiti var ve sonlu ise bu sayıya K  „nın deferred istatistiksel yoğunluk denir. 
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Ayrıca, K  olmak üzere 

 
  

,

* 1
: limsup ( ) :

( )p qD
n

p n k q n k K
q n p n




   


 

biçiminde tanımlanan ifadeye K  kümesinin deferred istatistiksel üst yoğunluğu denir. 

,

*

p qD  fonksiyonu; ,K L   için  

I)  
,p qD K mevcut ise    

, ,

*

p q p qD DK K 
 

II)  
,

0
p qD K   olması için gerek ve yeter Ģart 

,

* ( ) 0
p qD K   

III) 
,

*

p qD  fonksiyonu monoton artandır. 

özeliklerini sağlar. 

 

Tanım3.3.4: (Deferred istatistiksel yakınsaklık): ( )kx x  reel ya da karmaĢık 

terimli bir dizi { ( )}np n   ve { ( )}nq n   (3.2.5) koĢulunu sağlayan pozitif tam sayıların 

dizileri olmak üzere, 0   için 

   
1

lim { : } 0
( ) ( )

k
n

p n k q n x l
q n p n




    


, 

sağlanır ise ( )kx x  dizisi l  sayısına Deferred istatistiksel yakınsaktır denir ve 

 lim ( , )k
k

x l DS p q


  biçiminde gösterilir. 
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3.4. ĠSTATĠSTĠKSEL LĠMĠT VE DEĞME NOKTALARI 

 

 kx x  dizisinin değer kümesi  :kx k  ile gösterilir. 
  

1
k j

j
x




dizisi  kx x  

dizisinin bir alt dizisi ve   : :K k j j   ise   k j
x  yerine kısaca  

K
x  yazılır. 

  0K   olsun, bu durumda  
K

x  dizisine  kx x  dizisinin ince bir alt dizi denir. 

  kx x  dizisinin l  sayısına yakınsayan bir alt dizisi varsa l  sayısı  x  dizisinin 

“alıĢılmıĢ limit noktası” denir ve alıĢılmıĢ limit noktalarının kümesi xL  ile gösterilir. Yani; 

    : için
n nx k k kL l x x x l     

Dizinin alt dizilerinin yoğunluğunu göz önüne alınarak istatistiksel limit noktası ve 

istatistiksel değme noktası tanımları [30]‟da aĢağıdaki biçimde verilmiĢtir: 

 

Tanım 3.4.1. Bir  kx x  dizisinin bir  sayısına klasik anlamda yakınsayan ince 

olmayan bir alt dizisi varsa,   sayısına  kx x  dizisinin bir “istatistiksel limit noktası” 

denir.  

 kx x  dizisinin istatistiksel limit noktalarının kümesi  x  ile gösterilir. Yani; 

     : : ince olmayan bir alt dizisi vardır öyle ki dir.
n nx k k kx x x      

 

Tanım 3.4.2. Eğer,  0 için : kk x       kümesi sıfır yoğunluğuna 

sahip değilse   sayısına  kx x  dizisinin bir “istatistiksel değme noktası” denir.  

 kx x  dizisinin istatistiksel değme noktalarının kümesi  x  ile gösterilir. Yani; 

  : 0 için : 0x kk x             
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Örnek 3.2.1‟deki  kx x  dizisi için    0,1 0x x xL ve      dır. 

Tanımlardan keyfi  kx x  dizisi için vex x x xL L     içermesinin doğruluğu 

açıktır. 

x  ve x  kümeleri farklı olabilir, bunun için aĢağıdaki örneği göz önüne alalım: 

Örnek 3.4.1.  
1k k

r



 değer kümesi bütün rasyonel sayılar olan bir dizi ve  kx x  

dizisi 

 2

2

, , 1,2,3,...
:

,

n

k

r k n n
x

k k n

  
 


 

biçiminde tanımlansın [30]. 

 2: :K k n n   olmak üzere   0K   olduğundan x   dir. Fakat  

 :kr k   kümesi ‟de yoğun olduğundan x   bulunur. 

 

3.5. A ĠSTATĠSTĠKSEL LĠMĠT VE DEĞME NOKTALARI 

 

 kx x  dizisinin değer cümlesi   :kx k  ile gösterilir. 
  

1
k j

j
x




dizisi  kx x  

dizisinin bir alt dizisi ve   : :K k j j   ise   k j
x  yerine   

K
x  yazılır.   0A K   ise  

 
K

x  dizisine  kx x  dizisinin A ince olmayan bir alt dizi denir. 

Tanım 3.4.1.  kx x   dizisinin bir   sayısına klasik anlamda yakınsayan 

A ince olmayan bir alt dizisi varsa,   sayısına  kx x  dizisinin bir “ A istatistiksel 

limit noktası” denir [25]. 

 kx x  dizisinin istatistiksel limit noktalarının kümesi  ( )A x  ile gösterilir. Yani; 

      ( ) : inceolmayanbiralt dizive ( )
n nA k k kx x x A x n         
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Tanım 3.5.2. Eğer, 0   için   : 0A kk x       ise   sayısına 

 kx x  dizisinin bir “ A istatistiksel değme noktası” denir [25].
 

 kx x  dizisinin A istatistiksel değme noktalarının kümesi   A x  ile gösterilir. 

Yani; 

     : 0 için : 0A A kx k x           
 

  

Tanım 3.5.3 Eğer, 0   için   
,

: 0
p qD kk x       ise   sayısına 

 kx x  dizisinin bir “
,p qD  istatistiksel değme noktası” denir. 

 kx x  dizisinin 
,p qD  istatistiksel değme noktalarının kümesi   

,p qD x  ile 

gösterilir. Yani; 

     
, ,

: 0 için : 0
p q p qD D kx k x             
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

4.1. D ve DS METOTLARININ KIYASLANMASI 

 

Bu bölümde,  n n
p p


 ,  n n

q q


  pozitif tam sayıların (3.2.5)’de verilen 

koĢulları sağlayan dizileri olmak üzere,  ,D p q  yakınsak her dizinin  ,DS p q  

yakınsadığı ve tersinin ancak sınırlı diziler için doğru olduğu gösterilecektir.  

 

Teorem 4.1.1. { ( )}np p n   ve { ( )}nq q n   pozitif tam sayıların (3.2.5) 

koĢulları sağlayan dizileri olsun. Bu durumda  ( , )nx l D p q  ise 

 ( , )nx l DS p q ’dur.  

 

İspat: { ( )}np p n   ve { ( )}nq q n   (3.2.5) koĢullarını sağlayan pozitif tam 

sayıların dizileri olmak üzere  ( , )nx l D p q  olsun. Bu durumda keyfi 0   sayısı için 

( )

( ) 1

1

( ) ( )

q n

k

k p n

x l
q n p n  

 



 

( ) ( ) ( )

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
k k k

q n q n q n

k k

k p n k p n k p n
x l x l x l

x l x l
q n p n q n p n

  
     
     

 
 

       
 

    

   
1

. :{ , }
( ) ( )

kk p n k q n x l
q n p n

     


 

eĢitsizliği sağlanır. 

Eğer, yukarıdaki eĢitsizliğin her iki tarafında n  iken limit alınırsa 

   
1

lim { : } 0
( ) ( )

k
n

p n k q n x l
q n p n




    

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elde edilir. Bu ise  nx x  dizisinin l  sayısına deferred istatistiksel yakınsak olduğunu 

gösterir. 

 

Sonuç 4.1.2. Teorem 4.1.1.’in koĢulları altında eğer,  nx l n   ise 

 ( , )nx l DS p q ’dur. 

 

Uyarı 4.1.3. Teorem 4.1.1.’in tersi her zaman doğru değildir. 

ġimdi bunu bir örnek ile gösterelim:  

 

Örnek 4.1.4.  q n  pozitif tam sayıların monoton artan bir dizisi ve 0 0m   tespit 

edilmiĢ doğal sayı olsun.  kx x  dizisi 1,2,...n   için 

   2

0, ,
:

0, ,
k

k q n m k q n
x

diğer durum

      
    



 

biçiminde tanımlansın. 

Eğer,     00 p n q n m   
  

 koĢulunu sağlayan  ( )
n

p p n


  dizisi için 

 ,D p q  metodu göz önüne alınırsa keyfi 0   için 

    01
lim { : } lim 0,

( ) ( ) ( ) ( )
k

n n

m
p n k q n x l

q n p n q n p n


 
     

   

sağlanır.  

Bu ise,  kx x  dizisi verilmiĢ ( )q n  ve özel seçilmiĢ ( )p n  için  ( , )nx l DS p q  

olduğunu gösterir. Diğer taraftan, 
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  
2

( ) 0 0

0

( ) 1

1
lim lim ,

( ) ( ) ( ) ( )

q n

k
n n

k p n

m q n m
x l m

q n p n q n p n 
 

  
 

  
 

  

sağlanır.  

Bu ise, 0 0m   olduğundan  kx x  dizisinin l ’ye  ,D p q  yakınsamadığını 

gösterir. Ayrıca, Örnek 4.1.4.’de verilen  kx x  dizisi sınırlı bir dizi değildir. 

AĢağıdaki teoremde Teorem 4.1.1.’in tersinin ne zaman doğru olacağını ifade eder: 

 

Teorem 4.1.5.  kx x l   ve  ( , )nx l DS p q  ise  ( , )nx l D p q dur. 

 

İspat:  kx x l   ve  ( , )nx l DS p q  olsun. O halde 0M   reel sayısı 

bulunabilir öyle ki n   için
 

kx l M   

dır. Keyfi 0   için  

 

( ) ( ) ( )

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
k k

q n q n q n

k k

k p n k p n k p n
x l x l

x l x l
q n p n q n p n

 
     

   

 
 

       
 

    

( ) ( )

( ) 1 ( ) 1

1
1 1

( ) ( )
k k

q n q n

k p n k p n
x l x l

M
q n p n

 


   
   

 
 

    
 

   

   
1

:{ , }
( ) ( )

kM k p n k q n x l
q n p n

     


 

   
1

:{ , }
( ) ( )

kk p n k q n x l
q n p n

     


 

eĢitsizliği sağlanır. 
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Eğer,  

   
1

lim :{ , } 1
( ) ( )

k
n

k p n k q n x l
q n p n




    


 

olduğu dikkate alınarak n ’ken limite geçilirse 

( )

( ) 1

1
lim 0,

( ) ( )

q n

k
n

k p n

x l
q n p n

 

 


  

elde edilir. Bu ise istenilen Ģeyi ispat eder. 

 

4.2. S ve DS METOTLARININ KIYASLANMASI 

 

Bu bölümde istatistiksel yakınsaklık ile deferred istatistiksel yakınsaklık arasındaki 

iliĢki (3.2.5) koĢulunu sağlayan   
n

p p n


  ve   
n

q q n


  dizileri üzerine konan 

koĢullar altında incelenecektir. 

 

Teorem 4.2.1.  kx x  reel terimli bir dizi ve l  olsun. Bu durumda, 

 nx l S  ise  ( , )nx l DS p q ’dır. 

 

İspat:  kx x  reel terimli dizisi l  sayısına istatistiksel yakınsak olduğundan 

her 0   için 

1
lim { : } 0k
n

k n x l
n




    , 

sağlanır. 

 Teoremin ispatını vermeden aĢağıdaki sonucu ispatsız olarak verelim: 
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“ ( )n na   ve ( )n nb 
 pozitif tam sayıların dizileri olmak üzere lim ,n

n
a a a


   ve 

lim n
n

b


   ise lim
nb

n
a a


 ’dır” 

Eğer, ( )n na   dizisi 
1

{ : }n ka k n x l
n

     ve ( )n nb   dizisi  nb q n  

biçiminde seçilirse yukarıdaki ifadeden  

 

 

{ : }k

n

k q n x l

q n





    
 
  

 

dizisinin sıfıra yakınsaklığı elde edilir. Yani; 

 
 

1
lim { : } 0k
n

k q n x l
q n




     

sağlanır. Bu durumda, (3.2.5) koĢullarını sağlayan   
n

p p n


  dizisi için 

     { : } { : }k kp n k q n x l k q n x l        
 

içermesi ve  

     { : } { : }k kp n k q n x l k q n x l          

eĢitsizliği sağlanır. Her iki taraftan n  iken limit alınırsa  

 
   

1
lim { : }

( ) ( )
k

n
p n k q n x l

q n p n



    


 

 
 

 
1

lim . { : }
( ) ( )

k
n

q n
k q n x l

q n p n q n



   


 

 

 
 

1
lim . { : }

( )
( ) 1

( )

k
n

q n
k q n x l

q np n
q n

q n




   
 
 

 
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 
 

1 1
lim . { : }

( )
1

( )

k
n

k q n x l
q np n

q n




   
 
 

 

 

elde edilir. Burada, 
1

lim
( )

1
( )

n p n

q n


 

 
 

 

 ve 
 

 
1

lim { : } 0k
n

k q n x l
q n




     olduğundan 

 ( , ),nx l DS p q n  , 

bulunur. 

Uyarı 4.2.2. Teorem 4.2.1.’nın tersi doğru değildir. 

Bunu görmek için aĢağıdaki örneği göz önüne alalım. 

Örnek 4.2.3.  nx x  dizisi 

1
, ,

2
:

, ,
2

n

n
n tek

x
n

n çift




 
 


 

biçiminde tanımlansın. Eğer, ( ) 2p n n ,   4q n n  biçimin seçilirse Teorem 4.2.1’in 

koĢullarının sağlandığı açıktır. Ayrıca,  0 ( 2 ,4 )nx D n n  olduğundan Teorem 4.1.1’den 

dolayı  0 ( 2 ,4 )nx DS n n  dır. Fakat 0   için 

1
lim { : 0 } 0k
n

k n x
n




    , 

dır. Buda 0( )nx S ’dir. 
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Sonuç 4.2.4.  Teorem 4.2.1 koĢulları altında   
n

q q n


  pozitif tam sayıların bir 
 

dizisi öyle ki her n  için  q n n  sağlasın. Bu durumda,  nx l S  ise 

 ( , )nx l DS p q ’dır. 

 

İspat: Her n  için  q n n  olduğundan 

   { : } { : }k kp n k q n x l k n x l          

içermesi ve buna bağlı olarak 

   { : } { : }k kp n k q n x l k n x l          

eĢitsizliği sağlanır. Yukarıdaki eĢitsizlikte her iki tarafın n  iken limiti alınırsa 

 
   

1
lim { : }

( ) ( )
k

n
p n k q n x l

q n p n



    


 

1
lim . { : }

( ) ( )
k

n

n
k n x l

q n p n n



   

  

1
lim . { : }

( )
( ) 1

( )

k
n

n
k n x l

np n
q n

q n




   
 
 

 

 

1 1
lim . { : }

( )
1

( )

k
n

k n x l
np n

q n




   
 
 

 

 

 

elde edilir. Ayrıca, 
1

lim
( )

1
( )

n p n

q n


 

 
 

 

 ve 
1

lim { : } 0k
n

k n x l
n




     olduğundan 

 ( , )nx l DS p q , n , 

elde edilir. 
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Teorem 4.2.5. Her n  için  q n n  olmak üzere keyfi   
n

p p n


 dizisi 

verilsin.  ( , )nx l DS p q  olması için gerek ve yeter koĢul  nx l S ’dir. 

 

İspat: " " Her n  için  q n n  ve pozitif tam sayıların keyfi   
n

p n
  

dizisi verilsin.  ( , )nx l DS p q  olsun. Bu durumda,  kx x  dizisinin l ’ye istatistiksel 

yakınsadığı göstermek için [1]’de verilen teknik kullanılmaktadır. n   için 

       1 2

1 2 3 ...,p n n p n n p n n       

olmak üzere { : }kk n x l     kümesi 

   1 1
{ : } { : } { : }k k kk n x l k n x l n k n x l              ,  

biçiminde yazılır. 
 1

{1 : }kk n x l      kümesi ise 

       1 2 2 1
{ : } { : } { : }k k kk n x l k n x l n k n x l              , 

biçiminde yazılır. 
 2

{1 : }kk n x l      kümesi 

       2 3 3 2
{ : } { : } { : }k k kk n x l k n x l n k n x l              ,  

Ģeklinde yazılır. 

Genel olarak, 
 1

{1 : }
h

kk n x l 


     kümesi 

       1 1
{ : } { : } { : }

h h h h

k k kk n x l k n x l n k n x l  
 

             

biçimindedir. 

BelirlenmiĢ bir 0h   pozitif tam sayısı için 
 

1
h

n   ve 
 1

0
h

n

  sağlanır.  
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Sondan baĢlayarak her bir eĢitsizlik bir üst satırda yerine yazılır ve eleman sayıları 

göz önüne alınırsa  

1
{ : }kk n x l

n
     

 

   

   
   

11
1

1
0

1
. { : }

m mh
m m

km m
m

n n
n k n x l

n n n









   


  (4.2.1) 

elde edilir. 

Ayrıca,  ( , )nx l DS p q  olduğundan her m  için  

 
   

   1

1

1
{ : }

m m

km m
n k n x l

n n






 
    

 
 (4.2.2) 

dizisi yakınsaktır. 

Eğer,  ,n kb  matrisi 

   
   

1
1

,

, , 0,1,2,...
:

0, .

m m
m m

n k

n n
n k n m

b n

diğer durum




 
  

 



 

biçiminde tanımlanırsa  kx x  dizisinin istatistiksel yakınsaklığı (4.2.2)’deki dizilerin 

 ,n kb  matrisi altında dönüĢümünün yakınsaklığına denktir.  ,n kb  matrisi Teorem 3.2.1 

(Silverman Toeplitz teoremi)’in (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.4) koĢullarını sağladığından 

1
lim { : } 0k
n

k n x l
n




    , 

dır. Bu ise istenen ispatı verir. 

" "  Teorem 4.2.1’de  q n n  alındığında ispat kolayca görülür. 
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Sonuç 4.2.6.
 

  
n

q q n


  dizisi hemen hemen tüm pozitif tam sayılara eĢit olsun. 

Bu durumda, keyfi   
n

p p n


  dizisi için  ( , )nx l DS p q  ise  nx l S ’dir. 

 

İspat:
 

 ( , )nx l DS p q
 
olsun. Keyfi   

n
p p n




 
dizisi ve yeterince büyük 

m  sayısı için  nk  indeks dizisi, 

1 2 ... 1mk k k     , 

ve her n m  içinde 
nkq n  olacak biçimde seçilsin. 

Bu biçimde seçilen  nk  dizisinin monoton artan olduğu açıktır. O halde, 

( , )
n nn k kx l DS p q     ve Teorem 4.2.5.’den  nx l S ’dır. 

 

Sonuç 4.2.7.   
n

q q n


  dizisi hemen hemen tüm pozitif tam sayılara eĢit olsun. 

Eğer keyfi   
n

p p n



 

dizisi için  ( , )nx l DS p q
 

ve 
1

( )nx o
n

   ise 

 nx l n   dir. 

 

Teorem 4.2.8   q q n  pozitif tam sayıların bir dizi olsun. Bu durumda, 

 1,DS n q n S     
olması için gerek ve yeter koĢul   

n
q n n




 
dizisi sınırlıdır. 

İspat: " "  1,DS n q S   olsun.   
n N

q n n


  dizisinin sınırlı olmadığını 

kabul edelim. Genelliğini kaybetmeksizin 

1 1n 
 
olmak üzere, 

 
1 1nq n n q n    eĢitsizliğini sağlayan en küçük n  doğal sayısı 2n , 

 
2 2nq n n q n    eĢitsizliğini sağlayan en küçük n  doğal sayısı 3n , 



Yılmaztürk, M. 2013. Deferred İstatistiksel Yakınsaklık. Yüksek Lisans Tezi. Mersin Üniversitesi 

 

 

30 

. 

. 

. 

  nq n n q n
     eĢitsizliğini sağlayan en küçük n  doğal sayısı 1n   

olarak iĢaretlenir ve bu iĢleme bu biçimde devam edilirse, 

1 2 31 ... ...n n n n       

monoton artan dizisi elde edilir. 

( )
i in nx q q  1,2,3,...i   ve diğer durumlarda ( ) nx n x

 
olacak Ģekilde  nx x

 

dizisini ele alalım  ( 1, )nx l DS n q   olsun. 

Bu durumda, 
1

lim { : } 0k
n

k n x l
n




     yani nx S . Bu ise,  1,DS n q S   

olmasıyla çeliĢir. O halde   
n N

q n n


  dizisi sınırlıdır. 

" "    
n N

q n n


  sınırlı olduğundan L   vardır öyle ki her n  nq n L   

dır. Bu ise  q n  dizisinin hemen hemen tüm pozitif tamsayılara eĢit olmasını verir. Sonuç 

4.2.6’dan ispat açıktır. 

Teorem 4.2.9.  nh  pozitif tam sayıların kesin artan bir dizisi ve nh n  olmak 

üzere,   
n N

q q n


  dizisi 

  1 1, , 1,2,3,...,
:

, ,

i ih n h i
q n

n diğer durumda

   
 


 

biçiminde tanımlansın. Bu durumda,  ( 1, )nx l DS n q n     olduğundan ( )nx l S  

olması için gerek ve yeter koĢul 
 

n

q n

n


 
 
 

 dizisinin sınırlı olmasıdır. 
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İspat:   1,kx l DS n q      
olan  kx x  dizisini göz önüne alalım. Bu 

durumda,  

 
1

: { : }kn
Sx k n x l

n
      

1 1 2

1 1
{ 1: } { 1: } ...k kk h x l h k h x l

n n
               

1 1

1 1
{ 1: } { 1 1: }i i k i kh k h x l n k h x l

n n
                

1 2

1 1 1
{ 1: } {1 2 : } ... { 1 1: }k k kk x l k x l h k h x l

n n n
                     

2 3 1

1 1
{ 1 1: } ... { 1 1: }k i i kh k h x l h k h x l

n n
                  

1

1
{ 1 1: }i kn k h x l

n
      

 

eĢitliği sağlanır. O halde, 

   
1 1 2

2 1 3 2 1
1 2 1

1
: ... ...

i

i i
h h h hn

h h h h h h
Sx D S D S D S D S D S D S

n n n n




  
        

 

 
11 2 1

1
...

in n hD S D S D S
n        

biçimindedir. Yani,  
n

Sx  dizisi deferred istatistiksel yakınsak dizlerinin bir matris 

altındaki dönüĢümüdür. Teorem 3.2.1’in koĢullarını dönüĢüm matrisinin sağlaması için 

gerek ve yeter koĢul  

12 2ih n

n

  
 

dizisinin sınırlı olmasıdır. Bu ise 1i

i

h

h

  dizisinin sınırlı olmasını, yani 
 q n

n
 dizisinin sınırlı 

olmasını gerektirir. 
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4.3.  ', 'DS p q  ve  ,DS p q  METOTLARININ KIYASLANMASI 

 

Bu bölümde  ', 'DS p q  ve  ,DS p q  metotları (3.2.5) koĢulu dıĢında her n  

için 

        ' ' ,p n p n q n q n       (4.3.1) 

koĢulu koĢulunu sağlayan { ( )}np p n  , { ( )}nq q n  , ' { '( )}np p n  , ' { '( )}nq q n   

dizileri için kıyaslanacaktır. 

Teorem 4.3.1.
 

{ ( )}np p n  , ' { '( )}np p n  , { ( )}nq q n  , ' { '( )}nq q n   

pozitif tam sayıların (4.3.1)’ü sağlayan dizileri öyle ki, 

 
    : 'k p n k p n   ve     : 'k q n k q n 

 
(4.3.2) 

kümeleri sonlu olsun. Bu durumda,  ( ', ' )nx l DS p q  ise  ( , )nx l DS p q ’dır. 

 

İspat:  kx x  dizisi  ( ', ' )nx l DS p q
 
olsun. (4.3.1)’den dolayı keyfi 0   

için  

       { : } { ' : }k kp n k q n x l p n k p n x l            

       { ' ' : } { ' : }k kp n k q n x l q n k q n x l            

eĢitliği sağlanır. Bu eĢitlik ve (4.3.2) dikkate alınırsa 

   
1

{ : }
( ) ( )

kp n k q n x l
q n p n

    


 

 
   

1
{ ' : }

'( ) '( )
kp n k p n x l

q n p n
     


 

   
1

{ ' ' : }
'( ) '( )

kp n k q n x l
q n p n

     

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   
1

{ ' : }
'( ) '( )

kq n k q n x l
q n p n

    


, 

eĢitsizliği sağlanır.  

 Eğer, n  iken limit alınırsa 

   
1

{ : } 0
( ) ( )

kp n k q n x l
q n p n

    


, 

Elde edilir. Bu ise   ,nx l D p q ’dır. 

AĢağıdaki teoremde Teorem 4.3.1.’in tersinin hangi koĢul altında mümkün 

olduğunu göstermektedir. 

 

Teorem 4.3.2.
 

{ ( )}np p n  , { ( )}nq q n   ve ' { '( )}np p n  , ' { '( )}nq q n   

dizileri (3.2.5) ve (4.3.2) koĢullarını sağlayan pozitif tam sayıların dizileri öyle ki, 

   
   

lim 0,
' 'x

q n p n
d

q n p n


 


 

sağlasın. Bu durumda,  ( , )nx l DS p q  ise  ( ', ' )nx l DS p q  dır. 

 

İspat:  kx x  dizisi  ( , )nx l DS p q , n  olsun. (4.3.2)’den dolayı 

       { ' ' : } { : }k kp n k q n x l p n k q n x l         
 

içermesi ve  

       { ' ' : } { : }k kp n k q n x l p n k q n x l         
 

eĢitsizliği sağlanır. Böylece, 

   
1

{ ' ' : }
'( ) '( )

kp n k q n x l
q n p n

    

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   
( ) ( ) 1

. { : }
'( ) '( ) ( ) ( )

k

q n p n
p n k q n x l

q n p n q n p n



    

 
. 

eĢitsizliği doğrudur. Her iki tarafın n  iken limiti alınırsa 

   
1

lim { ' ' : } 0
'( ) '( )

k
n

p n k q n x l
q n p n




    


 

bulunur. 

 

4.4.
 
S  ve DS  METOTLARININ KIYASLANMASI 

 

  
n N

n 


 ,  0 0   koĢulunu sağlayan pozitif tam sayıların kesin artan bir 

dizisi için  ,DS p q  metodu    :q n n ,    : 1p n n   olmak üzere 

[ ( 1), ( )]DS n n   metodu kısaca DS  ile gösterilecektir. Bu bölümde DS  ile S  

metotları kıyaslanacaktır. 

 

Teorem 4.4.1.   
n N

n 


 ,  0 0   koĢulunu sağlayan pozitif tam sayıların 

kesin artan bir dizisi olsun. Bu durumda,  nx l DS olduğundan  nx l S ’dır. 

 

İspat: ( )nx l DS  olsun. Keyfi 0   için 

 
 

 
1

: { : }kn
S x k n x l

n
  


      

   

 

   

   

{ 0 1 : }1 0
. ...

1 0

kk x l

n

   

  

   
  


 

   
 

   

   

{ 1 : }1
... . ...

1

kk k k x lk k

n k k

   

  

     
   

 
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   
 

   

   

{ 1 : }1
.

1

kn k n x ln n

n n n

   

  

     
 

 
 

elde edilir. Eğer,  

 
   

   
1

: { 1 : }
1

kk
DS x k j k x l

k k
   

 
     

 
 

olarak iĢaretlenirse

 

 
   

 
 

   
 

 
   

 
 

1 2

1 0 2 1 1
: ...

n n

n n
S x DS x DS x DS x

n n n
   

     

  

   
   

 

olur. Bu ise  
n

S x  dizisinin aslında 

   
 

1
, 0,1,2,..., ,

:

0, ,

nk

k k
k n

nb

diğer durum

 



 


 



   (4.4.1) 

biçiminde tanımlı  ,n kb  matrisi altında  
k

DS  dizinin resmidir. (4.4.1)’de verilen. 

 ,n kb  matrisi Teorem 3.2.1.’in I, II, III koĢullarını sağlar. Böylece 

  ( )
n

DS l n   olduğundan  nx l S ’dır. 

AĢağıda verilen teorem Teorem 4.4.1.’in tersinin hangi koĢul altında sağlandığını 

göstermektedir: 

Teorem 4.4.2.   n  ,  0 0   koĢulunu sağlayan pozitif tam sayıların kesin 

artan bir dizisi olsun. Eğer, 
 

 
liminf 1

1n

n

n







 ise  nx l S  olduğundan 

 nx l DS ’dır. 

 

İspat: Teoremin koĢulları altında ( )nx l S  olsun. Keyfi 0   için 
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 
   

   
1

: { 1 : }
1

kn
DS x n k n x l

n n
   

 
      

 

 

 

     
 

1
. { : }

1
k

n
k n x l

n n n


 

  

 
     

     

 
   

 
1

{ 1 : }
1

k

n
k n x l

n n


 

 


    

 
 

 

 
   

 
 

   
 

1

1

1 1n n

n n
S x S x

n n n n
 

 

    


 

   
 

biçiminde yazılabilir. Bu ise  
n

DS x  dizisinin  
n

S x  dizisine, 

,

( )
, ,

( ) ( 1)

: ( 1)
, 1,

( ) ( 1)
,

0,

n k

n
k n

n n

b n
k n

n n
diğer durum



 



 


  


 

   



 

biçiminde tanımlı  ,n kb  matrisi altında resmi olduğunu gösterir.  

  ,n kb  matrisinin regüler olması için gerek ve yeter koĢul  

 
 

liminf 1
1n

n

n







 

olmasıdır. 

Bu koĢula altında ( )nx l DS ’dır. Böylece, S DS  ’dır. 

 

Sonuç 4.4.3.   
n N

n 


 ,  0 0   koĢulunu sağlayan pozitif tam sayıların 

kesin artan bir dizisi olsun.  

Eğer, 
 

 
liminf 1

1n

n

n







 ise S DS  ’dır.  
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4.5.  KUVVETLĠ D  YAKINSAKLIK 

 

Bu bölümde 0     olmak üzere  kuvvetli deferred Cesáro ( D  yakınsak) ile 

(3.2.5) koĢulunu sağlayan { ( )}np p n   ve { ( )}nq q n   dizileri üzerine konulacak 

uygun koĢullar ile S  ve DS  metotları kıyaslanacaktır. 

 

Teorem 4.5.1. 0     olsun. ( )kx x  dizisi l  sayısına   kuvvetli [ , ]D p q  

yakınsak ise ( )kx x  dizisi l  sayına DS  yakınsaktır. 

 

İspat:  0     olmak üzere ( )kx x  dizisinin l  sayısına   kuvvetli [ , ]D p q  

yakınsak olduğunu kabul edelim. ( )K    ile  : ( ) ( ), kk p n k q n x L      kümesi 

gösterilsin. Bu durumda, 

( )

( ) ( )

( ) 1 ( ) 1

1 1 1
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k K

q n q n

k k

k p n k p n

x l x l K
q n p n q n p n q n p n



   



   

   
  

   

eĢitsizliği sağlanır. Bu eĢitsizliğin her iki tarafının n  iken limiti alınırsa ( )kx x  

dizisinin l  sayısına istatistiksel yakınsadığı gösterilmiĢ olur. 

 

Sonuç 4.5.1. 0     olsun. Bu durumda ( )q n n  olmak üzere ( )kx x  dizisi l  

sayısına   kuvvetli [ , ]D p n  yakınsak ise ( )kx x  dizisi l  sayısına istatistiksel 

yakınsaktır. 

Teorem 4.5.2. 0     olsun. Eğer  kx x l   ve  ( , )nx l DS p q  ise 

 ( , )nx l D p q  ’dur. 
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İspat: Sınırlı ( )kx x   dizisinin l  sayısına deferred istatistiksel yakınsak olduğunu 

kabul edelim. ( )kx x l   olduğundan 0M   bulunabilir öyle ki her n  için 

kx l M   sağlanır. Böylece, 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) 1 ( ) 1 ( ) 1

( ) ( )

( ) 1 ( ) 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( )

1
( ) ( )

( ) ( )

k K k K

x l x lk k

q n q n q n

k k k

k p n k p n k p n

q n q n

k p n k p n

c

x l x l x l
q n p n q n p n

M
q n p n

M K K
q n p n

 

 

  

 

 



  

 

   

     

   

 
     
  
 

 
  
 
  

  
 

  

   

eĢitsizliği sağlanır. EĢitsizliğin her iki tarafında n  iken limiti seçilirse  

1
lim ( ) 1

( ) ( )

c

n
K

q n p n






 olduğundan  ( , )nx l D p q   elde edilir. 

 

Sonuç 4.5.2.  ( )kx x l   dizsi sınırlı ve l  sayısına istatistiksel yakınsak ise l  

sayısına   kuvvetli [ , ]D p q  yakınsaktır. 

 

Teorem 4.5.3.   kuvvetli [ , ]D p q  yakınsak ( )kx x  dizisinin   kuvvetli 

Cesáro yakınsak olması için gerek ve yeter koĢul 
( )

( ) ( )
n

p n

q n p n


 
 

 
 dizisi sınırlı olmasıdır. 

 

İspat: ( )kx x  dizisinin l  sayısına   kuvvetli Cesáro yakınsak olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda, 

( ) ( ) ( )

( ) 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

q n q n p n

k k

k p n k k

x l x l
q n p n q n p n

 

   

 
       

    

( ) ( )

1 1

( ) 1 ( ) 1
. .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

q n p n

k k

k k

q n p n
x l x l

q n p n q n q n p n p n

 

 

   
      

    
   
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eĢitsizliği sağlanır. Bu eĢitsizlikte ( )kx x  dizisin l  sayısına   kuvvetli deferred 

yakınsak olması için gerek ve yeter Ģart 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
n

q n p n

q n p n q n p n


 
 

  
 dizisinin yani 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

q n p n q n p n p n p n

q n p n q n p n q n p n

  
  

  
 

dizisinin sınırlı olmasıdır. Bu ise 
( )

( ) ( )
n

p n

q n p n


 
 

 
 dizisinin sınırlı olması gerektirir. 

Böylece istenen ispat edilmiĢ olur. 

AĢağıda { ( )}np p n  , { ( )}nq q n  , ' { '( )}np p n  , ' { '( )}nq q n   (3.2.5) ve 

(4.3.1) koĢullarını sağlayan pozitif tam sayıların dizileri olmak üzere;   kuvvetli [ , ]D p q  

yakınsaklık ve   kuvvetli [ ', ']D p q  yakınsaklık arasındaki iliĢkiyi veren teoremler 

verilecektir: 

 

Teorem 4.5.4. { ( )}np p n  , { ( )}nq q n  , ' { '( )}np p n  , ' { '( )}nq q n   

dizileri (3.2.5) ve (4.3.1) koĢulları sağlasın. Eğer, ( )kx x l   dizisi l ’sayısına 

  kuvvetli [ ', ']D p q  yakınsak ise l  sayısına   kuvvetli [ , ]D p q  yakınsaktır. 

 

İspat: ( )kx x  dizisi sınırlı olduğundan 0M   vardır öyle ki, her n  için 

nx l M  ’dır. Böylece, 

( ) '( ) '( ) ( )

( ) 1 ( ) 1 '( ) 1 '( ) 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

q n p n q n q n

k k

k p n k p n k p n k q n

x l x l
q n p n q n p n

 

       

 
      

   
     

'( )

'( ) 1

2 1
(1)

'( ) '( ) '( ) '( )

q n

k

k p n

M O x l
q n p n q n p n



 

  
 

 . 
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eĢitsizliği elde edilir. EĢitsizliğin her iki tarafından, ( )kx x  dizisinin l  sayısına 

  kuvvetli [ ', ']D p q  yakınsadığında dikkate alınarak, n  iken limite geçilirse 

( )kx x  dizisi l  sayısına   kuvvetli [ , ]D p q  yakınsaklığı elde edilir. 

 

Teorem 4.5.5. { ( )}np p n  , { ( )}nq q n  , ' { '( )}np p n  , ' { '( )}nq q n   

dizileri (3.2.5) ve (4.3.1)’e ek olarak 
( ) ( )

lim 0
'( ) '( )n

q n p n
d

q n p n


 


 koĢulunu sağlasın. Eğer, 

( )kx x  dizisi l  sayısına   kuvvetli [ , ]D p q  yakınsak ise l  sayısına   kuvvetli 

[ ', ']D p q  yakınsaktır. 

 

İspat: Keyfi ( )kx x  dizisinin l  sayısına   kuvvetli [ , ]D p q  yakınsak olduğunu 

kabul edelim. Teoremin koĢuları altında 

( ) '( )

( ) 1 '( ) 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

q n q n

k k

k p n k p n

x L x L
q n p n q n p n

 

   

  
 

   

'( )

'( ) 1

'( ) '( ) 1

( ) ( ) '( ) '( )

q n

k

k p n

q n p n
x L

q n p n q n p n



 


 

 
  

eĢitsizliği sağlanır. Eğer eĢitsizliğin her iki tarafından n  iken limit alınırsa  ( )kx x  

dizisinin l  sayısına   kuvvetli [ ', ']D p q  yakınsak olduğu elde edilir. 

ġimdi,  ( ) , (0) 0
n

n 


  pozitif tam sayıların kesin artan bir dizisi olmak üzere 

C  metodu ile ( ) ( 1)p n n  , ( ) ( )q n n  alınarak elde edilen D  metotları 

kıyaslanacaktır. 

 

Teorem 4.5.6.  ( )
n

n 


  pozitif tam sayıların artan bir dizisi ve (0) 0   

olsun. Eğer, ( )kx x  dizisi   kuvvetli D  yakınsak ise   kuvvetli C  yakınsaktır. 
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İspat. ( )kx x  dizisinin l  sayısına   kuvvetli D  yakınsak olduğunu kabul 

edelim. ( )kx x  dizisinin C  dönüĢümü 

 
( ) ( 1)1

1 0 ( ) 1

1 1
:

( ) ( )

n in

k kn
k i k i

C x x l x l
n n

 
 


 



   

 
    

 
    

( 1)1

0 ( ) 1

( 1) ( ) 1

( ) ( 1) ( )

in

k

i k i

i i
x l

n i i






 

  



  

   
        
 

 

 
1

,

0

n

n i i
i

b D x







  

biçiminde yazılabilir. Eğer,  

( 1)

( ) 1

1
( ) :

( 1) ( )

i

i k

k i

D x x l
i i





 



 

 
 

  ve ,

( 1) ( )
, 1,2,3,..., 1,

( ):

0, .

n i

i i
i n

nb

diğer

 



 
 

 



 

olarak iĢaretlenirse 
1

,

1

( ) ( ) 0
n

n n i i

i

C x b D x 

 





   olduğu görülür. 

 ,n ib  matrisi regüler olduğundan  

( )

1

1
lim( ) lim 0

( )

n

n k
n n

k

C x x L
n





 



    

elde edilir. 

 

Teorem 4.5.7.  ( )
n

n 


  pozitif tam sayıların artan bir dizisi ve (0) 0   

olsun.   kuvvetli D  yakınsak bir dizinin   kuvvetli C  yakınsak olması için gerek ve 

yeter koĢul 
( )

liminf 1
( 1)n

n

n







 olmasıdır. 
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Eğer, Teorem 4.5.3.’de ( ) ( 1)p n n  ,    q n n  olarak seçelir ve 

( 1) 1

( )( ) ( 1) 1
( 1)

n

nn n

n



 






  


 olduğu dikkate alınırsa Teorem 4.5.6. ispatlanmıĢ olur. 

 

4.6. DEFERRED ĠSTATĠSTĠKSEL DEĞME NOKTALARI 

 

Teorem 4.6.1. { ( )}np p n   ve { ( )}nq q n   pozitif tam sayıların keyfi dizileri 

öyle ki 
,
( ) 0

p qD x   ise 
,
( )

p qD x  kapalı kümedir. 

İspat: { ( )}np p n   ve { ( )}nq q n   pozitif tam sayıların keyfi dizileri öyle ki 

,
( ) 0

p qD x   ise 
,
( )

p qD x  kümesinin kapalı olduğunu göstermek için 
,

\ ( )
p qD x  kümesinin 

açık olduğunu göstermek yeterlidir. Keyfi 
,

\ ( )
p qDy x  olsun. O halde 

,
( )

p qDy x ’dır. 

Keyfi 0   

  , ( ) ( ) : 0p q kp n k q n x y       

sağlanır. ( , )y y    açık aralık kümesi A kümesi tarafından kapsansın. O halde 

  , ( ) ( ) : 0p q kp n k q n x A      

sağlanır.  
1

: inf :
2

y k kx y x A     Ģeklinde seçersek aĢikardır ki  

y   ve  
,

, \ ( )
p qy y Dy y x      

sağlanır. Keyfi y  elemanı 
,

\ ( )
p qD x  kümesinin iç noktası olduğu için 

,
\ ( )

p qD x   

kümesi açık bir kümedir. 

 

Teorem 4.6.2.  nx x  reel terimli bir dizi ve    fix edilmiĢ bir nokta olsun. 

Eğer  , 0d x   ise 
,
( )

p qD x  ’dır. 

 İspat: Teoremin hipotezinden 
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   , : inf : 0kd x x k l      . 

Yani, k   için kx l   sağlanır. Bu demektir ki ( , )l l    aralığına  nx x  

dizisinin hiçbir elemanı düĢmez. Bu yüzden  

  , ( ) ( ) : ( , ) 0p q kp n k q n x l l         

dır. Keyfi bir l  sayısı için  

   ( ) ( ) : ( ) ( ) : ( , )k kp n k q n x p n k q n x l l              

sağlanır. Buradan da açıktır ki 

  , ( ) ( ) : 0p q kp n k q n x y       

dir. 

 

Uyarı 4.6.3. Teorem 4.6.2. tersi doğru değildir. 

Örnek olarak 
1

( )x
n

  dizisini göz önüne alırsak 
1

2
   seçildiğinde 

1 1
, 0

2
d

n

 
 

 
 

dir. Fakat  
,

1
( ) 0

2 p qD x   dır. 

 

Teorem 4.6.4.  nx x  reel terimli bir dizi ve A  belirlenmiĢ bir küme olsun. 

Eğer  , 0d A x   ise 
,
( )

p qDA x  ’dır. 

İspat: A  kümesi tek nokta kümesi olsaydı Teorem 4.6.2. ispatı açıktır. Keyfi 

bir *a A  seçelim.  , 0d A x   olduğundan bir 0l   sayısı için *

ka x l   dir. 

 * *,a l a l   aralığına  nx x  dizisinin hiçbir terimini içermez. Keyfi bir l  sayısı 

için  

  *

, ( ) ( ) : 0p q kp n k q n a x       
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den 
,

* ( )
p qDa x  dir. 

Uyarı 4.6.5. Teorem 4.6.4. tersi doğru değildir. 

Örnek olarak 
1

( )x
n

  dizisini göz önüne alırsak (0, )A    seçildiğinde 

,
( )

p qDA x   dir. Fakat  
1

, 0d A
n

 
 

 
dır. 

 

Teorem 4.6.6. { ( )}nE p n  , { ( )}nF q n  , ' { '( )}nF q n   pozitif tam sayıların 

(3.2.5) ve (4.3.1) koĢullarını sağlayan diziler olmak üzere, 'F F   sonlu ve 

   
   

lim 0
'n

q n p n
d

q n p n


 


 olsun. Bu durumda, her K   için 

, '
( ) 0

p qD K   ise 

,
( ) 0

p qD K  ’dır. 

 

İspat: 'F F  sonlu bir küme olduğundan N   vardır öyle ki 

     ' :q n n N q n  ’dır. Yani, n N olmak üzere  j n  monoton artan dizisi vardır 

öyle ki   '( )q n q j n ’dir. 
, '

( ) 0
p qD K   olsun. Bu durumda 

   , '

* 1
( ) limsup { ' : } 0

'( ) ( )
Dp q k

n

K p n k q n x l
q n p n

 


     
  

dir. Ayrıca,  

    
   

   

    

    
   

( ) : :
0 .

( )

p n k q j n k K p n k q n k Kq n p n

q j n p n q j n p n q n p n

     
 

    

eĢitsizliğinden  

   ,

* 1
( ) limsup { : } 0

( ) ( )
Dp q

n

K p n k q n k K
q n p n




    


 

elde edilir. Böylece, 
,
( ) 0

p qD K  ’dır. 
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Sonuç 4.6.7. Teorem 4.6.6.’in koĢulları altında  nx x  reel terimli bir dizi olmak 

üzere 

I. 'F F  sonlu ise    
, , 'p q p qD Dx x  ’dir. 

II. 'F F  sonlu ise    
, , 'p q p qD Dx x   ’dir. 

III. 'F F  sonlu ise    , ' ,p q p qD x D x  ’dir. 

IV. 'F F  sonlu ise    , ' ,p q p qD x D x   ’dir. 

 

Teorem 4.6.8. { ( )}nE p n   , ' { '( )}nE p n 
 
, { ( )}nF q n   pozitif  tamsayıların 

(3.2.5) ve (4.3.1) koĢullarını sağlayan dizileri 'E E  sonlu bir alt kümesi ve 

   
   

'
lim 0
n

q n p n
d

q n p n


 


, olsun. Bu durumda, her K   için 

,
( ) 0

p qD K   ise 

',
( ) 0

p qD K  dır. 

 

İspat: 'E E  sonlu bir küme olduğundan N   vardır öyle ki 

     ' :
n

p n n N p n


  ’dır. O halde, n N olmak üzere  j n  monoton artan dizisi 

vardır öyle ki '( ) ( ( ))p n p j n ’dir. 
,
( ) 0

p qD K   olsun. Yani,  

   ,

* 1
( ) limsup { : } 0

( ) ( )
Dp q k

n

K p n k q n x l
q n p n

 


     
  

dir. Böylece,  

    
   

 

   

  
 

: ( ( )) :( ( ))
0 .

( ( ))

p n k q n k K p j n k q n k Kq n p j n

q n p n q n p n q n p j n

     
 

    

eĢitsizliğinden  
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   ',

* 1
( ) limsup { ' : } 0

( ) '( )
Dp q

n

K p n k q n k K
q n p n




    


 

elde edilir. Buradan 
',
( ) 0

p qD K 
 
dır. 

 

Teorem 4.6.9. ( )nx x  reel terimli bir dizi olmak üzere Teorem 4.6.8’ün koĢulları 

altında, 

I. 'E E  sonlu bir küme ise    
', ,p q p qD Dx x  ’dir. 

II. 'E E  sonlu bir küme ise    
', ,p q p qD Dx x   ’dir. 

III. 'E E  sonlu bir küme ise    , ',p q p qD x D x  ’dir. 

IV. 'E E  sonlu bir küme ise    , ',p q p qD x D x   ’dir. 

 

Teorem 4.6.10. { ( )}np p n  , { ( )}nq q n  , ' { '( )}np p n  , ' { '( )}nq q n   

dizileri (3.2.5) ve (4.3.1)’in yanı sıra  
   
   

lim 0
' 'n

q n p n
d

q n p n


 


 koĢulunu sağlasın. Bu 

durumda,  

K   için 
', '

( ) 0
p qD K   ise 

'
( ) 0

p qD K  ’dır. 

İspat: K   için 
', '

( ) 0
p qD K   olsun. Yani, 

   ', '

* 1
( ) limsup { ' ' : } 0

'( ) '( )
Dp q k

n

K p n k q n x l
q n p n

 


     
  

dir. Böylece  

    
   

   

   

    
   

' ' : :
0 .

' ' ' '

p n k q n k K p n k q n k Kq n p n

q n p n q n p n q n p n

     
 

    

eĢitsizliğinden  
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   ,

* 1
( ) limsup { : } 0

( ) ( )
Dp q

n

K p n k q n k K
q n p n




    


 

elde edilir. Böylece, 
,
( ) 0

p qD K 
 
dır. 

 

Teorem 4.6.11.  nx x  reel terimli bir dizi olmak üzere Teorem 4.6.10. koĢulları 

altında    
, ', 'p q p qD Dx x   ve    ', ' ,p q p qD x D x   sağlanır. 

 

4.7.  
,p qD x  ĠLE  x  KÜMELERĠNĠN KIYASLANMASI 

 

Teorem 4.7.1. { ( )}np p n   ve { ( )}nq q n   pozitif tam sayıların (3.2.5) 

koĢullarını sağlayan keyfi dizileri öyle ki n   için  q n n  olsun. Bu durumda, 

K   için 
,
( ) 0

p qD K   ise ( ) 0K   dır. 

 

İspat: Teoremin koĢulları altında 
,
( ) 0

p qD K   olsun. Yani; 

   ,

* 1
( ) limsup { : } 0

( ) ( )
Dp q

n

K p n k q n k K
q n p n




    
  

dır. ( )q n n  olduğundan    { : } {1 : }p n k q n k K k n k K        içermesi ve buna 

bağlı olarak 

    
       

 : :
0 .

p n k q n k K k n k Kn

q n p n q n p n n

    
 

   

eĢitsizliği sağlanır. Her iki tarafın n  iken üst limiti alınırsa  

* 1
( ) limsup { : } 0

n

K k n k K
n




    , 
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olduğu elde edilir. Bu ise ( ) 0K   anlamına gelir. 

 

Sonuç 4.7.2.  nx x  reel terimli bir dizi olmak üzere Teorem 4.7.1. koĢulları 

altında    
,p qDx x   ve    ,p qD x x  ’dır.

 

 

Teorem 4.7.3. { ( )}np p n   pozitif tam sayıların bir dizisi ve  n   için 

 q n n  olsun. Bu durumda, K   için 
,
( ) 0

p nD K   ise ( ) 0K   dır.
 

 

İspat: 
,
( ) 0

p nD K   olsun. Yani, 

 ,

* 1
( ) limsup { : } 0

( )
Dp n

n

K p n k n k K
n p n




    
  

dir. Böylece,  

  
   

 : :
0 .

p n k n k K k n k Kn

n p n n p n n

    
 

   

eĢitsizliği sağlanır. Her iki tarafın n  iken üst limit alınırsa 

* 1
( ) limsup { : } 0

n

K k n k K
n




     

elde edilir. Bu ise ( ) 0K   anlama gelir.  

 

Sonuç 4.7.4.  nx x  reel terimli bir dizi olmak üzere Teorem 4.7.3.’ün koĢulları 

altında    
,p qDx x   ve    ,p qD x x   sağlanır. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

5.1. SONUÇLAR 

 

Bu çalışmada öncelikle deferred Cesáro istatistiksel yakınsaklığın deferred Cesáro 

yakınsaklık ile arasındaki ilişkiler incelenmiştir (Teorem 4.1.1 – Teorem 4.1.5). Ayrıca, 

defferred Cesáro istatistiksel yakınsaklık ile olan ilişkisi verildi (Teorem 4.2.1 – Teorem 

4.2.9).  

Teorem 4.3.1 – Teorem 4.3.2 ‘de deferred istatistiksel yakınsama kendi arasında 

Teorem 4.4.1 – Teorem 4.4.3’de ise özel seçilmiş matrisler için elde edilen metodlar 

kıyaslanmıştır. 

 kuvvetli deferred Cesáro yakınsama ve deferred istatistiksel yakınsama 

kıyaslanarak bazı içerme teoremleri verildi (Teorem 4.5.1 – Teorem 4.5.7). 

Bulguların son bölümünde (4.6 deferred istatistiksel deme noktaları) bazı içerme 

teoremleri (Teorem 4.6.1 – Teorem 4.6.6 ve Teorem 4.7.1 – Sonuç 4.7.4) verilmiştir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Yılmaztürk, M. 2013. Deferred İstatistiksel Yakınsaklık. Yüksek Lisans Tezi. Mersin Üniversitesi 

 

50 

 

5.2.ÖNERİLER 

 

Özellikle, deferred istatistiksel değme noktaları yardımı ile bir dizinin deferred 

istatistiksel core tanımı verilerek ilgili sonuçlar elde edilebilir.  

Teorem 4.3.1’de (4.3.2) koşulu yerine    'p n p n  ve    'q n q n  eşitsizlikleri 

hemen hemen her n  için sağlandığında teoremin doğru olup olmadığı incelenebilir. 
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