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Bu tezde, Szasz-Mirakyan ve Bernstein operatorleri yardimiyla biri sonlu
aralikta, digeri sonsuz aralikta tanimli fonksiyonlar uzayi iizerinde olmak iizere iki
tip pozitif lineer operator olusturulmustur. Birincisinin yakinsakligi icin Bohman-
Korovkin teoremi kullanilirken, ikincisi i¢in Chlodovsky’nin yontemi kullanilmistir.
Ayrica, bu operatorlerin yakinsaklik hizini stireklilik modiilii cinsinden veren
teoremler ve Voronovskaya tipi teoremler elde edilmistir.
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ABSTRACT

In this thesis, two types of positive linear operators have been constructed
by means of Szasz-Mirakyan and Bernstein operators. One of them is defined on the
space of functions on finite interval and the other one on the space of functions on
infinite interval. For convergence of first one, it was used the Bohman-Korovkin’s
Theorem while it was used the method of Chlodovsky for the second one. It was also
obtained the theorems on the rate of convergence of these operators via modulus of
continuity and the theorems of VVoronovskaya-type.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Tanim olarak esittir.

N Dogal sayilar kiimesi.
N, Nu{o}.
R Reel sayilar kiimesi.
R* Pozitif reel sayilar kiimesi.
P, Derecesi < n olan cebirsel polinomlar kiimesi.
1 Sonlu ya da sonsuz bir aralik.
[a,b] Kapali aralik.
(a,b) Acik aralik.
7 (M K ) M ’de tanimli K -degerli biitiin fonksiyonlarin uzayi.
B (1 I °da tanimli reel degerli sinirli fonksiyonlarin uzayi.
C (1 ) I >da taniml1 reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayi.
C [a,b] [a,b] araliginda siirekli olan fonksiyonlarin uzayu.
f (r f fonksiyonun ». mertebeden tilirevi.
C"[a,b] Fofee, f0) e C[a,b] olan fonksiyonlarn uzay1.
Lip,,a Lipschitz sinift.
|| . || Diizgiin norm.
L Lineer operatdr.
{L,} Operatdrler dizisi.
e (x) X' (eNy).
w(f;6) f fonksiyonun & adimli birinci siireklilik modiilii.
, ( f;0 ) f fonksiyonun 6 adimli ikinci siireklilik modiilii.
B,(f) f fonksiyonun 7. Bernstein polinomu.
B, Bernstein operatorti.
S, Szasz-Mirakyan operatorii.
C, Chlodovsky operatorii.
1, [a:;,b] f {/,} dizisi f e [a,b] iizerinde diizgiin yakinsaktir.
n n!
(kj k !(n - k) !
[n] 1=q" , [0] =0 ile tanimli g -tamsayular.
q 1-g q
[n]q! [l]q !.[2]q !.[3]q !.---.[n]q L [O]q I=1; g -faktoriyel.
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SMC
SMBC

!
[],!
Mn—k] !
k], [n=A],
Szasz-Mirakyan-Bernstein Operatorii.
Szasz-Mirakyan-Bernstein-Chlodovsky operatorii.

Ispatim bittigini gosterir.

ile taniml1 ¢ -binom sayilari.

vil
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1. GIRIS

K. Weierstrass, 1885 yilinda yaymlanan “Uber die Analytische
Darstellbarkeit ~ Sogenannter — Willkiirlicher ~ Funktionen  Einer  Reelen
Veranderlichen” adli calismasinda siirekli fonksiyonlara cebirsel polinomlarla
yaklasmanin miimkiin oldugunu gosteren bir teorem vermistir. Matematiksel

analizde yaklagim teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen bu teorem: Sonlu

[a,b] araligi tizerinde siirekli herhangi bir f fonksiyonuna bu aralik iizerinde

diizgiin yakinsayan polinomlar dizisinin varligi lzerinedir. Weierstrass’in bu
teoreminde, verilen silirekli fonksiyona yaklasan polinomlarin sadece varligi
hakkinda bilgi alinirken; 1912 yilinda S. N. Bernstein, bu polinomlarin verilen

fonksiyona nasil bagli oldugunu belirleyerek, Weierstrass teoreminin daha basit ve
kullanish bir ispatin1 vermistir. [0,1] araliginda stirekli olan herhangi bir f
fonksiyonuna bu aralikta diizgiin yakinsayan polinomlar dizisinin terimlerini

B, (f;x)=§[ijk(l—x)"_kf(%j, neN, (1.1)
bi¢iminde tanimlanmistir. Yukarida tanmimlanan B, ( f ) polinomuna  f
fonksiyonunun n. Bernstein polinomu denir. 1. Chlodovsky 1937 yilinda Bernstein
polinomlarini [0,00) aralig1 tlizerine genellemis ve bu polinomlarin yaklagim
Ozelliklerini incelemistir. Literatiirde Bernstein-Chlodovsky polinomlar: olarak

adlandirilan bu polinomlar, {b }, lim b =0 ve lim /n=0 kosullarmi

n n—0 n n—»o0 bf’l
saglayan pozitif reel sayilarin artan bir dizisi olmak iizere

Cn(f;x)zg(@(bijk [l—%jn_kf(%bn} xe[0,5,], (1.2)

seklinde tanimlanir. Sinirsiz araliklarda siirekli bir fonksiyona yakinsayan énemli bir
fonksiyon dizisi de G. Mirakyan tarafindan insa edilmistir. Kirkl1 yillarda insa edilen

ve yaklagim ozellikleri J. Favard ve O. Szasz tarafindan incelenen dizinin terimleri,

f, [0,00) araliginda siirekli bir fonksiyon olmak {izere;

o _—NX k
Sn(f;x)=zﬂf(5j, neN, (1.3)

ik n
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seklindedir.

Dikkat edilirse (1.1), (1.2) ve (1.3) ile verilen B,, C, ve S, fonksiyonlar
taniml1 olduklar1 fonksiyon uzaylarinda pozitif ve lineer operatorlerdir. Bunlara
sirastyla Bernstein, Bernstein-Chlodovsky ve Szasz-Mirakyan operatérleri ad1 verilir.
Ellilerde, H. Bohman ve P. P. Korovkin birbirlerinden bagimsiz olarak, fonksiyon
uzaylar1 lizerinde tanimli pozitif lineer operator dizilerinin yaklagim teorisindeki
uygulamalar lizerine 6nemli c¢alismalar yapmislardir. Kapali aralikta siirekli bir
fonksiyona diizglin yakinsayan operatorler i¢cin kolay uygulanabilir kriter veren

Bohman-Korovkin Teoremine gore: Kompakt [a,b] araligi iizerinde siirekli bir f
fonksiyonunun verilen pozitif lineer operatorler altindaki goriintiilerinden olusan
dizinin bu fonksiyona diizgiin yakinsamast igin gerek ve yeter kosul 1, x ve x’

fonksiyonlarimin her birinin goriintiilerinden olusan dizinin kendilerine diizgiin
yvakinsamasidir.

Yukarida bahsedilen Bernstein, Bernstein-Chlodovsky ve Szasz-Mirakyan
operatorler dizilerinin her biri, kompakt araliklar iizerinde Bohman-Korovkin
teoreminin kosullarini saglar. Bunun sonucu olarak da Weierstrass teoreminin
ispatini basitlestiren Bernstein teoreminin daha basit bir ispati1 elde edilmis olunur.

Bohman-Korovkin teoreminden sonra bu teoremin kosullarin1 saglayan ¢ok
sayida pozitif lineer operatorler dizisi insa edilmis ve yaklagim o&zellikleri

incelenmistir.

Bu ¢alismada; / < R bir aralik olmak tizere C (/) tizerinde tammli,

En(f;x):i)a)m(nx)Lv(f;x),
bicimde operatdrler insa edilmistir. Burada: {a)m}, I aralig1 lizerinde tanimli, her
me N, i¢in negatif olmayan ve her xe/ igin Z::1 , (x)=1 kosulunu saglayan
fonksiyonlarin, {Ln} ise C (I ) tizerinde tanimli pozitif lineer operatorlerin bir
dizisidir. Ayrica, tanimda gecen v dogal sayilari, {an} azalmayan ve { [)’m} kesin

artan bir dogal say1 dizisi olmak tizere v :=v (n;m) =, - 8, bigimindedir.

Bu tezin, Materyal ve Yontem kisminda pozitif lineer operatorler ile

stireklilik modiillerinin tanimlar1 ve yaklasim teorisinde kullanilan baz1 6zellikleri ile
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baz1 operatdr o6rnekleri verilmistir. Ayrica bu boliimde Weierstrass Teoreminin S. N.
Bernstein tarafindan yapilan ispati ve Bohman-Korovkin teoreminin ispati da

verilmistir. Bulgular ve Tartigma boliimii iki alt boliimden olugmaktadir: Birincisinde

yukarida tanimlanan E, operatoriinde; / =[0,1], B, =m+1, ®, (x) = x"/m! ve
L, olarak Bernstein operatorii almarak C[O,l] uzayindaki yaklasim ozellikleri
arastinlmistir. Ikincisinde ise 7 =[0,b,], B, =m+1, @, (x) =ex"/m! ve L, olarak

da Bernstein-Chlodovsky operatorii alinarak yaklasim 6zellikleri incelenmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Stirekli bir fonksiyona, polinomlar dizisi ile yaklagimm varliginin
ispatlanmas1 yaklasim kuraminin O6nemli problemlerinden biridir. Yaklagim
Teorisinin Onciilerinden sayilan P. L. Chebyshev [1] heniiz polinomlarla yaklasimin
varligi hakkinda herhangi bir calisma yokken 1854 yilinda, bir polinomun, verilen
polinomlar sinifi i¢inde fonksiyona diizgiin norma gore en yakin olup olmadigini
belirleyen 6nemli bir kriter vermistir.

K. Weierstrass [2], 1885 yilinda yaywnlanan “Uber die Analytische
Darstellbarkeit ~ Sogenannter — Willkiirlicher ~ Funktionen  Einer  Reelen
Veranderlichen” adli ¢alismasinda siirekli fonksiyonlara polinomlarla yaklasimin

mimkiin oldugunu gosteren Onemli bir teorem vermistir. Teoreminde f, R

tizerinde sinirh ve siirekli bir fonksiyon olmak tizere,

0 _n(l‘fx)2
Wn(f;x)z\/%je 2 f(t)dt, xe(—oo,oo),

ile tanimli {Wn ( f )} dizisinin bu fonksiyona R iizerinde noktasal; kapali ve sinirh

araliklar iizerinde ise diizgiin yakinsak oldugunu gostermistir. 1908 yilinda E.
Landau [3], Weierstrass Teoreminin bir bagka ispatin1 vermistir. E. Landau ispatinda

terimleri

[o(1= (=) £ (r) ar

ZJ';(I —¢ )"dt

bi¢ciminde tanimli olan bir polinomlar dizisi kullanmistir. Weierstrass Teoreminin

L,(f;x)=

verilen ispatlar icerisinde en Onemli olanlardan bir tanesi 1912 yilinda S. N.
Bernstein [4] tarafindan verilmistir: £, [O,l] aralig1 lizerinde smirli bir fonksiyon
olmak iizere,
(n k n—k k
B, (f;x)zz X (l—x) fl—1 0<x<l,
o\ k n
biciminde polinomlar dizisi tanimlamistir. Bernstein, bu polinomlarla [O,l]

araliginda siirekli f fonksiyonuna diizgiin yaklasilabilecegini ispatlamistir. Bu
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polinomlara Bernstein polinomlar: denir. Yaklagim teorisinin temel teoremi olarak

nitelendirilen Weierstrass Teoreminin yukarida bahsedilen ispatlarin diginda birgok
ispat1 vardir [5]. Bernstein’in B, ( f ;.) dizilerini olusturma teknigi pozitif lineer
operatorlerle yaklasimin ilk adimidir. Sonraki yillarda, kapali bir aralikta siirekli
fonksiyonlara yaklasilabilmek i¢in pozitif lineer operatorler yaygin bir sekilde

kullanilmaya baglanmistir. 1930 yilinda L. V. Kantorovich [6] Bernstein

polinomlarini;

K,( f;x)z(nﬂ)f@xk(l-x)"‘k j}f:jf“ f(t)d,  0<x<I,

k=0
biciminde [0,1] aralig1 iizerinde integrallenebilir fonksiyonlara genellestirmistir. K,

operatorlerine Kantorovich polinomlar: denir.

1932 yilinda E. Voronovskaya [7] tarafindan f (x) fonksiyonu [O,l]

araliginda sinirli ve sabit bir x noktasinda ikinci mertebeden siirekli tlireve sahip ise,

fim n[ 8, (£56)~ £ (x) ] =) ()

n—00 2

bi¢ciminde bir asimptotik formiil verilmistir.

1935 yilinda T. Popoviciu [8], [O,l] araliginda siirekli bir f fonksiyonu

i¢in siireklilik modiiliiniin yardimiyla Bernstein polinomlarinin fonksiyona yaklagim

hizini

B, (f;x)—f(x)‘ﬁ%a{f;n zJ

seklinde belirlemistir.

1937 yilinda I. Chlodovsky [9], Bernstein polinomlarini sonsuz araliklarda

k n—k
n k
C"(f;’“)z,%@(ij [1—%] f(;bnj, 0<x<h,



Simsek, E., 2013, Pozitif Lineer Operatorlerin Yaklasim Teorisindeki Uygulamalari, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

olarak tamimlamis ve yakinsaklik oOzelliklerini incelemistir. Burada {bn}

lim b, =oo, lim

oo Oy /n=0 kosullarii saglayan pozitif reel sayilarm bir artan

n—0 b}’l

dizisidir. C, ( f ) polinomlarina Bernstein-Chlodovsky polinomlar: ad1 verilir.

1941 yilinda G. M. Mirakyan [10], [0,00) aralig1 iizerinde stirekli olan ve

lim, ., f (x) / (1 + x2) < oo kosulunu saglayan f fonksiyonuna yakinsak olan

5,925 o,

e k! n
ile tanimh {Sn} operatdrler dizisini tanimlamistir ve yaklasim o6zelliklerini
incelemistir. 1944 yilinda J. Favard [11] ve 1950 yilinda O. Szasz [12] bu

operatorlerin bazi 6zeliklerini incelemislerdir. Genellikle S, ( f ) fonksiyon serileri

Szasz-Mirakyan operatorleri olarak bilinirler.

1951 yilinda H. Bohman [13],

Ln(f;x):if(fk,n)uk(x), xe[0,1], 0<f, <1, neN
=0

seklinde olan pozitif lineer operatorler dizisinin [0,1] araliginda stirekli  f
fonksiyonuna diizgiin yakinsakligi hakkinda olduk¢a kullanigh bir kriter vermistir.
Ancak bu tipteki operatorler f fonksiyonunun [0,1] aralig1 disindaki degerlerinden

bagimsizdir. 1953 yilinda P. P. Korovkin [14-15], H. Bohman’in sonucunu

genelleyen ve pozitif lineer operatorler ile yaklasim teorisini derinlestiren bir
calisma sunmustur. Caligmadaki kritere gore; keyfi bir {L” ( f )} porzitif lineer
operator dizisinin [ fonksiyonuna kapali ve sonlu bir aralikta diizgiin yakinsak
olmasi icin gerek ve yeter kosul her i =0,1,2 i¢in {Ln (el.)} dizisinin ilgili aralikta e,
fonksiyonuna diizgiin yakinsamasidir. Burada e ’ler el.(x):x", ieN, ile tanimh

test fonksiyonlaridir. Bu kriter, siirekli fonksiyonlara pozitif lineer operatorlerle
yaklagim teorisinin temelini olusturmustur. Bohman-Korovkin teoremini gergekleyen

diger operator dizileri Bernstein polinomlarinin bulunma yontemleri kullanilarak
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elde edilmistir. Bu yiizden Bernstein polinomlar1 pozitif lineer operatorlerle yaklasim
teorisinin olusmasinda ¢ok onemli bir yere sahiptir. Ayrica, pozitif lineer operator
dizileri yaklasim teorisinde en iyi yaklasim sonuglarini vermese de polinomlarin agik

olarak yazilabilmesine imkan verdiginden oldukc¢a kullanighdir.

1957 yilinda V. A. Baskakov [16], [0,00) aralig1 iizerinde siirekli olan ve

lim, , f (x) / (1 + x2) < oo kosulunu saglayan f fonksiyonuna yakinsak olan

V,,(f;x):(ux)—"i(”*é“lj(ijkf(ﬁj, xe[0,),

=0 1+x n
ile taniml {Vn} operatorler dizisi tanimlamistir ve yakinsaklik 6zelliklerini
incelemistir. Bu operatorler Baskakov operatorleri olarak literatiire gegmistir.
1960 yilinda W. Meyer Konig-K. Zeller [17] tarafindan tanimlanan ve 1964

yilinda E. W Cheney ve A. Sharma [18] tarafindan gilinlimiizdeki sekline

kavusturulan ve literatirde Meyer Konig-Zeller operatorleri olarak bilinen

operatorler, f € C [O,l) olmak iizere

Mn(f;x)zi(nzkj xk(l-x)"“f( k j 0<x<l,

=0 n+k

formunda tanimlamislardir.

[O, 1] aralig1 lizerinde integrallenebilir fonksiyonlara yakinsayan

Dn(f;x):(n+1)i(’;jxk(1_x)”kj@ t(1-2)"" £ (¢)at,

k=0 0

ile taniml1 operatorler 1967 yilinda J. L. Durrmeyer [19] tarafindan verilmistir.

1969 yilinda D. D. Stancu [20], Bernstein operatoriinii su sekilde

genellestirmistir:
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Aciktir ki o = /=0 durumunda Bernstein polinomlart elde edilir. Bu operatorlere

Stancu operatorleri ad1 verilir.

Bohman-Korovkin teoremi reel eksenin sonlu ve kapali araliklarinda
verilmistir. Sonlu olmayan araliklarda ise pozitif lineer operatorler ile yaklasim
kosullarini ilk olarak 1974-76 yillar1 arasinda A. D. Gadjiev [21] ve Z. Ditzian [22]

agirlikli fonksiyon uzaylarinda aragtirmiglardir.

1980 yilinda G. Bleimann, P. L. Butzer ve L. Hahn [23] sinirl1 ve diizgiin

stirekli fonksiyonlar i¢in,

H,(fix)=— i(;jxkf(n_];+lj, xe[0,0),

(1+x)n k=0
formunda pozitif lineer operatorlerin bir dizisini tanimlamislardir. Bu operatorlere

Bleimann-Butzer-Hahn operatorleri ad1 verilir.

1997 yilinda G. M. Phillips [24], Bernstein polinomlarinin

n kn k-1 [k]
(fx Z xH( ) —Z 0<g<l,
[]
q
biciminde bir genellemesini yapmistir. Bu operatdrlere g -Bernstein polinomlar: adi
verilir. g=1 durumu Bernstein polinomlarim1 verir. G. M. Phillips’in bu

calismasindan sonra yukarida verilen klasik operatdrlerin hepsinin ¢ benzerleri

ozellikle de iilkemizdeki matematikg¢iler tarafindan tanimlanmis ve yakinsaklik
ozellikleri tizerinde ¢alisilmistir. Bazilar su sekilde listelenebilir: H. Orug¢ ve G. M.
Phillips [25], O. Dogru ve O. Duman [26], A. II’inskii ve S. Ostrovska [27], V. S.
Videnskii [28], E. ibikli [29], H. Karsh ve E. Ibikli [30], G. Nowak ve V. Gupta [31],
H. Karsl [32], N. I. Mahmudov [33].

Szasz-Mirakyan operatdrleri ve Baskakov operatorlerinin 6rnek oldugu

Zconk (f) (2.1)
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tipindeki operatdrlerin yaklagim 6zellikleri son yillarda O. T. Pop, D. Barbosu ve D.

Miclaug [34] tarafindan caligilmaktadir. Burada; [ bir aralik olmak iizere 4, ,,

C (I ) tizerinde tanimli pozitif lineer fonksiyoneller, ¢, , ’lar ise I lzerinde tanimli
negatif olmayan fonksiyonlardir.

Bu tezde; (2.1)’de taniml olan operatorlerdeki A4, fonksiyonelleri yerine

C (I ) tizerinde tanimli pozitif lineer operatorler incelenmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, matematiksel analizin yaklagim teorisinde sik¢a kullanilan bazi
temel konu ve kavramlarin yani sira yaklagimin temel teoremlerine, pozitif lineer

operatorlerin tanimina ve sagladig temel 6zelliklere yer verilecektir.

3.1 TEMEL KAVRAMLAR

a,beR ve a<b olsun. Bu durumda (a,b) ile gosterilen
{xeR:a<x<b} ve [a,b] ile gosterilen {xeR:a<x<b} kiimelerine sirasiyla
a, b agik arahigi ve a, b kapali aralig denir. [a,b) ile gosterilen {x e R:a < x<b}
ve (a,b] ile gosterilen {xeR:a<x<b} kiimelerine ise yari-agik araliklar denir.
(a,0) ile gosterilen {xeR:a<x} ve [a,»o) ile gdsterilen {xeR:a<x}

kiimelerine, sirasiyla, a notasindan sonsuzluga agik aralik ve a notasindan

sonsuzluga kapali aralik denir. Dikkat edelim ki oo ve —oo reel sayr degildirler.

Uygunluk igin (—o0,0), R kiimesini ifade eder. Ug noktalardan en az biri o veya
—oo olan araliga sonsuz aralik denir. x € R ve ¢ >0 olmak iizere (x— g, X+ 6‘) acik
araligina x’in & — komsulugu; (x—g,x) U(x,x+ 8) ifadesine ise x’in delinmis & —

komgulugu denir.

X her hangi bir kiime olmak tizere f:N — X fonksiyonuna X ’de bir dizi
denir. Bir dizi, ne N i¢in q, (: f (n)) ile tek ve tam olarak belirlendigi igin {an}
ile gosterilir. a, ifadesine {an} dizisinin 7. terimi denir. ¢ bir say1 olmak iizere,
keyfi ¢ >0 sayisi verildiginde bir N dogal sayisi, her n> N igin |an —€| < ¢ olacak
sekilde varsa {an} dizisi ¢ sayisina yakinsaktir denir; lima, = ¢ seklinde gosterilir.

n—o0

Verilen bir dizi yakinsak yani, bir limiti varsa bu limit tektir. Ayrica, her yakinsak

dizi sinirhdir; ancak bunun tersi dogru olmak zorunda degildir. Ornegin, {(—l)n}

10
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dizisi smirhdir ancak yakinsak degildir. Eger {an} ve {bn} dizileri, sirasiyla 7, ve

¢, limitlerine yakinsak ise asagidaki 6nermeler dogrudur.

iy {a,*b,} dizisi ¢, +¢, limitine yakinsaktir.

ii) {a,-b,} dizisi ¢,-¢, limitine yakinsaktir.

iii) & bir sabit olmak {izere {kan} dizisi k¢, limitine yakinsaktir.

iv) £, #0 olmak lizere {an /bn} dizisi ¢, /¢, limitine yakinsaktir.

Her bir neN i¢in a,, >a, ise {a,} dizisine azalmayan dizi; esitsizlik
kesin ise (kesin) artan dizi, a

<a, ise artmayan dizi; esitsizlik kesin ise (kesin)

n+l

azalan dizi denir. Artmayan ya da azalmayan dizilere monoton dizi denir. Bir

monoton dizi ya bir limite yakinsar ya da Foo’a iraksar. {an} bir reel say1 dizisi
olmak tzere keyfi & >0 verildiginde bir n, dogal sayisi, her n, m>n, icin

a,—a,|<¢& olacak sekilde varsa bu diziye bir Cauchy dizisi denir. Bir reel say1

dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul onun bir Cauchy dizisi olmasidir.

.o . . 0 . . .
Her n=1,2,3,--- i¢in u, reel say1 olmak tizere E U, ifadesine bir say1
. . . .. . . . o0
serisi denir. n e N olmak tizere S, =u, +u, +...+u, olsun. {Sn} dizisine Z u
n=1 1

serisinin kismi toplamlar dizisi, S, sayisina ise 21 \u, serisinin n. kismi toplami
0=

denir. Eger lim S, = S limiti varsa ZO:ZI u, serisi yakinsaktir. Bu durumda

n—>0

S=u+u,+-u,+-=> u

. . . o0
yazilir ve serinin toplami § sayisidir denir. Z 1| u,
n=

. . . 0
serisi yakinsak ise zn_lun

mutlak yakinsaktir. Her mutlak yakinsak seri yakinsaktir; ancak keyfi terimlere sahip
bir seri yakinsak olsa bile mutlak yakinsak olmayabilir. Ornegin,
u, =(-1)" / n“ (a>0) olmak iizere D " u, serisi her >0 igin yakimsak iken

n

sadece o >1 durumu i¢in mutlak yakinsaktir.

11
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{ fn}, D kiimesi {iizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Her
xe D igin { I (x)} reel sayilar dizisi yakinsak ise { fn} dizisi D tlizerinde noktasal

yvakinsaktir denir. Bir baska degisle, her xe D ve £ >0 igin bir N=N (x,g) dogal

sayisl,

f,(x)-f(x)<e (nz=N) (3.1)
olacak sekilde varsa { fn} dizisi f fonksiyonuna D {iizerinde noktasal yakinsaktir.

Bu durum lim,_, f, (x)=f(x) bigiminde yazilir.

(3.1)’1 es zamanl olarak biitiin x € D sayilar i¢in saglayan bir N bulmak
her zaman miimkiin olmayabilir. Eger her £ >0 i¢in (3.1)’1 es zamanl olarak her

x€ D igin saglayan (sadece ¢ sayisina bagli) bir N sayisi bulmak miimkiin ise

D
{ fn} dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir ve f = f ile gosterilir.

D
f, = f olmasi icin gerek ve yeter kosul

f,(x)=f(x)=0

lim sup

=% p

esitliginin saglanmasidir. Aciktir ki, bir dizi diizgiin yakinsak ise elbette ki noktasal

yakinsaktir; ancak bunun tersi dogru olmayabilir. Ornegin, [O,l] aralig1 lizerinde

f,(x)=x" ile tammh {f,} dizisi [0,1] {izerinde

f(x)={

ile tanimhi f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. Ancak bu dizi f fonksiyonuna

0, xe[0,1)
1, x=1

[0,1] tizerinde diizgilin yakinsak degildir.

Reel say1 serisinin yakinsakliginin, onun kismi toplamlar dizisinin
yakinsaklig1 cinsinden tanimlandigr gibi fonksiyon serilerinin yakimsakligi da

kendisinin kismi toplamlar dizisinin yakinsaklig1 cinsinden tanimlanir. Buna gore,

. . - . . . 0 o . P -
D zerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin bir E \u, serisi igin, eger
0=

S|, =u, +u, +...+u, ile tanimh { fn} dizisi bir f* fonksiyonuna noktasal yakinsak ise

Z; u, serisi f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir. Bu durumda Z:L u,=f

12
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yada > " u (x)=f(x) (xeD) seklinde yazilir. Dahasi, eger {f,} dizisi /e

pet W
D iizerinde diizgiin yakinsak ise Z:O:] u, serisi f fonksiyonuna D {izerinde
diizgiin yakinsaktir denir.
f bir ¢ noktasinin bir delinmis komsulugunda tanimli olsun. Bu durumda,
{ bir say1 olmak tizere her ¢ > 0 sayisina karsilik en az bir & > 0 sayisi,
0<|x—c|<5 iken |f(x)—£|<5
olacak sekilde varsa, f fonksiyonu ¢ noktasinda ¢ [limitine sahiptir denir ve

lim f(x) = ¢ ile gosterilir. Ayrica, her k£ >0 igin bir & >0 sayisi,

lx—c| <& iken f(x)>k
olacak sekilde wvarsa f fonksiyonunun ¢ noktasindaki limiti +oo’dur ve

lim f'(x) =+ ile gosterilir. Benzer sekilde, her k£ >0 igin bir 6 >0 sayis,

lx—c| <& iken f(x)<—k
olacak sekilde wvarsa f fonksiyonunun ¢ noktasindaki limiti —oo’dur ve

lim f (x) = —o0 ile gdsterilir.

X—c

Her bir ¢ > 0 i¢in bir § >0 sayist
c—-0<x<c iken |f(x)—€|<g
ise f fonksiyonunun ¢ noktasindaki soldan limiti ¢ dir denir ve lim _ _ f (x) =/

ile gosterilir. Her bir & > 0 i¢in bir 6 > 0 sayisi

c<x<c+0iken |f(x)—€|<€
ise f fonksiyonunun sagdan limiti ¢’dir denir ve lim . f (x) =/( ile gosterilir.

Acgiktir ki, lim___f (x)=€ olmast igin gerek ve yeter kosul sagdan ve soldan
limitlerin var ve birbirine esit olmalaridir.
Eger
lim f (x) =/

X—c

ise f fonksiyonu c¢ noktasinda siireklidir denir. Bir f fonksiyonu ¢ noktasinda

lim f(x) :f(c)

x—c

13
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ise soldan stireklidir;

lim £ (x) = / (c)
ise sagdan siireklidir denir. Ayrica, bir f fonksiyonu araligin her noktasinda siirekli
ise bu fonksiyona bu aralik iizerinde siireklidir denir. f ve g fonksiyonlar1 bir ¢

noktasinda siirekli ise f+g, f—g, f-g ve f/g (g#0) fonksiyonlar1 da c

noktasinda siireklidir. Stirekli fonksiyonlarin bazi 6nemli oOzellikleri asagida
verilmistir.

1) I araliginda tanimhi bir f fonksiyonun bir ¢ € I noktasinda siirekli

olmasi icin gerek ve yeter kosul ¢ noktasina yakinsayan her {cn}
dizisi i¢in lim,_, f(c,)= f(c) olmasidur.
i f, [a,b] araliginda siirekli ise f bu aralikta sinirhdir ve siirlarini
[a,b] araliginda en az bir defa alir.
iii) Bir f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve f (a)' f (b) <0 ise en
az bir ¢ e[a,b] noktasi i¢in f(c) =0. Sonug olarak, eger f, [a,b]
iizerinde siirekli ise kendi sinir degerleri arasindaki her degeri alir.
iv) Bir f fonksiyonun siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her agik
(kapali) kiimenin ters goriintiisiiniin agik (kapali) olmasidir.
I aralig1 lizerinde tanimli bir f fonksiyonu igin her bir £ >0 sayisina
karsilik bir 6 > 0 sayist
|x,—=x,|<6 olan x,x,el igin |f(x1)—f(x2)|<g
olacak sekilde varsa f fonksiyonu [ tizerinde diizgiin siireklidir denir. Bir [
araliginda diizgiin siirekli olan bir fonksiyonun bu aralikta siireklidir, fakat bunun
tersi dogru olamayabilir. Ancak, / araligi kapali ise tersi de saglanir.

f, [a,b] iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun. ¢ bir i¢ nokta (a<c<b)

olmak lzere

lim

h—o

f(c+h)—f(c)
h

ya da buna denk olarak

14
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i ()= (0

X—>C X—C

limiti varsa f fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevienebilir (diferansiyelenebilir) denir.
Eger varsa bu limite f fonksiyonun Xx=c noktasindaki tiirevi adi verilir ve f '(c)

ile gosterilir. Bir noktada tiirevlenebilir fonksiyonun o noktada siirekli olmasi

gerekirken, tersi dogru olmayabilir. Ornegin, f (x) = |x| (o< x<o0) ile tanimh f
fonksiyonu x =0 noktasinda siireklidir ancak f '( 0) yoktur.

Yukarida tanimlanan f ':[a,b] — R tiirev fonksiyonu [a,b] tizerinde (a da

sagdan ve b de soldan) tiirevlenebiliyorsa, (f ’)' :[a,b] > R fonksiyonuna f ’nin 2.
mertebeden tiirevi denir ve f "(x) ile gosterilir. Bu siire¢ boyle devam ettirilirse,
reN i¢in f :[a,b]—)R fonksiyonu [a,b] tizerinde (a da sagdan ve b de soldan)
(r—1). mertebeden tiirevlenebilir olsun. Eger f!”" :[a,b] > R fonksiyonu [a,b]
lizerinde (¢ da sagdan ve b de soldan) tiirevlenebiliyorsa, bu fonksiyonun
( i )I :[a,b] > R tiirev fonksiyonuna f ’nin r. mertebeden tiirevi denir ve f ")
ile gosterilir. Verilen bir f fonksiyonun 0. mertebeden tiirevi de f ’nin kendisi

olarak, yani f © = f gibi tanimlanir.

Ortalama Deger Teoremi: f :[a,b] — R fonksiyonu [a,b] tizerinde stirekli
ve (a,b) tizerinde tiirevlenebilir olsun. Bu durumda,
£(6)-£(a)=£(£)(b-a)
olacak sekilde en az bir & € (a,b) noktasi vardir.
Taylor Formiilii: x, e(a,b) noktasinda 7. mertebeden tiirevlenebilir bir

f: (a,b) — R fonksiyonu verilmis olsun. Bu durumda,

f'(xo)(x_x0)+...+m(

1! n!

S(x)=/(x)*

X—Xo)n +é&, (X,XO)

formiilii dogrudur; burada ¢, (-,xo) stirekli ve ¢, (xo,xo) =0. Eger, x, =0 alinirsa,

yukaridaki ifadeye Maclaurin formiilii denir.

15
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x, > x, olan her x,x,el i¢in f(x,)=f(x) (f(xz)sf(xl)) ise f
fonksiyonu [ araligi tizerinde artandir (azalandir) denir. Yukaridaki bagmtilarin
kesin esitsizlik durumunda, f fonksiyonuna kesin artan (kesin azalan) adi verilir.
Eger f fonksiyonu artan ya da azalan ise monoton; kesin artan ya da kesin azalan

ise kesin monoton adini alir.
Bu boliimde verilen tiim kavramlara temel analiz konularini igeren herhangi

bir kaynaktan ulasilabilir. Ornegin, [35], [36], [37].

3.2. BAZI FONKSIYON UZAYLARI

X bostan fakli bir kiime ve K bir cisim olmak iizere

+: X xX > X, (x,x’)—>x+x'
o KxX X, (k,x) > kx

fonksiyonlar1 verilsin. Asagidaki aksiyomlar saglanirsa X kiimesine K cismi

2

lizerinde bir lineer uzay (veya vektor uzayi) denir. “+” islemine toplama,

(132
L]

islemine de skalerle carpma denir.

i)  Her x,y,zeX igin x+(y+z)=(x+y)+z,

il) Her x,ye X i¢in x+y=y+x,

iii) Bir @ € X vardir 6yle ki her xe€ X i¢in x+® =x, (® ’a toplamaya
gore etkisiz eleman denir.)

iv) Her xe X i¢in en az bir x' € X i¢in x+x'=0, (x'’ne toplamaya
gore x ’in tersi denir ve x'=—x ile gosterilir.)

v)  Her x,ye X veher a €K i¢in a(x+y)=ax+ay,

vi) Her xe X veher a,f €K igin (a+f)x=ax+px,

vil)) Her xe X i¢in I-x=x, (1, K ’nin birimidir.)

viii) Her xe X veher a,f €K i¢in (aff)x=a(px).

X bir lineer uzay, 4c X olmak iizere her x,ye 4 ve «a,f <K igin

ax+ fye Aise A’ya X ’inbir alt uzayr denir.

16
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Vektor uzay: cebirsel bir yapi olup, eger bu yapi tlizerinde analiz yapilmak
isteniyorsa onun lizerine bir uzaklik Ol¢iimiiniin insa edilmesi gerekir. Bu, norm

denilen bir kavramin tanimlanmasi yardimiyla yapilir.

X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. |-||: X - R* {0} fonksiyonu

i)  Her xe X igin ||x||20 ve ||x||=0<:>x=®,
i1) Her xe X ve ¢ € K igin ||ax|| =|a|||x|| (3.2)
iii) Her x,yeX igin |x+ y||<|jx]+]»] (icgen esitsizligi).

ozelliklerini sagliyorsa ||-| fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. (X,

),

ikilisine ise bir normlu uzay adi verilir [38].

M bostan farkli bir kiime ve K bir cisim olsun

]—"(M,K)z{f|f:M —>K fonksiyondur},
M lizerinde tanimli K -degerli tiim fonksiyonlarin sinifin1 gostersin. f ve g

fonksiyonlarinin toplami ve skalerle ¢arpimi her x e M ve o € K i¢in,

(f+g)(x)=f(x)+2(x),
(@f)(x)=a(f(x)),
ile tamiml toplama ve skalerle carpma islemlerine gore F (M , K ) ailesi K cismi

tizerinde bir lineer uzaydir. K =R ve M kiimesini de R ’nin bir alt kiimesi olarak
secilirse
F(M,R)= {f| f:M—->R fonksiyondur},
M {izerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin uzayi elde edilir.
Siirekli Fonksiyonlar Uzayi: I bir aralik ve f bu aralik {izerinde taniml1 bir
fonksiyon olsun. M >0 olmak iizere her x €/ igin | f (x)| <M ise f, I lizerinde

sinirhdir denir. / tizerinde simrh tiim reel degerli fonksiyonlarin simifi B(7) ile

gosterilir:
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B(I)={feF(L,R):3IM >0; Vxel, |f(x)<M]}.
I araligs tizerinde siirekli fonksiyonlar smifi ise C(/) ile gosterilir. Agiktir ki B([)

ve C(I) smuflar1 F(1,R) uzaymn alt uzaylaridir.

B(I) ve C(I) tizerinde

|71 =supls (x) (33)
ile tammh |-| fonksiyonu (3.2) kosullarim sagladigindan bu uzaylar iizerinde bir

normdur. (3.3) ile tammli norma diizgiin norm denir. r. mertebeden tiirevi C (/)
sinifindan olan fonksiyonlarin uzayr C” (1) ile gosterilir. Ozel olarak C°(1):=C(I).
I=[a,b] ise C[a,b] gosterimi kullanilir. Her » € N i¢in C”(I) uzaymm Snemli

bir alt uzay: da polinomlar uzayidir: ne N, a,,q,,---,a, € R, a, #0 olmak lizere

P(x)=ay+ax+--+a,x"
olarak tanimli fonksiyona n dereceli polinom denir. Derecesi <n olan tim

polinomlarin kiimesi PP, ile gosterilir. Aciktirki P, , C (I ) uzayinin bir alt uzayidir.

Lipschitz Siifi: f € C[a,b]—> R fonksiyonu verilsin. Her § >0 i¢in

o(f:0)=sup{|f (x+h)—f(x): x, x+he[a,b], 0<h<sY,

o (f38)=sup{|f (x+h)=2f (x)+ f(x—h)|: x, x+the[a,b], 0<h<5}
ile tammlanan (f;8) ve w,(f;6) ifadelerine, sirasiyla, f fonksiyonunun &

adimli birinci ve ikinci mertebeden siireklilik modiilii denir. Birinci streklilik

modiiliiniin s1ik kullanilan baz1 6zellikleri asagida verilmistir [39], [40].
)  w(f;6)20 (pozitiflik);
ii) 6,56, =>w0(f:6)<w(f;6,) (monotonluk);
i)  o(f;6,+6,)<o(f;6)+ae(f:6,) (var toplamsallik);

iv)  AeR’ igin o(f;48)<(A+1)o(f;6);
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V) limo(f;6)=0;

vi) [/ (0)-7 (%)< e(f;

);
vi) £ (£)= £ (x) S(l+é|t—x|ja)(f;5).

t—x

f fonksiyonu [a,b] araliginda taniml bir fonksiyon, M >0 ve 0<a <1

olsun. Her x, 7 €[a,b] i¢in

‘f(t)—f(x)‘ SM|t—x|a
kosulu saglanirsa f° Lipschitz sinifindandir denir ve f € Lip,,« ile gosterilir. Ayrica
f €Lipya olmasi igin gerek ve yeter kosulun o(f;6)<MJ* oldugu tanimdan

kolayca goriiliir [39].

3.3. YAKLASIM KURAMI VE TEMEL TEOREMLERI

Bu boliimde, verilen siirekli fonksiyona istenilen yakinlikta polinomlarin
varlig1 hakkindaki Weierstrass teoremi, Bernstein teoremi ve Cebirsel polinomlarin

yaklagim hiz1 incelenecektir.

3.3.1. Weierstrass Yaklasim Teoremi

1885 yilinda K. Weierstrass [2], keyfi bir feC[a,b] fonksiyonu

verildiginde bu fonksiyona keyfi yakinlikta bir cebirsel polinomun varligini asagida

verilen teoremiyle ispatlamistir.

3.3.1. Teorem (Weierstrass Yaklasim Teoremi). Her bir feC[a,b]

fonksiyonu ve her &>0 sayist igin || f —P||<€ olacak sekilde bir P polinomu

vardir.

Yaklasim teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen ve literatiirde
Weierstrass Yaklasim Teoremi olarak bilinen teoremin bircok ispati vardir. Bu

ispatlar igerisinde ©nemli olanlardan bir tanesi 1912 yilinda S. N. Bernstein
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tarafindan verilmistir. S. N. Bernstein, [0,1] aralinda tanimli bir f fonksiyonu ve

neN igin

P n

" (n -
B, (f;x)= ( jxk(l—x) kf(éj
o\ k
ile tanimli polinomlar: tanimlamistir. Bu polinomlara 7n. Bernstein polinomu, B,

operatdriine de 7. Bernstein operatorii denir. Fonksiyonlar kiimesinden polinomlar

kiimesine giden B, operatorii lineerdir, yani her f,g fonksiyonu ve her «,f reel

sayilar1 igin

B, (af+pBgx)=aB,(f;x)+BB,(g:x)

esitligi dogrudur. Ayrica, eger f < g ise,

B, (f3;x)<B,(g:x)

esitsizligi dogrudur. Ote yandan, tanimdan kolayca goriilecegi iizere,

;x)

f

B, (f:x)<B,(

olur.

S. N. Bernstein [4], bu polinomlarla [0,1] araliginda stirekli

fonksiyonuna diizgiin yaklasilabilecegini asagida verilen teoremiyle ispatlamistir.

3.3.2. Teorem (Bernstein). Bir feC[0,1] fonksiyonu verildiginde,
{Bn ( f;.)} Bernstein polinomlar dizisi [ fonksiyonuna [0,1] kapalr araliginda

diizgiin yakinsaktir.

3.3.2. Cebirsel Polinomlarin Yaklasim Hizi

Cebirsel polinomlarin stirekli fonksiyonlara yaklagiminin varligi disinda
hangi hizda yaklastiginin  bulunmasi da yaklasim kuraminin  6nemli

problemlerindendir. Bu konuyla ilgili ilk calismalar D. Jackson [41] tarafindan
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yirminci yiizyilin baslarinda calisilmistir. Ik olarak yaklasim hizini dlgecek bazi
kavramlar verilecektir.
X bir normlu uzay olmak iizere x, ye€ X noktalar1 arasindaki wuzaklik

||x— y|| ile tanimlanir. ¥ < X bos olmayan bir alt kiime olsun. Bir feX

verildiginde

E(f;Y)=inf|f - p|

sayisina f elemaninin Y kiimesindeki en iyi yaklasim sayisi denir. Agiktir ki, eger

f €7 ise en iyi yaklagim sifirdir. Eger bir p* €Y icin

f=pl=lr-p

inf
peY
oluyorsa p* elemanina f elemaninin Y kiimesindeki en iyi yaklasim eleman: denir.

C [a,b] uzayindaki bir f* fonksiyonun P uzayindaki en 1yi yaklagim sayis1

f(x)=P(x)

ile tamimlanir. D. Jackson, 1912 yilinda, kapali aralikta siirekli olan fonksiyonlarin

E,(f):= inf max

PeP, xe[a,h]

derecesi <n olan polinomlar uzayinda en iyi yaklasim sayisinin siireklilik modiilii

cinsinden belirlenmesine dair sonuclar elde etmistir:

3.3.3. Teorem [41]. Eger f € C[-11] ise

En(f)é6w(f;%j-

3.3.4. Sonug [41]. Eger [ fonksiyonu [—1,1] araliginda Lip,,a, 0 <a <1

swifina ait ise
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3.3.5. Teorem [41]. Eger f eC'[-L1] ise

3.3.6. Teorem [41]. Eger [ eC"[-11] ise

En—r(f(r))
n(n—l)---(n—r-i—l)’

E (f)<6

3.4. POZITIF LINEER OPERATORLER

n>r.

M ve N bostan fakli kiimeler olmak iizere, X, F (M,R)’nin, ve Y,

F (N,R) nin birer alt uzayi olsun. Her x,y € X ve her a, SR igin

L(ax+By)=aL(x)+BL(y)

esitligini saglayan L: X — Y doniisiimiine /ineer operator denir. Bir lineer operator

tanim uzaymin sifir 6gesini goriintii uzaymin sifir 6gesine gotiirlir. Bir lineer

uzaydan cisme taniml1 herhangi bir fonksiyona fonksiyonel denir. Eger bu fonksiyon

lineer ise lineer fonksiyonel adini alir. Her pozitif f € X fonksiyonu igin L( f )

pozitif fonksiyon ise L operatdriine pozitif operatér denir. Hem pozitif hem de lineer

olan operatdre pozitif lineer operator adi verilir.

Her f,geX i¢in f <g oldugunda, L( f ) SL( g) oluyorsa L pozitif

lineer operatdriine monotondur denir. Agiktir ki pozitif lineer operatdrler ayni

zamanda monotondurlar. Ote yandan, L:X —7Y pozitif lineer operatér ve

/s

f| e X i¢in
(A= LA
esitsizligi dogrudur [42].

L: X — Y operatoru
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[N, =<l

esitsizligini sagliyorsa, L operatoriine sinirlt operatér denir. Bu esitsizligi saglayan

C sabitlerinin infimumuna L operatoriiniin normu denir ve ||L|| ile gosterilir [43].
Ote yandan, L:B(I)—> B(I) pozitif lineer operatér ise o zaman L smrhidir ve

normu
2l =]e (ol
esitligi ile hesaplanir [42].

Pozitif lineer operatdr ile yaklasim kuraminda sik kullanilan esitsizliklerden

bir tanesi asagida verilmistir:

L(s )<y L(r?){L(e).

Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi denir. Bu esitsizligin genel hali de
dogrudur: L:X — Y pozitif lineer operatér ve p,q>1 reel sayilar oyle ki

1/ p+1/g=1 olsun. O zaman her f,g e X igin

L&) < (£t ) (el

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlige pozitif lineer operatorler icin Holder esitsizligi adi
verilir. Ozel olarak Hélder esitsizliginde p =g =2 alinirsa yukarida verilen Cauchy-

Schwarz esitsizligi elde edilir [44].

Pozitif lineer operatdrlerin # -inci mertebeden momentlerin hesaplanmasi bu

tip operatorlerin yaklagiminda biliyilk bir Onem tasir. 7= [a,b] olmak {izere
L:Cla,b]— C[a,b] bir pozitif lineer operatér olsun. ieN, olmak izere
e,(x)=x" ve bu operatdr i¢in n-inci mertebeden moment n=0 igin

M, (x):=L((e1 —x)";x), x €[a,b] olarak tammlanir. n>1 tek ise n-inci mutlak

moment M, (x):= L(|e1 — x|’

;x), x€[a,b] bigiminde tammlanir. Birinci

mutlak moment M, (x) ve ikinci mertebenden moment M, (x) pozitif lineer
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operatorlerin yaklasim hizinin hesaplanmasinda 6nemli rolleri vardir. Ayrica

Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak asagidaki degerlendirme kolayca elde edilir.

M, (x) < JL(egsx) /M, (x) (3.4)

Ancak bu esitsizlik ince hesaplamalar i¢in ¢ok kullanigsh degildir. Bunun igin

asagidaki onermede verilen alternatif yollar izlenebilir.

3.4.1. Onerme [44]. L:X —Y pozitif lineer operatr ve p,q>1 reel
sayilar oyle ki 1/ p+1/q=1 olsun. Her f,ge X ve n=n,+n, olan n,n ,n, 20
sayilart i¢in

1 1

M, (x) < (/\/lnlp (x)); (/\/l g (x));.

Eger n=1, n=n+n,=0+1, p=q=2 ise(3.4) esitsizligi elde edilir.

3.4.2. Onerme [44] L:C[0,1]— C[0,1] pozitif lineer operatir, L(e,)=e,

ve 1 <s <r olsun. O zaman

Ayrica

esitsizlikleri saglanir.

Asagidaki Onerme lineer operatorlerin yiiksek mertebeden momentlerin

hesaplanmasinda kullanilan bir rekiirans formiiliidiir.

3.4.3. Onerme [44] L lineer operator ve k € N, olmak iizere
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Mk(x):L(ek;x)—kZ_i(];jxkij(x).

=0

~

3.4.4. Sonug [44]. L lineer operator ve L(e)=e, i=0,1 olsun. O halde

tictincti ve dordiincii mertebeden momentler asagidaki gibidir.

M3(x)=L(e3;x)—x3 —3xM, (x);
M, (x)=L(e4;x)—x4 —4xM3(x)—6x2M2 (x)

3.5. POZITIF LINEER OPERATORLER ILE YAKLASIM

Bu boéliimde, Weierstrass Teoreminin ispatt pozitif lineer operatorler
yardimiyla verilecektir. Ispatin temelini olusturan Bohman-Korovkin teoreminin yani
sira Jackson teoremlerine benzer olan pozitif lineer operatdrler ile yaklasimin,
stireklilik modiilii cinsinden, hizinin verildigi teoremlere de deginilecektir. Ayrica

Voronovskaya teoremi de ispati ile birlikte verilecektir.

3.5.1. Bohman-Korovkin Teoremi

1951 yilinda H. Bohman, f e C[0,1] olmak iizere

Ln (f’x) = Zf(gn,k)pn,k (X), X, n,k € [0’1]9 pn,k 2 O’ ne N
k=0
ile tanimh {Ln ( f )} dizisinin

[0.1]
L (e)=e, i=0,1,2

kosullarin1 sagladiginda, f fonksiyonuna [0,1] araliginda diizgiin yakinsadigini
ispatlamistir. H. Bohman’in ele aldigi bu tipteki operatorler, agiktir ki, pozitif ve
lineerdir ve f fonksiyonunun [0,1] araliginin disindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yilinda P. P. Korovkin ayni problemi daha genis operatorler sinifinda, b
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noktasinda sagdan, a noktasinda soldan siirekli ve tiim reel eksende sinirli olan

feC [a,b] fonksiyonlar1 i¢in incelemistir [43].

3.5.1. Teorem (Korovkin). C [a,b] tizerinde tanimli {Ln} porzitif lineer

operatorler dizisi verilsin. fe€C [a,b] fonksiyonu b noktasinda sagdan, a

noktasinda soldan siirekli ve tiim reel eksende sinirli olmak iizere

[a.0]

L(f)=rf

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

L (e)=e, i=0,1,2 (3.5)

kosullarinin saglanmasidir.

Ispat. Gereklilik kisminin ispat1 agiktir. Dolayisiyla sadece yeterlilik kismi

ispatlanacaktir. f fonksiyonu reel eksende smirli oldugundan bir M >0 sayisi

vardir Oyle ki

her xeR igin | f(x)<M . (3.6)
Ayrica feC [a,b] oldugundan her & > 0 igin | t—x| < 0 olacak sekilde her e R ve

xXe [a,b] igin

£ (t)-f(x)|<e (3.7)

esitsizligini gercekleyen en az bir & > 0 sayis1 vardir. Ote yandan | t— x| >0 igin

2M
52
esitsizligi dogrudur. Keyfi € > 0 sayis1 verilsin. Son esitsizlikle birlikte (3.6) ve (3.7)

(t-x) >2M

esitsizlikleri yardimiyla ¢ yerine £/8 alinirsa

()= r () <S5 (e=x) +2 (3:8)
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esitsizligi bulunur. Pozitif lineer operatoriin 6zelliklerinden her x [a,b] i¢cin

L,(f =/ (x):x)+ £ (x)(L, (e:x) =e, (%)
L (f =1 (x):x)|+] £ (L, (e:x) - (x)]
L(|f =1 ()fsx)+ ML, () e

L, (f3x)=f ()

IN

IA

esitsizligi elde edilir. (3.5)’den dolay1 bir N € N vardir 6yle ki her n> N i¢in

n(eo) eo‘ <ﬁ

Dolayisiyla

L(f:x)=f (x)|<L(|f = £ (x):

elde edilir. (3.8) esitsizligi ve pozitif lineer operatoriin 6zellikleri kullanilarak

x)+§ (3.9)

2M
L= r(o)in) <2 2+ v
&£
_gLn(eo,x)+ an((el x)z,x)
2M
:%Lﬂ(eo;x)+?[Ln(e2;x)—2an(el;x)+x2Ln(eO;x)}
2M
S%[Ln(eo;x)—eo(x) +§+ 5 {[Ln(ez;x)—ez(x)]
—2x[Ln (el;x) —-e (x)] +x? [Ln (eo;x) -e, (x)]}
2M 2M
:§+(§+ = xzj[Ln(eo;x)—eo(x)]+?[Ln(ez;x)—ez(x)]
M
x)=¢(x)]
elde edilir.
2M a4M 2M
Mgt | T My WM T M
olmak iizere
& 2
Ln( (x) ) §+ZO:M1' Ln(ez’x)_ei(x)‘

27



Simsek, E., 2013, Pozitif Lineer Operatorlerin Yaklasim Teorisindeki Uygulamalari, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

2
S£+ZM,"L;1 (ei)_e[H
8

(3.5)’den dolay1 her bir i =0,1,2 i¢in bir N, € N vardir 6yle ki her n> N, i¢in

£
L(e)—el|<—.
n(et) elH<8Ml.
elde edilir. Dolayisiyla
Ln(f—f(x);x)<§ (3.10)

bulunur. Son esitsizlik ve (3.9) esitsizligi yardimiyla her n>max{N,N,,N,,N,}

i¢in

Ln(f)—fH<g

olur. Dolayistyla ispat tamamlanir. |

3.5.2. Ornek (Bernstein Polinomlar). [0,1] aralifinda tammli sirekli

keyfi f fonksiyonu i¢in 7. Bernstein polinomu(operatdrii)

B, (f;ﬂ:i@jxk(l—x)”"f(fj (3.11)

k=0 n
seklinde tanmimlanir. Bu operatorlerin  olusturulma yapist binom ag¢ilimina

dayanmaktadir. Yani; x, y pozitif sayilar ve n € N olmak {izere binom acilimi

(o) =3 ot

k=0

bigimindedir. Bu ac¢ilimda x e [0, 1] olmak iizere y =1—x alinirsa;

1=(x+1-x)" :j[l’jxk(l_x)n_k

k=0
esitligi elde edilir. Asagida, verilen siirekli fonksiyona bagli Bernstein polinomlar
dizisinin bu fonksiyona diizgiin yakinsadigini, yani Bernstein Teoremin (Teorem

3.3.2) ispat1 Bohman-Korovkin Teoremi kullanilarak yapilacaktir.
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Bernstein operatérleri lineerdir: Her a, R, her f,geC[0,1] ve her

neN igin

=3 - .
ak;[ }- +ﬂi[”} g(%)
B,(f;x)+ BB, (g;x).

Bernstein  operatorleri  pozitiftir: Her xe[0,1], her neN ve her

k=0,1,---,n icin x* (l—x)"fk >0 oldugundan her f >0 i¢in B, (f;x)>0 saglanr.

Bernstein operatorleri (3.5) kosullarini saglar:

k=0

B, (:x) =i@xk (1-x)™ =(x+1-x) =1

Bu sonuglar toparlanirsa

B, (ey;x)=1, B, (e;x)=x, B,(e;x)=x"+ x(1=x) (3.12)

elde edilir. Buradan
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sup ‘Bn (e;x)—e (x)‘ =0, i=0,1
xe[0,1]
1
B (e;:x)—e, (x)|=—
e el

dolayisiyla Bernstein operatorler dizisi (3.5) kosullari sagladigi goriiliir. O halde

Bohman-Korovkin Teoremi geregince her f e C[0,1] igin

lim|B, (f)-s]=0

olur. Bir baska deyisle, {Bn (f )} dizisi f fonksiyonuna [0,1] kapali araliginda

diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla Bernstein Teoreminin sonug olarak da Weierstrass

Teoreminin farkl bir ispat1 elde edilmis olur.

Bernstein operatorlerinin merkezi momentleri: (3.12) esitliklerinden her

xe[O,l] ve her n e N igin

B, (e1 —x;x) =0, B, ((e1 —x)2 ;x) = x(l—x) (3.13)

n
elde edilir. Bernstein operatorlerinin tanimi yardimiyla
3x*(1-x) x(1-x)(1-2x)

B, (e;x)=x"+ + (3.14)
n n

B,(e;x)=x"+ - + (3.15)

esitlikleri elde edilebilir. Buradan asagidaki esitlikler hesaplanabilir:

B,((e—x)'sx)= (l_ngl_zx) (3.16)

x(l—x)[l+3(n—2x(1—x))]

3

(3.17)

B, ((e1 —x)' ;x) =

3.5.2. Bernstein-Chlodovsky Operatorleri

[O,oo) kapali araliginda tanimhi bir f fonksiyonu ve neN igin, n.

Bernstein-Chlodovsky polinomu (operatorii)
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k n—k
n k

seklinde tanimlamir; burada {b, },

limbp =0 ve limb—”=0 (3.19)

n—0 n—o0 n
kosullarini saglayan monoton artan bir pozitif reel say1 dizisidir [45].

Bernstein-Chlodovsky  operatérii  lineerdir: Her «,f€R, her

f,geC[0,%) veher neN igin

L (af +Bg:x) Zp,,k[ jaf+ﬂg)( J

= agpn,k (bl}/(k:” j+ ﬂg Dox (f}g(k:” j

=aC, (f;x)+BC, (g:x),

burada p,, (x):(]’jxk (1-x)"", (0<k<n).

Bernstein-Chlodovsky operatérii pozitiftir: Her x €[0,b,] ve her neN igin

Pos (f} >0 oldugundan f >0 igin C, (f;x)=0 olur.

Bernstein-Chlodovsky operatériiniin merkezi momentleri: Her x e [O,bn] ve

her n € N i¢in Bernstein-Chlodovsky operatorleri altinda test fonksiyonlari
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n kb & k
C, (ez;x)zzpn,k(ij( n} =ka=:,pn—l,k—1 (%j;bn

k=0 n
u x k-1 X
= b +— b
x;pn—l,k—l(bnj " . ;pn 1k— I(bnj
n—1g x| x, & X
x* zpn 2,- 2( j+;bnzpnlk[b j

seklinde elde edilir. Bu sonuglar asagida toparlanmastir.

C,(e;x)=1, C,(e;x)=x, C,(ey;x)=x"+ x(b, =) (3.20)
n
(3.20) esitliklerinden her x e [0, bn] ve her n e N i¢in
C, (e —x;x)=0, C, ((e1 —x)z;x)zx(b”—_x) (3.21)
n
elde edilir. Yine Bernstein-Chlodovsky operatorlerinin tanimi yardimiyla
2
- - -2
C,(eix)=x 42 (b,=x) , x(, x)z(b" %) (3.22)
n n
(b, - >(b, - —-11
C (eg:x)=x"+ 6x° (b, —x) L (b, —x (27bn x)
n n
(3.23)

x(bn - x)(6x2 —6b x+ bnz)

3
n

_|_

esitlikleri belli hesaplamalar sonucunda elde edilebilir. Bunlar yardimiyla daha

yiiksek mertebeden momentler

C ((el —x)3 ;x) = x(b” _x)(b” —Zx) (3.24)

C ((e1 —x)* ;x) _x(b, —x213(bn ~2x)

x* (b, —x)[(4x—bn)+3n(bn —x)]

(3.25)
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seklinde hesaplanabilir.

Bernstein-Chlodovsky polinomlar1 tanimli oldugu [O,bn] araliginin n — o

iken [0,00) araligina doniismesinden dolayr Bohman-Korovkin Teoremini saglamaz.

Ciinkii Bohman-Korovkin Teoremi burada verilen haliyle sonsuz araliklarda gegerli

degildir. Gergekten; f (x) =x"eC (0,00) alinirsa

21 b
max [C, (f3x)= [ =2

esitligi elde edilir. Buradan b, = n’? i¢in

lim max]‘Cn (f;x)_x2‘:oo

n—w xe[O,hn

esitligi bulunur. Bu ise yakinsamanin diizgiin olmadigin1 gosterir.

Bohman-Korovkin Teoremi kullanilmadan verilen siirekli fonksiyona bagl
Bernstein-Chlodovsky polinomlar dizisinin bu fonksiyona yakinsadigini géstermek

mumkundiir.

3.5.3. Teorem [45] (Chlodovsky). {b,} (3.19) kosullarin saglayan bir dizi
olsun. Eger f fonksiyonu [0,oo) araligi iizerinde sumirly ise f fonksiyonun her bir

x stireklilik noktasi icin

lim C, (f3x)=f(x) (3.26)

n—»0
esitligi dogrudur.
Ispat. Keyfi ¢ >0 sayis1 verilsin ve f fonksiyonu bir x e [O,oo) noktasinda
siirekli olsun. O zaman bir §>0 sayis1 vardir dyle ki her 7 e[0,)igin |t—x|<&
iken | f()-r (x)| <e&.Eger x=0 ise (3.26) hemen elde edilir. O halde varsayalim

ki x>0 olsun. Bu durumda bir N € N vardir dyle ki b, > x . Dolayisiyla her n> N

icin b, 2x. n> N i¢in
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esitsizligi elde edilir. / fonksiyonun x noktasindaki siirekliliginden

> <C(eix)e=¢
elde edilir. Ote yandan f fonksiyonu [O,oo) aralig1 tizerinde sinirli oldugundan bir
M >0 sayisi vardir Oyle ki her 7e[0,00) igin ‘f(t)‘ <M. Ayrica t=xb"

doniistimii yapilirsa

=)
<2M t)<2M <2M !
: E(;p () n(8/b,)’ n(8/b,)
n | b,
esitsizligi elde edilir. Buradan
C,(f3x)- 1 (x) < e+ 2m s
n n§2
yazilir. b, =o(n) (n— ) oldugundan istenilen elde edilir. [

Bu teorem, sonsuzluktaki limitin sonsuzluga gitme hiz1 yeterince diisiik olan

siurs1z fonksiyonlar i¢in de dogrudur.

3.5.4. Lemma [46]. 0 <0 <x <b, ve yeterince biiyiik n € N i¢gin

3 né*
X 4xb,
Puk (b_] <2e
n
>5

2

n

esitsizligi dogrudur.
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3.5.5. Teorem [45] (Chlodovsky). {b,} (3.19) kosullarin saglayan bir dizi,

f [0,0) araligi iizerinde tamimly bir fonksiyonu ve M (b, )= max g, | ‘f(x)‘ olsun.
Eger

lim M (b, )e " =0, a>0 (3.27)

n—0

ise f fonksiyonun her bir x siireklilik noktast i¢in (3.26) dogrudur.

Ispat. Teorem 3.5.2’nin ispatindaki z , toplamindaki M yerine M (b,)

alinir ve Lemma 3.5.4 kullanilirsa, 0 < 6 <2x ve yeterince biiylik 7’ler i¢in

C,(fsx)-f(x)<e+2M(b,) Y. p,, (bij <oram (b )e )

kb,

X260 n
n

8 (4b,x(1-xb;! ))’1

=c+2M(b,)e

—ns> (4bnx(1fxb;] ))’1

=c+2M(b,)e
esitsizligi elde edilir. Yukarida &2 (4x(1 —xb’"! ))_1 sayisi ¢ olarak alinirsa (3.27)

’dan (3.26) goriiliir. |

3.5.3. Bernstein Polinomlarinin Yaklagim Hizi

Bernstein polinomlarinin [O,l] araliginda f fonksiyonuna diizgiin

yakinsamasinin ancak ve ancak f fonksiyonun bu aralikta siirekli olmasi halinde
saglandigr  Oonceki bolimde gosterilmisti. Bernstein polinomlar1  Jackson

teoremlerinin ispatinda kullanilamaz. Bu durum, e, i=0,1,2 fonksiyonlarinin
Bernstein polinomlarinin  degerinden kolayca anlasilir. (3.12) esitliklerinden

Bernstein polinomlarinin yardimiyla f (t) =¢" fonksiyonunun x*> fonksiyonuna

yaklagim hizinin 1/n°den daha hizli olmadigi anlagilir. Oysaki Jackson teoremlerinde

cok daha iyi bir yaklasim elde edilmistir [14].

E. Voronovskaya [6] 1932 yilinda, S. N. Bernstein tarafindan tanimlanan

Bernstein polinomlar i¢in asagidaki teoremi ispatlamistir.
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3.5.6. Teorem (Voronovskaya). [ fonksiyonu [O,l] araliginda simirl ve

X€e [O,l] noktasinda ikinci mertebeden tiirevi siirekli ise

r}gﬂlon[Bn (f;x)—f(x)]:%x(l—x)f”(x) (3.28)

esitligi saglanir
Ispat. f fonksiyonun sabit x noktas i¢in Taylor formiilii her € (0,1) igin
4 1 "
()=f(x)+f (x)(t—x)+5[f (x)(1-x)’ +g(t;x)(t—x)2} (3.29)

seklindedir. Burada; g(-,x) X noktasinda siirekli ve limg(z,x)=0. (3.29)

esitliginin her iki tarafina Bernstein operatorii uygulanirsa

B,(f;x)=f(x)B,(e;x)+ f'(x)B, ((eo—x),x)+%f”(x)Bn ((e0 —x)z,x)
+%Bn(g(,x)(eo x)z,x)

elde edilir. Buradan, (3.13) dikkate alinirsa

Bn(f;x)—f(x)zx(lz—;x)f”(x)+3n (£ () (e ) )

bulunur. Bu son ifade diizenlenirse,

n-[Bn (f;x)—f(x)] = x(1-x) f"(x)+n-B, (g(.,x)(e1 —x)2 ;x) (3.30)

ifadesi bulunur. O halde lim, , 7n-B, ( g(-x)(¢ —x)2 ;x) =0 oldugu gosterilirse
istenilen elde edilir. Cauchy-Schwartz esitsizliginden

1/2
(3.31)

nB, (g (~,x)(e1 - x)2 ;x) < (nan ((e1 - x)4 ;x))l/2 (Bn ((g (-,x))2 ;x))

esitsizligi elde edilir. g(x,x) =0 oldugundan Teorem 3.3.2 geregince

lim B, ((g(',x))2 ;x):(g(x,x))2 =0

n—»0
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olur. Diger taraftan (3.17)’u kullanilirsa (3.31) ifadesi

1/2
an(g(.,x)(elX)Z;X)<{n2x(1x)[1+3(’:2x(1x))]J -(Bn((g(-,x))2;x))/

n

olarak bulunur. Dolaysiyla lim,_, n-B, ( g(-,x)(e1 —x)2 ;x) =0 olur. Bu da istenen

sonucu verir. |
Bernstein polinomlart yardimiyla Teorem 3.3.6 ispatlanamaz. Ciinkii

Teorem 3.3.6°da ikici mertebeden tiirevi siirekli olan fonksiyonlar i¢in hesaplanan
yaklasim hizi A/ n’’den daha hizhdir oysa Bernstein polinomlar1 yardimiyla

hesaplanan hiz 4/n dizisinin sifira yakinsama hizin1 dahi gegmemektedir. Bundan
dolay1r Teorem 3.3.6’nin ispatinda Bernstein polinomlar1 kullanilamaz. Hatta [0,1]
araliginda f € Lip,a smifina ait olan f (x)=|x—1/2|a fonksiyonunun Bernstein

polinomlar1 yardimiyla yaklagsma hizinin Sonug 3.3.4°de verildigi gibi 1/ n“ olmadigi
yalnizca 1/ (n“/ 2) oldugunu hesaplamak zor degildir. Dolayisiyla Sonu¢ 3.3.4 de bu

polinomlar yardimiyla ispatlanamaz [14].

3.5.4. Pozitif Lineer Operatorler ile Yaklasim Hizi

Bu kisimda, verilen siirekli bir f fonksiyonuna yaklasim hizi hakkinda

siireklilik  modiliiniin  yardimiyla genel teoremlerin yaninda, Bernstein

polinomlariin verilen fonksiyona yaklagim hizina da yer verilecektir.

Sadece birinci siireklilik modiiliinii kullanarak yapilan ilk degerlendirme

L(e,)= e, kosulu altinda R. Mamedov [47] tarafindan verilmistir.
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3.5.7. Teorem [47]. Eger feC[a,b] ise, o zaman her xe[a,b] ve her
0 >0 icin
‘L(f;x)—f(x)‘ < ‘f(x)‘~‘L(eo;x)—l‘
1 ) 1/2
+(L(eo;x)+g(L(eo;x)-L((el - x) ;x)) )a)l(f;5)
Daha sonra O. Shisha ve B. Mond [48] daha genel sonuglar elde etmislerdir.

Lineer fonksiyonlarin ikinci siireklilik modiilii sifir oldugundan bu siireklilik
modiilii ¢esidi yardimiyla fonksiyonlarin yaklasim mertebesini 6lgmek daha
avantajlidir. Ikinci siireklilik modiilii yardimiyla ilk degerlendirmeyi H. Esser [49]
1976 yilinda yapilmigtir. Daha sonra, 1984 yilinda H. Gonska [50] H. Esser’in
sonuclarini iyilestirmistir. 1995 yilinda ise R. Paltenea [51] bu degerlendirmeleri

oldukga titiz yapilmasina olanak saglayan asagida teoremi vermistir.

3.58. Teorem [S1]. Her feClab] icin her xel[ab] ve
0<5<1/2(b-a) ise
L(f32) = £ () <[ ()2 (i)~ 1] +[2 e _x;x)\%wl(f;a)

+(L(e0;x)+$L((el—x)z;x)ja)z(f;ﬁ)

Teoremdeki 0< 5 <1/ 2(b - a) kosulu lineer fonksiyonlarin pozitif lineer operatorler

altinda invaryant (degismez) olmasini saglamak i¢in konmustur.

3.5.9. Sonug. [O,l] araliginda siirekli f fonksiyonu i¢in

B,,(f;X)—f(")‘Sga’1 {f;%j

esitsizligi dogrudur.
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Ispat. Teorem 3.5.7°de B, (1;x)=1 ve B, ((el—x)z;x)ﬁl/(4n) esitsizligi

12

uygun olarak yerlerine yazilirsa 6 =n"'° olmak tizere istenilen elde edilir. [
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boéliimde, verilen bir aralikta siirekli fonksiyonlar uzayinda pozitif lineer
operator dizileri insa edilecek; bu uzaydaki fonksiyonlarin operatorler altindaki
goriintiilerinden olusan dizinin yaklasim Ozellikleri incelenecektir. Ayrica,
Voronovskaya tipi teoremler ve yaklasimin hizinin siireklilik modiilii cinsinden
verilmesi iizerinde durulacaktir. ilk kisimda, sonlu araliklar iizerinde c¢alisilirken,
ikinci kisimda sonsuz araliklarda Chlodovsky tipi teoremler verilecektir.

Asagida tezde calisilan operatorlerin iireteci verilmistir:
I c R bir aralik (sonlu ya da sonsuz) olsun. {a)m}, bu aralik iizerinde

taniml1 fonksiyonlar dizisi olsun dyle ki

i)  Her xel veher meN, i¢in @, (x)>0,

i) Her xel, Z x):l

m=1 m

kosullari saglansmn. Ornegin, @, (x)=ex"/m!, xe[0,0) ile tanml {@,}

fonksiyonlar dizisi yukaridaki (i) ve (ii) 6zelliklerini saglar.

{L,}, C(I) izerinde tamml pozitif lineer operatdrlerin L, (¢,)=¢,

kosulunu saglayan bir dizisi olsun. {Ln} pozitif lineer operatorler dizisi ile {a)m}

fonksiyon dizisi yardimiyla iiretilen ve

Z L (f;x), xel, neN 4.1)

m=0

ile tammli E, :C(1)— C(I) operatérler, agiktir ki pozitif ve lineerdir; burada v,
{a,} azalmayan ve {B, } kesin artan dogal sayr dizileri olmak iizere

v=v(n;m)=a,- f3, bigiminde taniml dogal sayilardir.

4.1. SZASZ-MIRAKYAN-BERNSTEIN (SMB) OPERATORLER DiZiSi

Bu boliimde, (4.1) ile tanimlh {En} pozitif lineer operatorler dizisinin;

=[0,1], B,=m+1, o (x)= - '"/m' ve L, =B, (Bernstein operatorii) oldugu

m

durum incelenecektir.
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4.1.1. Tamm. f e C[0,1] ve neN olmak iizere

x) = z D1 (x) Z P, k (x)f[ k ], xe [0,1] 4.2)
m=1 k=0

mao

n

ile taniml1 operatore Szasz-Mirakyan-Bernstein (SMB) operatorii denir; burada

qn,m(x)zuj meNO

4.1.2. Lemma. x €[0,1] ve n € N olmak iizere test fonksiyonlart igin

, (l—x)(l—e’"")

L (e;x)=1; L (e;x)=x; L (e;x)=x"+ ; (4.3)
na,
3x(1—x)(1—ef’”) (1 x 1 2x © o~ )
L, (e;x)=x"+ ” + o ; I (4.4)
6x° (1-x)(1—€™) x(1-x)(7-11x) & & ™ (nx)"
. _ 4
£ (eix)=x+ na, ’ na; ,,,Z::‘ m.m!
4.5)
(1-x)(6x" =6x+1) &, ¢ (nx)”
+ 3 2 |
na; = mm!
ve merkezi momentler icin
(I-x)(1-e
£, ((e=x):x)=0; £,((e=x)"sx)= n(an ); (4.6)
sy (1=x)(1=2x) & (me)”
£,((e=x)'sx)= ) Ui 47)
L, ((e _x)4 ) x(l-3) ie M(M)m )(6X2—6X+1) ¢ () (4.8)
AN ~  mm! na; ~ mtm! .

esitlikleri dogrudur.

Ispat. x=0 oldugunda istenen esitliklerin dogruluklar1 agiktir. x>0 olsun.
Bernstein operatoriiniin (3.12), (3.14) ve (3.15) ozelliklerinden yararlanilarak SMB
operatorii igin (4.3), (4.4) ve (4.5) ifadeleri asagidaki gibi hesaplanir.
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eO’ an m—1 );pma”,k (x) = Z;qn,m—l (x) =

0

ma, k 0
el’ quqm 1 );pman,k (x)%:xzﬂqn,m—l (x):

mo

- iqn,,,,_l (x)(xz +MJ

m=l man

2
ma, k
62’ zqnm 1 );pman,k (x)(_j

_ xziqn’m_l (x) N x(l —x) i e (nx)""

a, o m(m—1)!

n

2 x(l—x) i e " (nx)"

na,x ,o  m!

) (l—x)(l—e””)

=x +
na,
k 3
e3’ ;qnm 1 mea k [man]
i 3x*(1-x) x(1-x)(1-2x
:;q”’m‘l(")["3+ ngan = m)i )J

:x3+3x(1—x)(1—e"”‘)+ " (1- x)2(1 2x)i(nx)m
na, no, “~ m.m!

£y(eix) = g ( )gpman,k(x)[ i T

m=1 maﬂ

2 2 3.3

ma, m-a, mao,

m=1 n

S L P )

© 6x> (1—
= x4 an,m71 (x) +
m=1

n

x)gqn,ml<x>i

(1—x)(6x2—6x+1) 2 1

anm 1 3 an,m—l(x)_3
. m

n m=1

(1 x) 7 11x)
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dolayisiyla
637 (1=x)(1=¢™)  x(1=x)(7-11x) & & ™ (nx)"
Ly(eqsx)=x"+ na, " nes, mz=:1 m.m! i
(1=x)(6x =6x+1) &2, ey
na’ = mPm!

Simdi (4.6), (4.7) ve (4.8) esitlikleri hesaplanacaktir.
L,((e—x);x)=L,(e;x)—xL, (e)x) ve

£, ((e=x)'5x) = £, (e5%) = 20L, (%) + "L, (e5%)

oldugundan (4.6) esitlikleri (4.3)’den kolayca elde edilir. Ay sekilde

£, ((a=%) %)= £, (e5%) =3xL, (e5%) +3x°L, (@5%) ~ XL, (e;%)

c ((el —x)' ;x)= L, (e;x)—4xL, () +6x°L, ;%)= 4x°L, (€5 %) + XL, (€0; %)

oldugundan (4.7) ve (4.8) esitlikleri (4.3), (4.4) ve (4.5) esitlikleri kullanilarak

gerekli hesaplamalar sonucunda elde edilir. [ |

4.1.3. Lemma. j € N olmak iizere;

i o g(j+.l)!, xe€(0,0) (4.9)

esitsizligi dogrudur.
Ispat. j=0 igin

e ’f (e -1)=1-e"<1.

m=1

j=1olsun. Her m, j e N igin (m+ j)/m < j+1 oldugu dikkate alinirsa

i x" :Z“’: x" (m+1).(m+2).---.(m+j)
SAm'm! A m'm! (m+1).(m+2). (m+ )

:ii x" m+1j (m+2jm(m+jj

xjmzl(m+j)! m )\ m ) U m

1 & xm+]

<— 23 (j+1

x’;(m+j)! (]+ )

m+j

I
~

~. —_
=t

[
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i+1)! L x*
U } ) -y
x’ = k!
M
< (j+ 1).6
xl
esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla (4.9) esitsizligi ispatlanmis olur. |

4.1.4. Lemma. Her x € (0,1] ve ne N icin asagidaki esitsizlik dogrudur.

£,((e=x)"sx)<c, (x){ijz (4.10)

Burada c,, (0,1] de tamimly bir fonksiyon ve her x € (0,1] igin

lime, (x)=6.

n—>0

Ispat. Her neN igin

‘Cn ((el _x)4 ;x) _ 3x(1 —Zx)z i e—nx(i’lx)m + (l—x)(6x23_ 6x+1) © e—nx(nx)m

no, o mam! na, ~  m’m)
ve (4.9) esitsizligi kullanilirsa

(1-x)’ 2+(1—x)(6x2 —6x+1) 3

2 3 2.2
no,  nx no, n°x

1 Y( 6x*—6x+1 1Y
na, xX'na, na,

esitsizligi elde edilir. |

L ((e1 —x)4 ;x) < 3

n

4.1.5. Teorem. Herhangi bir f € C[0,1] fonksiyonu icin (4.2) ile taniml

{L,(f)} dizisi [ fonksiyonuna [0,1] ‘de diizgiin yakinsaktr.

Ispat. (4.2) operatorler dizisi pozitif ve lineer oldugundan teoremin ispati
Bohman-Korovkin Teoremi kullanilarak yapilacaktir. Dolayisiyla Bohman-Korovkin
Teoreminin kosullar1 geregince her bir i =0,1,2 igin

[0.1]
L (e)=2e (4.11)

oldugu gosterilirse ispat biter. (4.3) esitliklerinden
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sup ‘En (e;x)—e (x)‘ =0, i=0,1
xe[O,l]
1
xsel[})g]‘ﬁn (ey;x)—e, (x)‘ < E
[0.1]
elde edilir. Buradan (4.11) dogrudur. Yani her f e C[0,1] i¢in £, (/)= f. [ |

Asagida (4.2) ile taniml1 operatorler dizisi i¢in Voronovskaya tipi teorem

verilmigtir.

4.1.6. Teorem. f € C’[0,1] ise,

limna, [L’n(f;x)—f(x)} :l(l—x)f”(x), xe[0,1]

n—w 2
esitligi saglanir.
Ispat. f fonksiyonun sabit X noktasi i¢in Taylor formiilii her ¢ € [0,1] icin
! ]' 4
(O =S )+ S () (=) | S ) (-2) +g(mx) (-2 | @12)
seklindedir. Burada; g(-,x) X noktasinda siirekli ve limg(z,x)=0. (4.12)

esitliginin her iki tarafina (4.2) operatorii uygulanirsa

Ln(f;x):f(x)ﬁn(eo;x)+f'(x)£n((el—x);x)+%f"(x)£n ((a=)sx)

+%£n (g(.’x).(el —x)2 ;x)
elde edilir. Buradan, (4.6) dikkate alinirsa

(1-x)(1-¢™)

2na

n

L, (f:x)—f(x)= £+ £, (2(x) (@ ~x) 5x)

bulunur. Bu son ifade diizenlenirse,

(1 —x)(l—e_"x)

2

na, I:[,n (f;x)—f(x)] = f"(x)+na,L, (g(-,x)(e1 —x)z;x)

ifadesi bulunur. Bu son ifade de lim,_, ne, L, ( g(x)(q —)c)2 ;x) =0 oldugu

gosterilirse istenilen elde edilir. Cauchy-Schwartz esitsizliginden

12

na, L, (g(~,x)(e1 —x)z ;x) S[nza,f[,n ((e1 —x)4 ;)C)T/2 [ﬁn ((g(-,x))2 ;xﬂ (4.13)
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esitsizligi elde edilir. g(x,x)=0 oldugundan Teorem 4.1.5 geregince

lim £, ((g(-,x))2 ;)c):(g(x,x))2 =0

n—0

olur. Diger taraftan (4.10) esitsizligini kullanilirsa (4.13) ifadesi

SN2 b
nanﬁn(g(-,x)(el—x)z;x)ﬁ n2a§[cn(x)(LJ J ([h((g(-,x))z;x))

na,

olarak bulunur. Dolayisiyla lim, nanﬁn( g(-x)(e —x)z;x)=0 olur. Bu da

istenen sonucu verir. [ |

4.2 SMB OPERATORLER DIZiSININ YAKLASIM HIZI

Verilen fonksiyonlara ne kadar iyi yaklasildigini yani yaklagim hizina dair
teoremleri elde edebilmek icin fonksiyonun diizgiinliigliniin tam 6l¢iisiiniin bilinmesi
bliyiik 6nem tasir. Bu kisimda SMC operatorler dizisinin yardimiyla yaklasim hizi,

fonksiyonun diizgiinliigiinii 6l¢en siireklilik modiilleri cinsinden verilecektir.

4.2.1. Teorem. Eger f € C[0,1] ise

En(f)—fHﬂw{f; : ]

na,

Ispat. L, pozitif ve lineer oldugundan, x €[0,1] iin

En(f;x)—f(x)‘ﬁﬁn(f—f(x) ;x).

Siireklilik modiillerinin (vi) ve (vii) 6zellikleri dikkate alinirsa,

L (f3) £ (3] < 4,1 - £ (%) )

;x) ifadesine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

;x)S(l+%£n (|e1 -X

esitsizligi elde edilir. £, (|e, —x

46



Simsek, E., 2013, Pozitif Lineer Operatorlerin Yaklasim Teorisindeki Uygulamalari, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

£, (f) - f ()< 1+%\/£n((el—x)2;x)ja)(f;5)

—x\1—e™ vz 12
- 1+%[(1 ! )J w(fﬁ){n%(}j} }w(f;é)

n an n

-1/2

esitsizligi elde edilir. § = (na,) '~ olarak segilirse istenilen elde edilir. |

4.2.2. Teorem. Herhangi bir f € Lip,,a i¢in,

al2
En(f)—fHSM[ ! j . (4.14)
na,,
Ispat. |L, (f;x)—f(x)‘sﬁn(f—f(x) ;x)SMEn (|el —xa;x) Holder

esitsizliginde p =2/a, g=2/(2-a) olarak segilirse L, (|e1 —Xx

a .« .
;x) icin

na,

e\ s
ol T

istenilen elde edilir. [ |

Not: Teorem 4.2.2, Teorem 4.2.1’in sonucu olarak da yazilabilir. Ancak bu

durumda (4.14)’da M yerine 2M gelir.

4.2.3 Teorem. f e C'[0,1] ise

na, na

£,(f)-f] <2 a{f';#}
Ispat. x €[0,1] olsun. Ortalama deger teoreminden her ¢ €[0,1] igin,
F(0)= 1 (x)=(t=x) /' (£.(1))
olacak sekilde en az bir & (t)e(min {t,x},max{t,x}) vardir. Bu esitligin her iki
tarafina (4.2) operatdrii uygulanirsa
L, (fx)=f(x)=L£,((a =x) (&)%)
=L, (e =) (f(&)-1"(x)):x)

elde edilir. Siireklilik modiillerinin (vi) ve (vii) 6zellikleri dikkate alinirsa

(4.15)
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(& () -1 (%) <01

£.(0)-x) <o f’;5)(l+é i (r)—x\j

< a)(f';5)(l+%|t—x|j.

Bu esitsizlik (4.15) esitliginde yerine yazilirsa

L) s (<ol 004

)}
(o) ;xJ
;x)+%£n ((el—x)z;x)j

;x) ifadesine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

1
2 —x|(1+g|e] -X

=w(f’;5)£n(

~olr:0)( &

e —x

esitsizligi elde edilir. £, (|e; —x

En(f;x)—f(x)‘ < a)(f’;é)(\/ﬁn ((e1 —x)z;x) +%£ﬂ ((e, —x)z;x>j
_ o(f5) \/(l—x)(l—e”") +l(1—x)(l—e’”‘)]

no o no

n n

1 1 1
< )
@(/19) Jne, 5nan]

esitsizligi elde edilir. § = (nan )71/ ® olarak secilirse istenilen elde edilir. |

4.3. CHLODOVSKY TIPLI SZASZ-MIRAKYAN-BERNSTEIN (SMBC)
OPERATORLER DiziSi

Bu boliimde, (4.1) ile taniml {En} pozitif lineer operatorler dizisinin;

1=[0,5,], B,=m+l, w,(x)=e’x"/m! ve L ,=C, (Bemstein-Chlodovsky

operatorii) oldugu durum incelenecektir. {an} dogal sayilarin azalmayan bir dizisi

olsun

4.3.1. Tamm. f € C[0,%) ve neN olmak iizere

ﬁ(f;x):iqn,m—l ()C) Z’I pman,k (bljf( kbn j, XE[O,bn] (416)
m=1 k=0 n

ma,
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ile tanimli operatore Chlodovsky tipli Szasz-Mirakyan-Bernstein (SMBC) operatorii
denir. Burada ¢,, ve p,, ifadeleri Tamim 4.1.1.’deki gibidir.

4.3.2. Lemma. x €[0,b,] ve n € N olmak iizere test fonksiyonlart igin

b _ 1_ —nx
To(enx)=k 7, (qix)=x 75(%m)=x2+( (i ); (4.17)
ne,
7'( ) 3+3X(bn_x)(l—e_”x)+(bn—x)(bn—z_x)ienx(nx)m (4 18)
e X)=X . |
o % l’laj m=1 m.m! ’
6x> (b —x)(1—e™ B ~ o
7,;(64;x)=x4+ x(” X)( ¢ )+x(b,, x)(72bn 11x)ze (nx)
nan nan m=1 mm'
(4.19)
(b, = x)(6x> =6b,x+b] ) & & (nx)"
’ nal:: m=1 mzm!

ve merkezi momentler icin

7, ((e—x);x)=0; 7, ((a-x)5x)= (b _XZS_M) : (4.20)
‘l?((e1 —x)’ ;x) _(, _ng? ~2x) ien;(:j)m 4.21)

e

no “~ mm!

! (4.22)
(b, —x)(6x2 —6bnx+bj) = e ™ (nx)"
na ; m’m!

esitlikleri dogrudur.

Ispat. x=0 oldugunda istenen esitliklerin dogruluklar1 agiktir. x>0 olsun.
Bernstein-Chlodovsky operatoriiniin - (3.20), (3.22) ve (3.23) ozelliklerinden
yararlanilarak SMBC operatorleri i¢in (4.17), (4.18) ve (4.19) ifadeleri asagidaki gibi
hesaplanir:

7, (e x anml meak[bij anml :

m=1 m=1

el’ anm 1 )kz;pma”,k (bij _‘xzqnm 1 X
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2
2 x \( kb,
7; 82’ zqnm 1 );pman,k(b_nJ(ma j

x(bn —x)
~ n m— 1 man

© _ 0 —nx m—1
_ x2zqn’m_l (x) n x(bn x) z e " (nx)
m=1

a oo m(m—1)!

n

Ms

oo (2] 2]

mo

+

gqnml (3 3% (b, =x) _ x(b, = x)(b, Zx)j

oy BO(=e7) ()20 g )’
na, na; o m.m!

4
00 ma" kb
x) = zqn,m—l (x)z pma",k (bl][ - J
m=1 k=0 n

6x' (b, —x) ¥ (b, =x)(76, ~11x) x(b, —x)(6x2—6b,,x+b§)]

= an,mfl (x)[x4 + - + - 2 2 -
m=1

ma, ma, m'a
3 . 2 _ _ 0
iy 6x° (b, —x)zq mfl(x)L+ x* (b, x)(27bn llx)zq )L
a, =) m ) =1
x(b —x)(6x* —6b,x+b) & 1
(o ) g ()
dolayisiyla
L 60, =)(1=€ ™) | x(b,—2)(7,~113) e )"
7, (esx)=x"+ ¥ z 2 "

na, no =  munm!

n

(b, —x)(6x* —6b,x+5]) i e_’”‘gnx)'"'

3
na, ~— m'm!

Simdi de (4.20), (4.21) ve (4.22) esitlikleri hesaplanacaktir.
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7;((61 —x);x) =7, (e;;x)—x7,(ey:x) ve
7;((61 —x)2 ;x) = 7;(ez;x)—2x’7;(el;x)+ x2’7;(e0;x)
oldugundan (4.20) esitlikleri (4.17)’den kolayca elde edilir. Ayni1 sekilde

’7;((e1 —x)3 ;x)z7;(63;x)—3x7;(e2;x)+3x27;(el;x)—x3’7;(e0;x)

‘]'((e1 —x)4 ;x) = ‘7;(64;)6) —4x‘7;(e3;x) + 6x27;(ez;x) - 4x37;(e1;x) + x47;(e0;x)

n

oldugundan (4.21) ve (4.22) esitlikleri (4.17), (4.18) ve (4.19) esitlikleri kullanilarak

gerekli hesaplamalar sonucunda elde edilir. [

4.3.3. Lemma. Her xe<(0,b,] ve her neN icin asagidaki esitsizlik

dogrudur.

7;((el—x)4;x)£cn(x)( - J (4.23)

na,
buradac,,(0,0) ‘da tanumli bir fonksiyon ve her x e (0,%) i¢in

lime, (x)=6

n—>0

ve lim_, ¢, (x)=6(1+1/(nb,a,)).

X—>0 n

Ispat. Her neN igin (4.22) esitliginden

3x(b, - x)’ & e (nx)" +(b,,—x)(6x2—6bnx+bj) 2 ¢ ()"

r/;((el—x)A‘;x)— >

3 2
na, ~ mm! na, ~ m'm!

ve (4.9) esitsizligi kullanilirsa

« \_3x(b,—x) 21 (b,—x)(6x*—6b,x+B}) 3
7;((61—)(:) ’X)S na? nx na; Y

n n

b V(. 6xt-6bx+b?) (b Y
na x'nba, na,

n

6x> —6b x+b’

2
x'nba,

esitsizligi elde edilir. Burada c, (x):(6+ j Dolayisiyla her

x €(0,0) igin

lime, (x)=6

n—>0
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ve lim_,, ¢, (x)= 6(1 + 1/(nbna” )) |

4.3.4. Teorem. {b,} (3.19) kosullarim saglayan bir dizi olsun. Eger f

fonksiyonu [O,oo) araligi iizerinde sinirli ise [ fonksiyonunun stirekli oldugu her x

noktasi icin

113}07;(](;36)=f(x) (4.24)

esitligi dogrudur.
Ispat. . Keyfi &>0 sayisi verilsin f fonksiyonu bir x €[0,%) noktasinda
siirekli olsun. O zaman bir & >0 sayis1 vardir 8yle ki |r—x| <& olan her 7 &[0,%)

igin | £ (£)- f (x)|< &. Eger x=0 ise (4.24) hemen elde edilir. O halde varsayalim ki

x>0 olsun. Bu durumda bir N e N vardir éyle ki b, > x. Dolayisiyla her n> N

icin b, > x. Herbir n> N igin

=Y, 43,

esitsizligi elde edilir. f/ fonksiyonun x noktasindaki siirekliliginden

D> <C(epx)e=¢

elde edilir. Ote yandan f fonksiyonu [0,oo) aralig1 iizerinde sinirli oldugundan bir
M >0 sayist vardir 6yle ki her re[0,0) igin |f(t)| <M. Ayrica t=xb"

dontistimii yapilirsa
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0 —ntb, tb )

esitsizligi elde edilir. Buradan

T (fix)=f (x) o2 s

n

yazilir. b, =o(n) (n—> ) oldugundan istenilen elde edilir. [ |

Bu teorem, sonsuzluktaki limitin sonsuzluga gitme hiz1 yeterince diisiik olan

siirs1z fonksiyonlar i¢in de dogrudur.

4.3.5. Teorem. {b,} (3.19) kosullarini saglayan bir dizi, f [0,0) arahg
lizerinde tanimli bir fonksiyon ve M (b,)= max, g, 1 | f (x)| olsun.

Eger

lim M (b, )e = (lp[ = D =0 (4.25)

n—»w

ise [ fonksiyonunun stirekli oldugu her x>0 noktasi i¢in (4.24) bagintisi dogrudur.
Ispat. Teorem 4.3.4%tin ispatindaki ) = toplamindaki M yerine M (b,)

alinir ve Lemma 3.5.4 kullanilirsa, 0 < <2x ve yeterince biiyiik 7 ’ler igin

T,(f3x)— f(x)|<e+2M (b, ) g () Z pmak( j

m=1
>5

7—x
ma, n

w —nx m-1 _é’zma”
<e+4M (b)Y " ()"

buradan

T () f () <evab (5,)e et

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla (4.25)’dan (4.24) goriliir. |
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4.3.6. Uyar1. Eger, Teorem 4.3.5 de @, = O(1) olarak almnirsa (4.25) kosulu
asagidaki kosula denk olacaktir.

_},l 52
limM (b,)e " =0, =—.
n—o ( n) 4 4x
Bu kosul Bernstein-Chlodovsky tipli operatorler icin bulunan kosul ile

aynidir.

4.3.7. Uyar. Eger, a, =o(b,) olarak alinirsa; (4.25) kosulu

: Ty 5

lgEM(bn)e " =0, 7=4—x,

seklinde elde edilir. Ote yandan a, = O(b,) ise (4.25) kosulu,
52

limM (b,)e™ =0, y=—

n—® " 4x
seklinde elde edilir.

Asagida SMBC operatorleri icin Voronovskaya tipi teorem verilmistir.

4.3.8. Teorem. {b,} (3.19) kosullarini saglayan bir dizi, f, [0,0) arahg
tizerinde tamimli bir fonksiyon ve M(bn):maxm[o‘bn]|f(x)| olsun. ', xe€[0,0)

noktasinda ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip ve

lij)lgOM(bn)nb—%e oy [l p( “"b"n -0, 5>0 (4.26)
ise
lim 7 £3)- £ ()] =3 /(%)

esitligi saglanir.
Ispat. f fonksiyonu x noktasinda ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip

ve x <b, olsun. Taylor formiiliinden

£()=f(x)+ f'(x)(t—x)+%[ FEe-x) g2 ] @2
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seklindedir. Burada; g(-,x) X noktasinda siirekli ve limg(z,x)=0. (4.27)

esitliginin her iki tarafina (4.16) operatorii uygulanir ve (4.20) esitliklerini

kullanilirsa

(b, —x)(l - e_"x)

na,

To(f3x) = £ (0)4 " (+)

elde edilir. Burada

2
3 na, kb kb
R~ Bt 005 e 5 e o
m=1 k=0 "

mao

n

Teoremin ispatinin bitmesi i¢in

lim=22 R, (x)=0

n—»0 b

esitliginin gosterilmesi yeterlidir. R, (x) ifadesi asagidaki gibi iki kisma ayrilirsa:

Pha, .k b X g —X
L, )\ ma, ma,
=R, (x) +R,, (x)

esitligi elde edilir. Her £>0 igin dyle §>0 sayisi bulunabilir ki |¢|<5 iken

R (=20 ()| T+ T

kb, .
—_x|<&
ma,, ma,

‘ g(¢ )‘ <& . 0 <x olarak secilir ve (4.20) esitligi dikkate almirsa, R, (x) ifadesi i¢in

(bn - x)(l — e_"x)

—R, (x)<e <g

n n

n

ma,

(kbn _xj g( kb, _xj:f( kb, J_f(x)_[ kb, _xjf,(x)_( kb, _x] f"(x)
ma, ma, ma, ma, ma, 2

esitligi elde edilir. Boylece; R, , (x) ifadesi igin

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan (4.27) ifadesinde ¢ = almirsa
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21214_224_23'

elde edilir. 21 icin Lemma 3.5.4 dikkate alinirsa

R

esitsizligi elde edilir. Buradan;

e g b el 22)
n < n n n
b Zl - 4M( n ) na €

n n

esitsizligi elde edilir. 22 icin Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilirsa

1/2
S < S g (1) S pmk(bij )
=l kb, —x>5 n
12
2
N x|\ kb,

esitsizligi elde edilir. Birinci c¢arpana Lemma 3.5.4, ikinci c¢arpan da

2
5 S[ kb, —xj esitsizligi dikkate alinir ve (4.23) uygulanirsa
mo

n
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elde edilir. Buradan

Sa, nx( exp 5a,
by Gl fare ]

na,

esitsizligi elde edilir. Benzer hesaplamalar 23 icinde yapilirsa asagidaki

degerlendirme elde edilir.

Ezan nxr 520:,,
1—exp|
4xb,

OB

Sonug olarak (4.26) kosulu altinda her bir i =1,2,3 i¢in

b, 2
P e

lim -2 > =0. u

n—»0 nan
4.4. SMBC OPERATORLER DIZISININ YAKLASIM HIZI

4.4.1. Teorem. Eger f fonksiyonu (0,oo) araligy tizerinde diizgtin stirekli

ise

Hmf)—fuszw(f; b j

na,

Ispat. x €(0,b,] olsun. O halde;

T(f3%)- £ (%)= zq()z P [b—j{ f[ kb, j_f(x)}.
kb,

7; f; _f < > n,m— D ma, ij (f’ ]
(5311 0 Bt (935 o o 12

elde edilir. Diger taraftan, siireklilik modiillerinin (vii) 6zelligi ve Cauchy- Schwarz

]

Siireklilik modiillerin (vi). 6zelligi dikkate alinirsa,

— X

n

esitsizligi kullanilirsa, 0 >0 igin

n

& & kb
) (0} 20(39) 3 s (913 [
m=1 k=0 n

— X

na,,

Sa)(f;d){é\/‘i;((el —x)z;x)+1}
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na,, na,

o f:9) %\/(bnx)(le’”‘)+1 Sa)(f;é){é b, +1}

elde edilir. Bu son ifade de & =/b,/(na,) olarak segilirse istenilen elde edilir.

x =0 durumunda ise ispat agiktir. |

4.4.2. Teorem. f e C(0,) olsun. Her f € Lipy,a igin

a/2
7;(f)—fH£M( by J (4.28)
na,
Ispat. ﬁ(f;x)—f(x)‘ﬁﬁ(f—f(x);x)SM’G(|el—xa;x) Holder

esitsizliginde p=2/a, g= 2/ 2- a olarak secilirse ‘7' (el x|

ﬁ(f;x)—f(x)‘SM(ﬁ((el_x)2;x))a/z [

istenilen elde edilir. [ |

Not: Teorem 4.4.2, Teorem 4.4.1’in sonucu olarak da yazilabilir. Ancak bu

durumda (4.28)’de M yerine 2M gelir.

4.2.3 Teorem. f € C'(0,0) ise

b , | b,
)—fHSZ /—"a{f; —j
na, na,
Ispat. x €[0,b,] olsun. Ortalama deger teoreminden her ¢ €[0,5, ] igin,

F(@)= 1 (x)=(1=x)/"(&(2))

olacak sekilde en az bir & (t)e(min {t,x},max{t,x}) vardir. Bu esitligin her iki

tarafina (4.16) operatorii uygulanirsa
7,(f1x)=f (x)=7,((¢—x).f"(£.):x)
=7, (e =x)(/"(&)-1"(x)):x)

elde edilir. Siireklilik modiillerinin (vi) ve (vii) 6zellikleri dikkate alinirsa

(4.29)
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(& () -1 (%) <01

£.(0)-x) <o f’;5)(l+é i (r)—x\j

< a)(f';5)(l+%|t—x|j.

Bu esitsizlik (4.29) esitliginde yerine yazilirsa

t(f;x>—f(x>\sw<f:5>7;(

)
el—x|+%(el—x)2;xj
;x)+é7;((e1—x)2;x)j

;x) ifadesine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

1
2 —x|(1+g|e] -X

=a>(f’;5)‘7n(

ol 7:0){ 7

e —x

esitsizligi elde edilir. 7, (Je, — x

ﬁ(féx)—f(x)‘Sa’(f’ﬁ)(\/‘c((el —x)2 ;x)+%‘7;((e1 —x)2 ;x)j
=a)(f';5)[\/(b" “)i=e”) 1 x)(le’”‘)]

na o no

n n

b 1 b
< '.é‘ n ~ _~n
o/ )( na +5n0{J

n

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla & = /b, / (na,) alirsa istenilen elde edilir. |
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 SONUCLAR

Bu ¢alismada, {E, (f)} dizileri kullamlarak iiretilen {£, ()} ve {7,(f)}
dizilerinin yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Elde edilen sonuglar sunlardir.

1. feC[o,1] ise {£,(f)} dizisi [0,1] araiginda f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir.
2. feC[0,») ise {7;(f)} dizisi [0,0) araliginda f fonksiyonuna
yakinsaktir. [O, oo) ‘nin her bir kapali alt aralig1 tizerinde diizgiin yakinsaktir.

3. feC 2 [0,1] ise asagidaki ifade dogrudur (Voronovskaya tipi teorem):
limne, [/Jn (f;x)—f(x)} :%(l_x)f”(x), xe[0,1]

4. feC? [0,00) ise asagidaki ifade dogrudur (Voronovskaya tipi teorem):

.. n 1 )
5[ 7,(f:)= (1)]=5/" (1), xe[ow)

5. Operatorlerin yakinsaklik hizlar siireklilik modiilii cinsinden elde edildi:

En(f)—fHﬂw(f;ﬁ}

1 .1
w0 g i)

(1)-=20] 1 [ 2]

n

To(f)-f]=2 |2 a{f'; b j
na, na,

6. Lipschitz sinifindan olan fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikler elde
edildi:

(1) rl<ul! ]M

na,
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frir-rsuf ]

no,

7. {7,(f)} dizisinin de b, =1 almrsa {£, (f)} dizisi elde edilir. Yani,

n

{7,(f)} dizisi {£,(f)} dizisinin genellemesidir.

n

5.2 ONERILER

Tezde verilen bilgiler 15181nda asagida verilen dort problem incelenebilir.

1. E, iretici operatorlerinin verilen siirekli bir fonksiyona hangi kosullar
altinda diizgiin yakinsaktir?

2. feC'[0,1] ise £, operatorii [0,1] arahiginda f" fonksiyonuna diizgiin
yakinsak midir?

3. feC'[0,0) ise 7, operatorii [0,5,] araliginda f' fonksiyonuna
diizgiin yakinsak midir?

4. E, lretici operatorinde Szasz-Mirakyan-Bernstein veya Szasz-

Mirakyan-Bernstein-Chlodovsky operatorleri yerine Baskakov operatorii, Meyer-
Konig-Zeller operatorii, Durrmeyer operatorii, vb. operatorleri alinarak bu
operatorlerin kombinasyonu seklinde yazilip elde edilen yeni tip operatorlerin
karsilagtirilmas1 yapilirsa hangi kombinasyonun daha iyi yaklasim sonug¢ vereceginin

arastirilmasi?
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